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Infinito en lo pequefio y
desarrollo cognitivo:
Paradojas y espacios consensuales

Resumen

La noci6n de infinito ha jugado un papel importante en casi todas las disciplinas del saber humano.
A pesar de ello, las diferentes ramas de las ciencias cognitivas han dedicado muy pocos esfuerzos
al estudio de este fascinante aspecto de la actividad mental humana. La idea de iteracién es un inte-
resante punto de partida para estudiar los procesos cognitivos subyacentes a la nocién de infinito.
En particular, la subdivisién iterativa constituye un drea muy rica para abordar la cuestién de
c6mo la idea de infinito en lo pequefio emerge en nuestras mentes. En este estudio, en el cual parti-
ciparon 32 alumnos de 8, 10, 12 y 14 afios de edad (de alto y bajo rendimiento escolar), se inves-
tigd —desde el punto de vista del desarollo— una versién de la paradoja de Zen6n por medios de
entrevistas individuales. Los resultados sugieren que entre las edades de 10 y 12 afios, comienza
a emerger una cierta intuicién de las consecuencias que trae consigo el proceso de subdivisién.
Esta intuicién permanece mis tarde muy ldbil y muy susceptible de ser influenciada por factores
contextuales. Un 66% de los alumnos de 12 y 14 afios sefialaron que el proceso iterativo pre-
sente en el problema se termina. Menos de un 25% considerdé (con muchas dudas y cuestiona-
mientos) la posibilidad del que tal proceso pudiera continuar indefinidamente. Se discuten algunas
consecuencias epistemolégicas basadas en el enfoque tedrico denominado embodied cognition.

Abstract:Throughout history the concept of infinity has played an important role in almost every
branch of human knowledge. Paradoxically, very little effort has been done by the various theo-
retical schools in Cognitive Science to study such a fascinating aspect of human mental acti-
vity. The idea of iteration is an interesting starting point to study the cognitive processes
underlying the notion of infinity. In particular, the study of subdivision offers a rich subject
matter to address the question of how does the idea of infinity in the small emerge in our minds,
32 students, aged 8, 10, 12 and 14 (high and low intellectual —academic performers), participated
in this study, in which a version of one of Zeno’s paradoxes was analyzed by means of indi-
vidual interviews. Results suggest that between ages 10 and 12, a certain intuition of the entail-
ments of subdivision emerges, remaining very labile afterwards such that is very influenced by
the context. 66% of the 12- and 14-year-old children said that the process involved in the paradox
comes to an end. Less than 25% considered (with deep hesitations) the possibility that the process
might continue endlessly. Some epistemological consequences are discussed from the perspective

of embodied cognition.
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Introduccion

Desde el origen de las civilizaciones, la idea de infinito ha Jugado un importante
papel en casi todas las disciplinas del saber humano, fascinando y amedrentando a
filésofos, tedlogos, cientificos y matemdticos. Cargado de aspectos contraintuitivos,
el infinito ha sido siempre un concepto muy controvertido y €squivo, y su estudio
ha presentado innumerables dificultades y disputas. Un concepto tan peculiar e impor-
tante de la actividad mental humana representa una valiosisima fuente de estudio para
las ciencias cognitivas por dos razones: primero, debido al importante rol que este
concepto ha desempefiado en las diferentes disciplinas del saber humano, y segundo,
debido a que es un rico y representativo concepto de una dimensién de la actividad
mental humana -el pensamiento abstracto— que no estd basada en la experiencia
directa. Sin embargo, paradojalmente las distintas escuelas de pensamiento dedi-
cadas al estudio empirico del conocimiento han dedicado muy pocos esfuerzos a la
investigacion de tan fascinante aspecto de la actividad mental humana.

Tanto la historia de la matemdtica, como algunos estudios en el 4rea del desarro-
llo cognitivo del pensamiento matemdtico, muestran que el infinito en lo pequefio
—involucrado en subdivisiones iterativas— ha sido mucho mds controvertido y esquivo
que el infinito en lo grande (Boyer, 1986; Kline, 1972; Nifiez Errdzuriz, 1993a). Ellos
muestran ademds que los nifios comienzan a entender la idea de infinito en lo peque-
fio mucho més tarde que aquella del infinito en lo grande (Langford, 1974; Nuiiez
Errdzuriz, 1993b; Piaget e Inhelder, 1948; Taback, 1975). Asi, aun cuando nifios de §
afios pueden reconocer con facilidad 1a naturaleza interminable del proceso de conteo, no
es sino a la edad de 11-12 afios que comienzan a considerar a la subdivisién indefinida
como un proceso potencialmente sin fin, y a reconocer esta situacién como un problema
legitimo (Nifiez Errdzuriz, 1993a). El presente estudio pretende contribuir al entendimiento
de los procesos cognitivos involucrados en el desarrollo de la idea de in-
finito en lo pequefio.

El problema

Hace unos 2500 afios en Elea, al sur de la actual Italia, un discipulo del filésofo
Parménides, conocido como Zenén el Eléata, concibié algunas paradojas presumi-
blemente con la intencién de probar la inconsistencia de las ideas pitagéricas de
multiplicidad y cambio. Ademds pretendi6 con estas paradojas dar argumentos en
favor de la unidad y permanencia del ser —principios fundamentales de su escuela
de pensamiento. Con el paso de los afios, han llegado hasta nosotros diferentes ver-
siones de estas paradojas, las cuales, sorprendentemente, continuan a intrigar fil6-
sofos y matemdticos, as{ como a educadores y a investigadores del pensamiento.
Una versi6n abreviada de una de estas paradojas podria expresarse de la siguiente
manera. Imaginemos que nos piden ir de un lugar A a un lugar B pero nos dicen
que debemos hacerlo siguiendo una regla que dice: primero avance la mitad del
trayecto, en seguida avance la mitad de lo que queda, luego la mitad de lo que queda, y
asi sucesivamente. ;Llegaremos alguna vez al lugar B? Dado que cada paso cubre
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s6lo 1a mitad del trayecto que queda al realizar el paso anterior, siempre habrd una
pequefia distancia por recorrer. Esto sugiere que nunca llegaremos al lugar B. Esto, por
supuesto, no es lo que nuestra experiencia nos dice cuando vamos de un lugar a otro.
Ademds, ;cémo conciliar el hecho de cubrir una distancia finita con un ndmero infi-
nito de pasos? Surge entonces la paradoja.

Desde un punto de vista cognitivo, el estudio de paradojas, tales como ésta de
Zenon, no s6lo constituye un tema interesante para abordar la cuestién de como la mente
construye la idea de infinito en lo pequefio, sino que ademds contribuye al escasa-
mente estudiado dominio del infinito. Ntfiez Errdzuriz (1993a) ha sugerido que los
aspectos paradéjicos de los argumentos propuestos por Zenén, en oposicién a otras
situaciones en las cuales estd involucrado el infinito pero que no llevan a considera-
ciones paradGjicas, podrian ser explicadas parcialmente en términos de una coordi-
nacién particularmente compleja de atributos iterados indefinidamente. El argumento
se basa en observaciones hechas por Langford (1974), Piaget ¢ Inhelder (1948) y
Taback (1975) en cuanto a las diferencias entre el infinito en lo pequefio y en lo grande,
asi como en algunas observaciones hechas por Tall (1980) relativas a las diferencias en-
tre aspectos cardinales y de medici6n del infinito. En el ejemplo anterior si uno sigue la
regla del problema, dos atributos han de ser iterados simultdneamente, a saber, el nime-
ro de pasos que uno tiene que realizar y la distancia que cada uno de estos pasos cubre.
Por un lado, es posible observar que el tipo de iteraci6n es diferente para cada atribu-
to, porque el nimero de pasos aumenta mientras que la distancia cubierta por estos
pasos disminuye. Llamemos a estos dos tipos de iteracion, divergente y convergente,
respectivamente. Por otro lado, la naturaleza del contenido iterado es también dife-
rente para ambos atributos: el nimero de pasos se refiere a la cardinalidad (nimero de
pasos) mientras que la distancia cubierta por estos pasos se refiere a espacio. A dife-
rencia de las situaciones en las cuales dos atributos del mismo tipo, o de la misma
naturaleza, son iterados indefinidamente en una situacién coordinada, la coordina-
cién que se observa en la paradoja de Zen6n debe incorporar componentes hetero-
géneos. Esto es, debe incorporar simultdneamente diferentes tipos de iteraciones
(divergente y convergente) y diferentes naturalezas de contenido (cardinalidad y es-
pacio), lo que la hace cualitativamente mds compleja.

En general, cualquier situacién que involucre la subdivisién, que pudiera llevar a la
concepcién del infinito en lo pequefio?, presenta esta estructura: una coordinacién
simultdnea de un nimero creciente de pasos (nimero de iteraciones) y una longitud par-
cial decreciente del tamafio de los pasos (en valor absoluto). Desde un punto de vista
cognitivo, entonces, resulta de grén interés estudiar c6mo esta compleja coordi-
nacién emerge en la actividad mental y qué formas toma a través de diferentes con-
textos conceptuales.

Lo que viene a continuaci6n presenta algunos aspectos cualitativos de una investi-
gacién que formé parte de un proyecto mas amplio concebido para estudiar aspectos
psicocognitivos y del desarrollo subyacentes a la idea de infinito.

2 Obviamente esta no es la tnica forma que pudiera llevar a concebir el infinito en lo pequefio. En
andlisis no-estdndar, por ejemplo, los infinitesimales son vistos como los reciprocos de ndmeros infi-
nitamente grandes. Sin embargo, desde un punto de vista del desarrollo, la idea de subdivisién parece ser
mds bdsica.
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Método

Procedimiento

Se estudiaron dos variables relacionadas con el rendimiento general intelectual y
académico. El primero fue medido con el test de Matrices Progresivas de Raven y el
segundo fue medido por las notas escolares obtenidas en matemética y francés® (idio-
ma oficial en esa escuela y regién lingiiistica). Se escogi6 el test de Raven por varias
razones. Primero, porque siendo un test disefiado para medir un factor de inteligencia
general (g de Spearman) goza de un amplio respaldo en cuanto a su utilizacion tanto en
la préctica clinica como en investigaci6n, y presenta la ventaja de poder administrarse
colectivamente. Segundo, porque se trata de un instrumento Unico que puede evaluar
sujetos de edades correspondientes a las aqui estudiadas (8 a 14 afios. Raven, 1960;
Anastasi, 1961). Por tltimo, porque el test de Raven pone de manifiesto el pensamiento
inductivo —en gran parte responsable del factor g (Pellegrino y Glaser, 1980; Sternberg,
1977)~ lo cual era de particular interés para el proyecto mds amplio en el cual ésta
investigaci6n estd inserta.

El test de Raven se administré en clases durante la jornada escolar. El estudio fue
llevado a cabo mediante entrevistas individuales (50 minutos) y fue presentado a los
estudiantes como un estudio de psicologfa (no se menciond la matematica en ninguna
etapa de la investigacién). Las entrevistas se llevaron a cabo en una sala de la escuela y
fueron registradas en video. La paradoja de Zen6n fue uno de los temas tratados du-
rante la entrevista.

Sujetos

Fueron entrevistados 32 estudiantes de dos escuelas de la ciudad de Friburgo (Suiza),
cuyas edades eran 8, 10, 12 y 14 afios. A cada grupo-de edad (8 sujetos) se le asigné
cuatro sujetos de alto rendimiento académico-intelectual y otros cuatro de bajo rendi-
miento académico-intelectual (percentiles 66 a 100’y 0 a 33 respectivamente, en ambos
criterios de rendimiento, seleccionados entre 172 estudiantes de dichas escuelas). La
muestra estaba balanceada por sexo.

Material

El problema se presentd en forma verbal como una p‘re’g"ﬁnta abierta y fue: “Imagina que
queremos ir desde este lado de la mesa hasta el otro lado. Se nos dice que primero debe-
mos avanzar la mitad del trayecto, en seguida continuar con la mitad de lo que queda,
luego con la mitad de lo que queda y asi sucesivamente. ;Llegaremos alguna vez al otro

3 Se observé previamente que las notas en francés resultaban ser un buen indicador general del rendiminto
escolar. Se estimé que las asignaturas de matemdticas y francés, en conjunto, entregaban un buen perfil del
rendimiento escolar general por tratarse ademds de asignaturas representativas de las dreas “cientifico” y
“humanista”, respectivamente. :
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lado de la mesa?” Algunas veces el sujeto que realizaba la accién fue un pequefio in-
secto. Se le permiti a los estudiantes usar diversos materiales como papel, lapices, re-
glas, etc. que estaban encima de la mesa.

Resultados

En general, las respuestas de los nifios pueden ser clasificadas en tres grandes catego-
rfas, a saber: aquellas que dicen que se llega al destino, aquellas que dicen que no se
llega (ya sea porque el proceso se atasca 0 porque sélo se aproxima al destino), y aque-
llas provenientes de sujetos dubitativos que defendian dos respuestas diferentes, a
menudo contradictorias. Sujetos de los cuatro grupos de edades dieron respuestas de las
dos primeras categorfas, la dltima categoria se observé solamente en los grupos mayo-
res. A continuaci6n se presenta el razonamiento subyacente a estas respuestas. No se
observaron diferencias entre los sexos.

Grupo de 8 afios de edad

En el grupo de esta edad, se observé una diferencia ente los argumentos dados por los
subgrupos de alto y bajo rendimiento intelectual-académico. El primero mostré una
actitud més analitica respecto al problema. Los alumnos de bajo rendimiento ten-
dieron a considerar la pregunta como algo trivial y respondieron con un simple
«llegamos», como si hubiera que realizar la iteracién solamente un par de veces para
cubrir la distancia.

Baséndose en la idea que uno puede atascarse debido a la pequeiiez de los pasos,
dos nifios consideraron la posibilidad que uno podria no llegar, y otro dijo que uno
no llega nunca. Estos tres eran alumnos de alto rendimiento. Ellos percibieron vaga-
mente que uno podria continuar potencialmente durante algun tiempo realizando pe-
quefios pasos, pero al final ellos resolvieron esta situacién inestable mediante una
alteracién de las condiciones del problema. Esto, ya sea alterando las condiciones
del setting (una nueva destinaci6n), 0 las condiciones de la accidn (esto es, deteniendo
la iteraci6n), o ambos. Un ejemplo del primer caso s el siguiente*:

Grupo de 10 afios

En este grupo hubo la misma diferencia entre los alumnos de alto y bajo rendimiento
que en el grupo anterior. Los nifios de 10 afios titubearon mds que los de 8 afios, y algu-
nos de ellos presentaron dos posiciones diferentes simultaneamente, pero al igual que

4 E] texto en itdlica corresponde a las afirmaciones de los sujetos. Los simbolos + y — indican alto y bajo
rendimiento intelectual-académico, respectivamente, de acuerdo con los criterios metodolégicos denifidos
anteriormente. Se indica también la edad (afios, meses). La traduccién del francés de estas afirmaciones
intenta mostrar expresiones idiométicas equivalentes en nifios de habla hispana.
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los mas jévenes, el conflicto algunas veces fue resuelto mediante la alteracién de las

[1%4

condiciones del setting durante las “dltimas” iteraciones (nuevo destino).

Ban + (7,9): Si avanzamos siempre la mitad, llegamos muy cerca, pero estamos obligados a vol-
ver a avanzar la mitad, siempre la mitad. ;Entonces? ... (reflexiona) ... Hay siempre una
pequeria mitad. Nos acercamos pero ¢llegamos o no? Nos acercamos pero ... si avanzamos
la mitad no queda mds que un paso, y si avanzamos la mitad, no queda mds que una mitad, ...
y avanzamos la mitad, y llegamos (no muy convencido). ; Tienes dudas? ... (piensa y reanaliza
la situacién con sus dedos al borde de la mesa), ... o quizds nos queda todavia un pedazo
antes de la llegada, y decimos que vamos a parar ahi. ;C6émo es eso? Ponemos la llegada an-
tes de donde queremos ir y asi estamos seguros que podemos llegar.

Como fue sefialado en el procedimiento otros contenidos fueron también cubiertos du-
rante la entrevista, entre ellos se incluyé un problema descrito en otras fuentes (Nifiez
Errdzuriz, 1993b), en el cual se debia transformar figuras geométricas planas siguiendo
un proceso iterativo de construccién similar (tipo de iteracién y naturaleza del
contenido). Vale la pena sefialar que algunos alumnos de alto rendimiento manifesta-
ron una posicién infinitista (aceptacién de la iteracién sinfin) en la paradoja de Zenén,
pero una posicién finitista en el problema geométrico, mientras que otros lo hicieron
en el sentido contrario. Euo + (10;1), por ejemplo, quien se mostré claramente conven-
cido por sus argumentos de la iteracién sinfin involucrada en el problema geométrico,
ni siquiera titube6 al decir que la iteracién en la paradoja termina:

Euo +(10;1): ;Llegamos al otro lado? Si, seguro, ... si avanzamos la mitad, la mitad, la mitad,
la mitad, la mitad, la mitad, la mitad, la mitad, ... después seguro que llegaremos. Tengo un
amigo que dice que no llegamos porque hay siempre una mitad por avanzar (el experimenta-
dor le muestra paso a paso, pero a cada paso ejemplificado por el experimentador, Euo res-
ponde inmediatamente con el paso siguiente como si este completara asf “la otra mitad”) ... y
una vez mds la mitad, y una vez mds la mitad, y llegaremos. ;Y si hacemos esto solamente
en nuestra imaginacién? En nuestra imaginacion y en la realidad también (llegamos).

Ode, +(9;9), por el contrario, mantuvo una posici6n finitista en el problema geométri-
co pero sugirid la naturaleza sinfin de la iteraci6n de la paradoja:

Ode +(9;9): ;Llega (una hormiga)? ... (Analiza los “dltimos” pasos) ... ;/Siempre la mitad?
(pregunta al experimentador). Es realmente, ... si estd ahi avanza la mitad (sigue los movimien-
tos sobre la mesa), se demorard mucho, porque después no hace mds que un paso, ... y luego
la mitad, y después siempre la mitad, ... no, no llega. Ahi, por ejemplo (muestra el borde de
la mesa), estd ahi'y después avanza la mitad, llega ahi'y después ahi, ... no yo pienso que no
llega, avanzando siempre una mitad,

Grupos de 12 y 14 afios

A diferencia de los grupos de 8 y 10 afios, aqui no se encontraron diferencias entre los
argumentos provenientes de sujetos de alto y bajo rendimiento intelectual-académico.
Los patrones de respuesta en los grupos de 12 y 14 afios fueron muy similares entre sf,
por lo tanto serdn analizados en conjunto.

Cerca de dos tercios de los nifios de 12 y 14 afios (de alto y bajo rendimiento en

conjunto) dieron respuestas de las formas “tomard mucho tiempo pero llegaremos” o
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“uno llegaré porque al final uno no podrd avanzar la mitad, estard muy cerca” (alteran-
do asi las condiciones de la accidn). Entre estos sujetos algunos mostraron profundos
titubeos manteniendo posiciones antagénicas— a menudo, oponiendo ideas basadas
en consideraciones fisicas inmediatas (aunque no necesariamente concretas) e ideas ba-
sadas en el hecho que la iteracién lleva a aproximarse al destino (no necesariamen-
te abstractas):

Mal ~(14;8): ;Llega? ... (reflexiona, suspira) ... No quiero ponerme a medir la mesa pero,
pienso que no llegamos justo al borde, puede ser que lleguemos como a un milimetro. Pien-
so que llegaremos, pero que no llegaremos de inmediato, ... si cada vez tenemos que, ... €n
fin no sé, ... pienso que ella (una hormiga) llegard exactamente al punto, y pienso que no
llegard al justo. Tengo dos opiniones. Yo no sé si serd “al justo” o si serd justo un milime-
tro antes.

Otros cambiaron de opini6n cunado la escala del problema fue amplificada:

Frc —(14;7): ;Llegamos? Por supuesto, ya estd casi ahi, ... (reflexiona), pero es cada vez mds
y mds chico, ... pienso que se debe llegar. Y si la distancia es aquella entre Suiza y Suecia.
;Al no!, en ese caso no. ... siempre queda un poco, ... es cada vez inds pequeno, después hay

~ una mitad (verifica con sus dedos al borde de la mesa), y hay que avanzarla, pero usted ya
casi no avanza, estd muy apretado... Uf! es dificil. ;Y llegamos? No sé. Pienso que en peque-
fias distancias se llega, pero en distancias largas creo que no, ... no estoy seguro, pero creo
que no. ;Y en distancias medianas? ... (reflexiona), ... si, creo que se llega, porque después
hay distancias pequenas.

Aumentar la distancia a una dimensién cualitativamente mucho mayor, pareciera po-
ner los “tltimos” pasos de la iteraci6n mucho mds separados entre sf, dejando espacio
para mds iteraciones de tal manera que ya no se logra llegar. Este punto de vista consi-
dera las distancias medianas como pertenecientes a una familia similar a la de las distan-
cias cortas. Ellas comparten las mismas caracteristicas al final de proceso.

Finalmente, menos del 25% de los sujetos de 12 y 14 afios presentaron argumentos
a favor de la idea de que uno sélo se aproximard al destino, sin nunca alcanzarlo y s6lo un
sujeto estuvo seguro al respecto. En general, estos argumentos se caracterizan por: estar
cargados de dudas y titubeos; respetar las condiciones del setting y de laaccion y algunas
veces por la emergencia explicita de la idea de infinito:

Joé +(14;4): ... (reflexiona) ... Al infinito no llegaremos nunca, eso sobrepasa la imagina-
cidn, pero si vemos (muestra la mesa) llegaremos, pero en realidad no llegaremos, ... no sé,
eso sobrepasa la imaginacion. Si avanzamos cada vez la mitad del trayecto que tenemos por
delante, es dificil que lleguemos, después eso serd microscdpico, infinitamente pequeiio.

El dnico sujeto que estuvo seguro acerca de la imposibilidad de alcanzar el destino a
pesar del hecho que la iteracién continda sin terminar mostré un enfoque pragmatico
a través de toda la entrevista. El nunca se comprometié con razonamientos extrema-
damente abstractos y especulativos, aunque concibi6 los objetos del problema como
objetos tedricos en los cuales las limitantes fisicas no eran relevantes para el anilisis:

Stn —(14;1): No, no llegaremos nunca. ;Aunque estemos siempre avanzando? Si, porque
avanzamos sélo la mitad. Nos acercaremos, estaremos muy muy cerca del borde (de la mesa)
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pero no llegaremos nunca ... Abrd siempre un pequefio pedazo por recorrer. ;Incluso si siem-
pre nos estamos acercando? Si, incluso.

El sigue las condiciones del problema evitando cualquier consideracidn especulativa
centrédndose en el hecho que siempre queda algo, .independientemente de cuantos pasos
se realicen. La posicién obtenida por cualquiera de las iteraciones nunca es el des-
tino final y por lo tanto la iteracién continda sinfin.

Discusion

Entre las variables estudiadas, s6lo la edad mostrd claras diferencias en los argumentos
(excepto para las edades 12 y 14). No se encontraron diferencias por sexo. El rol del
rendimiento intelectual-académico parece haber sido significativo solamente para los
grupos de 8 y 10 afios. Los argumentos dados por los alumnos de alto rendimiento a
estas edades fueron md4s analfticos y tendieron a considerar el problema como tal, mien-
tras que aquellos dados por los alumnos de bajo rendimiento tendieron a considerar el
problema como algo trivial (era evidente para ellos que se podia alcanzar el destino
después de un par de pasos, de tal manera que no eran necesarias consideraciones
posteriores). No encontrar grandes diferencias intelectual-académico en los grupos
de mayor edad puede ser parcialmenteexplicado por dos factores. Por un lado, debido
a que la validez del test de Raven (inteligencia) disminuye a medida que aumenta la
edad —dado a un efecto techo— y por otro lado debido a que en los grados més altos el
rendimiento académico se vuelve un fenémeno mds complejo de tal forma que facto-
res no cognitivos, tales como la autoestima o cambios motivacionales durante la pre
adolescencia, juegan un rol importante (Bolognini, Plancherel, Nifiez Errdzuriz, y
Bettschart, 1994).

En términos matemdticos la versién de la paradoja de Zen6n aqui presentada co-
rresponde a una serie de la forma d/2 + d/4 + d/8 + ... (d = distancia). Usando este
lenguaje para describir la visi6én de los nifios (el cual, por supuesto, no es el de ellos),
podriamos decir que hemos observado enfoques de las siguientes formas:

a) Alteracion temprana de las condiciones de la accidn

ar + di4 + ... + di2x + di2x = d

En general k toma un valor entre 3 y 5. Las dos titlimas etapas son inadvertidamente
consideradas como iguales, 1o cual lleva a una llegada exacta a destino. Este enfoque
fue obsevado entre los alumnos de 8 y 10 afios de bajo rendimiento. El problema en
este caso es trivial.

b) Alteracion de las condiciones del setting

dar2 +dd4 +d8 + ... + di2k=e

Repentinamente se tn%)nca la serie considerdndose un nuevo destino, que define una

nueva distancia e = kz,] d/2% | al cual ya se ha llegado (en general e < d). Este enfo-
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que fue observado en algunos alumnos de 8 y 10 afios de alto rendimiento, y parece emer-
ger como una solucién para reconciliar intuiciones tempranas acerca de iteraciones
convergentes de larga duracidn (subdivisién).

¢) Alteracién de las condiciones de la accion
dn + di4 + d/$ + ... + di2¥ < d (donde k es un entero finito grande)

El proceso se atasca debido a la pequefiez de los pasos y no puede continuar. Este en-
foque fue observado en los cuatro grupos de edad, pero k tendié a ser mds grande en los
grupos de 12y 14 afios que en el de 10.

d) Respeto de las condiciones del setting y de la accion
d2 + di4 + dig8 + ... < d

El proceso s6lo se aproxima al destino y continda para siempre. Esto se observé en
un sélo sujeto (14 afios). Sin embargo, cerca de un 25% de los sujetos de 12 y 14 afios
también se refiri6 a é1, aunque con profundos titubeos que involucraban también al en-
foque c).

Nunca se observé un enfoque de la forma d/2 + di4 + di8 + ... = d,elcuales
—razonando con limites— “matemdticamente correcto”.

Para poder concebir la situacién paradojal generada por el problema de Zen6n, uno
debe ser capaz de distinguir los elementos involucrados y respetar las condiciones del
problema (esto es, en cuanto al setting, manteniendo la distancia original que ha de ser
cubierta o recorrida, y en cuanto a la accidn, continuando la iteracién sin fin). Los enfo-
ques a), b), y c) se refieren a alteraciones de las condiciones del problema de tal ma-
nera que ellos no generan situaciones paradojales. Nuestra paradoja entonces no es
paradoja para los nifios. ;Pero cémo entender la emergencia de lo pardéjico? ;Son
racionales las alteraciones observadas? ;Se trata de estructuras proto-mateméticas?
Pensamos que para responder a estas preguntas €s necesario hacer algunas reflexiones
en torno a la naturaleza de la matemética.

Las visiones tradicionales en filosoffa de la matemaética (platonismo, constructi-
vismo, formalismo) consideran la existencia de objetos mateméticos (o férmulas en
el caso del formalismo), en varias formas y grados, como independientes de los seres
humanos. La matemética es vista como algo objetivamente estructurado independien-
temente de cualquier tipo de entendimiento. Ella tiene un significado universal inde-
pendiente de nuestra actividad mental. Pero en cuanto investigador del pensamiento o
cientifico de la cognicién —y no en cuanto matematico— es legitimo preguntarse {don-
de residen los componentes paraddjicos de los problemas como el de Zen6n? ;Y donde
residen, por ejemplo, las controversias en torno al infinito que se observan entre
matemdticos constructivistas y no-constructivistas? Pensamos que para intentar dar
respuesta a estas preguntas es inadecuado asumir desde el principio que la matemati-
ca “pre-existe” objetiva ¢ independientemente del entendimiento humano. La tarea
no es describir y explicar cémo “descubrimos” la matematica, sino que es explicar
c6mo seres vivos (como nosotros) han podido crear semejante aparato conceptual.
Para ello es preciso mirar hacia otras alternativas que parecen ser mds prometedoras
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para abordar la cuestién de la naturaleza del pensamiento matemdtico donde parado-
jas, incertidumbres y controversias son consideradas como parte del proceso mismo de
permanente creacion de 1o que la matemadtica es.

Una proposicién consiste en adoptar una visién a la vez no-objetivista y no-subjeti-

vista del conocimiento’, lo cual es fundamentalmente diferente de las posiciones de los
enfoques tradicionales®. Ella consiste en concebir la cognicién como un fenémeno
intrinsecamente codefinido con el permanente proceso de enaccién de significados que
manifiestan organismos al existir en sus medios. Este proceso de enaccién esta enrai-
zado en la experiencia de corporaleidad que estos organismos tienen al existir biol6-
gicamente y que adquiere formas semdnticas cuando ellas son coordinadas a través del
fluir de interacciones realizadas en comunidades de organismos’. Experiencia, signifi-
cado, conceptos, cognicién, y lenguaje no sélo van de la mano, sino que ademas se de-
finen mutuamente. Al llevar estas ideas al plano de las interacciones de seres vivos
superiores (Homo sapiens) se puede observar que la matemadtica emerge como un len-
guaje no-denotativo que coordina coordinaciones de accién, el cual —aunque altamente
abstracto— se basa de manera ultima en los espacios consensuales de experiencias cor-
porales (Lakoff y Nifiez Errdzuriz, en impresién). La matemdtica asi es concebida
como dependiente totalmente de los seres humanos; como emergente a través de un
lenguaje configurado histéricamente a través de la interaccién de seres bioldgicos que
evolucionan en sus medios. Ella, por lo tanto, depende de la naturaleza misma de los
procesos interrelacionados de conceptos enraizados en la experiencia de corpora-
leidad (embodiment), interacciones sociales y lenguaje. En otras palabras: sin seres
humanos no hay matematica; distintos seres biolégicos implican diferentes “ma-
temadticas”.

Con estas ideas en mente volvamos a la paradoja de Zendn y al desarrollo cogni-
tivo. Por su parte, el espacio consensual depende, entre otros, de la estructura biolégica
de los sujetos (por ejemplo, en el caso de los nifios, de la estructura del sistema ner-
vioso en desarrollo) que participan en el permanente proceso de definicién de lo que es
el espacio consensual. Este punto es esencial en psicologia del desarrollo cognitivo porque
el mundo conceptual que emerge de la actividad cognitiva de un nifio pequeiio
se basa en un espacio consensual que es fundamentalmente diferente del nuestro (por-
que su neurobiologia, su lenguaje, su cognicién enactada es fundamentalmente di-
ferente). Nosotros los adultos damos por descontado que el extenso uso de objetos
idealizados en matemdtica (por ejemplo, puntos como entes sin volumen), asi como
del rigor necesario para establecer pruebas y crear nuevos objetos®, emergen, de ma-

5 Para una discusién mas detallada sobre enfoques alternativos a la tradicional dicotomia objetivismo-
subjetivismo en ciencias cognitivas, ver Niiiez Errdzuriz (1995; en impresién).

6 Como por ejemplo las teorfas piagetanas o las teorias cognitivistas basadas en la idea de procesamiento
de la informacién.

7 Una descripcién detallada de este enfoque, denominado embodied cognition, sobrepasa los contenidos
de este articulo. Se aconseja consultar: Johnson (1987); Maturana y Varela (1987); Lakoff (1987):
Varela, ThompSon, and Rosch (1991); Edelman (1992); Thelen y Smith (1994); Nidfez Errdzuriz, (1995). En
particular para una discusién elaborada sobre embodied cognition en relacién con las Matemdticas, ver
Lakoff y Niiiez Errdzuriz (en impresién).

8 El rigor es consensual. La historia del cdlculo muestra que el rigor ha tenido distintos significados
para los griegos (Eudoxus, Arquimides), los matemadticos del siglo XVII (Leibniz, Newton), siglo XIX
(Weierstrass) y siglo XX (Robinson).
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nera ultima, de los espacios consensuales establecidos a través de permanente interac-
ci6n. El respeto de las condiciones del problema de Zen6n por parte de los nifios no existe
en los espacios consensuales que nuestras fisiologfas de adulto definen. Lo que ellos
enactan a partir de un planteamiento simple® es un mundo semdntico donde hay otras
caracteristicas de idealizacién y de rigor, tan fundamentales en matemadtica. En el caso
de la paradoja es posible constatar que el respeto de las condiciones del problema
ocurre dentro del espacio consensual antes mencionado.

Desde este punto de vista, las alteraciones inadvertidas de las condiciones del proble-
ma de Zen6n por parte de los nifios (setting y accidn) se realizan en un espacio con-
sensual coherente con el permanente proceso de enaccién de significados que ellos
experimentan, el cual es fundamentalmente diferente del espacio que definimos noso-
tros los adultos. Aunque esta situacién se da a diario en la interaccién entre nifios y
adultos, ella se pone de manifiesto claramente con esta paradoja. Los sujetos mds peque-
fios, determinados en su estructura neurobioldgica en desarrollo, enactan un espacio
consensual claramente diferente del nuestro cuando el significado del tipo de itera-
cién convergente estd en juego. De hecho, antes de 1a edad de 12 afios existe una abis-
mante diferencia ontoldgica entre el infinito en lo grande (tipo divergente) y el infinito
en lo pequefio (tipo convergente). Asi, uno de los sujetos de 10 afios sefialé:

Yak +(10;1): Si ese es el infinito més grande como dices, cuando mencionas el infinito
mds pequefio, jes eso lo mismo pero en el sentido contrario? Si, pero hay una sola diferen-
cia. Que en un momento dado eso se vuelve tanto mds pequefio que ni siquiera se puede
saber donde estd. Entonces ;cudl es la diferencia entre el infinito mds grande y el infinito
més pequeiio? Que en un momento dado cuando estamos en el infinitamente pequeiio eso
(el proceso) se detiene, mientras que el infinitamente grande puede continuar hasta ... el
infinito.

Podemos constatar que aqui se estd en presencia de infinitos sinfin e infinitos que se
detienen, jsiendo ambos infinitos! Nétese que este dltimo contradice nuestra nocién
misma de “infinito”. A los 8 afios de edad la idea de sinfin (relacionada con el tipo
divergente 'y con el infinito en lo grande) constituye una coordinacién de significados
posibles en el espacio consensual que nosotros con estos nifios mantenemos. La distin-
cién “infinito en lo pequefio” por el contrario (relacionada con iteraciones del tipo
convergente), requiere de otros componentes experienciales que no son enactados por
los nifios pequefios y por lo tanto el espacio consensual adquiere otras formas. Parece
ser que entre las edades de 10 y 12 afios emerge una cierta intuicién de las iteraciones
del tipo convergente y de sus consecuencias, permaneciendo muy l4bil posteriormente
de tal manera que se ve muy influenciada por contextos figurales y conceptuales. As{
alumnos de 10 afios de alto rendimiento y alumnos de 12 y 14 afios dieron diferentes
respuestas con diferentes argumentos a situaciones isomorfas en las cuales el contex-
to habfa sido cambiado (por ejemplo, distancia a recorrer). De acuerdo con nuestras
observaciones, la subdivisién no pareciera ser dominada a la edad correspondiente a las
operaciones formales, al menos no con la claridad Yy certeza presentadas en la obra
temprana de Piaget (1948). De cualquier manera, es Imperioso conocer més a fondo
las sutilezas que existen en el proceso de cristalizacién del entendimiento de las itera-
ciones del tipo convergente: ;Cudles son las bases biolGgicas responsables de su

9 El problema en si, tal como es planteado, no contiene términos técnicos incomprensibles.
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aparicién tardia en el desarrollo, y cudles son las formas que toma el procesc de
cristalizacién en diferentes contextos conceptuales?

Finalmente vale la pena mencionar que estas observaciones se basaron en adapta-
ciones especificas de la paradoja de Zenén y de la coordinacién de componentes
heterogéneos (diferente tipo y naturaleza). Seria interesante estudiar situaciones si-
milares controlando ciertos factores contextuales que pudieran desempefiar un papel
en la actividad cognitiva dada la labilidad de las intuiciones de los sujetos respecto al
infinito en lo pequefio:

(a) considerando distancias d cualitativamente diferentes (por ejemplo, entre los
lados de una mesa, entre dos lugares en un edificio, en una ciudad, en un
pafs, etc.);

(b) considerando valores distintos a 1 y 2 para p y g respectivamente, en la serie

Y. [P(g - p)'/q"1d, de tal manera que la iteracién no siempre sea realizada

k=1

en torno a mitades (por ejemplo, también 1/10 o 3/4);

(¢) presentando el problema de una manera regresiva (como en la paradoja del
movimiento de Zenén), y no sélo de una manera progresiva como fue estu-
diada aquf; -

(d) centrando la pregunta no solamente en la serie 2 d/2F = d (“illegamos?”)

k=1
sino también en el }i_l)ll(dIZ") = 0 (los elementos de la secuencia: “;Qué pasa

con los pasos?”).

El estudio del rol desempefiado por estos factores pudiera revelar mds acerca de
c6mo nuestras mentes construyen la idea de subdivisién y de infinito en lo pequeiio.
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