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« En la pigina 9 refiriéndose a Eudoxo dice que, “formul6 una teoria en la cual
definfa razones entre magnitudes conmensurables ¢ inconmensurables sin emplear
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« En la pégina 57 hay afirmaciones que no se entienden: ;Cantor asociaba ¢l
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continuo?

» La primera conclusién general me parece demasiado fuerte, bastante polémica y
sobretodo discutible, pero me parece que estd muy débilmente sustentada.
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RESUMEN

En el presenta trabajo se desvela algunos de los posibles obstaculos epistemoldgicos
presentes en el proceso de constitucidn de los nimeros reales, obstaculos que
resisten los sucesivos intentos de autores y educadores por desentrafiar su
naturaleza y acercarla a los estudiantes, a la vez que reaparecen en los textos

escolares.

Esa problematica se aborda desde la perspectiva de un estudio histérico-
epistemoldgico, el cual se basa en algunos de los articulos de Dedekind y Cantor
respecto a la construccion de los nimeros reales, para identificar ciertos obstaculos
epistemoldgicos. Dicha identificaciéon permitid conformar la rejilla de revisién
empleada en el capitulo Il para contrastar si los obstaculos caracterizados se
movilizan o no en los textos escolares de matematicas de grado 11 (especificamente

los seleccionados).

A partir de la mencionada revisién se encontré que en los textos escolares las
nociones como infinito actual y continuidad se hallan en una fase paramatematica,
dado que son usadas para estudiar otros conceptos como limites y continuidad de
funciones respectivamente. De otra parte, la exposicidon que de los conjuntos Q y R
se hace en dichos textos limita la diferenciacién de estos a su forma de
representarlos (notacidn) y reduce la conceptualizacidon a presentar las propiedades

algebraicas que distinguen un conjunto de otro.

Palabras clave: niumero real, Cantor, Dedekind, obstaculo epistemoldgico, revisidon

de textos, transposicion didactica.



INTRODUCCION

En el presente trabajo se realizé un estudio histérico-epistemoldgico de la
constitucién de los numeros reales como objeto de estudio. Prestando especial
atencién a los trabajos de Richard Dedekind y Georg Cantor, en cuyos escritos
(particularmente los fechados en 1872) se construye formalmente el conjunto de los
nameros irracionales y, por tanto, el de los reales. La constitucién del objeto numero
irracional es de vital importancia en el desarrollo del presente documento, debido a
la trascendencia del conjunto de numeros irracionales en areas como Calculo,
Topologia, Andlisis, etc. Concretamente, esta Ultima disciplina puede considerarse
como la principal beneficiaria de los logros alcanzados durante el siglo XIX en la
historia de las matematicas, puesto que fundamentar légicamente la existencia de
los irracionales requirio del esfuerzo de talentosos matematicos a lo largo de 23

siglos.

A pesar de la rica historia de los numeros irracionales y su importancia en el
desarrollo de las matematicas, la manera como se aborda este objeto matematico
en el aula por extensién algebraica (generalmente) caracteriza a este conjunto
asumiendo a priori la existencia de la totalidad de los reales y, asimismo, estas
presentaciones presuponen las diferentes representaciones: como fraccién, como
decimal, o bien, su representacién en la recta geométrica. Esta estrategia de
aproximacion a los diferentes conjuntos numéricos es fomentada por los textos
escolares, razén por la cual esta metodologia goza de amplia difusidon en lIa
secundaria, debido a la fuerte influencia que ejercen los textos escolares, tanto en el

docente como en el estudiante.
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De otra parte, las interacciones entre estudiante, profesor y saber (este ultimo
representado en el texto escolar) profundizada por Brousseau en su teoria de
situaciones diddcticas aporté nuevos elementos que enriquecen el presente analisis
con la incorporacién de una nocién central en el progreso del mismo como es la de
obstdculo epistemoldgico (dada a conocer por Bachelard y extendida por Brousseau
a la educaciéon matematica) junto a la teoria de la Transposicion Diddctica, propuesta
por Chevallard. Estas nociones se transformaron en los principios desde los cuales se
busca una respuesta al modo en que se presenta, en los textos escolares, el

conjunto de los numeros irracionales.

Asi pues, identificadas las sefiales de que efectivamente se estd presentando un
fendmeno en la ensefianza y aprendizaje de los niUmeros reales, es necesario buscar
las causas a las que puede atribuirse la manifestacion de dichos obstaculos y los
puntos desde los cuales puede plantearse una explicacion. Asi pues, la problematica
que suscité el presente trabajo, redunda en la pregunta ¢Qué es lo que caracteriza,
intrinsecamente, a los numeros irracionales y como estas propiedades internas
influyen en su aprendizaje y/o ensefianza? Con la formulacién de la dificultad se da
el primer paso en la busqueda de su respuesta en tanto ésta se sitla como punto
neuralgico en la construccion de los reales, especificamente, en la fundamentacion

matematica de los nimeros irracionales y sus propiedades.

En consecuencia, para responder a la pregunta central de este trabajo es necesario
desentrafiar la naturaleza misma de los irracionales en procura de indagar su
evolucion conceptual y temporal, para ubicar en este proceso los momentos claves
donde aparecen los diferentes obstdculos epistemoldgicos; pero mas importante
aun, es posible que dicha respuesta permita desvelar la(s) nocién(es) matematica(s)
cuya intervencion es necesaria para poder superar dicho obstaculo. Contando con

este importante insumo, se procede a revisar en algunos textos escolares de
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matemadticas (de grado 11) en busca de aquellos obstdculos epistemoldgicos que
son reflejados en estos textos. Reflejados, en la medida que no es el texto el lugar
donde se originan ni manifiestan estos obstaculos (puesto que estos se gestan en el
seno de la teoria misma), pero si constituye algo asi como una caja de resonancia
que los evoca.

El presente trabajo de grado inicia con un sucinto recorrido historiografico en torno
a la construccion de los nimeros reales en objeto matematico durante el siglo XIX
(Capitulo 1), donde se estudian los escritos de Dedekind y Cantor como los
principales exponentes del periodo conocido como de la aritmetizacion del andlisis.
A continuacién, se efectla un estudio epistemoldgico de algunos obstaculos
epistemoldgicos asociados a la constitucion de los niumeros reales (Capitulo Il) v,
como la superacion de estos obstdculos significd un salto cualitativo en la
formalizacion del conjunto de los reales. Para finalizar, se revisan algunos textos
escolares de matematicas de secundaria (Capitulo Ill) en consonancia con los
hallazgos tedricos de indole epistemoldgico que deben enfrentar estudiantes y
profesores en relacién con este objeto matematico, aspecto que ha sido abordado

en el Capitulo II.
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PRINCIPALES CONSTRUCCIONES DE LOS NUMEROS REALES DURANTE EL
SIGLO XIX

En este capitulo se hace un breve recorrido historiografico por los principales
acontecimientos que rodearon la construccién formal de los numeros reales,
prestando particular atencién a las contribuciones hechas por matematicos en
diferentes momentos. Sin embargo, el objetivo principal que se quiere alcanzar en
este capitulo es desglosar las principales construcciones de los nimeros reales a
partir de la segunda mitad del siglo XIX, enfatizando en la construccién hecha por

Georg Cantor y la incidencia de ésta en la obra de dicho autor.

1. El problema de la emergencia de los irracionales: antecedentes.

Para la consideracion de los antecedentes, se tuvo en cuenta la diferenciacion hecha
por Mora y Torres (2007) de las etapas en el proceso de constitucion de los nimeros
irracionales. Estas autoras dividen el periodo de tiempo que tomo fundamentar
I6gicamente la teoria de los nimeros reales en cuatro etapas las cuales son:
descubrimiento de la inconmensurabilidad, fracciones decimales y fracciones
continuas, distincidn de los nimeros trascendentes y formalizacién de los nimeros
reales. Es importante considerar (para los propdsitos de este capitulo) estas etapas
porque sirven de marco de referencia en la historiografia que aqui se propone.

Podria creerse que en la antigua Grecia se encuentran trazos de lo que
modernamente se conoce como numeros irracionales, subyacentes en la relacion de
inconmensurabilidad entre segmentos, descubierta por los pitagéricos. Ellos

’ s . , 1 . . .
concebian los nimeros como una especie de atomos™, con existencia propia y los

1 .z e . .2 . . .

Con relacién a esta ultima afirmacion, (...) L. Brunschvig anota que es necesario considerar la
influencia de las doctrinas de los pensadores jonicos y caldeos durante sus viajes por Egipto y Asia. En
los trabajos astrondmicos de estos ultimos, la clasificacion zodiacal y la tabla de constelaciones
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cuales relacionados entre si constituian el mundo real, ademas del cardcter y las
propiedades misticas atribuidas a ellos (Mora y Torres, 2007, pp. 60-61). Pero el
descubrimiento de las magnitudes inconmensurables sacudié las bases mas
profundas de las concepciones pitagdricas y en adelante la naciente disciplina
matemadticas giraria entorno de superar la dificultad que implicaban estas
magnitudes.

Sin embargo, la crisis desatada en la escuela pitagérica (por el descubrimiento de las
magnitudes inconmensurables) solo era la punta del iceberg, como lo mostré mas
tarde Zendn con sus paradojas, este problema remitia a algo mas profundo; la
separacion entre lo discreto y lo continuo. En la escuela platdnica se dio un paso
significativo en la solucion de este problema desligando la experiencia de la
matemadtica, estableciendo la distincién entre numero numerado y numero
aritmético’, lo que permitié6 que miembros de esta escuela estudiaran estos
“ndmeros”.

Uno de los miembros de esta escuela fue Eudoxo quien formulé una teoria en la
cual definia razones entre magnitudes conmensurables e inconmensurables sin
apoyarse de forma explicita en los nimeros para expresar tales razones, como se
puede observar en el libro V de los Elementos de Euclides atribuido a este autor. La
labor de este matematico consistié en abordar este problema desde la geometria (a
través de magnitudes) y de esta forma eludié la naciente discusién respecto a la
naturaleza de estos nuevos. Ya desde la antigua Grecia algunos matematicos,

especificamente Eudoxo, comenzaron a buscar las estrategias matematicas mas

reposan sobre principios inmutables: el namero y la forma. “Una constelacién tiene dos
caracteristicas: el nUmero de astros que la constituyen y la figura geométrica que la representan en el
ciclo” (Recalde et al. 1999, p. 25).

% (...)Platén distingue entre nimero numerado y nimero aritmético; el primero, util para contar, y el
segundo, un ente ideal de naturaleza abstracta, formado por la agrupacion de unidades iguales; por
tanto, los nimeros deben estudiarse simplemente como numeros en si mismos y no como entes
incorporados a la realidad sensible (Mora y Torres, 2007, pp. 65-66).
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adecuadas para sortear la dificultad que generd el descubrimiento de las
magnitudes inconmensurables. Asi, la suma de los resultados obtenidos por los
pitagoricos y la labor de Eudoxo, le proporcionaron a Aristdteles los elementos para
separar numero y magnitud.

La segunda etapa contempla el acercamiento a los nimeros irracionales a través de
las fracciones decimales y las fracciones continuas, los cuales son sistemas de
representaciéon empleados en la aproximacién de estos niumeros, entre los cuales se
da mayor relevancia al método de fracciones continuas. En Europa, a finales de la
edad media se emplearon las fracciones decimales en el estudio de los irracionales,
en este sentido las fracciones decimales tuvieron importantes implicaciones; se
usaron en la elaboracién de tablas para aproximar algunas raices cuadradas,
también permitieron dividir nimeros expresables como potencias de diez (Mora y
Torres, 2007). Las fracciones continuas, aunque se basan en el algoritmo de Euclides,
tuvieron un desarrollo paralelo a las fracciones decimales. Se emplearon
similarmente en la representacién de racionales, algunos irracionales cuadraticos y
posteriormente unos pocos trascendentes (7 y €). Matemdaticos como Bombelli y
Cataldi, figuran entre los principales referentes a la hora de hablar acerca de
fracciones continuas, al primero se atribuye la creacién de algunos algoritmos para
aproximar raices cuadradas y al segundo se le considera como el creador de estas
porque desarrollo simbolismo y algunas propiedades.

Subsiguientemente, en el siglo XVIII, aparece Euler quien hizo importantes
contribuciones en el desarrollo de las fracciones continuas; demostré que todo
nimero racional se puede representar como una fraccién continua finita, todo
irracional como una infinita. Al llegar a la segunda mitad del siglo XIX, Cantor emplea
las fracciones continuas, en tanto que, a diferencia de la fracciones decimales, las
continuas permiten expresar de manera Unica un numero irracional, paso

fundamental en el desarrollo del articulo de 1877, en el cual este autor demuestra
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que se puede establecer una correspondencia biunivoca entre dos conjuntos
continuos de igual o diferente dimensidn.

La tercera etapa que Mora y Torres (2007) mencionan (distincion de los numeros
trascendentes), comprende eventos importantes en la constitucion de los nimeros
reales durante los siglos XVII y XVIII, en los cuales a pesar de no tener certeza acerca
de si los numeros irracionales eran numeros o no, se utilizaban libremente. La figura
de Descartes aparece durante este periodo incorporando un cambio epistemoldgico
sustancial al presentar el segmento unidad no sélo como unidad de medida o como
unidad indivisible, sino como elemento neutro de la multiplicacion, contribuyendo
asi con el reconocimiento de los nimeros irracionales como tales®.

Posteriormente el interés se trasladd a la demostracién de irracionalidad vy
trascendencia de algunos numeros. Fue necesario fundamentar el analisis sobre
bases sélidas que no dependieran de otro tipo de disciplinas. En este sentido, fue
Cantor quién en 1872 planteé a Dedekind la posibilidad de la numerabilidad de los
numeros reales, pero en 1874 demostrd que no era posible, de lo cual se puede
inferir teniendo en cuenta la numerabilidad de los nimeros algebraicos, y que los
numeros reales se pueden expresar como la unién de los nimeros algebraicos y los
trascendentes”, gue la no numerabilidad de los reales se debe a los numeros
trascendentes (aunque este resultado no muestre ningun trascendente). No

obstante el descubrimiento de la no numerabilidad de los nimeros trascendentes,

’la importancia de definir el segmento unidad de manera convencional y no cémo punto de partida
(forma en que se consideraba en la aritmética euclidiana) en la geometria cartesiana contribuyé al
reconocimiento de los nimeros irracionales como tal, en tanto le permitié a Descartes extraer raices
cuadradas, cubicas, etc., lo cual era imposible bajo la tradicién griega porque implicaba un problema
de tipo conceptual. (Recalde, sf,pp. 173-174)

4 P . , . . , .2 . .
Numeros algebraicos: Un nimero algebraico es: cualquier nimero que es solucidn de un polinomio
no nulo con coeficientes racionales.

Numeros  trascendentes: Un numero trascendente (o trascendental) es un tipo de numero
irracional que no es raiz de ningtin polinomio (no nulo) con coeficientes enteros (o racionales).

(Fuente: http://es.wikipedia.org)
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en contraste con la numerabilidad de los numeros algebraicos, se dio a la par de la
necesidad de formalizar una teoria de numeros reales en la cual participaron
matemadticos como Cauchy, Weierstrass, Dedekind, Cantor e Hilbert, a finales del
siglo XIX.

En la cuarta y ultima etapa del proceso de formalizacidn del nimero real, se da a
través de los sucesivos esfuerzos de muchos matemadticos desde la antigliedad
griega hasta la época moderna, que se manifiestan en la constituciéon de una teoria
de los numeros reales, no con la intencion de dar cuenta de algunos elementos
particulares, sino de fundamentar légicamente las bases sobre las cuales se
apoyarian las nuevas ramas de la matematica como el algebra y el analisis, ademas
de brindar cimientos firmes a conceptos como limite, continuidad de funciones,

convergencia, entre otros (Mora y Torres, 2007, pp. 95).

2. ¢(Por qué construir los nimeros irracionales?

A principios del siglo XIX inicio un movimiento dentro de las matematicas
denominado “aritmetizacién del analisis”, este tenia como propédsito fundamentar el
andlisis (o lo que mds tarde se conoceria como andlisis) sobre bases propias, es
decir, que no tomaran elementos (nociones) de disciplinas diferentes a la
matematica como movimiento y tiempo, y que no apelara a la evidencia geométrica
para demostrar sus resultados. El matematico aleman Bernard Bolzano fue uno de
los primeros en intentar reestructurar los cimientos del andlisis, para ello llamd la
atencién sobre lo que a su juicio era deducir verdades matematicas de resultados
particulares o aplicados.

De ahi que, en varios de sus trabajos identificara como un factor decisivo en el
proceso de aritmetizacion la construccion de los nimeros reales (pese a que él no lo

hace). Asi lo deja ver en uno de sus resultados mas conocido, el teorema del valor

17



intermedio, donde se evidencia esta necesidad, puesto que la demostracién de este
teorema se sustenta en el dominio de los niumeros reales (dominio que hasta ese
momento no contaba con la fundamentacién légica necesaria para desligarlo de la
geometria) (Lopez, 1994, p.5).
El teorema del valor medio fue publicado en 1817 como parte de la obra:
Demostracion puramente analitica del teorema: entre dos valores cuales quiera que
dan dos resultados de signos opuestos se encuentra al menos una raiz real de la
ecuacion escrita por Bolzano.
En este articulo plantea que: toda funcidn continua de x que es positiva para x=a y
negativa para x=b, debe anularse para cierto valor intermedio situado entre a y b.
Posteriormente afirma que, “reflexionando de manera mas precisa sobre ello” en el
fondo esta proposicion es idéntica al teorema sobre el que versa su memoria.
Los lectores encontraran que en la demostracidon puramente analitica del teorema,
afirma la existencia de una raiz de la ecuacién entre dos valores cualesquiera que
dan dos resultados de signos opuestos. Bolzano utiliza un lema que establece la
existencia de una cota superior minima para un conjunto de nimeros reales. Este
lema esta formulado en estos términos:
Teorema. Sea M una propiedad que no se cumple para todos los valores de un
intervalo, pero que se cumple para todos aquellos que son menores que u. Es posible
entonces encontrar un valor U que es el mayor de los que cumplen con la propiedad de
que M se cumple para todos los que son menores que U.
Si se toma una funcidn continua y m y m+n son valores de los cuales f(m)<0y f(m+n)>0,
entonces, por la propiedad de continuidad definida, es posible que existan valores s
tales que f(m+s)<0. Sea M la propiedad que caracteriza a los valores s de que f(m+s)<O0.
Se sabe que la propiedad M no es valida para todos los valores. Sea U el valor cuya
existencia asegura el teorema auxiliar. Si f(m+U)<0, entonces la propiedad de
continuidad de la funcidn permite asegurar que hay un valor s, suficientemente
pequefio tal que f(m+U+s)<0y en ese caso U no seria el valor maximo asegurado por el

teorema.
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Si ahora se supone que f(m+U)>0, entonces, por la misma razén de continuidad, existe
un valor s que satisface f(m+U-s)>0 y U nuevamente no tendria las propiedades
aseguradas por el teorema auxiliar. Sélo resta la posibilidad de que f(m+U)=0 lo que

demuestra el teorema central (Cauchy, 1994, pp. 100-101)°

Sin embargo, en su trabajo sobre convergencia de series infinitas, Bolzano introduce
para la sucesion de funciones con x fijo, Fi(x), F> (x),..., Fn(X),..., Fasr(X),..., €l teorema
que afirma que la diferencia entre su término n-simo F,(x) y todo termino ulterior
F.+(x), por alejado que este del n-esimo termino, es mds pequeia que toda cantidad
dada, si n sea tomado lo suficientemente grande; existe siempre, segun Bolzano,
una cierta cantidad constante, y una sola, a los que se aproximan cada vez mas los
términos de esta serie lo suficientemente. Su demostracién no es completamente
rigurosa, porque la determinacion de esta «cantidad constante» exige una
concepcion clara del conjunto numérico al cual tienden los términos de la serie, es

decir, los nUmeros reales.

2.1 Teorema del valor intermedio en Cauchy.

En el Curso de Andlisis de Cauchy de 1821, se observa el intento por fundamentar el
analisis definiendo de manera rigurosa sus objetos, desligdndolos de aspectos
tomados de otras disciplinas. También demostré con mayor rigor teoremas
importantes para el analisis cuyas pruebas anteriores se basaban en evidencias
geométricas y conceptos fisicos.

Particularmente, la demostracién de Cauchy del teorema del valor intermedio
refleja la preocupacion de Bolzano porque dicha prueba fuera “puramente

analitica”. Sin embargo, su demostracidén no es enteramente rigurosa, por que no

5 . . s . .
Teorema demostrado por Bolzano, consignado como pie de pagina en el libro de Cauchy; Curso de
andlisis.
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conocia el concepto de continuidad uniforme. Al definir la integral sin recurrir a la
derivada de la funcién, Cauchy se vio obligado a demostrar la relacién fundamental
entre la derivada y la integral sirviéndose del teorema de la media. Si f(x) es continua
en un intervalo cerrado [a, b] y diferenciable en el abierto (a, b), entonces existe al

menos un xo tal que a < xo< by f(b) — f(a) = (b - a)f (xo).

A continuacion se citara el teorema del valor intermedio demostrado por Cauchy,
consignado en su obra (Cauchy, 1994, p.98):

Teorema 4. Si la funcion f(x) es continua respecto a la variable x entre los limites
X=X, X=X, y si se designa por b una cantidad indeterminada entre f(x;) y f(X), se
podrd siempre satisfacer la ecuacion

flx)=b
para uno o varios valores reales de x comprendidos entre x, y X.
Demostracidn. Para establecer la proposicidon precedente, basta hacer ver que
tiene por ecuacion

y=f(x)
cruzara una o varias veces a la recta que tiene por ecuacion

y=b

en el intervalo comprendido entre las ordenadas que comprenden a las abscisas
Xo Y X; es evidente que esto tendra lugar bajo la hipdtesis admitida. En efecto, al
ser continua la funcion f(x) entre los limites x=x,, x=X, la curva que tiene por
ecuacion y=f(x), y que pasa 1° por el punto correspondiente a las coordenadas x,,
f(xo); 2° por el punto correspondiente a las coordenadas X, f(X) serd continua
entre estos dos puntos, y como la ordenada constante b de la recta que tiene por
ecuacion y=b se encuentra comprendida entre las ordenadas f(x;), f(X) de los dos
puntos que estamos considerando, la recta pasard necesariamente entre estos
dos puntos, lo que no se puede hacer sin reencontrar en el intervalo a la curva

mencionada.
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Aunque el anterior razonamiento pretende no recurrir a la evidencia
geométrica como argumento para la demostracion del teorema, es posible
percibir que de forma implicita Cauchy utiliza argumentos de naturaleza
geométrica para expresar la conclusion a la que llega, esto se aprecia en las

lineas finales de la cita anterior. (Bergé, 2003, p.180).

También Cauchy presenta otra demostracion de teorema anterior, la cual fue
afiadida en una nota final de su Curso de andlisis. Esta demostracién tiene un
sentido aritmético (analitico) y con ella este matematico pretende subsanar la
falta de rigor de la anterior. Demostrar el teorema 4 por un método directo y
puramente analitico, que tiene la ventaja de dar la solucién numérica de la
ecuacion
f(x)=b.
Teorema. Sea f(x) una funcion real de variable x que permanece continua respecto

a esta variable entre los limites x=x,, x=X. si las dos cantidades f(x,) y f(X) son de
signos contrarios se podrd satisfacer a la ecuacion

(1) f(x)=0

para uno o varios valores reales de x comprendidos entre x, y X. (Cauchy, 1994,

pp. 99-100)

Para la demostracion de ese teorema Cauchy divide en m segmentos iguales la

distancia (h=X-xp) que separa los limites entre los cuales la funcién permanece

constante xp y X. luego obtiene una sucesion de valores cuyos términos son

flxo), £ o+, F (%o +25), e £ 0 = 1), FIX)

las imagenes de los puntos pertenecientes al intervalo [xp , X]. Conformar esta

sucesion le permitiéo a Cauchy comparar dos a dos los términos de la misma hasta

encontrar dos de ellos consecutivos que fueran de signo contrario f(x1) y f(X’), esto

hizo posible establecer sus respectivas pre-imagenes x; y X’, los cuales cumpliran

con
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Xo<x1<X'<X, y
X'-X1=2 = — (X — xo).
Una vez determinados x; y X’ Cauchy procedié nuevamente a encontrar entre ellos
otros dos valores de x, x, y X”’, cuyas imagenes tengan signos contrarios y que sean
propios para verificar las condiciones
X1<X2<X"’<X’, y
X" -Xp== = (X' = x;) = — (X — xo).
De manera semejante, obtuvo un aserie de valores crecientes de x, a saber
(2) X0, X1, X2, ...
y una serie de valores decrecientes
(3) X, X', X, ...
Los términos generales de las series (2) y (3) convergian a un limite comudn a. A su
vez las imagenes de x por ser continua desde x=xp hasta x=X, conformaron las

siguientes series

fxa), f(xa), f(x2), ...
fX), f(X’), f(x”), ...

gue convergen igualmente al limite comun f(a); y como al aproximarse a este limite
seran siempre de signos contrarios, la cantidad f(a), es finita, y no puede ser
diferente de cero. En consecuencia se verifica la ecuacion

(1) f(x)=0,
al asignarle a la variable x el valor a comprendido entre xp y X.

(4) x=a

es una raiz de la ecuacion (1).

A pesar de todo el rigor introducido por Bolzano y Cauchy en el analisis quedan
todavia puntos por clarificar: la relaciéon entre funcién continua y la funcién
diferenciable no estd comprendida perfectamente. La eliminacién de frases vagas

como “llegar a ser y sigue siendo mas pequena que toda cantidad dada” para ser
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reemplazadas por una formulacion mas aritmética, la elaboracién de una definicién
rigurosa del concepto de “nimero”, en una palabra, la aritmetizacién del andlisis

estaba por hacer.

Autores como Bergé (2003) mencionan las faltas de rigor en las que incurrieron
(desde su perspectiva) tanto Bolzano como Cauchy en la demostracion del
mencionado teorema. La demostracién del teorema del valor intermedio de Bolzano
se basa en la proposicidn auxiliar que plantea la existencia del infimo del conjunto
de los valores del intervalo en los que la funcidén es positiva. Sin embargo, esta
demostracién descansa sobre el criterio de convergencia de sucesiones®, hasta ese
momento no demostrado (Bergé, 2003, p. 181). Con relacién a la demostraciéon
alterna de la nota lll del libro de Andlisis de Cauchy, esta autora afirma: se encontrd
que la convergencia de dichas sucesiones a un limite comun a y que la cantidad f(a)
no podra ser diferente de cero, gracias a la continuidad de la funcién. No obstante,

no se justifica la existencia del limite comun a, lo cual no puede probarse sin utilizar

6 Después de determinar los valores extremos que toma la funcidén y comparar los términos entre
estos (dos a dos), se encuentran las pre-imagenes, tales que dos términos consecutivos sean de
signos contrarios. De esta forma se obtienen las dos sucesiones de elementos del dominio (una de
ellas decreciente y la otra creciente) y sus respectivas imagenes que forman igual nimero de
sucesiones con caracteristicas similares, asi: “Por lo que acabaran por diferir de esos primeros
valores en tan poco como se quiera. Se debe concluir que los términos generales de las series

(2) xo, X1, X3, ...

y

(3) X, X, X, ...

convergeran a un limite comun, sea a este limite Puesto que la funcidon f(x) es continua desde x=x,
hasta x=X, los términos generales de las siguientes series

fxo), f(xi), f(x2), ...

fX), 1(X°), {(X7), ...

convergeran igualmente al limite comun f(a)”
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la completitud del dominio de la funcién (Bergé, 2003, p.180). Es decir, en la
demostracién se asume la existencia de a y f(a), pero se desconoce su naturaleza
(racional o irracional), en ese sentido parece que el argumento de la autora apunta a
gue esa naturaleza no se cuestiond, porque se asumia la continuidad de la funcién lo

cual garantizaba que sin conocer mayores detalles de estos limites, estos existian.

Las objeciones de Bergé (por nombrar solo un autor) son un indicador de la
importancia y necesidad de construir los niUmeros irracionales que se manifesto en
los primeros afios del siglo XIX. Durante esta época se centra la mirada en Bolzano
quien llamoé la atencidn acerca de cimentar desde la aritmética las bases de la
matematica. Cauchy atendiendo a este planteamiento se encontrd en medio de un
“circulo vicioso” (tal vez sin saberlo) al proponer la existencia de ciertas cantidades
(a, f(a)), en el marco de la demostracion del teorema del valor medio, cuya
naturaleza desconocia.

Las situaciones de Bolzano y Cauchy se dan en circunstancias en que la necesidad de
construir R se imponia por si sola, puesto que el avance de las matematicas
especificamente de disciplinas como el cdlculo y el andlisis asi lo demandaban. Pes a
qgue Bolzano y Cauchy no lograron construir los reales, sus contribuciones sentaron

las bases del movimiento denominado “aritmetizacion del analisis”.

3. Las construcciones tempranas de los nimeros reales: Weierstrass,

Méray.

3.1 Los agregados de Karl Weierstrass

La contribucién de Weierstrass a la aritmetizacidn del andlisis, partié de definir el
numero (entero positivo) como formado por varias unidades o agregados. De
manera similar definié el numero racional, el cual estaba comprendido por una

parte entera y sus partes exactas, estas expresadas de la forma 1/n, donde n es un
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entero. Los agregados considerados por Weierstrass fueron supuestos, y estos
contenian un numero finito de elementos. Posteriormente considerd los que
contenian infinitamente mas elementos y desecho aquellos cuyo valor era infinito’

(Boniface, 2007, pp. 324-325).

La pregunta que llevd a Weierstrass a interesarse por los elementos que posteriormente se
conocerian como los numeros irracionales fue: si los agregados hechos infinitamente de
muchos elementos y que tenian un valor finito eran nuevos ndmeros. Gracias a la demostracion

de la irracionalidad del numero e, se pudo responder favorablemente a este interrogante

(Boniface, 2007, p. 325).

Weierstrass se encontrd con que habia infinitas formas de expresar un numero, por
esta razon introdujo una relacién de equivalencia® y demostré que era simétrica y
transitiva (Boniface, 2007, p. 324). La relacidon propuesta por este autor consistia en
comparar dos magnitudes numéricas componente a componente, y estas serian
iguales si cualquier componente del uno podia transformarse en un componente del

otro y viceversa.

La caracterizacidn de los reales para Weierstrass se da de acuerdo a una posible
representacion de un numero real en fracciones sucesivas, los cuales llama
agregados, de estos distingue entre finitos e infinitos y establece relaciones de

orden entre ellos que permiten compararlos:
La introduccién de Weierstrass de los nimeros reales positivos parte de "agregados" (Agregate)
finitos o infinitos a de una fracciones positiva 1/n, es decir, las colecciones de (posiblemente

multiples) copias de tales fracciones. Finitamente, muchos multiplos positivos de varios 1/n se

7 . . pe s , . .
Se considera que, cuando se habla de agregados cuyo valor es infinito, se esta haciendo referencia a
series divergentes.

8 . o . . .z .z
En el momento histérico en que se introdujo esta relacidn, no se planteo como una relacién de
equivalencia, o al menos no en esos términos.
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pueden transformar en un multiplo de 1/d, por un denominador comun d. Efectivamente, esta
definicion de igualdad de agregados finitos y su ordenacion lineal: a; <a, si a;, es transformable
por la fraccion aritmética en un sub-agregado de a,. En general, los agregados infinitos no
admiten un comun denominador. Para dos de ellos, Weierstrass define A;<A, de modo tal que
cada agregado finito que es igual, en el sentido anterior, a un sub-agregado finito de A,
también es igual a un sub-agregado finito de A,. Si A;<A, y A XA, se dice que estos dos
agregados infinitos son iguales. Si todos los agregados finitos son menores o iguales a A,
entonces A es igual al infinito. Todos los otros agregados (los finitos y los agregados infinitos
que no son el infinito) constituyen un dominio de nimeros reales positivos de Weierstrass. Los

negativos se obtienen al trabajar con dos unidades opuestas entre si; los nimeros complejos

etc. requieren mas unidades (Petri y Schappacher, 2007, pp. 351-352) °,
En este fragmento, se observa el tratamiento conjuntista dado por Weierstrass a los
agregados infinitos, en la medida en que la relaciéon de orden asi definida puede
verse como una relacién de inclusién entre conjuntos. Puesto que hace una especie
de particién de los agregados de tal suerte que le permita comparar un agregado
finito dado con alguno de los sub-agregados de A; y si son iguales, por la relacién de

orden también lo sera a un sub-agregado de A,.

® Traduccién libre del siguiente pasaje (el énfasis es del autor del presente trabajo): “Weierstrass’s
introduction of positive real numbers starts from finite or infinite “aggregates” (Aggregate) a of
positive fractions 1/n, i.e., collections of (possibly multiple) copies of such fractions. Finitely many
positive multiples of various 1/n can be transformed into a multiple of 1/d, for a common
denominator d. This effectively defined equality of finite aggregates and their linear ordering: a, < a,
if a; is transformable by fractional arithmetic into a subaggregate of a,. Infinite aggregates will in
general not admit a common denominator. For two of them, Weierstrass defined A; < A, to mean
that every finite aggregate which is equal, in the above sense, to a finite subaggregate of A4, is also
equal to a finite subaggregate of A,. If A; <A, and A, < Ay, the two infinite aggregates are said to be
equal. If all finite aggregates are less than or equal to A, then A equals infinity. All other aggregates
(the finite ones and those infinite aggregates which are not infinity) make up Weierstrass’s domain of
positive real numbers. Negatives are obtained by working with two units opposite to each other; the
complex numbers etc. require even more units”.

26



La caracterizacion que hace Weierstrass de los numeros reales parte de la
representacién de los enteros positivos como series convergentes (finitas o infinitas)
las cuales se podian comparar termino a termino (en el caso de agregados finitos) o
a partir de la relacién de inclusion que podia establecerse entre los conjuntos
formados por sus partes exactas (términos de la forma 1/n, n € N), dicha
comparacion le permiti6 a Weierstrass determinar relaciones de orden vy

equivalencia entre los agregados.

3.2 Los numeros ficticios de Charles Méray

Méray publicé en 1869 una memoria titulada Remarques sur la nature des quantités
par la condition de servir de limite a des variables données (Observaciones sobre la
naturaleza de las cantidades definidas por la condicion de servir de limite a variables
dadas) (Collette, 1998, p. 364). Teoria rigurosa de los niumeros irracionales en la cual
se indicaba que eran dos los principios fundamentales de todas las partes de la
matematica donde intervenia la nocién de limite. El primero era que una sucesion
creciente (decreciente) acotada superiormente (inferiormente) tiene limite. El
segundo que una sucesion de Cauchy tiene limite (Lépez, 1994, p. 24). Puesto que en
los trabajos realizados hasta ese momento por matematicos como Bolzano y Cauchy
(particularmente este ultimo), se definia al nimero irracional como el limite de una
sucesidon de numeros racionales, sin tener demasiado en cuenta que la existencia
misma del limite presupone una definicion de los nimeros reales (Collette, 1998, p.

364).

Respecto a los aportes hechos por Méray a la construccién de una teoria formal de
los nimeros reales en el siguiente fragmento tomado del volumen Il de la obra de
Collette (1998), nos muestra grosso modo en qué consiste el trabajo de este

matematico:
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Méray emplea la palabra «nimero» para designar el nimero racional, y una cantidad p es
llamada «variable progresiva» si puede tomar un ndmero infinito de valores sucesivos de
un conjunto {u,}; Méray define a continuacion la convergencia de la variable progresiva u
en términos de |,un+p - ,un| — 0 con 1/n, cualquiera que sea el valor asignado al limite.
Asi, existen dos tipos de sucesiones convergentes. La primera verifica la condicién de que
existe un N tal que para todo €>0 existe un n tal que paratodom <n, [N —u,,| <& -
|,un+p - un| — 0 con 1/n"°, la segunda corresponde a la condicién siguiente: el N definido
anteriormente no existe y i no tiene limite pero puede verificarse |,un+p — ,un| — 0 con
1/n, las sucesiones convergentes sin limite se llaman «limites ficticios» y, en términos de

ndmeros, Méray las llama «nimeros ficticios» (Collette, 1998, p. 362).

Se observa pues que Méray introduce términos como el de nimero para designar
elementos del conjunto de los racionales, y de variable progresiva, que es una
sucesiéon {u,}, de términos racionales con limite u también racional. Pero hay
sucesiones racionales de Cauchy sin limite racional (i.e. (1 + 1/n)" la cual es una
sucesién de Cauchy, pero el limite al que tiende no es racional), o sucesiones que no
son de Cauchy, en el primer caso Méray dice que tales sucesiones convergen hacia
un limite ficticio, en el segundo caso el limite no existe.

La participaciéon de Méray en la construccion de los reales se basé en la existencia de
cantidades a las que él denomind limites ficticios o nimeros ficticios, expresiones
gue empled este matematico para referirse a los limites de las sucesiones de Cauchy
gue no eran racionales. Este hecho puede interpretarse como una peticién de
principio en tanto que se necesita conocer de antemano la naturaleza de esos
limites ficticios, conceptos que no estaban légicamente fundamentados hasta ese

momento.

10 , N . s, . PP . ~ . .

Al parecer Méray al incluir el término (1/n) en su definicidn, quiere sefialar que la diferencia entre
los elementos de la sucesion (tomados dos a dos) a partir de cierto n, se acercara a cero de modo
semejante a como lo hard (1/n), también a medida que n crezca.
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3.3 Las construcciones de Cantor y Dedekind.

Las construcciones de Cantor y Dedekind, aparecen en la segunda mitad del siglo
XIX, como resultados de la necesidad de fundamentar sobre bases solidas el analisis,
y que los condujo hasta un circulo del cual solo se pudo salir con la construccion de

una teoria formal de los nimeros reales.

3.3.1 La construccion de Dedekind.

Alrededor de 1858, Dedekind se dio cuenta de que la aritmética de los numeros
reales no poseia fundamento légico adecuado. Mds especificamente, se recurria a la
evidencia geométrica para demostrar teoremas aritméticos, propios del analisis.
Desde el punto de vista didactico encontraba util el recurrir a la intuicion geométrica
con el fin de no perder demasiado tiempo, pero en ningln caso este recurso, segun
Dedekind, podia considerarse cientifico.

Antes de abordar el estudio de los niumeros irracionales. Dedekind presupone el
desarrollo de la aritmética de los nimeros racionales, pero llama la atencién sobre
ciertas caracteristicas comunes que él juzga importantes entre los numeros
racionales y los puntos de la recta numérica. A continuacion, presenta su estudio de
la continuidad de la linea recta, haciendo notar, desde el comienzo, el hecho de que
en una linea recta L existe una infinidad de puntos que no corresponde a ningln
numero racional. Por consiguiente, la recta L es infinitamente mas rica en puntos
individuales que el dominio R de los niumeros racionales en nimeros individuales.
Esto nos conduce, segun dice, a completar R creando nuevos niumeros de manera
que el campo de los nimeros adquiera la misma complecidén o, como puede decirse,

la misma continuidad que la linea recta.
Breve descripcién de la construcciéon de Dedekind.

En su obra Continuidad y numeros irracionales 1872, Dedekind buscaba dar cuenta

del concepto de una magnitud variable que tiende hacia un valor limite y demostrar
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un teorema que a su juicio es de suma importancia, el cual dice que toda magnitud
qgue crece constantemente; pero no mas alla de todo limite debe necesariamente
tender hacia un valor limite. Ademas intentaba encontrar en la aritmética elementos
que dieran cuenta de la continuidad, elementos sugeridos por la geometria.

(Dedekind, 1872, p. 79)

Dedekind parte de la existencia de los niUmeros racionales, en consecuencia da por

sentadas varias de sus propiedades:

Este sistema, que quiero denotar [designaré por] con R, posee ante todas las cosas la propiedad
de ser cerrado y completo, rasgo [propiedad] que yo he sefialado en otro lugar como
caracteristico de un cuerpo numérico, y que consiste en que las cuatro operaciones
fundamentales siempre se pueden efectuar con cualquier par de individuos en R, i.e., que el

resultado de estas es siempre a su vez un individuo determinado en R, si se excluye el Unico
caso de la divisién por el nimero cero (Dedekind, 1872, p. 81).
Algunas de estas las caracteriza como la cerradura bajo la suma y el producto,
ademds designa a este sistema como un dominio ordenado, i.e., establece las
propiedades orden (=, <, >). Luego formula tres leyes que deben cumplir los
términos como: propiedad transitiva de la desigualdad, densidad y define la
cortadura que produce un nimero racional.
A continuacién, compara el dominio numérico de los nimeros racionales con los

III

puntos de una linea recta; relaciona el “ser mayor o menor” (propiedades de orden)
en el conjunto de los racionales con “estar a la derecha o izquierda” (en la recta
geométrica) respectivamente. De manera similar ha como lo hace con los numeros
racionales, formula tres leyes que los puntos de la recta geométrica deben cumplir:
propiedad transitiva del posicionamiento, densidad de la recta geométrica y la

particion de la recta por un punto.

Una vez establecidas estas comparaciones, Dedekind asevera que existen puntos en

la recta que no tiene correspondencia con los racionales, y se apoya en los trabajos
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conocidos con relacién a las longitudes inconmensurables. Por esta razén el autor
advierte la necesidad de “crear” nuevos numeros tales que permitan dotar al
dominio aritmético de la continuidad de la recta. En esta direccién, Dedekind afirma
encontrar la esencia de la continuidad en el siguiente principio que puede resultar

trivial (para algunos lectores), pero él lo considera como un axioma:

Si se reparten todos los puntos de la recta en dos clases, tales que cada punto de la primera
clase esta situado a la izquierda de cada punto de la segunda clase, entonces existe un Unico

punto que determina esta particion de todos los puntos en dos clases, esta corte de la recta en

dos partes (Dedekind, 1872, p. 85).

Una vez identificada la necesidad de completar el conjunto de los numeros
racionales, Dedekind parte de la tercera ley enunciada para los nimeros racionales,
en el cual define la cortadura debido a un niumero racional, pero tomando en cuenta
los resultados obtenidos a partir de comparar el dominio de R (los racionales) y la
linea recta, identificando asi puntos en la recta sin un nimero correspondiente;
deduce que hay cortaduras que no son producidas por nimeros racionales y cada

11 ’
”=%un nuevo numero.

vez que se da una de estas cortaduras se “crea
A continuacién, establece las propiedades de orden entre cortaduras a través de
cinco casos. Con esto busca fundamentar la ordenacion de todos los nimeros reales,

i.e., con este propdsito analiza las relaciones entre dos cortaduras cualesquiera.

1 Con relacién al término “crear” empleado por Dedekind en su articulo Continuidad y numeros
irracionales, Arboleda (2007) afirma:
..Al margen de esta retdrica sobre los nimeros como creacidn libre del entendimiento, lo
importante es que Dedekind concibe la extension gradual de los sistemas numéricos como una
introduccién de objetos nuevos mediante una cascada de sucesivas abstracciones basadas en
niveles previos de existencia y, cuestion mas importante adn, reduciendo siempre tales
existencias a predicaciones sobre los naturales (Arboleda, 2007, p. 224).
Por esta razon, al comparar este nuevo conjunto numérico con la recta, Dedekind encuentra que
estos numeros no son suficientes para captar la riqueza conceptual contenida en ella, es por esto que
nuevamente utiliza la nocién de “crear” para dar origen a los nimeros irracionales y darle a esta
unién la completitud de la recta.
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Ademas, basado en las propiedades caracteristicas de las cortaduras introduce un
supuesto en el que se apoyara para mostrar uno a uno los cinco casos mencionados

antes:

Ahora, para obtener una base sobre la que fundamentar la ordenacién de todos los nimeros
reales, i.e., de todos los numeros racionales e irracionales, debemos investigar en primer lugar las
relaciones entre dos cortadura cualesquiera (A, A,) y (By, B,), determinadas por dos numeros
cualesquiera a y 8. Es evidente que una cortadura (A,, A,) ya estd completamente dada si una de
las dos clases, p.ej., la primera A,;, es conocida, porque la segunda A, consiste en todos los
numeros racionales no contenidos en A,, y la propiedad caracteristica de una tal primera clase A

consiste en que, si el nUmero a; estad contenido en ella, entonces también contiene a todos los

ndmeros menores que a; (Dedekind, 1872, p. 88).

Por tanto, una vez se tiene una de las clases en las que se divide la cortadura, por la
propiedad caracteristica de estas se puede establecer la naturaleza de los elementos
que conforman la restante clase. De esta forma, para los siguientes cinco casos®?,
Dedekind compara entre si las dos primeras clases A; y B; de dos cortaduras
cualesquiera (A, A;) y (By, By). En el caso | considera cuando las primeras clases
sefialadas antes sean idénticas, en cuyo caso las segundas clases también lo seran
(A, y By), y por ende los nimeros que las determinan a y 8. El caso I, supone que
una de las clases iniciales A; 6 B, difiera de la otra en un elemento. Lo hace partiendo
de la existencia de un elemento a’;=b’,, tal que a’;€A;y a’;¢B; por lo que a’;€B,,
pero todos los b; que pertenecen a B; estan contenidos en A;. Para todos los a;€A;
y a;€ By, deben cumplir con la condicién de ser menores que a’; y asi se establece
que a’; es igual a a. Respecto a la otra cortadura, se tiene que, todos los b,eB,

deben ser mayores que b’,, por ser este el elemento minimo de B, de lo contrario,

12 . . . . ,
Pero solo se mencionaran los tres principales, puesto que los casos iv y v, son los reciprocos de los
casos ii y iii, respectivamente.
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todos los b, serian menores que a’; y pertenecerian a A; y por lo tanto a By, de ahi

queB=b"=0a’;1=qa.

En el caso Ill, se supone la condicién en que las clases A; y B; difieren en dos

elementos a’;=b’, y a”’;=b”’, que pertenecen a A; y no estan contenidos en B4, por la

segunda ley enunciada en el capitulo 1 (densidad de los nimeros racionales) hay

infinitos términos entre a’; y a”’; que pertenecen a Ay no a B4, en cuyo caso las

cortaduras producidas por los nimeros a y 8 son diferentes y a > 8. El caso IV

retoma la condicidn tratada en el caso I, solo el elemento en que difieren las clases,

se encuentra en B; y no en A;. Finalmente el caso V de forma similar al caso I,

presenta la situacidon en que las clases A; y B, difieren en dos elementos, solo que

esta vez los elementos en cuestién estan contenidos en By, entonces a < 8.

Hasta este punto Dedekind ha expuesto algunas generalidades de las cortaduras

generadas por un numero racional, pero cuando relacioné el dominio de los

nlimeros reales con la recta geométrica, establecid que habia puntos faltantes,

13
Caso I:

(i)
(ii)

Caso ll:

(i)

Caso lll:

(i)

En este se considera que las cortaduras A; y B, son perfectamente idénticas.

Ya, € A, se tiene a, € B, y Vb, € B, se tiene b, € A, ,entonces A, = B,

Cuando A,y By no son idénticas

Ja; € A;; a; = by y by & By, entonces b, € B, . Luego, Vb, € B, se tiene b; < a; =
b,

& Vb, €A,

Ja; € A;; a; esunicoy a; € By, entoncesVa, € A;, a, EByya, < a1
a; = max{(4,,A,)}, conloque (4;,4,) =a, a = a; = b,

Vb, € By, by €EAl; b, < a; =b; €B,

3b, € B,; by < by, de lo contrario b, < a;y b, € A;y b, € Bl luego

b, < b, € B,,y por consiguiente (B;,B,) =, B = ai=b; =a,

Las cortaduras son inesencialmente diferentes.

1

Jaj,ay ; a; =by yai =b3 ,a;,a] €A;yaj,a & B, entonces hay infinitos de
ellos porque todos los infinitos nUmeros que estan situados entre ellos estdn contenidos
en A, peronoen B;.

En este caso a y 8 correspondientes a estas cortaduras(4,,4,) = a, (B;,B,) = B son
diferentesy sedicea > o f < a.
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puntos que no correspondian a numeros racionales. Entonces supuso la existencia
de un numero D entero positivo, que no se pudiera expresar como el cuadrado de
ningun entero, y lo acoto entre dos numeros enteros cuadrados (12 < D < (1 + 1)?
). A continuacién busca relacionar a D con los elementos de una cortadura (A4, A,),
asume todos los elementos de A, serdn mayores, en ese caso los elementos de A;
seran menores o iguales a D, (puesto que todos los elementos de A; son menores
que los de A, de acuerdo a la definicion), de esta forma demuestra por reduccion
al absurdo la existencia de cortaduras generadas por irracionales. A partir de esta
definicion (demostracion) se crean los nimeros irracionales, los cuales completan
la recta geométrica dotandola de continuidad, propiedad fundamental para el

nuevo conjunto numérico que se estaba fundando (los reales).

Finalmente, Dedekind une el sistema de los numeros racionales y los recientemente
creados irracionales, junto con sus propiedades. Estableciendo el sistema de todos
los niumeros reales, el cual constituye un dominio bien ordenado unidimensional,
i.e., las leyes I, II, Il enunciadas para los ndmeros racionales y los puntos de la
recta geométrica respectivamente, son validos para todos los numeros que
pertenezcan al sistema de todos los numeros reales. Pero ademas de estas
propiedades, el dominio R posee continuidad, caracteristica de la cual el autor
buscaba dotar al conjunto de los nimeros racionales y gracias a la cual el siguiente

teorema es valido:

Y si o>, y B>y, entonces también a >y. Queremos decir que el numero £ estd situado entre los
ndmeros a.y 7.

Il. Si @y y son dos numeros diferentes, entonces hay siempre infinitos nimeros diferentes que estdn
situados entre a. y .

lll. Si o es un nimero determinado, entonces todos los nimeros del sistema ‘R se subdividen en dos
clases, U, y A,, cada una de las cuales contiene infinitos individuos; la primera clase 2U; comprende
todos los nimeros a3, que son < a, la segunda clase U, comprende todos los nimeros a,, que son
mayores que o.
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Si el sistema R de todos los nimeros reales se subdivide en dos clases, 2,y U, tales que cada

numero a; de la clase U ; es menor que cada numero a, de la clase U ,, entonces existe un y

solo un numero a por el cual esa division esté determinada (Dedekind, 1872, p. 90).

A través de este teorema se extiende la definicion de cortadura a un dominio mas
amplio, en el cual es posible su formulacién y posterior demostracidn gracias a la

continuidad, propiedad del nuevo dominio numérico (R).

Un factor determinante en la construccion de Dedekind fue visualizar a la
continuidad (completitud) como una propiedad fundamental del nuevo dominio
numérico que se proponia construir, propiedad caracteristica de la linea recta y que
debid ser extrapolada del contexto geométrico al aritmético. El primer paso para
dicha extensidn se dio al redefinir los nimeros racionales a través de cortaduras y
compararlos con la linea recta, situacién que reveld la existencia de puntos que no
tenian representacion racional. A continuacién Dedekind demostré aritméticamente
la existencia de cortaduras generadas por niumeros no racionales (irracionales), a
los cuales dotd de las propiedades que poseian los racionales (algunas) y dedujo que
la unidn de los numeros racionales e irracionales formaria un nuevo dominio
llamado los reales, conjunto dotado de completitud y gozaba de todas las

propiedades heredadas de los conjuntos que lo conformaban.

3.3.2 La construccion de Cantor.
Uno de los problemas importantes durante la segunda mitad del siglo XIX consistia

en establecer la unicidad del desarrollo trigonométrico15 de algunas series, a

1 Este trabajo una extension del teorema segun el cual una funcién no puede ser desarrollada mas
que de una sola manera en serie trigonométrica.

Cantor demuestra en el Journal de Crelle t. 72, pag. 139 que dos series trigonométricas:

%bo + Y.(a, + sinnx + b, + cosnx) y%b'0 + Y (a',, + sinnx + b’ + cosnx)

tales que, para todos los valores de x, convergen y tienen la misma suma, tienen los mismos
coeficientes; después mostrd, en una nota relativa a este trabajo, que este teorema sigue siendo
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propdsito de las series generales, es decir, aquellas cuyos coeficientes no tienen
necesariamente la forma integral de Fourier, (Collette, 1998, p. 369). Este parece ser
el motivo que condujo a Cantor, a buscar construir una teoria sélida (desde el punto
de vista logico) para los numeros reales y que le permitiera dar cuenta de los

resultados a los que habia llegado en esta direccién.

En su articulo Extension de un teorema de la teoria de las series trigonométrica de
1872, Cantor considera al sistema A constituido por el conjunto de los numeros
racionales (el cual considera como dado) incluido el cero. Contintia construyendo
varias sucesiones ((1) a4,ay,..,ay, ..) ¥y (1) ai,a3,..,a,, ..,) de Cauchy o
fundamentales cuyos limites'® denota con las letras b y b’ respectivamente; luego
identifica tres casos al comparar dichas sucesiones y sus limites: compara el limite
de una sucesién dada con un nimero racional arbitrario a, de dicha relacion resultan
tres casos mutuamente excluyentes; a=b,a<boa>b.

Se designa por B el sistema de todas las de las magnitudes numéricas b; las
operaciones elementales de los racionales se extienden a la unién de A y B. El
sistema A engendra al sistema B y la unién de estos engendra mediante el mismo
procedimiento (se define una sucesién de Cauchy con elementos del dominio AUB

cuyo limite sea un c tal que ceC) el sistema C, a este nuevo sistema se extienden las

verdadero, si, para un numero finito de valores de x, se renuncia, sea a la convergencia, sea a la
igualdad de las sumas de las dos series.

La extensidn que se quiere considerar consiste en que para un numero infinito de valores de x en el
intervalo [0... (2m)] se puede renunciar a la convergencia o a la concordancia de las sumas de las
series, sin que el teorema deje de ser verdadero.

1° Es importante aclarar que Cantor no emplea la palabra limite: en el articulo citado se habla del

simbolo asociado a determinada sucesion, y se denota por b, b’, b”, etc. No se emplea directamente
este término porque, al afirmar que b es el limite de la sucesién {a,}, se estd incurriendo en una
peticidon de principio: se supone que la sucesién converge, lo cual no he probado y, que en efecto,
seria cierto si se considera a priori, la completez. No obstante, se usara el término limite por
comodidad.
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definiciones de orden, equivalencia y las operaciones elementales entre elementos

del conjunto Cy aquellos de AUB.

Cantor considera por este medio al conjunto de los niumeros reales designdandolos
como limites de sucesiones fundamentales dadas mediante una “ley”, a este nuevo
sistema lo ha llamado B, los sistemas obtenidos mediante este mismo proceso seran
isomorfos a B. Otra de las caracteristicas que se dan entre estos sistemas es la de
poder igualar los términos de un sistema a otro, i.e., un elemento a a un b, pero no
unbauna, unbauncycaby en adelante todos los conjuntos derivados’cumplen
con esta condicion excepto el A. Aunque la identidad entre los sistemas no implica la
identidad entre los elementos, sino una determinada relacidon entre los términos de

las sucesiones que los originan.

Posteriormente, establece una relacién entre la linea recta y los términos de los
diferentes sistemas (teniendo en cuenta las operaciones que les dieron origen).
Cantor enuncia un axioma con el cual pretende completar la conexién entre los
sistemas de magnitudes numéricas (definidas en el primer capitulo de su obra) y la

geometria de la linea recta, este axioma dice:

A cada magnitud numérica le corresponde también, reciprocamente, un punto determinado de

la recta, cuya coordenada es igual a esta magnitud numérica en el sentido expuesto en este

(capitulo) (Cantor, 1871, p. 5).

El concepto de cardinalidad en la obra de Cantor.
La nocion de cardinalidad en Cantor es crucial en su teoria de conjuntos. Esta

aparece de forma explicita como parte de las ideas preliminares en un articulo

Y Los conjuntos derivados, son los conjuntos de puntos limites. En este sentido lo que se quiere dar a
entender en esta afirmacion es la manera como una sucesién de puntos del conjunto A tiene un
limite en el conjunto B y una sucesién de puntos del conjunto B tiene un limite en C y viceversa, pero
entre cualquier otro conjunto de puntos y A no se da esta relacidn inversa.

37



titulado Una contribucidn a la teoria de conjuntos, publicado en 1877. Esta se defina
como una correspondencia biunivoca que se establece entre dos conjuntos bien
definidos A y B, si esta relacién se da, se dice que A y B son equipotentes o que
tienen igual cardinalidad.

Puesto que la nocién de cardinalidad supone, en cierto sentido, poder comparar los
conjuntos dados A y B, es necesario conocer su naturaleza. Siguiendo este
planteamiento, Cantor define la parte integrante de un conjunto®® (lo que se conoce
actualmente como subconjunto), esto le permite establecer cuando la cardinalidad
de un conjunto es mayor o menor que la de otro, de lo cual se desprenden dos
casos: (i) A tendra la misma cardinalidad que un subconjunto de B (#(A4) < #(B)) o
(ii) B tiene la misma cardinalidad que un subconjunto de A (#(B) < #(4)). La
cardinalidad descrita de este modo, en el contexto de los conjuntos finitos, hace
referencia al nimero de elementos que pertenece al conjunto y la equipotencia se

entiende como la igualdad en el nimero de elementos de dos conjuntos finitos.

Ahora bien, entre los conjuntos finitos se cumple que la cardinalidad de un
subconjunto es menor que la del conjunto que lo contiene. Sin embargo, “este
hecho no tiene lugar en los conjuntos infinitos, i. e., compuestos de un numero
infinito de elementos” (Cantor, 1877, p. 23). Entonces, la nocién de cardinalidad

extrapolada a los conjuntos infinitos no puede entenderse igual:
Sélo de la circunstancia de que un conjunto infinito M sea una parte integrante de otro N o de
que se puedan hacer corresponder uno a uno los elementos de M a una parte integrante de
N, mediante una operacion univoca [biunivoca], no se puede en modo alguno concluir que su
potencia sea menor que la de N; esta conclusidn no esta justificada, mas que si se sabe que la
potencia de M no es igual a la de N; del mismo modo, siendo N una parte integrante de M o

tal que sus elementos correspondan uno a uno univocamente [biunivocamente] a una parte

'8 Llamaremos partes integrantes [en el original Cantor dice Bestandteil que podria ser traducida por
“parte propia"] de un conjunto a todos los otros conjuntos M’, cuyos elementos sean al mismo
tiempo elementos de M (Cantor, 1877, p.23).
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integrante de M, esta circunstancia no es suficiente para que la potencia de M sea mayor que

lade N (Cantor, 1877, p. 23).

Al extender la nocién de cardinalidad al dominio de los conjuntos infinitos, la
posibilidad de comparar el nimero de elementos de dos conjuntos dados a través
de la enumeracién de los mismos se ve obstaculizada por la idea del infinito, la cual
exige un cambio. Es precisamente en este marco, donde Cantor partiendo del
conjunto de los naturales como referencia®, se intereso en probar si este conjunto
podia ponerse en correspondencia biunivoca con otros conjuntos numeéricos. Asi es
como llegd a demostrar que el conjunto de los nimeros naturales es equipotente
con el de los nimeros pares (#(N) = #(2N)), entre otros*’. Pero, como lo demostréd
luego, este tipo de correspondencia no puede ser establecida siempre, como es el

caso de los naturales y los reales, demostrado por Liouville en 1851.

3.4 La nocion de cardinalidad y su importancia en la obra de cantor

En la introduccién al articulo Sobre una propiedad del sistema de todos los nimeros
reales algebraicos, Cantor pretende demostrar la correspondencia biunivoca entre
los numeros reales algebraicos y los enteros positivos. Para ello establece un criterio
qgue le permite organizar en forma de lista los niumeros reales algebraicos. Ademas,

determina apoyado en este resultado la razén por la cual no se puede establecer

19 .z p ey . ;. s .

La sucesién de los nimeros enteros positivos V brinda, como es facil mostrarlo, la minima de todas
las potencias que se presentan en los conjuntos infinitos. No obstante la clase de los conjuntos que
tienen esta minima potencia es extraordinariamente rica y extensa. (Cantor, 1877, p. 24)

20 s . . ; . . , ,

A propdsito del interés de Cantor por probar si el conjunto de los nimeros naturales se podia

poner en correspondencia con otros conjuntos numéricos infinitos, hoy se sabe que es posible
establecer tales correspondencias entre los naturales y cualquier subconjunto infinito de los
racionales, incluso con los reales algebraicos.
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correspondencia uno a uno entre los nimeros enteros positivos y los nimeros

reales que constituyen un sistema continuo de nimeros.

El autor define la altura ((3) N=n-1+|ao|+|a:|+..+|a.|)** de un ndmero real
algebraicow, como la ley que le permitira disponer a los nimeros del sistema () en
una sucesion infinita ((2) @i, ..., @,...), sin omitir ningin ndmero de dicho
sistema. Asi logra demostrar la correspondencia existente entre los dos conjuntos
numeéricos antes mencionados. A continuacién, los numeros de la sucesién ((4) us,
Uy,..., Uy,...) puesto que estan agrupados de acuerdo a una ley determinada deben
ser reales algebraicos, entonces lo que el autor plantea es que “Se puede, en cada
intervalo (c...3) dado de antemano, determinar un nimero 7 que no se halla en la
sucesion (4); existe, por consiguiente, una infinidad de tales nimeros”.

La demostracion emplea el método de los intervalos encajados donde se parte del
intervalo (... 5), se van tomando elementos «’, ’ que pertenecen a la sucesion (4) y
al intervalo, a demas de cumplir &’< £, segun esta misma ley se van formando
intervalos subsiguientes22 de tal suerte que los términos o, «, «”, ..., forman una
sucesion creciente, de forma similar los términos £, ,/”, ..., forman una sucesion
decreciente. Entonces sdlo pueden presentarse dos casos:

i El nimero de intervalos que se forma es finito y puesto que en el ultimo de estos

(a?, B7) hay maximo un numero de la sucesion (4) se puede tomar un nimero 7 que no

v+ﬁ

v
pertenece a la sucesién (n =aT;n€N) y, asi el teorema queda demostrado

(Valencia, 2009, p.11).

! Algunos ejemplos: (i) 9x5 + 3x3 + 7x + 5, (i) —9x5 + 3x3 — 4x2 + 7x — 5, la altura de (i) y (i)
N=28 y N=31 respectivamente. De acuerdo con el criterio de la altura se ubicarian en sitios
diferentes.

22 .
Intervalos encajados:

(@,p)> (@, p)> (@, ") > > @ ") > (a”p") >
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ii. El niumero de intervalos que se forma es infinito, entonces la sucesidn creciente o,
o, ..., tiene un cierto limite, de manera similar la sucesion decreciente g, 5,3, ... Silos
limites son iguales, por la definicidn de los intervalos este limite corresponde a un
a® =lim,_ ., a” = % =lim,_, BY =1 que no puede estar incluido en la sucesion
(4). Pero si ocurriera que el limite de la sucesion de los a, &, @, ...,es menor que el de
la sucesion g, B,57, ..., a® =lim,_, a’ < f* = lim,_, ¥ entonces 7 estaria entre
estos limites o seria igual a uno de ellos 77 € (a®, B*), en cualesquiera de los dos casos

perteneceria a la sucesién (4) (Valencia, 2009, p.12).

Finalmente, Cantor plantea una proposicién basada en las proposiciones anteriores

gue le permiten diferenciar los nimeros trascendentes de los reales algebraicos.
Sea Vy, Vy,. . ., V,,. . . Una sucesion finita o infinita de numeros linealmente independientes, i.e.,
de nimeros tales que no existe entre ellos ninguna ecuacion de la forma
avytavs ... +av, =0
siendo los coeficientes ay, a,,. . . , a, enteros que no son al mismo tiempo nulos; concibamos el
sistema (Q) de todos los numeros - que puedan ser representados mediante funciones
racionales con coeficientes enteros de los numeros dados vy, V5, . . ., V,, ..., entonces, en todo

intervalo (a...f), hay una infinidad de numeros que no estdn incluidos en el sistema (Q)

(Cantor, 1873, pp. 18-19).

Este teorema permite afirmar que la no numerabilidad de los reales se debe a los
reales trascendentes, cuya cardinalidad s superior a la de los numeros naturales.
Determinar si la cardinalidad de R correspondia a X;, el numero transfinito que le
sigue a X, (el simbolo que representa la cardinalidad de N), es lo que se conoce

como la hipdtesis del continuo, problema propuesto inicialmente por Cantor.

3.5 El papel de las fracciones continuas en el trabajo de cantor

Como se menciond brevemente en el inicio del presente capitulo, las fracciones

continuas desempefiaron un papel importante durante el siglo XIX en Ia
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aproximacioén de raices y algunos numeros trascendentes (al menos los conocidos).
En el segundo capitulo del articulo Una contribucidn a la teoria de conjuntos, Cantor
emplea este método como paso auxiliar en la representacidn un nimero irracional,
puesto que le garantizaba la unicidad de tal representacién. El documento inicia con
la definicién de conjuntos equivalentes o conjuntos con la misma potencia. En el
caso de conjuntos infinitos, la potencia se relaciona con el nimero de elementos.
Por consiguiente, los subconjuntos propios (parte integrante) de conjuntos finitos
tienen una potencia menor que la del conjunto con el cual comparten elementos.
Mientras que en los conjuntos infinitos la potencia de sus subconjuntos propios no
necesariamente es menor que la del conjunto en el cual estan incluidos. Para
ejemplificar este punto, Cantor menciona algunos conjuntos en los cuales se puede
observar este comportamiento, entre ellos se encuentran los naturales y los
numeros pares, los naturales y los numeros reales algebraicos (w). La primera de
estas relaciones no la demuestra, mientras que la demostracién de la segunda
constituye la idea principal en su articulo Sobre una propiedad del sistema de todos
los numeros reales algebraicos, tratado anteriormente.
Un poco mas adelante en el desarrollo de este documento Cantor hace explicita su
intencién:
Como lo mostrard nuestro trabajo, se pueden incluso determinar los elementos de un conjunto
continuo de extensidn n mediante una uUnica coordenada real y continua por medio de una
operacién univoca [biunivoca]. Se sigue de ahi que, si no se hace ninguna suposicidon con
respecto a la naturaleza de la correspondencia, el nimero de las coordenadas reales continuas e

independientes que pueden servir para la determinacién univoca de los elementos de un

conjunto continuo de extension n, puede ser cualquier nimero dado my por consiguiente no se

le puede considerar como cardcter invariable de un conjunto dado (Cantor, 1877, p. 25).

Cantor plantea la posibilidad de establecer una correspondencia entre conjuntos

continuos de extensiones (dimensiones) diferentes, particularmente uno de
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extensiéon n y otro unidimensional: demostrar que es posible establecer tal

correspondencia es la base este articulo.

De ahi que, exprese esta intencidn a través de los teoremas A* y B. Este Ultimo es la

generalizacidn del primero, y se constituye en el objetivo principal de esta obra.

(B). “Se puede hacer corresponder de una manera completa [exhaustiva] y univoca [biunivoca] un
conjunto continuo de dimensidon n a un conjunto continuo de una dimension; dos conjuntos
continuos, uno de dimensién n y el otro de dimensién m, siendo n>=<m, tienen la misma
potencia; los elementos de un conjunto continuo de n dimensiones pueden ser determinados

univocamente por una Unica coordenada t continua y real; pero también pueden ser

determinados univocamente por un sistema de m coordenadas continuas t;, t,, ..., t,." (Cantor,

1877, p. 26).

Pero, antes de demostrar el teorema anteriormente enunciado, recurre a un
teorema que permite representar un nimero irracional 0 < e < 1 bajo la forma de
una fraccién continua infinita. Una vez se cuenta con esta herramienta, se definen n
magnitudes variables e independientes en el intervalo (0, 1) y se define una variable
mas cuyos términos conservan cierta relaciéon de dependencia con las anteriores, de
esta manera se demuestra el teorema C**. No obstante, en el desarrollo del articulo
enuncia el teorema D, el cual se apoya en la relaciéon que se puede establecer entre
las n+1 magnitudes variables designadas en el teorema Cy las magnitudes x;, X5,...,X,

y t. como se consta en el siguiente fragmento:

Pues una vez demostrado este teorema, (aplicdndolo) representemos como correspondientes a

las n+1 magnitudes variables designadas en el §2 poreq, e,, ..., e,y d, las otras variables x;, x, .

2 (A). “Sean x4, x5, . . ., X, N magnitudes reales, variables, independientes entre si, de las que cada una
puede tomar todos los valores 20y <1, y sea t otra variable incluida en los mismos limites (0 <t < 1),
entonces se puede hacer corresponder esta magnitud t al sistema de las n magnitudes xi, x5, . . ., X,
de tal modo que a cada valor determinado de t pertenece un sistema de valores determinados x4, X, .
.., X, y, viceversa, a cada sistema de valores determinados xy, x,, . . ., X, un cierto valor de t.”

24 (C). “Sean ey, e,, . .., e, n magnitudes variables independientes entre si, de las que cada una puede
tomar todos los valores numéricos irracionales del intervalo (0...1) y sea d otra variable irracional con
los mismos limites, entonces se pueden hacer corresponder de una manera completa [exhaustiva] y
univoca [biunivocamente] esta magnitud d y el sistema de las n magnitudes e, e, . . ., e,.”
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.., X,y t, asociadas a las primeras mediante una operacién univoca [biunivoca], pudiendo tomar
cada una de las ultimas variables, sin restriccion, todos los valores reales >0 y <1. Puesto que
hemos establecido una correspondencia completa [exhaustiva] y univoca [biunivoca] entre la
variable d y el sistema de las n variables eq, e,, . . ., e, en el §2, se obtiene de esta manera una
asociacién completa [exhaustiva], determinada y univoca [biunivoca] de la variable continua ty

del sistema de las n variables continuas x3, x5, . . ., X, lo cual demostrara la verdad del teorema

(A). (Cantor, 1877, p. 27)

3.6 La caracterizacion de los irracionales a través de las fracciones

continuas.

3.6.1 Fracciones continuas

Al realizar el rastreo historico de las fracciones continuas, las diferentes fuentes
coinciden en sefialar el algoritmo de Euclides (para hallar el maximo comun divisor)
como la prefiguracién del algoritmo que se usa modernamente para calcular las
fracciones continuas. Inicialmente se empleo en la aproximacién de raices y de
nlimeros trascendentes como ty €, y en la solucién de ecuaciones diofanticas.
Dentro de los primeros intentos por formalizar la teoria de las fracciones continuas,
se encuentra a Fibonacci y Bombelli (quién escribié L’Algebra parte maggiore
dell’aritmetica divisa in tre libri, en el cual da a conocer un método para la
extraccién de raices cuadradas). Pero es a Pietro Antonio Cataldi, a quién se le da el
crédito por descubrir las fracciones continuas. Aunque siguié el método de Bombelli;
para extraer raices cuadradas, incorpord notacién y algunas propiedades (Brezinski,
1991, p.65).

A Wallis se le atribuye la denominacién de fraccidn continua a la aplicacién sucesiva

del algoritmo de Euclides. Asimismo, calculd lo que modernamente seria la integral
1 i - P, P . . s /
fo (1 —x?)'dx cuando i=1/2, a través de su método de interpolacién, y asi

solucionar el problema de la cuadratura del circulo. Pero sélo logré obtener el

producto infinito
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T 244668

En su trabajo Arithmetica infinitorium publicado en 1655, denota % por Oy utiliza
una palabra en latin “latus” para describirlo. Igualmente, se le concede haber
encontrado la férmula de recurrencia para los convergentes de una fraccion
continua, dio el primer paso hacia una prueba de convergencia al sefalar que los
convergentes de la fraccion continua de Brouncker® son sucesivamente mas
grandes y mas pequefios que 0Oy afirmd (sin prueba) que el proceso convergia.

No obstante, la edad de oro en el desarrollo de las fracciones continuas tuvo que
esperar hasta el siglo XVIII. Periodo en el cual los trabajos de Euler, Lambert y
Lagrange, impulsaron considerablemente esta teoria. Dentro de los aportes de
Euler, se encuentra el libro titulado De fractionibus continuis publicado en 1737.
Ademas, demostré que todo nimero racional se puede representar a través de una
fraccién continua finita, mientras que un numero irracional da lugar a una fraccién
continua infinita. En su célebre libro Introductio in analysin infinitotrium publicado
en 1748, se encuentra la primera exposicidon extensa y sistemdtica de la teoria de
fracciones continuas, muestra como transformar una fraccién continua en serie y de
manera reciproca demuestra que una serie infinita se puede transformar en una
fraccién continua, cuyas convergentes son idénticas a las sumas parciales de la serie
(Brezinski, 1991, p.98). Edmond Nicolas Laguerre y Thomas Jan Stieltjes, retomaron
las ideas de Euler y fundaron la teoria analitica de las fracciones continuas.

El interés de Lambert en las fracciones continuas se debid a consideraciones
practicas, esta representacién le proporciond los elementos para tratar problemas
como; la rapidez de convergencia de las funciones trigonométricas expresadas a

través de series infinitas y la pequefiez del intervalo de convergencia de log (1+x).

*El método de Brounker se puede consultar en: SANG, E. On the extension of Brouncker's method to
the comparison of several magnitudes. Trans. Edinburgh Roy. Soc, A) 26 A869 - 1870), 59-67.
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Ademas dio el primer paso en encontrar la respuesta negativa de la cuadratura del
circulo con regla y compas.

Lagrange, por su parte utilizd el método de las fracciones continuas en Nouvelle
méthode pour approcher des racines des dquations numériqueszs. Este algoritmo
aparece en el capitulo Ill de Résolution des équations numériques (1879).
Posteriormente, Cantor empled este método para representar los numeros
irracionales, porque a diferencia de las fracciones decimales, la representacién de un
real en fraccidon continua es Unica (como se expresa en el teorema 2 citado en el

siguiente numeral).

3.6.2 Ventajas de esta representacion.
El 20 de junio de 1877 Cantor envid una carta a Dedekind, en la que anexaba una
demostracién de su mas reciente e inédito trabajo en teoria de conjuntos, con esta
prueba Cantor buscaba dar fuerza a su postura segun la cual se podia poner en
correspondencia univoca dos dominios continuos de diferente dimensién. El caso
considerado por Cantor planteaba la correspondencia entre un dominio continuo de
dimensién p y otro de una sola dimensidn. Cantor formulé a Dedekind el siguiente
interrogante:

¢Es entonces posible coordinar las p variables x;, X5, ... x, con la y, de modo que a cada sistema

de valores concreto (xq, X3, ... X, ) le corresponda un cierto valor y, y también a la inversa, a

cada valor concreto y le corresponda un y sélo un sistema de valores (xq,X,..X,)?

(Ferreirds, 2006, p. 189).

Dos dias después (22 de junio) Dedekind respondid la carta de Cantor, en ella le
comunica que hay problemas en el método empleado para representar de manera
Unica los numeros irracionales por medio de fracciones decimales infinitas (ver

anexo 2). Cantor considera acertada la observacion de Dedekind, aunque algo

26 .z . / . ; . ;.
Traduccidn libre: Nuevo método para aproximar las raices de las ecuaciones numéricas.
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desafortunada pues afecta la demostracién. Sin embargo, no el asunto de fondo (la
correspondencia entre dominios continuos de diferente dimensidn). Esto llevd a
Cantor a emplear otra demostracion en la que habia trabajado y en la cual utilizaba
fracciones continuas, las cuales le permitian representar de manera Unica los
numeros irracionales, como lo expresa en su articulo titulado; una contribucién a la
teoria de conjuntos. Aunque en el mencionado articulo no se explicita el (o los)
teorema(s) en el (los) que se apoya, en la busqueda antecedentes se encontraron los
siguientes resultados (una versiéon moderna) que pueden ser estudiados por el

lector:

Teorema 1.

Toda fraccién continua periédica terminada representa un unico
numero racional positivo, y todo nimero racional positivo es el Unico representado Unicamente
por una fraccion continua periddica terminada donde el Ultimo denominador parcial es > 2

(o donde el ultimo denominador parcial es 1).

Teorema 2.
Todo fraccion continua periddica no terminada representa converge

un numero irracional positivo,y para todo numeroirracional positivo hay una Unica

.y . . . . 27
fraccién continua regular no terminada converglendo a ese numero

3.7 La nocidon de numero irracional en Cantor

?’ Theorem 1 Every terminating regular continued fraction represents a unique positive rational
number, and every positive rational number is uniquely represented by a terminating regular
continued fraction where the last partial denominator is > 2 (or where the last partial denominator
is 1).

Theorem 2 Every non-terminating regular continued fraction represents (converges to) a positive
irrational number, and to every positive irrational number there is a unique, non-terminating regular

continued fraction converging to that number (Lorentzen, 1992, pp. 404)
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3.7.1 ;Qué es un irracional para Cantor?

En la teoria de Cantor, las magnitudes numéricas (niumeros irracionales) no tienen
un objeto en ellas mismas, “no intervienen mas que como elementos de teoremas
que tienen una cierta objetividad, e. g., del teorema, de que la magnitud numérica
sirve de limite para la sucesién correspondiente” (Cantor, 1871, p. 4). Estas
magnitudes numéricas son los limites de algunas sucesiones fundamentales
denotados por signos particulares b, b’, b”,..., diferentes adscritos a sucesiones
diferentes, pero de la misma especie, tal que la reunién de ellos forma un conjunto
B y las equivalencias que se puedan establecer entre ellas no hace referencia a la
igualdad entre estas magnitudes, sino a la manera como se relacionan los elementos
de las sucesiones que ellos representan.

Lo que le permitié a Cantor fundamentar dicha identificacién entre nimero y

magnitud, fue el teorema demostrado por Heine, el cual dice:

“cuando b es el limite de la sucesion de Cauchy en Q, entonces b - a, se hace infinitamente
pequeiio a medida que aumenta v. Que a su vez presupone los lemas siguientes: si b > 0,

entonces existe un numero racional a tal que O <a < b, y, si (a,) es una sucesion de Cauchy en Q,

entonces (a,) es una sucesién de Cauchy en R” (comentario de Bares y Climent en

Cantor (1872, p. 11))

3.7.2 Propiedades de los irracionales en la obra de Cantor.

En la teoria de proporciones, consignada en el libro VII de los Elementos de Euclides,
se pueden encontrar algunos fundamentos que vistos a través del lente de los
racionales pueden considerarse como prefiguraciones de estos numeros. Los
matematicos de épocas posteriores no problematizaron la existencia de los nimeros
racionales, por esta razén se observa que en las diferentes construcciones de los
numeros reales, independientemente del método, este conjunto se toma como
punto de partida. Cantor en la busqueda de “sacar a la luz las diversas maneras de
las que se pueden comportar las magnitudes numéricas en nimero finito o infinito”

(Cantor, 1872, p. 1), construye un conjunto de signos (b, b, b”,.., nimeros
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irracionales) que junto con los numeros racionales conforman el nuevo dominio
numérico: los numeros reales.
La prueba de la influencia de las propiedades algebraicas y de orden de los
racionales en los irracionales, estd en la manera en que Cantor definidé algunas
propiedades de estos ultimos. Dentro de las propiedades identificadas en algunos de
los trabajos de Cantor se encuentran:
¢ Densidad (de los racionales)
Esto se percibe cuando se organiza “mediante una ley de sucesidn infinita de
numeros racionales”, compara los términos de dicha sucesién dos a dos de
tal modo que la diferencia entre ellos se haga infinitamente pequefa (Cantor,
1872, p. 2), pero no necesariamente cero, puesto que no en todos los casos
el limite de la sucesion es racional.
¢ Propiedad de orden
Una vez definido el nuevo sistema B, limites de sucesiones racionales, se
procede a comparar los términos de dos sucesiones dadas cuyos limites se
representan con los signos b y b’ respectivamente. A partir de las relaciones
de orden que pueden establecerse entre los elementos de ambas sucesiones
se concluye que estos signos también los cumplen. Luego, se establecen
estas mismas relaciones de orden entre un elemento del sistema B y un
racional dado.
¢ Operaciones elementales
Cantor extiende las operaciones elementales del conjunto de los nimeros

racionales (adicidn, multiplicacién y divisién) a los simbolos del sistema B:
Sean en efecto b, b’, b” tres magnitudes numéricas del sistema B, entonces las
féormulas:

bt b =b"bb =b",~=b"
Sirven para expresar que entre las sucesiones correspondientes a los tres
numeros b, b’, b”’:

a,,ay, ..
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’ ’
al,az,...

" ”n

a 1,a 2 e

se verifican las respectivas relaciones:
lm(a, +a,—a",) =0,
lm(a,a, —a',) =0,
lim (a—" - a”n) =0
an

donde ya no tengo necesidad, segln lo que precede, de explicar mas extensamente
el significado del signo /im (Cantor, 1872, p. 3).
De modo similar, se puede definir operaciones semejantes para los casos en
los que uno o dos de los tres nimeros pertenecen al sistema A (los nimeros

racionales).

Principio de continuidad

Una vez conformado el nuevo dominio numérico, Cantor establece el
principio de continuidad como una de las principales propiedades de los
reales, “expresado por: Cualquier sucesidon de Cauchy de nimeros reales es
convergente”. Este principio en su versidon geométrica se conoce como
axioma de la continuidad y dice: “Cualquier sucesién de Cauchy de puntos de
una linea recta converge a un punto de la misma” (Cantor, 1871, p. 12).

No numerabilidad

Este teorema se encuentra consignado en el escrito; Sobre una propiedad del
sistema de todos los numeros reales algebraicos. En este importante
resultado Cantor demuestra que no es posible poner en correspondencia
biunivoca a los enteros positivos y los reales contenidos en un intervalo

arbitrario (como se mostro en la pp. 30-31 del presente trabajo).
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NOCIONES FUNDAMENTALES EN LA CONSTITUCION DE LOS NUMEROS
REALES Y LOS OBSTACULOS EPISTEMOLOGICOS QUE SUSCITARON.

En el presente capitulo se realizard un paralelo entre el proceso de objetivacién de
los nimeros reales y las situaciones adiddcticas propuestas por Brousseau, se
iniciara con el descubrimiento (accidental) por parte de la escuela pitagérica de las
magnitudes inconmensurables, el papel que desempafaron los fracciones decimales
y continuas en la representacién de algunos numeros irracionales y la formalizacién
por parte de Cantor y Dedekind de dicho dominio numérico. Periodos de la historia
de las matemadticas durante los cuales los numeros reales evolucionaron
principalmente por la superacién de obstaculos de caracter epistemoldgico,
categoria introducida por Bachelard y ampliada por Brousseau en su teoria de
situaciones.

Esta teoria es un pilar fundamental en el desarrollo de este capitulo (y del trabajo de
grado en general) en tanto que, a porta una valiosa perspectiva desde la cual es
posible caracterizar algunos de los principales obstaculos epistemoldgicos asociados
a conceptos fundamentales para la construccién de los numeros reales. a partir del

recorrido historiografico del capitulo anterior.

1. El proceso de objetivacion del conjunto de los nimeros reales visto

a través de la teoria de situaciones.

Aunque el titulo indica que se hablara de los niumeros reales, el lector encontrara en
el desarrollo de la tematica solo referencias a los nUmeros irracionales. Esto se debe
a que en la constitucién de los niumeros reales, los irracionales fueron un punto
critico, puesto que, como se comentd en el capitulo |, todas las teorias acerca de los

reales suponen de antemano la existencia del conjunto de los nimeros racionales.
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Pero antes de estudiar el proceso de objetivacién de los numeros reales, es
necesario establecer lo que se entenderda como objetivacion en el presente
documento. En esta direccién, Sfard (1991) plantea como ejemplo, el proceso de
constitucién del concepto de numero y el de funcién. A partir de estas dos
situaciones propone que todo objeto matematico pasa (en la mayoria de los casos)

por una transformacién similar:
Permitanos resumir nuevamente lo que ha sido observado tan largamente. En todos nuestros
ejemplos, el mismo fendmeno pudo ser distinguido una y otra vez: varios procesos tuvieron
que ser convertidos en totalidades estaticas y compactas para llegar a ser las unidades basicas
de un nuevo nivel superior de la teoria. Cuando ampliamos nuestra visién y miramos las
matematicas (o al menos una gran porcién) como un todo, nos damos cuenta que es una clase
de jerarquia, en la cual lo que es concebido en forma puramente operacional en un nivel
podria ser concebido estructuralmente en un nivel superior. Tal jerarquia emerge en una larga
sucesion de cosificacioneszg, cada una de ellas comenzando donde la anterior termina, cada

una de ellas adicionado un nuevo compuesto al sistema complejo de nociones abstractas

(Sfard, 1991, p. 14).

Esta cita refleja grosso modo la intencién detrds del desarrollo de la presente
seccidon. En tanto que en esta se analizara la evolucién conceptual del nimero real
como un proceso de objetivacion, separado en tres fases: como nocidn

protomatemadtica, como nocién paramatemadtica y, por ultimo, como objeto

%% E| término cosificacion es introducido por Sfard como la ultima de tres etapas presentes (las otras
dos son interiorizacion y condensacion) en el proceso de constituciéon de los objetos abstractos.
Especificamente, para Sfard es el salto cualitativo que se da desde el momento que un concepto
matematico no esta consolidado (es decir, solo es una herramienta pero no hay una teoria que lo
estudie y, por tanto, es eminentemente operacional), hacia una concepcion estructural del mismo.
Esta fase se delimita como: “...un salto cudntico instantaneo: un proceso se solidifica en un objeto, en
una estructura interna estatica. Varias representaciones del concepto llegan a ser unificadas
semdnticamente por este constructo, abstracto, puramente imaginario. La nueva entidad es
rapidamente separada del proceso del cual es producto y comienza a dibujar su significado a partir
del hecho de su existencia como un miembro de una cierta categoria” (Sfard, 1991, p.17).

52



matemético®. Aunque estas etapas se presentan de forma independiente, pueden
ocurrir de manera simultanea en la interaccién estudiante-saber (particularmente
las dos primeras). La division del proceso de objetivacién en los tres momentos
antes sefialados se da con el propésito de facilitar su estudio como se vera a

continuacion.

Como se exhibié a lo largo del Capitulo | de forma panordmica, la historia de los
numeros irracionales (y de las nociones que, con el tiempo, se transformarian en los
actuales numeros irracionales) puede rastrearse desde la escuela pitagoérica, y estos,
a través de aproximadamente veintitrés siglos, han estado sujetos a diferentes
cambios tanto en la forma de representarlos (inicialmente geométrica y luego
numéricamente) como en su estatus epistemoldgico. Este tltimo alcanzé su climax
durante la segunda mitad del siglo XIX. Tomando en cuenta el extenso periodo de
tiempo que se estudiard, sera necesario fraccionarlo en tres etapas importantes en
el proceso de construccién de este objeto matematico para facilitar su estudio, y se
hara de la siguiente forma:

i. Manifestaciones tempranas de los niumeros irracionales.

ii. La evolucién conceptual de los nimeros irracionales desde los pitagéricos

hasta Euler.
iii. Los numeros irracionales, la aritmetizacién del analisis y la teoria de

conjuntos.

Esta fragmentacién de la historia de los numeros reales, tiene como propdsito
tender lazos que faciliten conectar lo histérico con lo didactico en el analisis de este

importante objeto matematico.

*° Gascon et al. (1997).
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El estudio del proceso de objetivacién de los nimeros reales se hace estableciendo
un paralelo entre las etapas antes mencionadas de la evolucidn conceptual-
temporal del numero real y las situaciones adidacticas propuestas por Brousseau ((a)
Situacién adidactica de accidn, (b) Situacién adidactica de formulacidn y (c) Situacién
adidactica de validacion). La importancia de efectuar esta analogia para el presente
trabajo de grado esta en que a través de cada una de estas situaciones es posible
recrear el proceso de constitucidn y transformacion (cuasi histérica) de dicho objeto

matematico.

Primero, se comparara la situacién adiddctica de accién®® con lo que se denomind
manifestaciones tempranas de los numeros irracionales. Porque al igual que en la
situacion adidactica de accidén algunas civilizaciones de la Antigliedad (egipcios,
babilonios, entre otros) se enfrentaron a problemas de la vida cotidiana como
delimitar terrenos para vivienda, cultivo y la construcciéon de edificios. Para los
cuales tal vez contaban con algoritmos, cuya efectividad habia sido probada en
numerosas ocasiones. Sin embargo, en algin momento se hallaron con uno de estos
problemas cuyas condiciones iniciales no se diferenciaban de problemas anteriores,
pero al proceder a solucionarlo se encontraron con una situacién inusual, soluciones
que involucraba procesos infinitos (divisiones infinitas), lo que generaba mas
interrogantes de los que resolvia, y que deberia esperar algunos siglos para hallar
una respuesta satisfactoria.

En la busqueda de respuestas los pitagoricos lograron identificar numerosas

situaciones que los conducirian a comparar magnitudes inconmensurables®?,

*En la clase, el estatuto de las nociones que aparecen en un modelo implicito es el de nociones
protomatematicas, esto es, nociones cuyas propiedades son utilizadas en la practica para resolver
ciertos problemas, pero de forma que la nocién misma no es reconocida ni como objeto de estudio
siquiera como instrumento Util para el estudio de otros objetos (Gascon, 1997, p. 222).

1 Ver el §1 en el Capitulo | del presente trabajo (pp. 8-11).

54



emplearon nuevos métodos tales como unidades de medida diferentes (multiplos y
submultiplos). La interaccion de estos pueblos con este tipo de problemas les
permitié adquirir pericia en identificar las condiciones que desencadenarian en una
situacion de estas, mas no en la manera de solucionarlas. Ante la inexistencia de una
teoria que diera cuenta de las soluciones usuales e inusuales, solo contaban con sus
algoritmos para reconocer las situaciones problema y de algunas técnicas

particulares dependiendo de las condiciones.

Ahora bien, la situacion adiddctica de formulacion® da un paso més en relacién con
la primera situacion, en tanto que el modelo implicito del cual se servian los pueblos
de la antigliedad para conjeturar soluciones que respondieran el interrogante
planteado, se hace explicito bajo la forma de un procedimiento rutinario o
propiedad de ciertos objetos. Sin embargo, no se ve como un fin sino como un
medio. Por esta razén la situacidon adidactica de formulacién ofrece el lente
adecuado para estudiar la segunda etapa del desarrollo histérico de los nimeros
reales en tanto que se estudia algunas de las circunstancias en las que se les fue
abriendo paso a los irracionales (aproximaciones de estos) como resultados utiles
aunque no tuvieran estatuto dentro de las matematicas: /a evolucion conceptual de

los numeros irracionales desde los pitagdricos hasta Euler.

Continuando con el seguimiento de las huellas histéricas que han dejado los
numeros irracionales en la historia de las matematicas, vale la pena situarse en la
Antigua Grecia en tiempos de los pitagoricos, pues fue en esta escuela de
pensadores donde se produjo un descubrimiento de suma trascendencia para el

desarrollo de las matematicas. Para los pitagoéricos, la idea de nimero se traduce en

32 . . . . .
El estatuto que tienen en la clase las nociones de un modelo explicito es el de nociones

paramatematicas: esto significa que se utilizan conscientemente (son reconocidas y designadas)
como instrumentos que sirven para describir otros objetos matematicos, pero no se les considera
como objetos de estudio en si mismas (Gascon, 1997, p. 223).
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los actuales naturales, ademas conocian prefiguraciones de las actuales fracciones
(magnitudes conmensurables) aunque no les concedian el estatus de niumero.

Por esta razoén, al descubrir las magnitudes inconmensurables, su vision del mundo
se sacudié. No obstante, fue otro pitagérico, Eudoxo, quien intentd solucionar el
problema de la inconmensurabilidad entre magnitudes con su teoria de
proporciones, posteriormente incluida como el libro V de los Elementos de Euclides.
Transcurrido algin tiempo, el interés en las magnitudes inconmensurables se
manifestd en Oriente Medio y la India, donde matematicos de estas tierras crearon
algoritmos que les permitieron trabajar con estas magnitudes®. Aunque estos
métodos no eran propiamente geométricos, sino algebraicos, tampoco daban
cuenta de aspectos generales, solo respondia a la necesidad de calcular y no se
ocupaba de la rigurosidad de tales métodos.

Pese a los avances logrados en Oriente, persistia un problema de fundamentacién
en los métodos heredados de los matematicos arabes e hindues. Con el propdsito de
subsanar estas carencias se buscé la forma de aproximarse al valor de estas
magnitudes inconmensurables comparandolas con magnitudes conmensurables

cuyo valor fuera mas cercano. Con esta intencion se emplearon las fracciones

33 “Bhaskara (1114-1185), por ejemplo, dice: “Llamemos la suma de dos irracionales al mayor nimero
irracional, y dos veces su producto al menor de ellos. La suma y la diferencia de ellos se efectia como
si fueran numeros enteros” (Kline. Op. Cit., p. 125); es decir, dados los irracionales V3 y V2, por

ejemplo, la suma se obtiene asi: V2 + V3 = \/(2 +3)+2%v/2%3=+5+2V6

De manera similar, Bhaskara da reglas para multiplicar, dividir y extraer la raiz cuadrada de
expresiones irracionales. Otra regla de Bhaskara para la suma de dos raices irracionales es la
siguiente: “la raiz del cociente del mayor irracional dividida por el menor, aumentada en una unidad;
la suma elevada al cuadrado y multiplicada por la menor cantidad irracional es igual a la suma de las

dos raices irracionales” (lbid., p.252); para nuestro ejemplo: V2 + V3 = (\E+ 1)2%2=

V5 + 2v/6” (Mora et al., pp.71-72).
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decimales o fracciones continuas dependiendo de la necesidad y el grado de

precision requerido.

Finalmente, la situacidn adidactica de validacién cierra el paralelo propuesto en este
apartado. En este momento histérico (siglos XVII y XVIII), los trabajos de Bolzano,
Cauchy, Weierstrass, Méray, Dedekind y Cantor (entre otros) hicieron posible
constituir los niumeros reales en objeto de estudio. Objetos que en el momento de
su surgimiento fueron tomados como casos aislados en el marco de situaciones
rutinarias en la vida de los pueblos, y que posteriormente pasaron a formar parte de

procedimientos mas elaborados.

Hasta este punto se ha efectuado el ejercicio de clarificar las etapas del proceso de
objetivacién (caracterizadas por Chevallard) en las circunstancias histérico-
epistemoldgicas que rodearon la constituciéon de los nimeros reales. Dentro de los
sucesos mencionados (sucesos de orden epistemoldgico) se encuentran algunos
cuya generalidad se reveld gradualmente, a medida que un cambio en las
concepciones acerca de los objetos que estudiaban (y como aproximarse a ellos) fue

necesaria.

Las circunstancias que suscitaron tales saltos en la forma de abordar los numeros
reales, fueron caracterizadas inicialmente por Bachelard y luego por Brousseau
como obstaculos epistemoldgicos. El punto de vista desde el cual se tocara dichos

obstaculos en el presente escrito serd desde la teoria de situaciones diddcticas.

En este sentido, el aporte de esta teoria en el desarrollo del presente pasaje,
especificamente de las situaciones adidacticas en el paralelo aqui formulado es el de
recrear el camino trazado por los reales en su transformacién conceptual en objetos

de estudio. Evocar las diferentes fases de la construccidon de los reales por medio de
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las situaciones adiddcticas permite situar en el paso de una situacién adidactica a
otra un cambio de concepcidn, en el cual se ubica segin Brousseau el origen de los

obstdaculos epistemoldégicos.

2. Definicion de obstaculo desde la perspectiva de Brousseau.

2.1 Obstaculos epistemologicos

Desde la perspectiva de Brousseau, una concepcion en matematicas es una manera
de organizada y particular de tratar una nocidn. Estas concepciones entendidas
como conjunto de saberes se caracterizan por poseer cierta estructura Idgica
interna; ser empleadas con frecuencia, mostrarse eficientes en la resolucién de
situaciones, ademads de hallarse presentes en un gran numero de sujetos (en un

contexto especifico) (Brousseau, 1991, p.17).

La importancia del estudio de dichas concepciones en la teoria de situaciones
diddcticas, se centra en la complejidad que involucra el cambio de una concepcién a
otra, en tanto que implica la reorganizacion de los conocimientos anteriores:
o . . . . .

algunas de las concepciones adquiridas no desaparecen inmediatamente en
provecho de una mejor concepcién. Resisten, provocan errores y se constituyen asi

en obstdculos” (Brousseau, 1991, p.18).

El concepto de obstaculo epistemoldgico fue introducido por Bachelard**, pero él no

creia que estos se hallaran en las matematicas. Sin embargo, Brousseau observd

3% cuando se investigan las condiciones psicoldgicas del progreso de la ciencia, se llega muy pronto a
la conviccion de que hay que plantear el problema del conocimiento cientifico en términos de
obstdculos. No se trata de considerar los obstaculos externos, como complejidad o la fugacidad de los
fendmenos, ni de incriminar a la debilidad de los sentidos o del espiritu humano: por una especie de
necesidad funcional, los entorpecimientos y las confusiones. Es ahi donde mostraremos causas de
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algunas situaciones que lo condujeron a pensar lo contrario y decidié reelaborar la

definicion dada por Bachelard:
El concepto de obstdculo epistemoldgico se debe a Bachelard, que no cree que se puede
observar en las matematicas. La modelacién de situaciones me llevo a pensar de otra
manera y para desarrollar una definicion adecuada:
e Un obstaculo es un "conocimiento" en el sentido que le dimos una "forma regular para
tratar una variedad de situaciones".
e Este conocimiento le da resultados correctos y ventajas significativas en un area
determinada pero falsa o inadecuada en un area totalmente nueva o mds grande.
e E| conocimiento nuevo, verdadero, o valido sobre un dominio mas vasto, no se establece “a
partir” del antiguo conocimiento sino contra él. Utiliza otros puntos de vista, otros métodos,
etc. No tienen entre ellas relaciones “légicas” evidentes que permitirian desacreditar
facilmente el error antiguo con nuevo conocimiento. En cambio son competidoras sobre el
dominio antiguo.
e Estas estructuras de conocimiento no son variables personales. Estas respuestas son
“universales” en areas especificas. De este modo, parece casi inevitable en la génesis del

.. P . . s . 4z e 35
conocimiento. Ya sea génesis historica o didactica™.

estancamientos y hasta retrocesos, es ahi donde discernimos causas de inercia que llamaremos
obstaculos epistemoldgicos (Bachelard, 1948, p.15).

35 s . - . . .

Le concept d’obstacle épistémologique est di a Bachelard, qui ne croyait pas que I'on puisse en
observer en mathématiques. La modélisation des situations m’a conduit a penser le contraire et a
aménager une définition appropriée :

° Un obstacle est une “connaissance”, au sens que nous lui avons donné de “maniére
réguliere de traiter un ensemble de situations”.
. Cette connaissance donne des résultats corrects ou des avantages appréciables dans un

certain domaine mais se révéle fausse ou tout a fait inadaptée dans un domaine nouveau ou plus
vaste.

° La connaissance nouvelle, vraie, ou valide sur un domaine plus vaste, ne s’établit pas “a
partir” de I’ancienne connaissance mais contre elle. Elle utilise d’autres points de vues, d’autres
méthodes etc. Elles n’ont pas entre elles de relations “ logiques ” évidentes qui permettraient de
discréditer facilement I'erreur ancienne avec la nouvelle connaissance. Par contre elles sont
concurrentes sur le domaine ancien.

. Ces connaissances ne sont pas des constructions personnelles variables. Elles sont des
réponses “universelles ” a des domaines précis. Elles apparaissent donc presque nécessairement
dans la genése d’un savoir. Qu’il s’agisse d’'une genése historique ou didactique (Brousseau, 1991,
p.18).

[ ]
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A diferencia de la caracterizacion de Bachelard, en la cual parece sugerir que el
avance de la ciencia solo es posible a través de la superacién de los obstaculos
epistemoldgicos (lo cual les da un caracter de necesario), Brousseau por su parte los
considera como consecuencia de la adaptacion de un conocimiento en el cambio de
una concepcién a otra. También observd ciertas caracteristicas de los obstaculos,
entre ellos que estos se manifiestan por errores, los cuales se deben a
conocimientos anteriores que fueron eficaces en cierto dominio, pero ineficientes
en otro mas amplio. Estos obstaculos no desaparecen con el aprendizaje de nuevo
conocimiento, sino que resisten y reaparecen, ademds son constitutivos del saber

(Brousseau, 1991, pp. 18-19).

No obstante, Brousseau considera que los obstaculos deben integrarse al nuevo
conocimiento, particularmente su negacion (la situacion que provoca resistencia),
dado que es un conocimiento Util en otro dominio y puede presentarse como un
caso particular. De esta reivindicacion que hace Brousseau de los obstaculos
epistemolégicos se desprende la importancia de considerarlos en el presente
trabajo, por sus caracteristicas, especificamente la de tener un dominio de validez,
resistir y reaparecer ya sea en la génesis histdrica o didactica, se consideré desde la
concepcidn del proyecto la posibilidad de que los obstaculos estuvieran entre las
principales causas (sino la principal) del tratamiento poco conceptual que se le da a

los niUmeros irracionales en algunos textos escolares.

Es importante sefalar, ademas, el caracter de herramienta de los textos escolares,
es decir, su eficacia en el desarrollo de una labor depende del disefiador (autor),
porque debe ser el primero en darse cuenta de los alcances y limitaciones de su
obra, y por supuesto el usuario de esta, quien se beneficiard o perjudicara de la
eficiencia de dicha herramienta, y hasta cierto punto deberd compensar las

deficiencias de la misma. En este sentido, el éxito o el fracaso en la utilizacién de un
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texto escolar dependen de la vigilancia epistemoldgica de su principal usuario; el
profesor de matematicas, quién hace las veces de mediador entre el texto y el
estudiante.

Como se habia anunciado desde la introduccién al presente capitulo, se estudiardn
algunos de los principales obstaculos epistemolégicos asociados a la construccién de
los niumeros reales, topicos que debe tener en cuenta un profesor que vaya a
aproximarse a este tema, si quiere mediar eficazmente entre el saber consignado en

el texto y el estudiante.

2.2 Principales obstaculos presentes en la constitucion de los niimeros

reales.

2.2.1 Recta vs. Numero

Uno de los obstaculos epistemoldgicos que se consideraran en el presente capitulo,
se encuentra la correspondencia uno-a-uno entre los numeros reales y los puntos
que conforman la linea recta. En la escuela esta relacién no se considera conflictiva,
de hecho, la recta geométrica es un modelo de representacién con el que muchos
estudiantes han tenido contacto desde los primeros grados de escolaridad, y que se
reafirma a lo largo de la educacién secundaria a través de las diferentes ramas de las
matematicas: geometria, trigonometria y calculo.

Durante mas de veinte siglos la recta geométrica ha sido el paradigma de
continuidad. Este hecho puede confirmarse al estudiar los Elementos de Euclides,

donde la primera proposicién del libro 136 permite ilustrar este hecho, en dicha la

36 Y . .y 'y ..
Proposicion |: Construir un tridngulo equildtero sobre una recta finita dada.
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construccion inicial se da por hecho que al intersecar dos circunferencias y se
obtendra un punto de interseccién (mejor dicho dos puntos). Pero fue hasta el siglo
XIX, cuando en sus respectivas construcciones de los nimeros reales®’, Cantor y
Dedekind construyen el continuo aritmético a partir del geométrico, luego
axiomatizan la continuidad de la recta sobre la base del continuo numérico
estableciendo un isomorfismo entre nimero y magnitud. A partir de los trabajos de
estos matematicos, la recta se ratifico6 como modelo por excelencia del conjunto de
los numeros reales. Algunas de las caracteristicas de la recta que hacen esto posible

son:

-

\‘!h--"
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-
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" En Cantor la relacién entre nimero y magnitud se ilustra a continuacion: Los puntos de una linea
recta estan determinados cuando, tomando como base una unidad de medida, se indican sus
distancias a un punto fijo 0 de la linea recta, las abscisas, con el signo + o -, seglin que el punto en
cuestidn se encuentre en la parte (fijada por adelantado) positiva o negativa de la linea a partir de 0.
Si esta distancia tiene con la unidad de medida una razén racional, entonces esta expresada mediante
una magnitud numérica del sistema A; en el otro caso, si el punto es conocido mediante una
construccidn, se puede siempre imaginar una sucesion:

(1) ai, 4y as, ..., Ay, ...,
que cumple las condiciones enunciadas en el x;, y que tiene con la distancia en cuestidén una relacion
tal que los puntos de la recta, a los cuales corresponden las distancias a4, a,,. . ., @,,. . ., sSe aproximan

infinitamente al punto a determinar, a medida que n aumenta.

Lo que expresamos, diciendo: La distancia del punto a determinar al punto 0 es igual a b, donde b es
la magnitud numérica correspondiente a la sucesion (1) (Cantor, 1872, p.5).

En Dedekind la relacién entre nimero y magnitud se ilustra en el capitulo | (p. 15), cuando una vez
caracterizadas las propiedades de los racionales procede a comparar dicho conjunto con la recta
geométrica y concluye que los racionales no agotan la agotan, por lo tanto plantea la necesidad de
“crear” nuevos nimeros que junto con los racionales completen la recta.
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1) Aceptando el axioma de Cantor, la recta se identifica con el conjunto ordenado de los
numeros reales (Crossley, 1987)38. Permite, en principio, representarlos todos, uno por uno,
mediante puntos.

2) La representacién en la recta ayuda a intuir el orden continuo y total de R.

3) La representacion de un nimero en la recta se apoya en un procedimiento de medida de
longitudes mediante el cual es posible resaltar un punto y atribuirle una representacion
simbdlica correspondiente a algun sistema de representacién de nimeros.

4) Cada uno de los segmentos de recta sobre los que se representan unos pocos nimeros
(el origen, la unidad y algunos otros) esta simbolizando el conjunto de nimeros reales en su
totalidad. La representacion en la recta permite «actualizar» en un segmento la totalidad
del conjunto de nimeros reales.

5) La continuidad intuitiva de la recta permite expresar la continuidad de R (la cual se
manifiesta por el axioma de completitud o proposicion equivalente) pero también permite

expresar la continuidad de otros conjuntos «mas amplios» (como el de los hiperreales)

(Coriat y Scaglia, 2000, pp. 31-32).

Aunque es un modelo que mantiene su vigencia, no se puede olvidar que reposa
sobre la aceptacién de un axioma y la evidencia que proporciona la intuicidon
geométrica. Ahora, si como lo hace Moore (2007, p.62) en su articulo The
complétense of the real line, se plantean nuevos interrogantes a esta biyeccion (que

resulta hasta este momento incuestionable) tales como:

¢Como saber que esta imagen (...) es completa (...)?¢Como sabemos que no hay, sobre la linea
fisica, puntos ubicados mas hacia la derecha, después de todos los puntos reales, por lo que
habria necesidad de coordenadas positivas infinitamente grandes [infinitely large], y puntos
hacia la izquierda que necesitasen coordenadas negativas infinitamente grandes? ¢Como

sabemos que no hay un pequefio estiramiento de la linea alrededor de cada punto real, en

cual no hay puntos que tengan del todo coordenadas reales?>® (Moore, 2007, p. 62).

3% CROSSLEY, J.N. (1987). The emergence of number. Singapur: World Scientific.

39 How do we know that this picture, construed in the second way, is complete, i.e., that it tell the
whole story? How do we know that there aren’t, on physical lines, points way over to the right, after
all the real points, which would need infinitely large positive coordinates, and points way off to the
left which would need infinitely large negative ones? How do we know that there isn’t a little stretch
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Es posible observar que estas preguntas indagan acerca de aspectos que se
consideraban evidentes con relacién a la naturaleza de la recta numérica (naturaleza
heredada, en parte, de la recta geométrica) y sus propiedades. Estas interpelaciones
no niegan la validez de los resultados obtenidos basados en dicha relacion, pero si
llaman la atencidn respecto de considerarla como el unico modelo para dar cuenta
de la complejidad de los numeros reales. Las cuestiones que plantea Moore se
centran en aspectos considerados por la teoria de los hiperreales de Robinson®’, que

no se contemplan dentro de la interpretacion tradicional de la recta geométrica.

A pesar que el progreso de la disciplina matematica exige avanzar en los niveles de
abstraccion y generalizacion en las diferentes teorias, hay argumentos en contra de
los planteamientos de Robinson, pese a que no hay contradicciones ldgicas en el
interior de esta teoria. Este rechazo puede tener profundas raices filoséficas y, por
supuesto, matematicas. Sin embargo, para los propdsitos del presente documento
interesan los argumentos de tipo epistemoldgico, especificamente los que tengan

caracteristicas de obstaculo epistemolégico (en el sentido de Brousseau).

of the line around each real point, in which there are no points at all whit real coordinates? (Moore,
2007, p. 62)

“En el andlisis no estdndar de Robinson se trabaja con una estructura numérica (el sistema de
nameros hiperreales) constituida por los nimeros reales a los que se le incorporan los (nimeros)
infinitésimos e infinitos. Los numeros infinitésimos tienen sentido en el marco de una axiomatica,
elaborada por Robinson, «mds amplia» que la axiomatica de R (clasico) pero compatible con ella.

En dicha estructura, el axioma de Arquimedes no se satisface, puesto que el producto de un
infinitésimo por

cualquier real estandar o por otro infinitésimo es siempre menor que cualquier fraccién ordinaria
positiva. La recta hiperreal contiene, ademas de los nimeros reales, los infinitésimos y los infinitos.
Keisler en su libro Elementary Calculus (1976) representa estos nimeros en la recta geométrica con
ayuda de dos metaforas: «un microscopio infinitesimal» y «un telescopio infinito» para sugerir,
respectivamente, los infinitésimos y los infinitos (Coriat y Scaglia, 2000, p. 27).
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Podria pensarse que buscar obstaculos epistemolégicos en la base del rechazo a los
planteamientos de Robinson, es intentar forzar los hechos. No obstante, las
caracteristicas de los obstaculos epistemoldgicos que se consideraron
anteriormente sefialan que son conocimientos con un dominio de validez, que al ser
llevados a otro dominio mas amplio, se muestran ineficientes. Este es el rasgo que
parece manifestarse en el rechazo a los hiperreales. Es decir, la recta geométrica
entendida en el sentido euclidiano y posteriormente redefinido en las
construcciones de los reales del siglo XIX* es un modelo valioso sobre el cual se
sustentan muchos avances en matematicas*’. Pero el componente intuitivo en la

recta es innegable.

2.2.2 Operatividad en los Reales.

Los nimeros reales suelen ser presentados en la escuela a través de los textos
escolares por medio de la relacién de inclusidon que puede establecerse entre los
diferentes dominios numéricos, o por extensiones algebraicas. Esta uUltima obedece
a una concepcion particular de las matematicas escolares, que busca concentrar sus
esfuerzos en ensefiar aquello que tenga una aplicacion practica en la vida cotidiana,
pero en el proceso despoja a los objetos de estudio de su significado. Este es el caso

de los numeros irracionales:

*! La continuidad en Cantor se hace explicita en el axioma que aparece en el Capitulo | del presente
trabajo (p. 32). De modo similar, Dedekind expresa la esencia de la continuidad en un fragmento de
su obra (ver Capitulo | del presente trabajo, p. 27).

*2 putnam touches on this consensus in Putnam 1979 (What Is Mathematical Truth?), p. 64 “Consider
the basic postulate upon which the subject of analytical geometry is founded (and with it the whole
study of space in modern mathematics, including the topological theory of manifolds). This is the
postulate that there is one-to-one order preserving correspondence between the points on the line
and the real numbers.” Explicit endorsements of the consensus are scarce in literature, but | have
found it to be alive and well in discussions of the question with both philosophers and physicists.
Those who recognize the need for an argument tend, like the great figures discussed on pp. 73ff
below, to fall back on intuition: hence the present essay (Moore, 2007, p. 62).
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... los nimeros irracionales son presentados en el aula como una necesidad de “rellenar” la

recta numeérica, para darle completitud a los nimeros reales y solucionar operaciones como la

radicacién (Crespo, 2009, p. 22).
En la secundaria (en ocasiones) se les presentan a los estudiantes los reales como la
unién de racionales e irracionales, estos ultimos se introducen para dar cuenta de
las soluciones de algunas ecuaciones que “caen” por fuera de los numeros
racionales. Otro método para introducir los numeros irracionales es la
representacién geométrica de estos, la cual suele ser muy util (aunque se limite a las
representaciones construibles con regla y compas) en este tipo de acercamientos se
da por sentada la correspondencia biunivoca establecida entre los nimeros reales y
la recta geométrica, como si los irracionales “rellenaran” los espacios que dejan los
racionales. Esta imagen es muy recurrente en la escuela y, de hecho se apoya en la
intuicién geométrica para evitar dar todas las explicaciones que demandaria una
presentacion axiomatica de los numeros reales.
En el dominio aritmético, se ha establecido otra clase de mecanismo para
representar los diferentes conjuntos numéricos: la notaciéon decimal, fraccionaria u
operatoria habitual de radicales. De estas, la decimal es la mas privilegiada en la
escuela, al punto de desconocer las otras (notacién de radicales) lo cual
desencadena una serie de inconvenientes en la medida en que no es posible
establecer una biyeccidn entre el conjunto de los niumeros expresables mediante
notacién decimal y los niumeros reales, porque, ningin numero irracional queda
completamente determinado mediante esta notacién. No obstante, se emplea para
este propdsito sin que se establezca claramente la diferencia entre un ndmero
irracional dado y su representacion.
Ahora bien, la tarea intuitivamente evidente de “rellenar” la recta con los nimeros
irracionales se puede entorpecer al pedirle a un estudiante que ubique sobre la
recta los siguientes numeros; 1.732050808 y 1.732050808... (El primero un niumero

racional y el segundo es la aproximacion racional de v/3 dada por una calculadora
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CASIO fx 305 MS, aproximacion redondeada en su ultimo digito debido a que se
habia agotado el espacio de la pantalla de la maquina en cuestién). Para solucionar
este ejercicio se necesita diferenciar un numero de su representacion, algo que
parece no hacerse claramente en la escuela (Crespo, 2009). De modo similar,
resultaria problematico si se le pidiera a los estudiantes que efectuara alguna
operacion aritmética con estos mismos numeros (con las expresiones decimales de
estos) y se le preguntara por el conjunto al cual pertenece el nUmero resultante de
tal operacion. La dificultad detras de estos ejercicios esta asociada con la nocién de
infinito, especificamente, las infinitas cifras decimales que involucra la expresiéon
decimal de un numero irracional, en tanto que los estudiantes interpretan esta
infinidad en el sentido potencial y no actual como lo indica el estudio de Crespo

(2009).

Este mismo obstaculo puede ilustrarse mediante otro ejemplo: si se toma V2 , su
representacién decimal tiene infinitas cifras no periddicas. De acuerdo con Crespo
(2009) los estudiantes no consideran este nimero que involucra un radical como
totalmente determinado, y mucho menos lo tomaran como la solucidn de un
problema. Para algunos de ellos es necesario apelar a su representacién decimal y
ante la incertidumbre de operar con infinitas cifras lo asumen “tan grande como se
quiera”, que significa tomar tantas cifras decimales como lo exija el calculo a
realizar. Como lo menciona la autora; “lo anterior refleja errores y usos incorrectos
que demuestran la falta de significado que poseen estos numeros para los

estudiantes” (Crespo, 2009, p. 22).

Sin embargo, en la base de esta dificultad de orden didatico (perspectiva adoptada
por Crespo (2009)) se encuentra la nocién de nimero heredada de los matematicos
griegos (construida a partir de los N), la cual aun esta presente en la escuela y

genera conflicto cuando se trata de extenderla a otros conjuntos sin considerar las
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caracteristicas de estos nuevos elementos. Uno de los aspectos fundamentales es la
forma de denotar ciertos numeros dependiendo del conjunto al que pertenecen,
mientras que la representacion decimal es suficiente para expresar el conjunto de
los enteros, esta resulta insuficiente para simbolizar algunos elementos del dominio
delos racionales (los racionales finitos no periddicos y los infinitos periddicos) por lo
cuales necesario emplear la notacién fraccionaria. Pero en el caso de los nimeros
irracionales tanto la notacién decimal como fraccionaria se quedan cortas en la
tarea de plasmar de manera exhaustiva estos nimeros.

No obstante, la complicacién de ampliar la nocién de ndmero (natural) a los demas
conjuntos fue solo una parte del proceso de construccién de cada nuevo dominio
numérico. Ademds de emplear otras formas de notacién se necesité ensanchar las
definiciones de las cuatro operaciones aritméticas para que involucraran los nuevos
nimeros. Asi pues, la incorporacién de otras formas de escritura numérica y la
transformacién en el significado de la suma y el producto, implico un cambio de
concepcidon de numero y como operar con ellos. Modificaciones que trajeron
consigo obstaculos epistemolégicos que se eluden en la escuela relegando el estudio
de los diferentes conjuntos y sus operaciones a la presentacion de variados

algoritmos conforme la situacion lo requiera.

Posiblemente los obstaculos asociados a la operatividad de los nUmeros reales sean
mas de orden didactico que epistemoldgico (al menos en la forma como se han
presentado en esta seccion), es decir estos obstaculos se originan en la forma de
representar los diferentes conjuntos numéricos, particularmente los irracionales y la
manera de operar con ellos de acuerdo con la notacién. Sin embargo, en el andlisis
panoramico que se ha hecho en el presente apartado, el infinito actual figura como
una nocion ligada a esta problematica, ademas de la biyeccion entre nimero y
magnitud (las cuales se han tratado antes en el desarrollo del presente escrito). Por

otra parte, la falta de claridad frente a las posibilidades y limitaciones que ofrece un
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sistema de notacidon frente a otro son factores que deben considerarse mas

cuidadosamente en la ensefianza de este objeto matematico.

2.2.3 El Continuo

La siguiente discusidon sobre el continuo partird de la importancia de este concepto
en la obra de Cantor y la incidencia de esta cosmovisién en el desarrollo de la
matemadtica de los siglos posteriores. En el Grundlagen, Cantor enfatiza en la
importancia del continuo en la direccidn y motivacidn de sus investigaciones. Puesto
que, su naturaleza y sus propiedades habian generado grandes diferencias de
opinién, tal vez porque al intentar caracterizar esta nociéon se habian centrado en
rasgos diferentes de este, y nunca se habia dado una definicién exacta y completa
del continuo.

Cantor creia que los griegos eran los responsables de esta controversia en torno al
continuo, en tanto que ellos habian sido los primeros en estudiar este problema,
pero los términos en que lo hicieron eran ambiguos y dejaban espacio a multiples
interpretaciones. Dentro de estas disquisiciones, Cantor resaltaba la postura de
Aristételes y la de Epicuro, por representar perspectivas opuestas con relacién al
continuo. Por un lado, Aristoteles creia en un continuo compuesto por piezas que se
dividian sin limite, mientras que Epicuro consideraba el continuo sintetizado de
alguna forma a partir de dtomos que se imaginaba como entidades finitas (Dauben,
1990, p. 107).

De otra parte Cantor desestimd posturas intermedias al respecto, tal como la de
Tomas de Aquino, quién negaba tanto la postura de Aristételes como la de Epicuro.
Cantor cuestiond la postura de Aquino porque la consideraba confusa, aunque
dejaba ver la imposibilidad de identificar los fundamentos del problema. Asi, Cantor
se dio cuenta que el punto de vista desde el cual el continuo se tomé “como un
concepto indivisible, una intuicién a priori inaccesible a los procesos y el analisis de

la mente humana se habia originado a partir de la concepcién de Aquino” (Dauben,
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1990, p. 108). Cantor no aceptaba este punto de vista, segun el cual el continuo era
producto de la intuicién y no un objeto del pensamiento y por lo tanto de las
matemadticas. Puesto que, aceptar el planteamiento de Aquino significaba relegar el
problema del continuo al nivel de un dogma religioso.

Pese a que Cantor buscaba desligar el continuo de conceptos tomados de otras
ciencias (en le época de Cantor esta idea se asociaba con Dios, y por ende se suponia
que no se podia establecerse alguna clase de correspondencia entre este concepto
(Dios) y cualquier referente empirico), las bases intuitivas de este descansaban
sobre las magnitudes continuas y, a su vez, estas se extendieron a las funciones
continuas en las cuales se basé la teoria de funciones analiticas. Peor aun era la
dependencia del tiempo y el espacio para explicar la intuicién de continuidad en la
mente (aunque la continuidad del tiempo dependia de asumir que existia el
continuo independiente del tiempo). Para Cantor el tiempo era un concepto auxiliar
que relacionaba los movimientos del mundo natural. Sin embargo, habia mostrado
(en Punktmannigfaltigkeitslehre)43 que el movimiento continuo era posible en
espacios que no eran continuos (en el sentido de la palabra), por lo cual no aceptaba
que el andlisis del continuo se basara en la intuicion del tiempo y el espacio
(Dauben, 1990, p. 109).

De lo anterior, se puede obtener una imagen (grosso modo) de las condiciones (y
tensiones) en medio de las cuales Cantor buscaba conceptualizar el continuo. Ahora
bien, el afdan por aprehender este concepto se debia (en cierto sentido) a
fundamentar légicamente las bases de algunas disciplinas matematicas nacientes
(en ese momento). En la actualidad, la preocupacion alrededor del concepto del
continuo ya no se centra en su construccidon teodrica, sino en lograr que los
estudiantes puedan construirlo de manera significativa, puesto que, la nocién de

continuo es fundamental para muchos conceptos basicos del calculo, analisis y

* 1883c. Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre . Ein mathematisch-philosophischer
Versuch in der Lehre des Unendlichen. Leipzig: B. G. Teubner.
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topologia (entre otras). Atendiendo a esta inquietud suele apelarse a una versién
intuitiva de las propiedades de la recta. Desde la perspectiva del estudio de Romero
(1996), al recurrir a la evidencia geométrica se esta admitiendo dos hipdtesis
implicitas:
a) Que el continuo geométrico es un dato universal de la intuicién, facilmente asequible
a los individuos; y

b) Que la conexion numeros- geometria es, del mismo modo intuitivo, es decir,

aprehensible inmediata y universalmente, sin la necesidad de que medien elementos

conceptuales, los cuales pertenecen al modo de pensamiento discursivo (Romero,

1996, p. 4).
No obstante, estas hipdtesis tienen un dominio de validez limitado, puesto que la
visién intuitiva del continuo puede no necesariamente corresponder a la
expresidon logico-formal de dicho concepto, en tanto que depende de la
concepcidon que tenga cada individuo de la naturaleza de la recta, en este
sentido, la continuidad puede confundirse con la densidad. De modo semejante,
la inmediatez y universalidad de la conexidon entre numeros y geometria es
cuestionable en la medida en que solo se puede establecer tal relacién para los
nimeros enteros y unos pocos reales construibles; en el caso de los numeros
decimales infinitos no periddicos (particularmente) la intuiciéon se convierte en
un obstaculo.
En relacion con lo anterior, Romero (1996, p. 6) propone tres interrogantes que
buscan:

i. Desvelar las percepciones acerca de las propiedades de los nUmeros que le permiten a
los individuos establecer nexos conceptuales entre los continuos numéricos y
geomeétricos.

ii. Confirmar la hipdtesis de que los esquemas conceptuales de los objetos geométricos se

construyen principalmente a partir de experiencias de visualizacidn, finalmente
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iii. Se propone dilucidar el modelo de recta que se ha usado, asi como la percepcién de la

propiedad de completitud“.

A partir de los resultados obtenidos, Romero manifiesta la ausencia de bases
para apoyar las hipdtesis inductivas, con las cuales se pretende evadir la
introduccion axiomatica del continuo apelando a la intuicién, ademas se observa
la desconexion entre las imagenes del continuo y sus propiedades (preguntas 1,
2y 3). Finalmente, se observo que la caracteristica mas relevante de los nimeros
resulta ser su forma de escritura y no se profundizé en la relacion nameros-
geometria.

Estas conclusiones no revelan un panorama muy alentador en cuanto a los logros
alcanzados (en el aula) en la ensefanza-aprendizaje del continuo. Pese a esto, es
claro que la intuicién es un factor que puede jugar a favor o en contra

dependiendo del rigor con el que se trate.

a“ 1) Con la pretensién de investigar las percepciones de las propiedades y caracteristicas de cada

tipo de numeros, hemos propuesto una tarea que hace poner en juego estas percepciones y que
consiste en hacer que los individuos busquen y establezcan criterios de clasificacion de nimeros. El
conocimiento de las percepciones de las propiedades de los numeros ha de proporcionar informacion
importante acerca de las posibilidades que tienen los individuos para establecer nexos conceptuales
entre los continuos numérico y geométrico.

2) La segunda pregunta pide la descripcion de un objeto continuo -una recta- y la hemos planteado
bajo la hipdtesis de que los esquemas conceptuales de los objetos geométricos se construyen
principalmente a partir de experiencias de visualizacion. La hemos formulado asi:

«Ilmagina que dispones de un microscopio de gran potencia. Mas aun, que puede aumentar los
objetos tanto como tu quieras. Ahora enfocas un fragmento de una recta. Describe lo que ves y lo
que ocurre a medida que vas aumentando la potencia del microscopio. ¢Puedes describir lo que ves
cuando el microscopio tiene aumento infinito?))

3) En la tercera pregunta proponemos una tarea de manipulacién de un objeto acotado y completo;
pedimos que, mediante un instrumento de corte «perfecto», una cuerda de un metro de longitud (la
imagen tradicional de un segmento) se someta al siguiente proceso indefinido:

«Con las tijeras, cortar la cuerda en dos trozos, iguales o no. Tirar uno de los fragmentos a la

basura. Con las tijeras, cortar la cuerda que nos queda en dos trozos, iguales o no. Tirar uno de

los fragmentos a la basura. Con las tijeras, cortar...)). (Romero, 1996, p. 6)
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2.2.4 Infinito actual.

El infinito ha estado presente en la historia de la humanidad desde tiempos de los
griegos, o tal vez un poco antes oculto tras un velo de misterio tejido por los dioses y
tendido por los sacerdotes. Sin embargo, desde que Aristételes lo empleo como
categoria filoséfica ha figurado en la historia de la ciencia. Particularmente en la
matemadtica. Pero durante el tiempo transcurrido desde Aristételes hasta Cantor,
este concepto ha evolucionado de su cardcter potencial como fue inicialmente
concebido hasta llegar a un estado actual (durante la segunda mitad del siglo XIX).
Para el desarrollo del presente trabajo de grado es importante estudiar la historia de
la evolucidn del infinito actual, su repercusién en el proceso de aritmetizacién del
andlisis y en la constituciéon de una teoria légicamente fundamentada de los
ndmeros reales.

El infinito actual ha sido una nocién complicada de abordar en la historia de las
matematicas, puesto que la asociacién establecida entre este término y Dios hacia
que “...al someter a consideracidn matematica el infinito actual, estariamos tratando
de «determinar» lo divino mediante nuestros conceptos... Determinar a Dios de
manera positiva, digamos, asignando un ndmero transfinito a su poder, seria una
herejia” (Ferreirds, 2006, p. 33).

Por su parte, Cantor en el articulo titulado fundamentos para una teoria general de
conjuntos (1883), define el infinito potencial (impropio) y el infinito actual (propio)

de la siguiente manera:
..me parece que hasta ahora ha aparecido principalmente en el papel de una cantidad
variable que o bien crece mds alla de todos los limites o bien se hace tan pequefia como se
desee, pero siempre continua siendo finita. A este infinito lo llamd infinito impropio

(Ferreirds, 2006, p. 85).

Se suele usar

...por ejemplo, en la investigacién de una funcién analitica de variable compleja se ha hecho
necesario y habitual imaginar, en el plano que representa la variable compleja, un uUnico

punto situado en el infinito (esto es, un punto infinitamente distante pero definido) y
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examinar el comportamiento de la funcién en el entorno de ese punto, igual que en el
entorno de otro punto cualquiera.

Resulta asi que en el entorno del punto infinitamente distante la funcion muestra
exactamente los mismos comportamientos que en cualquier otro punto situado en la region
finita, de modo que en este caso estamos plenamente justificados para pensar en el infinito

como situado en un punto completamente determinado.

Cuando el infinito aparece en esta forma definida lo llamo infinito propio (Ferreirds, 2006,

p. 86).
De las anteriores conceptualizaciones del infinito, la primera es la mas difundida a
través de la historia. No obstante, la segunda ha sido asumida de forma implicita por
ejemplo, en el calculo de limites y ha permitido los avances del célculo, el andlisis y
la teoria de conjuntos. En esta ultima rama de las matematicas es donde se puede
observar la incidencia de la conceptualizacién de Cantor, aunque Bolzano se habia
planteado esta inquietud casi un siglo antes.
El paso del infinito potencial al infinito actual requirié pensar en éste como un
objeto de estudio, lo cual hace Bolzano en su obra Las Paradojas del infinito, este
paso consistid en concebir el infinito como un atributo de una coleccidn, la cual era
considerada como un todo. Otro punto considerado por este autor fue poder
establecer comparaciones entre conjuntos infinitos, para lo cual pensd en los
siguientes criterios: una correspondencia uno-a-uno y una relaciéon de inclusién.
Bolzano se apoydé en la relacién de inclusiéon, porque consideraba que poder
establecer una relacidon uno-a-uno entre dos conjuntos no era una justificacién
suficiente para concluir que un conjunto y uno de sus subconjuntos fueran
equinumerables sino que esta era una caracteristica de conjuntos infinitos (Moreno
y Waldegg, 1991, p. 213).
En su busqueda por aritmetizar el infinito, Bolzano intentd definir operaciones entre
conjuntos apoyandose en la relacion de inclusion, pero al no tener claro qué se
obtenia de operar dos conjuntos no lo pudo lograr. No obstante, este marco

contextual fue propicio para que Cantor a través de su trabajo de series
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trigonométricas, le diera® al infinito una posicion permanente como objeto de
estudio con su propia operatividad (Moreno y Waldegg, 1991, p. 215). Para esto
definié operaciones entre conjuntos, esto implicé que a partir de una relacién de
orden se pudieran generar conjuntos infinitos.

Cantor retomd la comparacién entre conjuntos a diferencia de Bolzano, también se
basé en el criterio de la relacién uno-a-uno que podia establecerse entre los
elementos de un conjunto y los de sus subconjuntos propios. Esto significd la
posibilidad de “igualar” (poner en correspondencia biunivoca) un conjunto con
alguno de sus subconjuntos. Este criterio le permitid a Cantor distinguir los
conjuntos contables de los no contables y puesto que ya habia caracterizado la
densidad como propiedad de los conjuntos Q e I (por separado), mientras que la
continuidad sélo la poseian los R. Por otra parte, esto representa un cambio
metodolégico en tanto posibilité pasar de la comprobacién empirica a la necesidad
de la demostracion basada en la légica. Ademas, del uso de la nocién de potencia
establecida por el criterio de biyeccion como un instrumento util en Ia
caracterizacién de conjuntos (Moreno y Waldegg, 1991, pp. 216-218).

Aunque la anterior discusion se da en el seno de la teoria de conjuntos, tuvo
repercusiones importantes en areas como el analisis, donde posibilité dotar de
completitud el dominio de los reales con la inclusién de los nimeros irracionales. No
obstante, todavia sigue representando un obstaculo (epistemolégico) aceptar a los
irracionales como numeros (puesto que la idea de un nimero cuya representacion
decimal involucra infinitas cifras no encaja con la imagen de numero heredada de los
griegos) y no como operaciones. Arrigo y D’Amore (1999), afirman que esta
resistencia se debe al abuso semantico de la palabra infinito. Tal arbitrariedad en el

uso de este término trajo consecuencias negativas para el lenguaje matematico.

* Esta afirmacion puede entenderse como que el propdsito de Cantor con su trabajo de Series
trigonométricas iba orientado al estudio del infinito. Pero no es asi, a lo que hacemos referencia es
que los elementos tedricos desarrollados por cantor en ese trabajo lo condujeron a platearse la
necesidad de tratar con el infinito.

75



Este uso “inadecuado” no permite notar que, sin importar lo grade que sea un
numero natural, es siempre muy pequeno respecto al infinito (Arrigo y D’Amore,
1999, pp.3-4).

Con relacién a la confusidon semantica entre la nocidn de infinito matematico y sus
interpretaciones informales (“tan grande como se quiera” o “tan pequefio como se
quiera”), Arrigo y D’Amore proponen una situacion cuyo significado se analiza desde
dos perspectivas (categorias); en ellas es posible ver como la infinitud de cifras
decimales de un numero se interpreta no como un objeto en si (infinito actual), sino
como un proceso que nunca termina (infinito potencial).

Por otro lado, con el estudio acerca del infinito, se planteé algunas lineas arriba la
importancia de la recta geométrica como modelo de los nimeros reales. Se hablé de
sus ventajas y desventajas, entre estas ultimas se encuentra la divergencia de los
puntos como entes ideales (sin dimensiones) y los puntos reales (con posiciones que
dependen del instrumento con el que se trace), dificultad que se manifiesta cuando
se le pide a un estudiante ubicar sobre la recta un nimero con infinitas cifras
decimales (irracional no construible). Adicionalmente a esto, en Arrigo y D’Amore
(1999) se evidencié cémo al plantear un ejercicio en el cual se pedia a los
estudiantes comparar la cardinalidad de N y Z (Episodio 4) el razonamiento de los
estudiantes (partiendo del modelo de recta geométrica) origind dos respuestas
contradictorias entre si (|[N|=(1/2)|Z| y |N|=|Z]). La primera afirmacidn se basa en
la evidencia del modelo grafico y la segunda en el fenémeno de aplastamiento®. La
discrepancia en los argumentos expuestos llama la atencién acerca de la relacion
entre las nociones de infinito y cardinalidad, estas se estudiaran en la siguiente

seccion.

46 . . . . . , .
““aplastamiento”, es decir el estudiante considera equipotentes entre si a todos los conjuntos

infinitos y, no obstante muestre de haber entendido la demostracidon presentada, termina por
concluir aduciendo esta justificacién” (D’Amore, Arrigo, 1999, p. 11).
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2.2.5 Cardinalidad.

En este apartado se analizara el papel desempefiado por la nociéon de cardinalidad
en el desarrollo de la teoria de los niumeros reales, con este propdsito se revisara en
algunos articulos de Georg Cantor la importancia de esta nocién, los documentos a
considerar son: Extension de un teorema de la teoria de las series trigopnométricas,
Sobre una propiedad del sistema de todos los numeros reales algebraicos y Una
contribucion a la teoria de conjuntos. De estos se citaran fragmentos en los cuales se

identifique de manera implicita o explicita la nocion de cardinalidad.

Como se vio en el capitulo | Cantor construye los numeros irracionales (sistema B) a
partir de los racionales (sistema A), los sistemas que le suceden al B (C, D, E,...) son
equipotentes con este y entre ellos (aunque esta identidad no debe ser entendida
como la equivalencia entre las magnitudes tomadas de dos sistemas, sino como la
manera en que se relacionan los términos de las sucesiones a las cuales
representan). En la actualidad se sabe que la cardinalidad de los numeros
irracionales es mayor que la de los nimeros racionales, se puede considerar que en
la anterior cita lo que posibilita el paso entre diferentes sistemas, excepto el A, es la
equipotencia que se puede establecer entre los sistemas generados a partir del B,
equipotencia que Cantor definira mas adelante como una relacidn que puede

establecerse entre dos conjuntos con igual cardinalidad.

En Cantor (1874), se establece una correspondencia biunivoca entre los nimeros
enteros positivos y los niUmeros reales algebraicos positivos, de modo semejante al
articulo anterior, encontré que los conjuntos mencionados eran equipotentes como

se muestra en Cantor (1874, p. 16).

El criterio empleado para establecer tal correspondencia es la altura (se llama altura

del nimero w a la suma de los valores absolutos de los coeficientes aumentada por
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el nimero n-1, siendo n el grado de la ecuacién). Al igual que no se podia pasar del
sistema B (de los numeros irracionales) al A (de los nimeros racionales), Cantor
expresa un resultado en el cual de fondo se encuentra la nocién de cardinalidad:
(Cantor, 1874, p. 19), cuando afirma la existencia de infinidad de nimeros que no
estan incluidos en un intervalo dado, hace referencia a los nimeros trascendentes,
los cuales son los que le dan el caracter de no numerabilidad a los reales. i.e., no se
puede establecer correspondencia alguna entre los enteros positivos y los nimeros

trascendentes, porque estos conjuntos no son equipotentes.

Finalmente, en (Cantor, 1877) Cantor define explicitamente la nociéon de potencia
(cardinalidad) (como nimero de elementos de un conjunto) de un conjunto finito,
establece comparaciones entre las potencias de conjuntos finitos para determinar
cuando, dado un conjunto infinito, este tiene potencia igual, mayor o menor que la
potencia de otro conjunto infinito y, define que en el caso de conjuntos finitos, la
potencia de cualquier subconjunto propio es menor que la potencia del conjunto en
su totalidad. Establecer esta misma comparacién en el caso de conjuntos infinitos
fue lo que se constituyd en el punto critico en el proceso de construccidon de una

teoria rigurosa de los numeros reales y de la teoria de conjuntos.

Las cartas de Cantor a Dedekind de junio y octubre de 1877 muestran que Cantor
estaba trabajando con la nocidn de potencia o Cardinalidad de un conjunto infinito.
Aunque el termino como tal fue tomado de una conferencia de Steiner en la cual se

uso para denotar una correspondencia uno-a-uno (Aponte, 2008, p. 44).

Cantor en su articulo de 1877 define esta nocion. En este mismo articulo Cantor

formula un resultado claramente intuitivo que no demostré. Este es el teorema de

comparacion de Cardinalidad que Zermelo establecié en 1904 como corolario del
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teorema de buena ordenacion, empleado en el axioma de eleccion’. Pero Cantor
advirtié acerca de una propiedad peculiar de las potencias infinitas, en las cuales no
necesariamente se cumplen las relaciones de comparacion que se dan entre
conjuntos finitos, lo cual era contradictorio al principio Euclidiano que el todo es

mayor que la parte.

El presente capitulo comenzé con la caracterizacion de algunos elementos de orden
epistemoldgicos claves para el desarrollo del mismo. Una vez establecido el marco
de referencia se procedié a enlistar (y depurar) ciertos conceptos aparentemente
inconexos salvo por ser importantes en la construccidon de los nimeros reales. No
obstante, el andlisis epistemoldgico de estos reveld profundas relaciones entre
estos: operatividad-infinito actual, cardinalidad-infinito actual, continuo-recta real.
Relaciones conflictivas como es el caso del continuo y la recta real (estudiado
anteriormente), en el que la recta real como modelo estandar puede convertirse en
un obstaculo para la comprension del continuo. El profundizar en los obstaculos
(epistemoldgicos) que la evolucidn conceptual de estas nociones, generaron fue el
principal objetivo de este capitulo, en tanto que su superacion significd dar un paso
mas en pos de la consolidacion de una teoria légicamente fundamentada de los
nuimeros reales.

Ahora bien, la importancia de identificar e indagar en los obstaculos
epistemoldgicos anteriormente mencionados esta en que aportara los elementos
necesarios para disenar una rejilla que permita efectuar una revisién de textos de
matematicas de secundaria. La intencidn detrds de dicha revision es la de establecer
las dificultades asociadas a la ensefianza y aprendizaje de los numeros reales

observables en los textos que son objetos de la revision.

i “(...)Zermelo had finished a final version. Basically, it showed how to produce an ordering for any

given set in terms of a well-ordering of its subsets. The only sets newly constructed in the proof itself.
Given M, were the subsets of M the set of all subsets of M. the power set U (M) and the subsets of U
(M)” (Dauben, 1990, p. 250).
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REVISION DE ALGUNOS TEXTOS ESCOLARES DE MATEMATICAS

En este capitulo se pretende contextualizar algunas de las nociones identificadas en
el capitulo anterior con el fin de emplearlas en la revision de textos. Asi, es
necesario caracterizar conceptos capitales tales como obstdculo epistemoldgico y
Transposicion Diddctica. Lo anterior, se realiza en la medida que estas categorias
permitirdn establecer la rejilla de revisiéon. No obstante, se precisa determinar el
lugar que toma el concepto “numero irracional” en los contextos escolares; por tal
motivo, se realizara una caracterizacién de indole curricular que dé cuenta del

aspecto anterior.

1. Larelevancia de I (y R) en la escuela.

1.1 Aspectos curriculares.

En la busqueda de argumentos que permitan evidenciar la importancia que se le
otorga a los numeros reales desde el punto de vista curricular, se ha indagado los
estandares (MEN, 2006) y los lineamientos (MEN, 1998) que se asocien al concepto
de numero irracional. En MEN (1998) se recomienda reflexionar en torno a ciertas
preguntas antes de abordar el curriculo de matematicas. Algunas de las preguntas

ahi planteadas guardan cierta relacion con el propdsito del presente trabajo. Estas

son:
° ¢Para qué y cdmo se ensefian las matematicas?

° ¢Qué relacidn se establece entre las matematicas y la cultura?
° ¢Qué énfasis es necesario hacer?

A continuacion, se pretende dar respuesta a estos interrogantes prestando
particular atencién en el papel que desempefian los textos escolares de

matematicas en la escuela. Esto Ultimo en tanto que, en mayor o menor medida, un
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aspecto importante para el desarrollo de la actividad matemadtica escolar son los
libros de texto. Esto se afirma al considerar la hipétesis de que el desarrollo de las
clases, en algunos casos de las practicas de ensefanza, estd guiado por la estructura
contenida es estos. /. e., en ocasiones el libro de texto se convierte en “la carta de
navegacion” del profesor. Pero en el texto escolar, no necesariamente esta
plasmado todo el conocimiento acerca de los objetos matematicos a los que se
refiere. De hecho, ese no es el propdsito central del texto escolar, pues de darse el
caso en el que se aborden las multiples facetas y propiedades de los objetos
matematicos consignados en su interior, el texto estaria saturado y seria completo

por si mismo, algo que se daria sélo en un caso ideal.

Ahora bien, las representaciones de un objeto matematico determinado
consignadas en los textos escolares son el resultado de sucesivos y complejos
procesos de transposicion didactica. Comenzando con la seleccién de resultados de
una teoria particular para ser ensefiados y, luego, estos resultados son sintetizados
en un libro para que sirvan de guia tanto a profesores como estudiantes en el

proceso de ensefianza y aprendizaje.

Sin embargo, se deben tomar en consideracién los obstaculos epistemoldgicos
asociados a un concepto, en tanto que estos perviven a pesar de la transposicion
didactica de dicho concepto. Esto se debe a que este tipo de obstaculos son
inherentes al conocimiento de dicho concepto. Pues bien, en la ensefianza y el
aprendizaje de un concepto, se deben tener en consideracién estos obstaculos
(como se menciond en el capitulo anterior p. 49). Por otro lado, una hipétesis
fundamental en este trabajo es que, en la medida que el texto es movilizador de
conocimiento matematico, es decir, que exhiba un objeto matemdtico con unos
ciertos matices definidos, esta exhibicién; o dicho de mejor modo, este objeto

matematico escolar trae consigo los obstaculos epistemoldgicos asociados a él,
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tanto de forma implicita (cuando en los textos se evita hacer referencia alguna a
ciertas nociones cuya complejidad no puede ser abordada con los elementos que
provee el libro) o explicitamente (mencionando lo problematico de las nociones o
conceptos involucrados sin profundizar en su tratamiento y limitdndose a ilustrar a
los lectores con fragmentos de anécdotas histéricas). Luego, el texto podria ser una
herramienta para identificar dichos obstaculos y realizar intervenciones en el aula

con estrategias que permitan superarlos™®.

En este orden de ideas, para responder a la primera pregunta se situard la discusién
en relacion con los numeros reales. Partiendo de la importancia concedida a los
libros de texto en la escuela y las limitaciones de estas herramientas, las
matemadticas presentes en la ensefianza de las matematicas en la escuela mas que
un fin en si mismo, se considera un medio. Esto se puede observar en el énfasis que
se hace en el tratamiento operativo de ciertos objetos matematicos. Por ejemplo, en
el caso de los numeros reales, representados como la unién de los racionales e
irracionales, al proponer un ejercicio cuya respuesta es irracional no se considera
esta como una respuesta porque en la practica no tiene sentido hablar de un
nimero compuesto por una parte entera e infinitas cifras decimales, para atender a
la necesidad de “aplicabilidad” se emplea una aproximacién racional del resultado,
lo cual no estd mal, solo que deja de lado el significado tedrico por la urgencia
practica y esto va en detrimento de la riqueza conceptual de los objetos

matematicos (los nimeros reales).

De otra parte, la segunda pregunta se enfoca en la conflictiva relacidon entre

matematicas y cultura. Este vinculo resulta problematico en tanto que, el

*® Aspecto que reafirman Kang v Kilpatrick (1992, p. 3)
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reconocimiento concedido por la cultura dominante a los saberes matematicos se

traducen en los contenidos escolares:

Paul Ernest ha propuesto una reconceptualizacion del papel de la filosofia de las matematicas,
gue tenga en cuenta la naturaleza, justificacion y génesis tanto del conocimiento matemadtico
como de los objetos de las matematicas, las aplicaciones de éstas en la ciencia y en la
tecnologia, y el hacer matemadtico a lo largo de la historia. Este planteamiento ha llevado a
considerar que el conocimiento matematico esta conectado con la vida social de los hombres,

que se utiliza para tomar determinadas decisiones que afectan a la colectividad y que sirve

como argumento de justificacién (MEN, 1998, p. 26).

Es decir, la actividad matematica estd vinculada a una gran variedad de contextos
sociales. Tal vez por esta razén, se tiende a desconocer el caracter de las
matemadticas como una disciplina de estudio en si misma y se le relega al papel de
herramienta cuyo Unico propdsito es contribuir al progreso de la sociedad, dejando
de lado todo aquello que no tiene aplicacidn practica. Una muestra de esta situacién
se observa en el tratamiento poco conceptual que se le da a los niUmeros reales,
cuyo tratamiento (al menos en los textos escolares) enfatiza en el aspecto operativo
afianzado por el uso extendido de los numeros racionales. Ahora bien, se puede
reconocer que los numeros irracionales responden a la necesidad de fundamentar

un cuerpo tedrico y no a aplicaciones en contextos diferentes al matematico.

Finalmente, para responder a la pregunta sobre ¢Qué énfasis es necesario hacer?
(en la ensenanza de las matematicas) la propuesta del Ministerio de Educacién
Nacional sugiere la incorporacién de diferentes contextos. En lo concerniente con el
pensamiento numérico (donde se inscriben los nimeros reales), resolver problemas
del mundo real; esto se traduce en privilegiar el uso de los nimeros racionales y sus
diferentes representaciones (entera, fraccionaria, decimal, etc.), i. e. las

aplicaciones de estos sistemas numéricos:
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Respecto al desarrollo de pensamiento numérico y ampliando algunos énfasis propuestos en la
Resolucion 234349, diriamos que algunos aspectos fundamentales estarian constituidos por el
uso significativo de los numeros y el sentido numérico que suponen una comprension
profunda del sistema de numeraciéon decimal, no sélo para tener una idea de cantidad, de
orden, de magnitud, de aproximacion, de estimacion, de las relaciones entre ellos, sino
ademas para desarrollar estrategias propias de la resolucidon de problemas. Otro aspecto
fundamental seria la comprension de los distintos significados y aplicaciones de las
operaciones en diversos universos numeéricos, por la comprension de su modelacion, sus
propiedades, sus relaciones, su efecto y la relacion entre las diferentes operaciones. Es de
anotar que para el desarrollo del pensamiento numérico se requiere del apoyo de sistemas

matematicos mas alla de los numéricos como el geométrico, el métrico, el de datos; es como si

este tipo de pensamiento tomara una forma particular en cada sistema (MEN, 1998, pp.

32-33).

Lo anterior puede observarse en MEN (2006), especialmente en los estandares

contemplados en el subtema Pensamiento numérico y sistemas numéricos. En este

item, se busca aproximar a los estudiantes a los conjuntos numeéricos a partir de

contextos particulares como el de medicién y estimacion®®. Lo cual es limitado, en

9 por la cual se adopta un diseiio de lineamientos generales de los procesos curriculares del servicio
publico educativo y se establecen los indicadores de logros curriculares para la educacién formal.
*% Estos son algunos de los estandares asociados al concepto (explicito o implicito) de nimero real.
Estos estan discriminados por grados:

GRADOS 4-5

Interpreto las fracciones en diferentes contextos: situaciones de medicién, relaciones parte
todo, cociente, razones y proporciones.

Identifico, en el contexto de una situacidn, la necesidad de un célculo exacto o aproximado y
lo razonable de los resultados obtenidos.

GRADOS 6-7

Utilizo numeros racionales, en sus distintas expresiones (fracciones, razones, decimales o
porcentajes) para resolver problemas en contextos de medida.

Justifico la extension de la representacidn polinomial decimal usual de los nimeros naturales a
la representacién decimal usual de los nimeros racionales, utilizando las propiedades del
sistema de numeracién decimal.

GRADOS 8-9

Utilizo nimeros reales en sus diferentes representaciones y en diversos contextos.
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tanto que la importancia matematica de un conjunto numérico estd mediada por su

utilidad en la solucion de problemas.

1.2 Aspectos tedricos en relacion con el reto para la educacion matematica
sobre la construccion en el aula de los numeros reales.

En el articulo Lo veo pero no lo creo, de Arrigo y D’Amore (1999), se pretende
estudiar “los obstaculos epistemoldgicos y didacticos en el proceso de comprensién

III

de un teorema de Georg Cantor que involucra al infinito actual”. En una carta que
Cantor le envia a Dedekind al 29 de junio de 1877, aquél le pregunta a éste que
dados AcR” y BcR si es posible la existencia de una relacién biunivoca f:A—B.

Cantor responde luego que, en efecto existe dicha correspondencia:

La mayoria de aquellos a quienes planteé esta pregunta se maravillan de que hubiera llegado a

formularla, ya que se entiende de suyo que para determinar un punto en una extension de p

dimensiones han de emplearse siempre p coordenadas independientes (Ferreirds, 2006 p.

197).

Ahora bien, Arrigo y D’Amore sefialan que este resultado conlleva implicitamente un

obstaculo epistemoldgico. Ellos, por otra parte, caracterizan algunos obstaculos

e Resuelvo problemas y simplifico calculos usando propiedades y relaciones de los nimeros
reales y de las relaciones y operaciones entre ellos.

GRADOS 10-11

e Analizo representaciones decimales de los nimeros reales para diferenciar entre racionales e
irracionales.

e Reconozco la densidad e incompletitud de los nimeros racionales a través de métodos
numeéricos, geométricos y algebraicos.

e Comparo y contrasto las propiedades de los numeros (naturales, enteros, racionales y reales) y
las de sus relaciones y operaciones para construir, manejar y utilizar apropiadamente los
distintos sistemas numéricos.

e Establezco relaciones y diferencias entre diferentes notaciones de numeros reales para decidir
sobre su uso en una situacién dada. (MEN, 2006 pp. 80-89)
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didacticos relacionados con el estudio de dicho teorema, tales como:
“aplastamiento de los cardinales transfinitos”, formado a partir de la falsa creencia
de que “todos los conjuntos infinitos tienen la misma cardinalidad”, “dependencia
de los cardinales transfinitos de hechos relativos a medidas”, consecuencia de
pensar que en un segmento largo existen mdas puntos que en un segmento mas
corto. Finalmente, se presenta un deslizamiento, es decir, “cuando se estd hablando
de alguna cosa e, improvisadamente, nos hallamos hablando de otra cosa” (Arrigo y

D’Amore, 1999, p. 4).

Es necesario aclarar que el propdsito de este articulo es poner en evidencia
dificultades al momento en que los estudiantes se enfrentan al concepto de infinito
actual a través del teorema de Cantor. No obstante, las observaciones presentes en
este documento son sumamente valiosas para el desarrollo de este apartado, en la
medida que muchos de los problemas en relacién con el concepto de nimero real,
se asocian fuertemente con los problemas en la conceptualizaciéon del infinito actual.
Ahora bien, Arrigo y D’Amore describen tres problemas que motivaron la realizacién
de dicha investigacion:
En el primer problema (P1) los autores llaman la atencién acerca de que los
estudiantes a los que se les aplicé la prueba cuentan con las habilidades matematicas
que pueden considerarse prerrequisito para la demostracion del teorema arriba
mencionado. De ahi que se planteen el siguiente interrogante: “éEsto basta para
garantizar la comprensién por parte de los estudiantes del tercero y del penultimo
afio de la escuela superior (edad: 16-18 afos) que hayan adquirido esas nociones?”. Si
la respuesta es negativa, eso querria decir que las habilidades matematicas
consideradas son necesarias pero no suficientes (Arrigo y D’Amore, p. 5).
El segundo problema (P2) asumia una respuesta negativa de P1. A partir de esto se
plantean algunas preguntas para orientar el posterior andlisis en busca de

respuestas:
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P.2. En el caso de que hubiésemos encontrado una respuesta negativa a P.1., écudl podria
haber sido la explicacion? ¢Tendriamos que haber recurrido exclusivamente a los
obstaculos epistemoldgicos, evidentemente presentes en este campo y explicitamente
llamados en causa por muchos de los autores citados precedentemente [y en especial
modo, por ejemplo, de Fischbein, Jehiam y Cohen (1994)]51? O éhabriamos descubierto,

entre las causas de la falta de comprensidn, también clausulas generales y especificas del

contrato didactico? (Arrigo y D’Amore, 1999, p. 5)

El tercer problema (P3) cuestiona la incidencia que para propdsitos de la

investigacion en curso pueden tener cuestiones como:

e La falta de aceptacion, por parte de los estudiantes, de los diversos cardinales transfinitos o
la consideracion, producto de una concepcién errada, de que todos los conjuntos infinitos tienen

la misma cardinalidad.

® E| debate clasico planteado por Aristételes sobre el infinito en sentido actual y potencial, y la

aparente contradiccion existente entre matemadticas y el curriculo escolar con relacién a la

evolucién de la concepcion actual del infinito matemdtico (Arrigo y D’Amore, 1999, p. 4).

A partir de los resultados observados en los cuestionarios, los investigadores
propusieron seis hipdtesis de investigacién que comprobarian con las entrevistas
posteriores. Se analizé en las hipdtesis las razones por las cuales algunos estudiantes
rechazaron las demostraciones y otros las aceptaron. Los investigadores
relacionaron los fenédmenos de aceptacién y rechazo con los obstaculos didacticos
de aplastamiento, dependencia y deslizamiento (11, 12 e 13 respectivamente); en las
restantes hipoétesis consideran que las nociones involucradas exceden la capacidad
cognitiva de los estudiantes (14), también se considera el fendmeno asociado a la
confianza en el profesor (15), derivado del contrato didactico, como factor a favor, o

el escepticismo de aquellos que creen haber asistido a un “truco de magia” (16).

>1 FISCHBEIN Y., JEHIAM R. & COHEN D. (1994), The irrational numbers and the corresponding
epistemological obstacles, Proceedings of the XVIII PME, 2, Lisboa, 352-359.
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En el estudio, la induccidn de los estudiantes se hizo a través de un video, en el cual
se plantearon los tres puntos basicos en la investigacién. Estos siguen una estructura
secuencial, inician con la demostracién de la equipotencia entre un segmento corto
y un segmento mas largo, luego se comparan las expansiones decimales en los
numeros racionales y, se finaliza con un caso particular de la demostraciéon del
teorema de Cantor mencionado al principio: se demuestra que puede ponerse en
correspondencia biunivoca los puntos internos de un cuadrado unitario con los
puntos internos del segmento unitario. Esta demostracién emplea los resultados

obtenidos en los puntos anteriores>2.

En el apartado sobre la discusién de los resultados y verificacion de la hipdtesis se
identificaron obstaculos tanto epistemolégicos como didacticos asociados a cada
etapa de la prueba. Respecto a la demostracién de la equipotencia entre el

III

“segmentito” y el “segmentote”, se encontrd que el obstaculo estaba en el modelo
“collar de perlas” ampliamente difundido en la escuela, modelo que consiste en
visualizar cada segmento como compuesto por muchos puntos. Este modelo crea en
los estudiantes la asociacién entre mayor longitud, mayor cardinalidad, puesto que
los puntos de dos segmentos tienen el mismo “grosor”, luego, un segmento
(caracterizado a través de este modelo) mas largo tendrd mas puntos que un

segmento mas corto. Como se aprecia en el grafico, el “segmento” A tiene mas

puntos que el B.

Segmento A

Segmento B

52 TR . .

Luego, se procede con el andlisis de las respuestas y preguntas de la prueba, se sintetiza la
informacion en tablas de acuerdo con unas categorias establecidas con anterioridad, y se expresan
los resultados en porcentajes.
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Con relacidon a las “formas periddicas”, los autores identificaron un obstaculo
didactico asociado a la relacién entre la definicion de niumero periddico e infinito
potencial. Estos nimeros periddicos se definen a partir de una divisién de enteros
(en este caso enteros positivos) con cociente decimal. Por ejemplo, cuando se divide
10 entre 3 el resultado es 3,3333...donde el primer término del cociente es entero
(3) y los demds son decimales, lo particular en este cociente es que las cifras
decimales son todas iguales entre si, son periédicas e infinitas. Pese a que los
estudiantes manifiestan comprender el caracter de infinito de las cifras decimales de
estos numeros, en el momento de efectuar las operaciones toman tantas cifras
como les convenga para efectuar los calculos sin ser conscientes de que el nimero

que emplean no es el mismo que tenian al principio.

El dltimo obstaculo vinculado con el teorema de Cantor es de caracter
epistemoldgico. El siguiente fragmento delimita la naturaleza del obstdculo en
cuestién: “se trata de la equipotencia entre dos conjuntos infinitos actuales de
diferente naturaleza geométrica” (Arrigo y D’Amore, 1999, p. 5). También contiene
otros elementos de orden didactico como el deslizamiento propiciado por el paso de
una situacion geométrica a una algebraica y la conveniente construccién de cifras

decimales.

Finalmente, los resultados revelaron que la demostracion del teorema de Cantor, en
tanto que involucra obstaculos epistemoldgicos y didacticos, supera las capacidades
normales de aprendizaje de los estudiantes que participaron en la investigacion y

gue aun no habian recibido instruccién alguna en andlisis matematico.

En Crespo (2009), se identifican algunos problemas que se presentan en “la manera

en la que los alumnos construyen el concepto de irracionalidad”, la cual se refleja en
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sus concepciones y dejan al descubierto obstaculos epistemoldgicos y didacticos en
el aula. Este trata sobre la comprensidn y significado de los nimeros irracionales en
el aula de matemadticas. Este trabajo se da a partir de la reflexién en torno a las
respuestas de los estudiantes, en las que se observa su concepcidn de los nimeros
reales. En tales intervenciones crespo reconoce “errores y usos incorrectos que
demuestran la falta de significado que poseen estos nimeros para los estudiantes

en la construccion que realizan en el aula” (Crespo, 2009, p. 1).

Se podria establecer alguna conexién entre la problematica examinada por Crespo
es este documento y el segundo punto del articulo anterior (las formas decimales
periddicas), en tanto que, en ambas se advierte la relacién entre la cantidad de
cifras decimales de un nimero periddico o irracional y el infinito potencial. Porque
desde la perspectiva de los estudiantes, estas cifras decimales son finitas, aunque
puede haber tantas como se desee. De acuerdo con Crespo, en el aula los numeros
irracionales surgen como la solucion a la necesidad de “rellenar” la recta para darle
completitud a los reales, es decir, se ven como una herramienta y no como un
objeto de estudio. Ademas este modo de aproximar a los estudiantes a los nimeros
reales a partir de la comparacién con la recta, a mediano o largo plazo, favorece la
aparicion del obstaculo asociado al modelo “collar de perlas” mencionado

anteriormente (Arrigoy D’Amore, 1999).

En dltimo lugar de esta serie de trabajos concernientes al desafio que representa
para la educacidn matematica la construccién en el aula de los nimeros reales,
pretende responder esencialmente al siguiente interrogante: {De qué manera se
presenta el continuo numérico en los textos escolares de matemdticas? (Vargas,
2003, p. 2). La autora es consciente de las multiples implicaciones que tiene para los

involucrados la ensefianza y aprendizaje de los nimeros reales, en particular para el
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maestro, quien sin pretenderlo puede obstaculizar el progreso del estudiante en la

conceptualizacion de las diferencias entre los nimeros racionales y reales.

La importancia de considerar la investigaciéon de Vargas se sitla en el objeto de
estudio, el continuo matemadtico, fuertemente vinculado al objeto matematico
analizado en el presente trabajo y por supuesto, el protagonismo que esta autora le
otorga a los textos escolares en los procesos de ensefianza y aprendizaje.
Justamente ésta consideracion en torno al texto escolar es la razén de ser del
capitulo en desarrollo, se espera que a partir de los elementos de tipo histérico y
epistemolégico, identificados en los capitulos | y Il, desvelar la presencia de
obstaculos epistemoldgicos asociados a los niUmeros reales presentes en los textos

escolares de matematicas seleccionados.

2. El fendmeno de la Transposicion Didactica mediada por los textos.

La Transposicion Diddctica® (TD) es el término acufiado por Chevallard para
designar los mecanismos generales que permiten el paso de un objeto de saber a un
objeto de ensefianza. Este proceso consiste en depurar el saber cientifico, a primera
vista, cerrado y sintetizado, en conceptos independientes pero vinculados entre si
por una intrincada red de relaciones; aunque el saber didactico es cualitativamente
diferente de su saber de referencia. Ahora bien, no debe considerarse el “paso” del

saber erudito al saber escolar como la simplificacion de los objetos mas complejos.

> “La teoria de la transposicién didactica se basa en la asercién de que los cuerpos de conocimiento,
con pocas excepciones, no son disefiados para ser ensefiados sino para ser usados. La transposicion
didactica del conocimiento es la transposicién desde el conocimiento considerado como una
herramienta para ser puesta en uso, al conocimiento como algo a ser ensefiado y aprendido”
(Chevallard, 1988. On didactic transposition theory: some introductory notes. Paper presented at the
International Symposium on Research and Development in Mathematics Education, Bratislava,
Czechoslavakia. En: Arbeldez et al., 1999, p. 75)
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La importancia del proceso de TD dentro del desarrollo del presente capitulo (y en
general del trabajo de grado) se centra en la manera en que ésta se manifiesta en
los libros de texto y cdmo a partir de la revisién de algunos textos escolares, es
posible detectar los obstaculos epistemoldgicos inherentes al proceso de

constitucién de los objetos matematicos. Al respecto Arbeldez et al., afirma:

Aunque el texto escolar de matemadticas tampoco escapa a lo ideoldgico, confluyen en él
también, otras concepciones de indole filoséfico o epistemoldgico. Si bien es cierto que el
objetivo del autor, no es el de comunicar, - al menos de manera consciente,- estas
concepciones, el texto refleja a través de multiples aspectos, como pueden ser la escritura, la
manera de comunicar el conocimiento, el uso de la simbologia, los graficos y las relaciones que
se establecen entre todos estos elementos, unas determinadas ideas acerca de lo que se

considera es la naturaleza de la “verdad” en matematicas y acerca del tipo de realidad que

poseen los objetos matematicos (Arbeldez et al., 1999, pp. 74-75).

Justamente, si se considera la influencia inevitable del contexto social presente en
forma implicita en los textos escolares en conjunto con las posturas filosoficas
(epistemoldgicas) particulares de los autores, esta consideracidon permitira hacer la
busqueda de los obstaculos epistemoldgicos asociados a la constitucién de los
numeros reales identificados en el Capitulo Il (ver Recta vs. numero), obstaculo
asociado a la operatividad en los reales, asociado al continuo, al infinito actual y a la
cardinalidad. Puesto que la superacion de estos obstdculos permitié dar saltos
cualitativos en la manera de concebir nociones como continuidad, cardinalidad e
infinito actual (entre otras), sin las cuales los reales no tendrian existencia

matematica.

Una vez descrita grosso modo en qué consiste el proceso de TD, écual es la conexidn

con los textos escolares? Pues bien, los textos escolares pueden considerarse como

producto o medio. Desde la primera de estas perspectivas el texto escolar es el
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resultado final de la transposicidon hecha por el autor y que el profesor adopta en su
qguehacer pedagdgico y didactico, en la segunda postura el docente transpone el
saber plasmado en el texto escolar y sus reflexiones alrededor de este conforman el
discurso de la clase. Independientemente de la posicién adoptada por el profesor, el
libro de texto certifica aquello que se debe saber. La forma en que se organizan las
lecciones y los capitulos siguen un proceso progresivo, acumulativo e irreversible
caracterizado por un orden “légico”, el cual no corresponde al desarrollo histérico
de los objetos matematicos transpuestos, los problemas que suscitaron Ia
construccion de un objeto particular, los retrocesos o las motivaciones del

investigador:

Aunque un libro de texto de matematicas es una fuenteen la quese pueden observar
algunos aspectos de la transposicién didactica, una transposicion didactica en un libro de
texto puede tener ciertas limitaciones. Cuando Kilpatrick [1980] hizo la pregunta, "éla solucién
de problemas se puede reservar?" En la 582 reunion anual del Consejo Nacional de Profesores
de Matematicas en Seattle, estaba preguntando si alguien podia poner enla forma linealy

estatica de un libro de texto el proceso multidimensional y dindmico de resolver un problema
(Kang y Kilpatrick, 1992, pp. 3-4)>*.
Kang y Kilpatrick llaman la atencién sobre un aspecto particular como lo es la
resolucion de problemas, en el que se percibe la limitacidon de la TD en la medida
en que esta no da cuenta de los diferentes fendmenos que acontecen mientras se
estd solucionando un problema o de los diferentes frentes desde los que se puede
abordar una situaciéon dada. Sino que presenta una Unica solucién, conforme al

tema que se esté tratando en la seccidn, y esto se presta para interpretaciones

> Although a mathematics textbook is a source in which one can observe some aspects of didactic
transpositions, a didactic transposition in a textbook may have certain limitations. When Kilpatrick
[1980] asked the question, "Is problem solving bookable?" at the 58th annual meeting of the National
Council of Teachers of Mathematics in Seattle, he was questioning whether anyone could put into the
linear, static form of a textbook the multidimensional, dynamic process of solving a problem (Kang y
Kilpatrick, 1992, pp. 3-4).
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erroneas por parte de los estudiantes con las cuales se crea la impresidon de que

hay una tnica forma de solucionar un problema.

3. Unarevision de tres textos de grado 11 sobre la introduccion y estudio
de los irracionales.

La interaccién de los estudiantes con los textos escolares no se limita al salén de
clases: como se menciona en Rezat (2009), los libros de matematicas son empleados
por los estudiantes para solucionar tareas y problemas, adquisicion de
conocimientos matematicos y actividades asociadas con el interés por las
matematicas. Asimismo, como se afirma en Arbeldez et al. (1999, p. 79), los textos
escolares son “una fuente en la cual algunos aspectos de las transposiciones

didacticas pueden ser investigados”. Ademas, Peia sefiala que:

El texto materializa los programas curriculares, ayuda a la organizacion y administracién del
tiempo, presenta informacion verbal y grafica estructurado pedagégicamente y propone
actividades y ejercicios en sus paginas y fuera de ellas, que sirven para estimular y apoyar los

procesos de pensamiento. Un texto bien realizado puede contribuir a facilitar y a hacer mas

eficiente el trabajo del profesor y de los estudiantes y a mejorar la calidad de la educacién (E/
libro de texto como problema de calidad educativa de L. Pefia. En: Arbeldez et

al., 1999, p. 5).

Es decir, el libro de texto hace las veces de carta de navegacion del profesor, razén
por la cual la revision de textos permite recorrer la misma ruta que el maestro (salvo
por algunas particularidades propias de la interaccién entre profesor y estudiantes)
en su preparacion de la clase y, asimismo, permite afrontar obstdculos similares que
éste encuentra en esta labor. También, dicha revisidon permitira identificar algunas
de las caracteristicas intrinsecas del conjunto de los nimeros irracionales que

reaparecen en los textos escolares.
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A continuacién se realizard la revision de los textos (Nuevas matemdticas 11, Espiral
11 e Introduccion al cdlculo) en los cuales se estudiard como, en la forma de
presentar los numeros reales se manifiestan los obstdculos epistemoldgicos
mencionados en el capitulo anterior. Los textos antes mencionados se seleccionaron
por ser algunos de los mds usados en grado 11 y haber sido publicados entre los

anos 200 y 20009.

3.1 Criterios de revisiéon®.
Los criterios de revisidn seran las nociones desarrolladas en el capitulo Il en el
apartado titulado como: Principales obstdculos epistemoldgicos presentes en la
constitucion de los numeros reales, por su trascendencia en la construccion de los
numeros reales en objeto matematico.
e Infinito: concepciones y diferencias que se mencionan entre el infinito de Q y
R.
e Numero real: presentacion del concepto, representacién numérica,
construcciones de N, Z, Q, Ry sus relaciones. Representaciones geométricas
y conexiones entre las representaciones.

e Continuidad: nociones y concepciones.

Texto 1

Nuevas matemdticas (cdlculo, estadistica) grado 11, Editorial Santillana.
Este libro se divide en diez unidades, cada una de las cuales se descompone en
temas junto con una sesion adicional titulada La matemdtica herramienta para otras

ciencias, que aparece una o dos veces por unidad. El tema que se revisara en este

> Pese a que en el Capitulo Il se estudiaron cinco obstaculos concretos en el desarrollo de este
apartado se consideraran soélo tres items en la rejilla, los cuales incorporan los obstaculos
mencionados en el capitulo anterior:

e Infinito (infinito actual y cardinalidad)

e Numero real (recta vs. nUmero y, operatividad en los reales)

e Continuidad (el continuo)
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texto es el tema tres de la unidad uno (los nimeros reales). En este aparato se hace
una pequefa introduccién a los numeros reales partiendo del conjunto de los
numeros naturales, pasando por los enteros, los racionales y finalizando con los
irracionales. Mencionan como factor determinante en la construccion de los
numeros irracionales, la imposibilidad de representar estos por medio de una
expresion decimal y definen a los reales como la uniéon de los racionales e
irracionales, las propiedades que este nuevo dominio cumple y que los subconjuntos
de éste, no poseen por separado (ver anexo, figura n°2). También se observa en las
unidades dos y tres, temas que toman como base este nuevo dominio numérico y
sus propiedades, en tanto que involucra la clasificacion de funciones y sus

operaciones, limites de funciones y su continuidad (ver anexo, figuras n°5 y n°6).

Texto 2
Espiral 11, Editorial Norma

Este texto escolar se estructura de la siguiente manera; seis unidades que a su vez se
fraccionan por temadticas (aunque la separacidon no es tan marcada como en otros
textos de la misma naturaleza). Cada temadtica inicia con su respectivo titulo
(claramente diferenciado) junto con un logro, otro aspecto importante de la
organizacién de este texto se observa en la primera pagina de cada unidad (ver
anexos, figura n° 11), en este se presentan los estandares relacionados con el objeto
matemadtico en cuestion, agrupados por pensamientos (estos le permiten a los
autores reforzar la separacion entre tematicas) de forma similar en esta pagina de
introduccidon se enuncian unos procesos que orientaran la evaluacion de cada
temadtica en un aparato llamado taller de procesos. Finalmente, los autores
concluyen cada unidad con cuatro actividades evaluativas;, Estdndares de

evaluacion, Lectura comprensiva, Prueba Icfes y Taller de profundizacion.
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La manera en que se orienta la discusidon de los temas se caracteriza por presentar
una definicion (en un formato llamativo) o una afirmaciéon de caracter general
acompafiada de un ejemplo, aunque a veces primero plantean una situacién
concreta que contextualiza al lector y posteriormente se formaliza la idea
matematica implicita (en la situacion inicial), mediante una definicidon (ver anexos,
figuras n° 20 y n° 22). En el texto en cuestion se advierte que las tres primeras
unidades (Numeros reales, Funciones, Limite y continuidad) estdan mas
estrechamente relacionadas con los nimeros reales. Para ilustrar al respecto, se
hara una breve descripcion de los temas que la conforman®®. Inicia presentando las
propiedades de campo de los numeros reales y mostrando ejemplos de otros
campos; enseguida, en algunos ejemplos, se muestra como localizar algunos
numeros reales sobre la recta geométrica con regla y compds; se definen las
propiedades de orden de este conjunto y la manera como intervienen en la solucién
de inecuaciones y desigualdades; se muestran los conjuntos solucion y las distintas
clases de intervalos, junto con su representacion geométrica; y, para concluir esta
primera parte de la unidad, se definen las propiedades de densidad y arquimediana
gue diferencian este conjunto de los enteros.

La segunda parte de esta unidad trata de los subconjuntos acotados de los numeros
reales, a través de situaciones matematicas y de otros contextos muestran algunos
conjuntos acotados superiormente. A continuacién, definen la cota superior de un
conjunto, la cota inferior y, finalmente conjuntos acotados. La tercera parte toca el
tema de la métrica, se define la distancia entre dos puntos y las propiedades de la
métrica. Por medio de ejemplos se muestra cdmo funciona la métrica usual en la

recta y el plano, ademas de otras métricas (la del taxista).

>® Este texto también se encuentra dividido en unidades y temas.
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Entre los resultados obtenidos en este primer intento de revisién se encontrd, con
relacion al primero de los criterios que en la pdgina 18 se introducen, en un
comentario, los simbolos para infinito (positivo y negativo), aunque el infinito
considerado es el potencial, en la medida en que va de la mano con la idea de
infinitud asociada a los numeros reales:

“Los simbolos -oo, y, 400 no representan nimeros reales sino que significan; el
primero menor que todo numero real, y el segundo mayor que todo numero real”
(Ardila et al., 2005, p. 18).

En el tema de limite y continuidad no hay referencias explicitas al infinito actual o
potencial, pero en algunos comentarios se deja ver algo que podria hacer alusion a
estos conceptos, tales como:

“suficientemente cercano a...” (Ardila et al., 2005, p. 125)

“...cuando X crece ilimitadamente o cuando decrece ilimitadamente.” (Infinito
potencial, p. 145)

En el primer tema (Propiedades de los numeros reales), se muestra a modo de
introduccion historica la equipotencia que se puede establecer entre el conjunto de
los nimeros naturales y los enteros. Pero esta aproximacion resulta inconexa con el
propdsito de la unidad, en tanto que no menciona (de manera explicita o implicita)
si una equipotencia tal puede darse entre el conjunto de los N y los R. También se
muestra en un cuadro, la relacion de inclusidn que existe entre los conjuntos R, 'y
Q (este es un pequeiio espacio en la pagina destinado a hacer aclaraciones). A
continuacién, se presentan las propiedades de campo de los nimeros reales y se
exhibe a Z3 como ejemplo de otro conjunto que cumple con estas propiedades; por
otro lado, ejemplifican a través de algunos métodos geométricos cémo puede
ubicarse en la recta geométrica determinados numeros reales. De ahi que, en unos
ejercicios, se plantee situar sobre la recta determinados nimeros. Lo que se puede
identificar en este punto en particular, es la manera indistinta en que se refieren a la

recta geométrica y a la real.
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A su vez, en otros temas de la unidad, se habla de las propiedades de orden en este
conjunto numérico como predmbulo a la definicidn de densidad, y para ejemplificar
esta, se presentan algunos numeros (racionales e irracionales) que se encuentran
entre dos numeros naturales consecutivos dados. Una vez establecidas las
propiedades de orden y la densidad, el camino para tratar el tema del conjunto
solucién de una desigualdad y la forma de representarla. Al final de este tema se
menciona la propiedad arquimediana®’ y se intenta ilustrar su aplicabilidad desde Ia
geometria. En cuanto al tercer tema, los autores han considerado los subconjuntos
acotados de los numeros reales (ver anexos, figuras n° 20 y n° 21), en este se dan las
definiciones de cota superior e inferior de un conjunto, conjuntos acotados,
elementos minimo y maximo. Ademds de algunas situaciones que aclaran cada
definicidn.

Finalmente, respecto al tercer criterio de esta revisidn, se establecid que la
continuidad esta relacionada de manera intuitiva en el trazado de graficas. Luego,
apoyados en el concepto de limite (introducido previamente) se define formalmente
y, en ejemplos sucesivos, se incorporan las discontinuidades removibles y esenciales

seguidos de las definiciones.

Texto 3

Introduccion al cdlculo grado 11, editorial Santillana.

Este texto escolar se divide en ocho unidades, cada una contiene entre dos y nueve
temas, y cierran la discusidn con una pequefa evaluacién titulada; Actividad de
prdctica. Todas las unidades finalizan con tres secciones orientadas a evaluar la
totalidad de los temas tratados con anterioridad. Estos se denominan; Actividades
de ampliacién, ICFES y EVALUACION. Los autores de este texto desarrollan los temas

introduciendo inicialmente una definicién, la cual se distingue del resto del

> Propiedad arquimediana: si a, b son nUmeros reales positivos y a < b, existe un entero positivo n
con la propiedad que n*a > b (Ardila et al., 2005, p. 20).
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contenido por sus caracteristicas tipograficas, seguida de un ejemplo que reafirma la

definicidn o proposicidn propuesta.

Los contenidos que se estudiaran de este texto son; los temas 3 (los nimeros reales)
y 1 (limites y continuidad) de las unidades 1 y 3, respectivamente. Al realizar la
revision del libro en cuestion, a la luz de los criterios establecidos con anterioridad,
se encontré que la concepcidén del infinito predominante es la de infinito potencial,

lo cual puede observarse en el significado otorgado a los simbolos oo y -oco:
(...) son simplemente simbolos que nos recuerdan que el intervalo™® continua por siempre,

aumente o disminuye sin fin (Chavez et al., 2004, p. 32).

Algo similar se hallé en la presentacidn intuitiva de limite, en esta exposicion es

posible registrar nuevamente la dimension potencial del infinito:
En el lenguaje informal cuando se menciona la palabra limite, esta se refiere a un valor al cual

nunca se debe llegar (Chdvez et al., 2004, p. 90).

De otra parte, estd la imagen actual del infinito, observable en la definicidén

matematica de limite:
La expresion
lim f(x) =L
x—a
Se lee: limite cuando X tiende a a de f(x) es L.
Se dice que el limite cuando X tiende a a de f(X) si se puede acercar los valores de f(x) a L,

tomando a x muy cerca de a, y x # a (Chavez et al., 2004, P. 91).

Respecto a la segunda pauta, los conjuntos numéricos son descritos muy
brevemente puesto que, al iniciar la discusion del tema 3, los autores asumen que

los estudiantes ya conocen los diferentes conjuntos numéricos. En este rdpido

58 (OO , -OO)
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recuento caracterizan los nuimeros irracionales a partir de la imposibilidad de
representarlos como un cociente de enteros. Luego del panoramico barrido por los
diferentes conjuntos numéricos, definen los nimeros reales como la unién de los
racionales junto con los irracionales. Asimismo, hacen referencia a |la
correspondencia biunivoca que puede establecerse entre los nimeros reales y los
puntos de la recta real, la discusion concluye con la definicion “informal” de

densidad, aunque el argumento que emplean en realidad es un teorema.

No obstante, la nocidn de continuidad es abordada a través de funciones y no
como se planted en el segundo capitulo, es decir, la continuidad de la recta real
se asume de forma implicita al establecer la correspondencia biunivoca entre el

dominio numérico y el geométrico.

En seguida se examinardn las anteriores descripciones desde la perspectiva de los
obstdculos epistemoldgicos contemplados en el capitulo Il y sintetizados en los
criterios de revisién. El primero de estos es el infinito (tanto en el sentido potencial
como en el actual), el cual estd particularmente relacionado con el limite. En este
sentido se halld que este objeto matematico (al menos su definicion matematica) se
basa en la idea de infinito actual, particularmente al realizar los calculos donde, a
pesar de que en la definicidn se consideran valores de x cada vez mas préximos a xg
(x tiende a xp ) dado, no menciona el caso en que x = xp. Sin embargo, es esto
justamente lo que se hace al emplear el algoritmo. Es decir, el limite que en teoria

no podria alcanzarse en la practica se utiliza sin reparo alguno.

Lo paraddjico de esta situacidon es que una actividad tan normal como “calcular
limites” en el marco de un curso de calculo en grado 11 puede tornarse sumamente
complejo si, como introduccién al tema, se preguntara a los estudiantes acerca de si

creen posible que en el intervalo (0, 1) hay tantos puntos como numeros reales
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positivos. Sobre todo si se tiene en cuenta que dicho conjunto (R") se asocia con el
infinito en potencia. Ademas de que a lo largo del tema no se hace referencia a la
nocién de equipotencia entre conjuntos, lo cual posiblemente de origen al obstaculo

denominado por Arrigo y D’Amore como “collar de perlas”.

Al analizar las diferentes formas de abordar los nimeros reales en los textos
revisados se percibe que la importancia otorgada a cada conjunto numérico va de la
mano con su grado de aplicabilidad en la solucién de problemas (situaciones
practicas), esto se reafirma con la presentacion que se hace de los nimeros reales
por extensidon algebraica. También se observa que no se profundizan en las
propiedades que diferencian un conjunto de otro. Esta forma de acercarse al
conjunto de los reales limita el conocimiento que el estudiante puede adquirir de
este objeto matemadtico, en tanto que solo le ensefian a operar con numeros
racionales y/o aproximaciones racionales de los numeros irracionales,
concretamente los algebraicos (que se obtienen como soluciéon de ecuaciones),
porque los irracionales trascendentes pasan inadvertidos, salvo los mds reconocidos
(7, e). Lo anterior se manifesté en que los estudiantes consideran que, cuando un
nimero se expresa en una notacién diferente a la decimal, es necesario entonces
realizar una operacién: si se expresa como fraccion hay que dividir, si se expresa
como radical hay que extraer la raiz, luego ¢qué operacién habria que hacer para

caracterizar los trascendentes?

Respecto a la correspondencia entre R y los puntos de la recta, tal parece que esto
se da por sentado, de modo que en los textos sélo se presentan ejemplos de
procedimientos mediante los cuales se ubican en la recta ciertos puntos
relacionados con numeros reales algebraicos (empleando regla y compads). Dicha
correspondencia presentada y aceptada de forma incuestionable es tan solo un
modelo, exitoso, pero no el Unico. Ademas, el ejercicio de ubicar ciertos puntos en la

recta con regla y compas no considera preguntas como: {qué procedimiento seguir
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cuando el nimero a ubicar es trascendente? (Se puede encontrar un punto que le
corresponda al nimero en cuestion? Al parecer estas preguntas problematicas se
dejan de lado pero son un “peligro” latente, y no anticiparse a situaciones de esta
naturaleza puede conducir al estudiante a creer que la recta es una suerte de

“rosario”, lo cual no corresponde a la esencia de la continuidad de la recta.

En dltimo lugar, en el marco de la presente revision de textos se estudiard la manera
en que aparece consignada la continuidad en los textos escolares revisados. Pues
bien, las referencias a estas nociones, en su mayoria, se dan en torno a las funciones
y el trazado de sus graficas. Pero lo que no se menciona es que de forma implicita se
estd asumiendo como paradigma de continuidad a la recta geométrica, lo cual revela
el papel de la intuicién en la concepcién de algunas ideas matematicas de gran
trascendencia. Es decir, una funcién es o no continua dependiendo de la semejanza
que guarde su delineado respecto a la recta: claro esta que analiticamente se ha
hecho una caracterizacion de la continuidad, pero esta se apoya fuertemente en la

grafica.
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Las descripciones mencionadas arriba se

grafico:

encuentran sintetizadas en el siguiente

Nuevas
matemadticas

Espiral 11

Introduccion al
cdlculo

Infinito: concepciones
y diferencias que se
mencionan entre el
infinitode Qy R.

El infinito presenta
en el contexto de
los intervalos, se
presentan como
simbolos que no
son propiamente
numeros pero que
son mas grandes (y
mas pequefio) que
cualquier numero
real en que pueda
pensar el estudiante
(p. 29).

El infinito se asocia
con simbolos dentro
del contexto de los
intervalos 'y se
entiende en el
sentido  potencial.
Las acepciones
acerca de este
concepto

matematico se
alternan entre el
actual y el potencial
en la presentacion

El infinito potencial
se refleja en el uso
de expresiones en
lenguaje natural (p.
90). Mientras que el
infinito actual solo se

observa en la
definicion
matematica de
limite.

que hacen los

autores.
Numero real: | Construccién de los | Se presentan | El conjunto de los
presentacion del | nimeros reales se | propiedades de | nUmeros reales se
concepto, efectua por | campo del conjunto | define por extension
representacion extension R (p. 12), se | algebraica (p. 31).
numeérica, algebraica (p. 28). construyen algunos | Dentro de la misma
construcciones de N, reales con regla y | exposicion se hace
Z, Q R vy sus compas (p. 13). | referencia a la
relaciones. También se exponen | correspondencia
Representaciones propiedades de | biunivoca que puede
geomeétricas y orden, propiedad | establecerse entre R

conexiones entre las densidad (p. 17) y |y la recta
representaciones. arquimediana. geomeétrica.

Continuidad: Limites (p. 88) y |Lla continuidad se | La continuidad se
nociones y | continuidad son | relaciona con el | estudia como una
concepciones. tratados en el | trazado de graficas y | peculiaridad de las

marco de las
funciones (p. 117).

se define con
referencia a las
funciones (p. 138).

funciones en un
punto o un intervalo
(pp. 117-118).
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3.2 Conclusiones de la revision de los textos.

Pese a que al calcular limites (en la escuela) entra en accién la nocién de
infinito actual, esta parece estar en una fase paramatematica (de acuerdo a
lo propuesto por Brousseau) en tanto que los estudiantes la emplean para
estudiar limites (y todas aquellas nociones donde a su vez intervienen los
limites) aunque no la reconocen como objeto matematico. Esto se debe a
que la concepcién de infinito predominante en la escuela es la potencial, en
ocasiones sacada de contexto y asociada erroneamente a cantidades muy
grandes aunque finitas.

La forma en que se exponen los nimeros reales en los textos escolares
dando mayor énfasis a unos conjuntos numeéricos sobre otros revela el
reconocimiento social del que gozan los numeros racionales sobre los
irracionales, el cual procede de la aplicabilidad de los primeros en diversas
areas de gran importancia para la vida social y econdmica de los pueblos.

Los intentos por emplear la Historia de las Matematicas como herramienta
en la introduccién a un determinado tema, se ha quedado corta en los libros
aqui revisados, porque la conexién (o propédsito del autor) entre el pasaje
histérico y el subsecuente desarrollo de la tematica en el texto no refleja una
relacion directa. Esto se debe (posiblemente) a que los dos corresponden a
tiempos (histéricos) vy finalidades (metodoldgicas) diferentes de tal suerte
que la intencién del autor no llega a concretarse.

El isomorfismo propuesto por Dedekind y Cantor entre el dominio delos
reales y la linea recta se encuentra tan arraigado en la cultura matematica
escolar (aunque tal vez no recuerden donde inicio tan fructifera relacién)
gue apelar a la recta geométrica para representar a los reales no responde a
un plan metodolégico, como antesala a una introduccién formal de estos,

sino como la Unica forma de hacerlo.
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e Aunque la continuidad desempeno un papel fundamental en la construccidn
de los numeros reales. Se observd que esta nocién no goza de
reconocimiento por fuera del contexto de las funciones, especificamente con
el trazado de graficas, relegando en importancia la representacion analitica
frente a la geométrica. Hecho que muestra una vez mas la correspondencia
biunivoca entre R y la linea recta, en tanto que metodoldgicamente resulta
mas comprensible (en una primera aproximaciéon) hablar de la continuidad
de una funcién en términos de las diferencias observables entre el trazado

de su grafica y la recta geométrica que su versién analitica (usando limites).

4. Conclusiones generales.

El presente trabajo de grado se sustenta sobre la busqueda de algunas de las
caracteristicas intrinsecas (de tipo epistemoldgico fundamentalmente) del conjunto
de los numeros reales (R), que podrian ser factores determinantes en la
Transposicion Didactica de dicho objeto matematico y la manera como se
manifestaban tales elementos en los textos escolares, nos permitié observar que
existen elementos externos a las propias matematicas (noosfera) que sumados a la
complejidad del objeto de estudio dificultan la labor de los autores. Ademas, la
creciente tendencia de seleccionar los contenidos a ensefiar partiendo de la
aplicabilidad de los mismos en la vida cotidiana, da origen al siguiente interrogante:
épor qué no sélo ensefiar hasta los nimeros racionales en la educacién secundaria?,
si como se menciond en la justificacion del presente proyecto, usualmente se
emplean aproximaciones racionales de los numeros irracionales, tanto en la ciencia

(célculos experimentales) como en la industria.

e El reconocimiento de los aportes que desde la Historia de las Matematicas se
pueden hacer a la Educacion Matematica ha conducido a que algunos

autores empleen algunos trozos de la historia de ciertos objetos
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matematicos a modo de introduccion, infortunadamente al carecer de la
profundidad necesaria para dar cuenta de los aspectos tedricamente
relevantes en la constitucidon de un objeto matematico particular, el objetivo
del autor de contextualizar al lector (estudiante y/o profesor)en una época
histérica concreta donde dicho concepto surge como respuesta a una
necesidad prdctica de la teoria en la que se suscribe no llega a feliz termino.
Sin embargo, la idea de trasportar al lector al momento en que emerge un
objeto matematico a través del relato (o fragmento de la obra) de su autor
permite devolverle a la nocion el sentido del que fue despojada por lo

avatares del tiempo y de las sucesivas transposiciones didacticas.

El texto escolar como producto de sucesivos procesos de transposicion
didactica o insumo para posteriores transposiciones didacticas, cumple una
funcién fundamental en el aula de matematicas en la medida en que refleja
en la forma de estructurarlas lecciones y capitulos aquello que se debe saber
en cada grado escolar, razon por la cual algunos docentes adoptan este
orden como guia curricular, al tiempo que para los estudiantes representa la

fuente de ejemplos , respuestas a las tareas y posibles peguntas de examen.

Los profesores en el desarrollo de sus clases recurren a “figuras familiares”
como herramientas didacticas, con la idea de lograr un mayor grado de
comprension en sus estudiantes, pero estas estrategias fracasan porque en la
bisqueda de alternativas que les permitan superar obstaculos
epistemoldgicos (inherentes al conocimiento que quieren transmitir) sin
antes hacer una adecuada planeacion con elementos histéricos y didacticos
se corre el riesgo de desdibujar la complejidad de los objetos matematicos y
a la vez que no logran superar los obstaculos iniciales generan otros de orden

didactico. Situacion planteada grosso modo en el capitulo Il (operatividad en
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los reales), donde pese a que la dicotomia entre nimero y magnitud fue
sorteada, la forma operacional desde a que se abordan estos conjuntos
promueve no solo la reaparicién de este obstaculo sino que origina la otros
relacionados con la representacién y la lectura que de estos nuevos

numeros hacen los estudiantes.
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Anexo n°1

Nuevas Matematicas

ESTANDAR: PENSAMIENTO VARTACIONAL

Logica y conjuntos
Numeros reales

@EMAS D No es tan dificil como se piensa...

1 » PROPOSICIONES. Ricardo tiene $4.800 para comprar manzanas y duraznos. Cada manzana
e o cuesta $200 y cada durazno cuesta $300.
£l va a comprar 20 frutas como maximo y debe comprar minimo 6 frutas

de cada una.

2 :
J o L0OS NUMEROS REALES. a. Si él compra x cantidad de manzanas y y cantidad de duraznos, escri-
bir cuatro inecuaciones que representen la informacion y graficarlas.

Si é1 desea una ganancia de $40 en las manzanas y $60 en los duraz-

‘ b.
@{ La matemtiﬁa nos, jcuantas frutas de cada tipo debera comprar para obtener la maxi-
mag :
@ PROBLEMA RESUELTO PAG. 32

2 + CONJUNTOS.

[Figuran® 1, p. 27]
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ESTANDAR: PENSAMIENTO VARIACIONAL

A MATEMATIC A e —

Adwmitir los niimeros

Dios hizo los enteros; todo lo demds es trabajo del hombre.
Leopotd Knonecker (1823-1891)

Las antiguas civilizaciones griegas no consideraron el uso de los niimeros negativos. Fue hasta
el siglo séptimo que el astronomo hindd Brahmagupta empled los nimeros negativos en sus
trabajos, y posteriormente, en los siglos XVI y XVII se concibi6 su uso en Europa con cierto
escepticismo. En el siglo VI la escuela pitagérica descubrio el ndmero V2 (en nuestra nota-
cion), concebido como la medida de la diagonal de un cuadrado de lado uno. En sus mentes
existia la idea “todo es un nimero”, y creian que todas las cosas pueden ser explicadas bajo
los principios numéricos, pero el nimero V2 carecia de esta representacion; asi que tal des-
cubrimiento quebrantaba sus principios, razon por la cual decidieron no comentarlo y afirmar

que era imperfeccion divina.

l Los NOMEROS

REALES

Decimales

oy

G
i

| Finitos J r InﬁnitosJ

| Periodicos | [ No periédicos |

Mixtos

[huss ] |

Diagrama 12

B PARA [TERIONDER

Aquéesigual: RT - Q, 1N Q,
R-1-,Qnz*?

¥ ALG O IMPORTANTE
Entre dos nimeros reales a y b se
cumple solamente una de las si-
guientes proposiciones:

(Na<b,

(ia=0b,

(jii) a > b.

Luego, R es un conjunto ordenado.

Los conjuntos numéricos son los elementos iniciales con los cuales a lo largo de
la historia se ha hecho matematicas.

El primer conjunto numeérico generado, a partir de la necesidad de hacer con-
teo, fue Ny, (en su notacion actual) Ny = N u{o}.

A medida que evoluciond el pensamiento humano, se fueron concibiendo otros
conjuntos numeéricos como los siguientes:

N={1,234,5.} ° Z~ = {~1,-2,-3,—4,-5,...}
Z=1{.,-3-2-10,123 .} Q=[—Z—/aEZ,bEZ,b#O}

Una caracteristica comun de los elementos de los conjuntos anteriores es que
para cada uno de ellos se puede encontrar una expresion decimal (diagrama 12).

Esta es precisamente la caracteristica que determiné en la historia la construc-
cién de un nuevo conjunto numérico: los irracionales.

A partir de la soluciéon de la ecuacion a* — 2 = 0 se encuentran los valores
a= t\@, para los cuales no existe un cociente de niimeros enteros de la forma

A . Asi, se dice que, entre otros, para V2 no se encuentra una expresion decimal

finita o infinita periodica.

Los nimeros que poseen una expansion decimal infinita no periodica confor-
man el conjunto de los niimeros irracionales, denotado con la letra I. Algunos
numeros irracionales son: \/E = 1,414213..., ™ = 3, 1415..., e = 2,7182...,

\72 = 1,2599..., entre otros.

El conjunto de los nimeros reales R se forma a partir de la unién de los nime-
ros racionales @ y los irracionales 1. Simbélicamente: R = @ U I

Algunas caracteristicas de los niimeros reales son:

o A cada punto sobre la recta le corresponde un nimero real y viceversa (corres-
pondencia biunivoca).

e Entre dos nimeros reales siempre es posible encontrar otro nimero real (den-
sidad).
e R es un conjunto ordenado.

.28

[Figura n°® 2, p. 28]
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© SANTILLANA

ALGO [MPORTANTE
Elintervalo (—o°, =) es equiva-
lente al conjunto de los nimeros
reales R.

UNIDAD 1 ¢ LOGICA Y CONJUNTOS. NUMEROS REALES
3.1. Desigualdades en R
Una desigualdad es una expresion de la formaa < b, a > ba=b,a=bhenla
que a y b son nimeros reales.
3.1.1. Intervalo
Un intervalo es un subconjunto (no vacio) de los niimeros reales.
A continuacion se muestran las clases de intervalos.

(a,b)={xER/a<x<b}
R e ———*

(@ b)={x€R/a<x=bh}

e S —

[4,b)={xER/a=x=<D}

———e—+ R

a

[a,b)={xER/a=x< b}

A pesar de que todos los intervalos son infinitos, los
siguientes reciben ese nombre dada la naturaleza de
b sus extensiones.

(a,®) = {x€ER/x> a}
O

a

[a,°) = {x € R/x = a}
B e ——

a

R

(%, a)= xER/x< a}

— 0
a

(- a]= {xElR/xSa}

-———»

b a

|

3.1.2. Operaciones entre intervalos

Dados dos intervalos A y B es posible considerar las operaciones A U B, A N
B, A = B, A A'By A El conjunto universal sera el conjunto de los nimeros
reales.

Ejercicio resuelto

PARA

¢AlL operar los intervalos se obtie-
ne un nuevo intervalo?

Dados los intervalos A = (=4, 2], B = [2, %), C = (—1, 3) hallar:
a. ANB b. BUC c. B ‘doB=g¢
SOLUCION
a. b.
A ANB ={2} B
R ‘ R
w=4-3-2=10 1 2 3 4. w=2-10 1 2 3 4\5 6..
B C i BUC = (-1, %)
c d.
B = (-»,2) B B
B - ——
R R
«=2-10 1 2 3 4 5 6.. w—2 =10 1 2 3 4\5 6.
SRR
c B—C=[3,®)
29

[Figura n° 3, p. 29]
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ESTANDAR: PENSAMIENTOS NUMERICO Y VARIACIONAL

l LimITES El nimero irracional e se obtuvo a partir de aproximaciones sucesivas acor-

o TN A
des a la expresion (1 + _rT) , teniendo en cuenta valores de n cada vez mayo-

res, como s¢ aprecia en la siguiente tabla.
1 10 50 100 1.000

/alores para n 10.000

1,5(2,5937 | 2,6916 | 2,704814|2,7169 | 2,718146 2,718281828459045...

n
Simbélicamente, e = Lim (1 + L) = 2,718281828459045...
n—w n

La aproximacion de ¢ forma parte de una rama de las matematicas denomina-
da calculo infinitesimal. El calculo infinitesimal ha hecho valiosos aportes a las
ciencias, permitiendo la evaluacion de areas como: mecanica, estatica, dina-
mica, teoria de maximos y minimos, calculo de areas de figuras planas, volu-
menes de s6lidos, longitudes de arco, calculo de rectas tangentes y clculo de
series infinitas, entre otros.

Estos estudios se iniciaron aproximadamente en el afio 582 a.C. (Arquimedes) con
el calculo de dreas, volimenes, longitudes de arco y el calculo del centro de gra-
vedad. Sin embargo, fue en los siglos XVI, XVII y XVIII cuando se formalizaron
los conceptos. Hoy en dia se atribuye el descubrimiento del cdlculo al fisico v
matematico inglés Isaac Newton y al filésofo y matematico aleman G. W. Leibniz

1.1. Idea intuitiva del limite de una funcion
El limite es un valor al cual se aproxima una funcion f(x), dependiendo de!

valor al cual se acerque x.

n
Por ejemplo, al analizar la funcion f(n) = (l + %) ,n = 0 se puede observar

que si n crece indefinidamente (n — o), entonces f(1) se aproxima a e(f(n) — e).

B MATEMATICA

REALIDAD Y CURIOSIDAD
Los logaritmos naturales (o loga-
ritmos de base e) y la funcion
exponencial e han permitido gene-
rar modelos matematicos asocia-
dos al crecimiento y decrecimiento

En términos generales:

de una poblacién, y han efectuado
un significativo aporte a la optica,
la actstica, la radiactividad, la Se lee: limite cuando x tiende a “b" de f(x) es L

vibmein ¥ iesclinionie fenc- Se dice que el limite cuando x tiende a ‘b’ de f(x) es L, si los valores de f(x) se

menos al facilitar los calculos aso- » ;
¢ 4 aproximan a L al tomar a x cerca de ‘D", siendo x # b.
ciados a estos campos.

La expresion Lim f(x) =L
x—b

88

[Figura n® 4, p. 88]
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CONTINUIDAD

L GO IMPORTANTE
.7z funcion g no es continua en
= 2, entonces, se dice que g es
nua en X = a o que pre-
una discontinuidad en
. Por ejemplo, la funcién g(x)
= parte derecha es discontinua
== -1,

UNIDAD 3 ¢ LIMITES Y CONTINUIDAD

2.1. Funciones continuas

Una funcion es continua cuando a pequefias variaciones de la variable indepen-
diente corresponden pequerias variaciones de la variable dependiente.

Este hecho es evidente grdficamente cuando no se presentan saltos de un valor a otro
sin tomar valores intermedios (rupturas).

A continuacion se presentan dos funciones continuas y una discontinua.

Funcion continua Funcion continua

809 =[x +2)six <1 iy = 10 cos x

1 six> -1

y
~ 24
N % s R A

~3 —2<1 123
w1

Una buena parte de las operaciones con funciones continuas dan como resulta-
do funciones igualmente continuas.
Por ejemplo,
* Sif{x) y g(¥) son continuas, entonces también son continuas las siguientes fun-
ciones:
flx

) sig(x) # 0y uf(x) conu € R.

f) = 804 ) - 80 5

e Siy = f{x) es continua y si g(x) es continua, entonces, la composicion 8(flx)
es continua.

e Las funciones trigonométricas y = sen x, y = cos %, Yy =tanx, y = csc x,
Y = secx, y = cot x, son continuas en sus respectivos dominios de definicién.

e Las funciones exponencial y logaritmicay = a*y y = Log, ¥(a> 0, a # 1) son
continuas en todo R.

e Las funciones polinémicas son continuas c¢n todo R.

e Las funciones racionales son continuas en todos los niimeros reales de su domi-
nio.

2.2. Continuidad de wna funcion en un punto

Una funcion f es continua en un bunto x = a si cumple las siguientes con-
diciones

1. festd definida en un intervalo abierto que contiene a ‘a" y fla) existe.

2. Ellimite de la funcion cuando x tiende a ‘a’ existe; es decir; Lim fix) existe.
X—a

3. Ellimite de la funcion cuando x tiende a ‘a” es igual a la funcion calculada
en a; es decir, %im %) = fla).

117

[Figuran® 5, p. 117]
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UNIDAD 3 ¢ LIMITES Y CONTINUIDAD

2.3. Continuidad de una funcién en un intervalo

Una funcion f es continua en un intervalo abierto (a, b), si f es continua en todos los
puntos del intervalo (@, b).

Una funcion f es continua es un intervalo cerrado [a, b] St:

o fes continua en €l intervalo abierto (a, b)

o Lim_fi) = fi@) A Lim_fo) = fib)

Ejercicio resuelto

Figura 13

Determinar si las siguientes funciones son continuas en el intervalo dado.

1
a. h(x) = =2 en el intervalo (0, 3)
2 _
¥ =9 sixw-3 4
b. nx)=q x+3 en el intervalo [—4, —1]
—B six=-3
SOLUCION

a. En la grafica se observa que enx = 2 la funcion
tiene una asintota; asi, a partir de ella se puede
determinar que en (0, 3) la funcion no es conti- | v
nua. {
Analiticamente, se analizan las tres condiciones
precisamente enx = 2.

L1
~
L 1

Se verifica si h(2) existe. | o S I
._1 ‘ | Asintota vertical)
h(2) = = — no existe. % ¢ ®
A= 22 0 ‘
! |
GComo no se cumple la primera condicion de 1 sy

continuidad, se concluye que la funcion no es
continua en (0, 3)

b. Como la funcion esta definida a trozos, se analiza la continuidad en el punto x = —3.
1. Se verifica si n(—3) existe.
n(=3)= -6 Por definicion de la funcion.

2. Se verifica si Lim n(x) existe. Para ello, se estudian los limites Jaterales.
n—-3

Lim n(¥) = Lim 2-9 _Lim (x—3)Hx+3)

- =3 Y x4 3)
=Lim x-3=-6
n—-3"
Lim n(x)= —6 Enformasimiara la anterior
n--3*

3. A partir de 1°y 2°, se verifica que Lim3 n(x) = n(—3)
n——
En conclusién, n(x) es continua en [—4, -1] (figwra 13).

119

[Figuran® 6, p. 119]
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Introduccion al Calculo

455 NOMEROS REALES

conales eran
= contidades
wmmbles (que no

representar

En los cursos anteriores se han estudiado los conjuntos numéricos. Asi,
se definieron los conjuntos N de los niimeros naturales; Ny, de los ndme-
ros naturales y el cero; Z, de los nimeros enteros, y @, de los nimeros ra-
cionales, como sigue:

N={1,2,3,.5Ny=10,1,23, ..}
2=, —By— 08 126850}
Q={%/aez,bez,b¢0}

Ademis, los nimeros del conjunto @ se pueden representar, en forma de-
cimal, conformando una clasificacién importante:

finitos puros
Decimales < periédicos <

infinitos mixtos
no periodicos
Dentro de esta clasificacién, llaman particularmente la atencién los deci-
males infinitos no periédicos, pues estos niimeros no tienen una repre-
sentacién de la forma %, representacion racional; por esta razén estos deci-

males forman el conjunto de los nimeros irracionales, notado con la letra I.
Algunos ntimeros irracionales son: V2 =1,4142..., 7w = 3,1415... entre otros.

/ El conjunto de los niimeros racionales Q unido con el conjun-
to de los niimeros irracionales |, forma el conjunto de los ni-
meros reales R.

Ast,
R=QuUl

Los ntimeros reales se pueden representar utilizando puntos sobre la rec-
ta real, de modo que a cada ntimero real, a, le corresponde exactamente
un punto de la recta, y a cada punto P, en la recta, le corresponde un nt-
mero real a.

A esto se le llama correspondencia uno a uno o correspondencia biunivoca.

En la siguiente recta real se pueden observar algunos niimeros reales.

1

a |1 a4 1 & 1 2 3[ 4 B b 0
-1.5 '71- ' w

nameros reales : niimeros reales

= negativos i positivos

Al representar una mayor cantidad de nimeros reales en un intervalo, se
puede observar, informalmente, que entre dos niimeros reales siempre va
a ubicarse otro niimero real. A esta propiedad se le llama densidad.

31

seee

[Figura n® 7, p. 31]
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<EMg

1 LIMITES
&

Histotia de las
matemadticas

Arquimedes de Siracusa
(287 0.C-212 a.C)
Matematico de la
antigliedad que dedico su
genio a la geometria, la
mecdnica y la fisica.

Tal vez su trabajo mas
interesante fue sobre la
medida del circulo. Fue el
primero en asignarle a
un valor muy aproximado.
Este valor es

Arquimedes hizo aportes
anticipados al cdlculo
integral 2000 afios antes
de Newton y Leibniz.

@11 INTRODUCCION

El origen de los limites se remonta a mas de 2.000 afos, cuando los griegos bus-
caban darle solucién a los problemas relacionados con el drea de las figuras.

Un ejemplo de esta afirmacién se da con el matematico Arquimedes, quien
propuso un método para calcular dreas, llamado método de exhaucién. El
método se describe asi:

Dada una regién, cuya area quiere determinarse, se inscribe en ella una re-
gion poligonal que se aproxime a la regién dada y cuya area sea facil de cal-
cular. Luego, se elige otra regién poligonal que dé una mejor aproximacién a
la regi6n inicial. El proceso se repite eligiendo cada vez, poligonos con un ma-
yor nimero de lados, tendiendo a llenar la regién original.

Las siguientes figuras representan el método de exhaucién para el caso que
la regién original sea un circulo.

A

N 4

Si A,, es el area del poligono de 1 lados, entonces, cuando 7 aumenta A, tien-
de a convertirse en el drea del circulo.

Asi, si n tiende a infinito, el area del circulo seré el limite de las areas de los
poligonos de n lados.

Por lo tanto,
Ay =LimA
0 ey

Se lee: el area del circulo es igual al limite cuando # tiende a infinito de A,,.

Desde Arquimedes, el desarrollo del método de exhaucién tuvo que esperar
casi 18 siglos, hasta que el uso de los simbolos v las técnicas algebraicas se
hizo presente en los estudios matematicos.

Arquimedes no aplicé explicitamente los limites para deducir el area del circu-
lo, pero el razonamiento que se presenta para el método de exhaucién permite
dar una idea intuitiva del concepto de limite.

@' 1.2 IDEA INTUITIVA

En el lenguaje informal cuando se menciona la palabra limite, esta se refiere
a un valor al cual nunca se debe llegar.

En matemdéticas, la palabra limite se usa en el contexto de las funciones.

Asf, el limite es un valor al cual se acerca una funcién f(x), dependiendo del
valor al cual se acerque x.

920

©® SANTILLANA

[Figura n° 8, p. 90]
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LIMITES Y CONTINUIDAD

; CONTINUIDAD

\‘/2.1 FUNCIONES CONTINUAS

/ Una funcién es continua cuando a pequerias variaciones de la
variable independiente corresponden pequesias variaciones de la
variable dependiente.

Por ejemplo, las funciones cuyas graficas se presentan a continuacién, son
funciones continuas.

Ly oo y
3 3r “ s
24 24 ," 7N\
1disf /14 ‘\
A.,.,ﬁ\..‘f P / P [ = — o] e —
4 -3 -2 1 \ 2 3 4 4 -3 <2 -y 1 2 3 4 4 -3 -2 -1 1 2 3 &
[t /-1t 1
| UETY S / -2t 2
Yial it [ .3t 3t
§
) = 2 +1 ) = ) = 52—
#+1

Casi siempre, al operar con funciones continuas, se obtienen funciones que

también son continuas.

* Sif(x)yg(x) son continuas, entonces también son continuas las siguientes
funciones:

flx) * g(x); flx) - g(x); {;%)) sigx) # 0y kf(x) sik € R.

° Siy = f(x) es continua y si g(y) es continua, entonces, la composicion g(f(x))
es continua.
° Las funciones trigonométricas y = sen x, y =cCosx,y =tanx,y = cotx,
Yy =secxyy = cscx, son continuas en sus respectivos dominios de definicién.
° Las funciones y = a*yy = Log, x son continuas en todo R.
* Un polinomio es una funcién continua en todo niimero real q.
* Una funcién racional es continua en todos los nimeros reales de su dominio.

\.,2.2 CONTINUIDAD DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

/ Una funcion fes continua en un punto x = a si cumple las siguien-

tes condiciones.

L. festd definida en un intervalo abierto que contiene a a; es decir,
f(a) existe.

2. El limite de la funcion cuando x tiende a a existe; es decir,
Lim f(x) existe.
X—a

3. Ellimite de la funcion cuando x tiende a a es igual a la funcion
calculada en a; es decir, ];(.l_l’)l; f(x) = f(a).

[Figuran®9, p. 117]
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| Eemple
‘ Determinar si la funcién f(x) = x> + 4 es continua en el punto x = 1.
|| Solucion
‘ La funcion f(x) es continua en x = 1 si cumple las tres condiciones dadas. Asi,

10 Se verifica si f(1) existe.
Si flx) = x% + 4, entonces, f(1) = 12 + 4 = 5. Luego, f(1) existe.

‘\ ﬁy \ 20 Se verifica si Lim f(x) existe.
G : x—1
T

Si flx) = X + 4, entonces, Lim x> + 4 = 12 + 4 = 5. Luego, Lim X2 + 4 existe.
x—1 x=1

2ge || 30 Se verifica si Lim () = (1)
1 I x =1
el ox 1 Anpartirde 10y 2°, se puede concluir que Lim x2 + 4 = f(1) = 5.
3 2 - -“_ 1 3 ‘l x =1
i “ En conclusion, la funcion f(x) = x2 + 4 es continua en x = 1.
Figura 1 | La grafica de la funcion f(x) se muestra en la figura 1.

Sifno es continua en x = a, entonces, se dice que f es discontinua en
x = a o que tiene una discontinuidad en x = a.

‘ - +1, ix<
|| Determinar si la funcion f(x) = {ZX 1 s

—x+2, six>1

| es continua en x = 1.
} Solucion
|| La funcion f(x) es continua en x = 1 si cumple las tres condiciones dadas. Asi,
‘ 10 Se verifica si f(1) existe.

Si fx) = 2x + 1, entonces f(1) = 2(1) + 1 =3.

Luego, f(1) existe.
| 20 Se verifica si Lim f(x) existe.
" | x1
ZI l Como la funcion esta definida a trozos, para calcular el limite se calculan los

/ | limites laterales. Asi,
| Lim fl) = Lim 2x+ 1 =3y Lim fi) = Lim (—x+2)=1

‘ x=1- x=1 X=1* x=1*

Como los limites laterales son distintos, entonces, Lim] f(x) no existe.

X—>

i En conclusion, como no se verifica la sequnda condicion de continuidad, entonces, la

| funcion f(x) es discontinua en x = 1.
| La grafica de la funcion f(x) se muestra en la figura 2.

@ 2.3 CONTINUIDAD DE UNA FUNCION EN UN INTERVALO

/ Una funcion fes continua en un intervalo abierto (a, b), si fes con-
tinua en todos los puntos del intervalo (a, b).
Una funcion f es continua en un intervalo cerrado [a, b] si:

a. fes continua en el intervalo abierto (a, b).
b. Lim f(x) = f(a) /A Lim f(x) = f(b).
x—a' x—b~

® SANTILLANA

[Figuran® 10, p. 118]
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Una estruchura Oe campo.

[Figuran® 13, p. 11]
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Propledades de ls adicién Propiedades e La mutiplicacin
Canssitve 4« D persrece ¥ conpmo S 25 pornece ¥ Cotges S
Conmuteve 2o Dnbe TR
{ 3 _3 ? (2
fiegege @3- (-23)
Aswtivg Aebhecuasibrn (e attny
7 7
(;u.-gl.ﬁ.;u.(-g..ﬁ e = i2aie
Modulatve Poratdo a¢ S euste me SWGe as me g Paratodo s« S enlde ne 8,
o el b dentdad a3tva EnR. m = O Woue = 2. /sl dertdad
g.o-g natgiceva inR, as |
B0i-8
Irrvertiea Pracats s S oxo i pe S as pem Paracads 2 S a0 o
AoNde M es MOS0 Se M A500N, P S Senomnd Ta S, om a-twadorde nes
overoadtvode o AR, pe -2 POEU0 O b muApicacn, ¢ e
J1e(=J7)=0 SO o Fverss MALEACA St 8
L S 11
Ontra o LR I
4[Feani)ee(F)ramon
Tatis 12

£ conpurto de 108 nuTers raconales y of G 105 Ndmeros neales con s operaciones
dciin y multiphcacidn won epemplon de campo. Los campos pueden ser congunios.
Anaos 0 Fevion pero eben terer 008 operaciones defnices y $44as Seben cumpisr
oS s popedades Que onunclamos en & tadls 12

Ejempio 2
Enunciado
Sea §= 10, 1, 21000 b coeracines defndas 4 COndaustdn
@ |o)1]2 @ |oj1|2
0 joj1)2 0 jojojo
1 Jij2io 1 jojti}2
2 1210t 2 Joj2)¢t
Ten iy Tata 1 4

Determinemos & of congurtd 1S, &, @) & wn camgo

Soluciden

Paderron ver 9ot of Congrto |5, B, @) condorra un canpo. Notemos aue W dentidas
200 e Oy s SuATACHYR | o 00 200V O | 03 27y o Mvers0 Sumgicato S0 2 e
im

Tambetn pocemos encontrar conyunios en ios cudles 4 han delmdo dos coeraco-
NS, QU MO 50N CAMpos.

[Figuran® 14, p. 12]
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Ejemplo 3
Enunciade
Soh S» {[: :]m: & :ydmwm}.nw. £ on ol corprio o
rarces 2 x 2. Veanos que S 10 €3 U0 CATO0 Conskdenandd s 0peraciones usaties de
SN y mATicacdn O matiom.

Solucién
S pueoe ComEIOn! oe oS LS propedades O b 00N e Ourgsen. Peso,

[; :] 109 [38 oo g ]{? .3] 178 o}

Cu A vica Gue b MABEACAcKN G matrces 1o ¢4 conmutatve Por Lt of conperty §
10 e o campo. B

£l mocelo usaal para e fepresentacion del conpatt de 108 ndmernos resles se en-
s en 10 gt 10 GONomnd W ects numdrics. Tedrchmente, 3 Ca) numen teal
Ie comesponde un purlo de UNY recks y 3 Cada punto de b rects e conresponde un
NUmeo redl.

Por medio de COnruccones Con fegha y compds s puede halar ¢ purto Que Co-
1500000 8 CUNGUIS! NOMRMD MICCN! Fara 510, JOT0N CICORITE0 005 PUntos: Uno
para tepresentar al O y of 000 3l 1, delormvando de o5t forma b unadad oe medda
NO 1035 NGMer 103l EUOSE Sor ICNIIA0 0N 1 Fect) NUANCS Dot Medio do Cons-
trucciones con regla y compds,

Ejemplo 4
Enunciado
Locahcemas ks nimentns sealkes Agy VIO sotee o rocta seal

Solucidn
*  Locallrackdn de 4:— St un ey Con e

o ol purto S0 4,
5 egrenios 00 QN rgtud, Bamandn A N gunts
oon b segunds maca des el Gy Peldela
U marca Con wn sedmento, uninos o punto

P con et gurts C de cocrdenads 5 y combruemes, 0 H 2 3

(0 A, U segrerts Gardint & FC. £ puet 0r
COrte de eve sepmerio Con W ecta o4 of Oe

m¢§m.12|
v Localinaesdn de ~10 . A garte o punts con r
coorderady

20 arterr con of gurd) Or conedenads O [ate
SERTErIn, COMO PUBde COMMObarse Uando of

2 3 wedades
toorrema de Pldgors, tere bngtud (10 Conan
o Oy aberturs igaal o sogmerty
ao:Pmmucowm.umn
ety e parts commpnnde 8 10 (gurs ) 1 2

13m

[Figuran® 15, p. 13]
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b, Determnen si hay Ceetcnd oXiiva ¢ Sent-
dad mutpicatva

¢, Desermnen ol enverso a3In0 @ mverso
MSORCAtv O CO0a NOMeD, Sl exslen

d. (&3 (5 6 8] un campo? Diplauen su
Tesguesta

8. ¥ % Swoongan que en e conjunto de los nome-
108 nebturales N se defime una operacidn «, De
A0werds 00N W Cefiricdn Gada Dara esta operacidn
on €33 Casd, encuertren of valtr de &+ 5y de-
Serminen o 1) Operacadn i Causutatnvg, SIOCANG
yconmutatvs en N,

2. 2*0=0edled
b acdellestd

C. aso-at
d. JOOO(:-i—b-
e 00003;&

9. ¥ ¥ Cuando trabadmos CON MUMeros Compkecs
30r%amos L unidad emagnand |y of nUmen comple-
0 =1 Recusrden cdms w Srfiedn U ogeracones.
entre complogen. Difrs U Spotacons adcdn y
MURRECICIN &0 o COnRA® (L - L 1. - 7 y Ceterms-
000 % ols Cunpien kes propeciades G0 Caro.

10. 3 Usa las progeedades de 105 nOmeras resles pavs
demostrar 0 refutar cadd afemacdn.

@ elixcmxcieidbed

B Asdedivdeteoln)
€ A~Bedlma~boc
4 d e

11, 34 Desanmofia und Consiruccion Reométnes que
permits ubcar sobre & recta real cudlqueer nume-

10 real de b forma a7 + 1. Justéica tu propuesta

12. 3% Ante b pregunta: * €1 congunt de K05 name-
105 ONe0s 05 LN CaMDX? T, un estudiante sticd
S Afemaciin OCendo; “o Conentd de 5 ndme-
05 SO £ L) SUDCONED O L5 NOmares -
3 00N 008 OONVACONEE CLAILTINGE, JIO0UtVES
Y Con mdcld, y o of miulo a0 e rver-
3O MNEN0 y N IDSCAD IXARDICHIND DROY TS0

EROICING, ER0000S 03 L1 A", AN 6123
FEADOTEY y SCA CONChanes.

&) resolucion de problemas |

13, 335 Hala o nImerd faconal y un racional en-
e ot pav de nGmeros dadon.

a 6y7 b -3y-4

e Aylis d Ty

14, 3.3 Scbre b 1002 redd 50 Mo UbCAdD en fLmeno
RSl Py 1335 W MURDIS erters No. Sk re-
cresentas sobre I misemy rects jocdas s sumas ro-
SRS y 108 SrOGCI0s nesuiAnies O ODRF CON
olon, j1e cbtend dn ruevos punios wbro b recty?
¢

15, ¥ % Sobre 1 sects red 2 LD LN NGMED kra.
cional y 1000S 105 NOMEDS redies CUy? suma con
$0NPAN COMO resuitadd un Named enterd,

2, (Qud lorma tenen 108 NUMers ubicados en
2 recta?

b (D conjunto de 30d0s 108 namenos ay
obtenicos e5 LN Campo para s operaciones
aciny '

16, 3 3 3 SOU00ng of prodiema del e20v0), enun-
S35 en # Explorando

17. 3 Jussica ls verdad 0 takeadad Oe b SiQuente a8
MOCON CeAYe COS Duniis JHNN0S CLNeIGUed
Guwe regr s wies ot b rects reol,
Ny Un AU Il 00 SUnios GUe MDY ISenia
NOMEST FASCARien. P CONBguuenie, & G -
0rD £acrnal e Comesodnie algn ot de & recty
Aomdrea

18. 4 Coralruye dos Indrguios en 108 cusies L
madda de sus LAS 580 VEMpe UN NOMED 100~
ral y Su Sred 568 un nOmero real no racional.

19. ¥ ¥ Justica y da eyermgios de tu fespuesta a by
SRIOME Dreguaty: ;3 POGDIE CONDE Cuddradas.
on i cudles [ medda d¢ sus 1a30s 500 un NOme.
10 racional y su drea no?

20. 33 (Es posbie Construr CuRradan en i Cud-
o5 b madcd e Sus BG0S 208 LN POME fedl N
1a00nul y Su Mo sed taciona”

B O Dt e rierireie s DOmiain On K8 AUy
I ) B SDETACONES ASOON § MLSCRCICEN

B T W er s WA SO 00N Tare 4 W SRR
) w detren O CamOd

A O prapore evtaiegun Sars e nechacdn de prtblorn ton
240 07 0 DROOANIEN WEatecnt

[Figura n® 16, p. 16]
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Facomente se paode COMprobar Guo Lanto 0% NEMencs raconaics como los roales y

o Fmercs Compityos Cumplon LS DrOCRdiades 00 CAME0 Con Lis CORacnes uia-

et So embangn, hay cderencls entre efios. Por ejemplo, én Jos compleyos S0

CCUACIN COoN Coeficientes Compiees Bene solucdn en ios complaos. No pasa

MmO en 105 Peaies, ¥ QU EIDIESONES COMO 17 + 5 « 0 1o benen solucsin en s

redles, Sun CUANAS K5 coRficientes de 1 ECuICn won reakes.

Otra gran dMerencis entre 4105 dos CONUNoS &% Gue ios reales posden ser ordena-

005 y ko compliegos mo, €5 oo, on 15 pedies 50 puede estabiocer b selacdn mency

QN G Y Que.

En los nOmenos reales existe un subcongunto, of de los resles positvos, ol gue notie-

mas R*.En R* so cumplen Us siguentes propeedades

L Sia, 0 son clemenics de R*, 13 SUma 2+ b y o producto 40 son tamdein
clementos de R, e deow, R* o5 CRusrado piva WS Operaciones adcdn y
mutpdcacidn

2. Six 5 un PEmero real, 480 UND 00 LS SPUENIes CECONES %0 CuRie:

e R, =0 o ~re R

Seon 2y b nhmerts roales, se dice " 7 e menor goe 4" (0 < ). w
b-a>0.
Propledades de 1a relacién de crden en Rr Sean 2, 0. ¢, o nomenss
reales.

1L Propwecad transitva. $1 2 <dy b < ¢, onfonces 2 < ¢.

2. Propeedxt 285tma. Sl s <D, entorces a s d < b+ &,

3. Propiectsd mulhplicative, Si 3 < by ¢ > 0, enforces ¢ < B¢,
Sl a<bye <0 estonces & > i,

Una propsedad Oe 106 Nemeess reais Que 1O DOSONN 05 NMI0S €5 1 SPuenie,

Para cada par de ndomercs reales 2, b, cxsde un numero real © tal que
2 < ¢ < b, [35 s conoce como densidad do s ndmercs reales.

Vermos por opeeold Gue enire 13 y 14 50 exiiie L PUMEns entero, Derd o exivien
muchos reaks. €0 efects, 132, 135, 15.507100730007, ..., ng. 1887, Ji7aea,
200 NUMeros que calin endre 13 y 14, AQuncs 0o o305 PUMenos son taconales,
como 135, 13, 1387, ctros sen imacicrales coms 1107100710007, .., {17364,

Harnadas INCUBCOnes O
Ejemplo 5
Enuncingo
Crtermmemos of conpamts sobucon O b desisiiag ;x - 5 <§-og,

Las propiedaces dol orden junto 0on ks ¢ CAMPO 56 LSan DD resolves ealreuones
ArsBakiades

SacR', 0>0 Sunnd

mero § o estd e R*, »u
opuests ~ 1 segin la pro-
pindad 2 o positive, por

[Figuran® 17, p. 17]
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Sohxida

fre0sf
%<
osi(g#) <o
(®)<%

Propeedad

Progentnd 230w 3 oroom

Popemdad 2000 otvg O s 330

Peopemias merteg Ge © 3&con

Pro0eedad Moot O I adadn

MoOelad 838 va OO Orden

PYOOelacnt CONMRAN D ¥ OO O

B aden

PrOmadad Mvertivd 8 @ e in

Progesiad moosetvg de 4 adcdy

FIooeas mulSDieatvg O oroen

FOpeednd MOCutvy O B mulgicad On

Ixc %—"i Preceedad eertva 3¢ e mubghcacn

e ﬁ PYOOmad MOOLAND O & TRrTERC IO

) Congurts S0hCdn Puede 17 IESreseriad Roordtsamente, oy

&75

18
8

L)

B IR S ) 0 I P x -

» . »” ";‘-

Tervendo en cuents que & Cada punto de B fects corresponde on POmero e, s
SOUCKON de B JerPuaidad COmesponde 3 50005 105 NUMENDS reales Gesde Mends
Infirto hasta W £t conjunto se dencovna inlervalo y e represests oyl

[--.%].m S 10 €5 un clemento de a saiucitn, of mntervalo se doe Qe e
atrerto

En gereral, w08 ealyomos O irdenalo perierecen M Conpunto, ¢ Foenalo w dce
QUE €5 Cermade, ¥ Y08 extromons Sel réervaio no penenecen o congunto, of intervalo o3
ablerto. S uro de s extremon pertenece ol congundo y e oo no, o Intervaslo e e
L™ semiadierto 0 semicenado

LA eaprendn x <3 (5 mendt O G Qoo 2) SRnICa Gue & 5 Menst gt 3 0 g0
o e 3 2, loego w &, D On DUmers tesies, W puecen tener 108 Siduenied
Bpon 90 indervas

[Figura n® 18, p. 18]
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5 N Cocerte s menor Que Cena, 4 ey de 108 SN0 N0S MG Que of Pumeradr y o
OIMOmnRicT S0N O S0% C0ueion. Por Mo of CONpAD solutxn O b Sevganiand

et formaco por ks mOmeros crales 5ata 06 cuaes (2 o+ B30 y (e - OF 50n de ugros
OO, Vieamon:

{‘I.';_'..l.;.¢o} e e 1IN0y Mo |y e 1«0 v -0}

slofos By excHula|rc1d ypa>9)
wal-D<cactivD
sfil-D<uch
50 A0uta00 50 DUOG COIeNr 1ATLMN U 30 UKD UNS NEgABSONIACON COMD 30 Tugere &
CONBAUSOON (iurd 150 S 4 NSCH of 390 Otf MUmerad) ¥ Ol Senoesnador drendd en

Cumtta ( ncts mumdnca, 36 Oluerven, 00N Laciiciad, b istervalos en A0Nde o futeradel y
©f anCemInacn Soren SNOn CEUmn.

aeld —_— —Et.vtocvnvo'coov'Otovo-'00.5'0"'.0
(-9 ; jesssses
1% R s
—— AR “ow --——— e R R
T H :
-13 o 9 fgis

€10 5078 1.5 003eT0s v qoe {nli.-l_-';w}-m-u«no] 12,91 oy

0—(‘0'9!... a”" s 08

~13 o 9

Propledad arquimediana: & 2, D 300 nimerod reales postivet y » < b,
exiale Un ender0 POMANG 0 0GN M propsadad Que 01 - 8 2 D,

L2 DAordnd Argumetiand CUSOE MIENENEtrss ROOMEHCAMENtE Lorends of Cutn-
2 Que Cada Semento, POF LR0 QUi PMEICA, Duede eCLRErLS pof un NOwers T
00 SAPMentos 00 ILNSiud POGAVS CONOCIA, DOr DOGUENS Gue o) 583, §1 00c U
PO, BUN CUANDD S0 MUy COA, Puate Modks SSLINCS N LIrgas Como 56 Guers,
CORCANA0R 0N 5ONma COMMECULV, LN NGMeD Anda e wWoes.

PO empio, S Qusiérams med CON U barma e ogtud un mimatio b bagtud
@0 U deo s Ldos do un Campo do Jeogo Que mde 758 metros, ¥ comowar B

Bera y of 130 Ged Campo %6 tiene Flﬁm( 8 m.

Pars pocder reai2se s madcdn i NGe necoiing colocar e lngtud de b barma
w0 L Agtud ol L3 Sbl Campn, 0 formd CONsetutng. U e 7 de veces
PO mensd o NG 000, Por tanto, st A > MM O00 so satislace [ progredad
HQUIMEdand, y 50 PO med of OO dol CIMPo ¢on 1 2atra.

[Figura n® 19, p. 20]
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P v ’
" : (s acoiaao T :

OB CmmAWizar A SULERVUNIES SCOLARN €0 €/ Compimh) G Lt mimeey raed

Dz ameges, al Ingresar a un asoensoe, Reen of s fEade on s rtericr: “Peso mbo-
mo 400 4g"; como hay Slgunos que posan cenca de B) kg no pueden subir 10008, y
deciden ir en dos 0 mds Rrupos, de modo que of peso total e cads grupo cumpla b
condicin de pertenecer ol conjurto P = (pl p < &00).

Cuaanad Cormideramon of Conunio A definido por A » [r ¢ R12 < x < 4] sabemon
Ue 10375 SUs Slementos 0N Mayores Que 2 y menores que 4, en efecto, 3214 es
un dloments dal Conuntd A, DONgUe &% Maydr Quo 2 y mende Gue 4; Ppuaimente
272 0 o5 Pero 4 y 532 Sendo mayores QU 2 10 1530 00 A oS 1O 500
merores que 4 lenbidn ?y-s'imnnmulmmamm A porgue
50N MONOes O gusles que 2.

No sempre 18 sobconunios de R estin definidos por despuaidades. Tyl o3 of Caso
wmc-{:.llx-;i—,wneNynzo] Para esto conpunto odos

S elemeniion SO0 PUMEns raconaies DOsBVOS Mmenores 0 igaxies 4 1. Por il randn

=
s ponde escriter “Paratodd xe €, 0<x $1% Pero € 2 101 porgue !zlaw

GRTants 3o 0100 Nteredio Dero N e on C,

L2 clementos del conpunto M = [ « RI <1 £ x| 500 todos mayores o guales a -1,
R0 NO S DU MRRUTA QUE SARN MRNONES Qo MZGN NUMmero real

Tog0s 105 CONpuntns 2r8eniones Henen 2130 on ComUN: 10003 benen un fope; pary M of
tope o3 inforce. pira of conjanto P el 1ope o3 supencr. Los conpurtos A y € Senen
toge e y supetice.

Los conuntos P, Ay € Senen un 50pe SUPEnce, €5 daci SUs Slemenios 1O Pudden
261 MayDIes Que Cno NAMEN y or tanto 200 todos menores que &

( Cotat supericees de un conjunto 3
Los ndmierds reades Que 100 manytred © iguales 3 108 elemerics de vt
wtconynto S de R se flaman cotas supetioees 08 5. Y se notade Cs(S)
Un nOmero resl o se 300 GUe &5 Und cola superior de un conjento X,
todos bos o) 008 A ded conjunto wa O Buales 3 a, oS decr,
para t0do x ol conjunto X, xS o
En 1l cano Ol conjurtd X se Sice Gue & 300400 teperionmends DOf
Oenervemos Que 8 £5 U Cota seterior de X, nirgune de s slementon

L de X o3 mayer e @,

Para cada uno de ks congurtos A, € y M podemos dustear of conpunto de sus cotas
wperones.
AslvaRI2Zecnca) Csl)slaeRiazal
c-{.gau-n—'—lmncumzo}; CsiC)=leeRlaz1)

-

MelreRI-15x); Gl -9

[Figura n° 20, p. 23]
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Los corgurdon A, £ y M Benon Yope irdencr, 03 docir 50008 i elomendos wom mayo
U5 G SHrtD PGITRND O e AU, 10 Daecdin Ser mReies Que S0 NUee

Cotas inferioees de un conjuess -
Los fomercs feakes Quet 500 mencems 0 rpuales A 15 elementos Se Ln
wwbconiurts § de R e laman cotas inferkores de § y ve notardn CilS)
Un ndmero eeal /1 10 dico que o3 ©A3 Cita inflerior o uo connto X, 3
todes los slementes 4 del conumtn X Son muaycres o iguales & J, es decw,
para oo x el ceojusts X, k2 M. En tal cato del confeato X te dee
Que e3 acolado inferormaento por 9,
Que e tal c30 Hinguno de s elomentcs de X s e Gue 1)

i Lon conjunios A, € y M se posden ver Cads und con el Conuntd de sus cotn
rhercres

| AtxeRIZencan CitAl= BeRIBS2
; c-{um..;l'-?mn.nyno}; CIC) = IBeRIp<0)
| MetreRI-15a); Cian=ifaRIf<-1)

Conjuntos acotades
S un coopuntd tiene Lantd Cotas periares Tomo inferiores, es dacir, e
2cotado wiperion & (nforomments e dice simglemente Qoo o5 acotado y
e ) cano t0d0s wa elemerdon e encoEtIan € Un intervido cerado.

De Jos conrtos P, A, C, M s tene que A y € son acotados. En efecto los
olormenion de A 100 108 Slementos Sol rtenvaly [2, 4] y 14 clemorsas on C ostin
on of nterval 10, 11

Ejemplo 7
Enuncado

Minkeron gue of coprts O » [.n Risw ;ﬁ,p:?} b acctads whercrmerts (or
108 PUmeras feakes. © Que Oumpien e Condcdn, €S 1.

Solucidn
Pt ol Sl wir Gt 83080 elerentio S0 Q0 W miner o i gue |

Partamon de b dfrmacdn "n 2 n - | pass oo o°,

Eotondes, ol mulighcar amton Memincs Oe b Seuigaakiad gor um rim

w cttecw ﬁal.wumwaw ¥ A COme o cocente r:‘-,--
X2 ] B30 9gnaca gue § &5 00t mieror ovl comprto Q.

S € 08 CuiGuer nmero B Gue ¢ % 1, o Teutvided & €y © o cots mleror Ob
conpoto 2.8

L 0ebinin Phlesiods sew clinine ! [s L)

[Figura n° 21, p. 24]
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Epemplo 8§
Emunciaco

Cormderemon of congurt | de ks Derimetros 00 10006 105 PORGONOS reguanes
LIRS 6N NG CHOUMANenc de raso | om, como spaece en b fgues |7

Estabiescamos of Conjantn de s Cobes Super o | Dets oo Conpured
18 acceado

Solueidn

Usando igurcs. e e vpx . U

Perimetrn el g0 Nscro = om[g)
Perrretso Oel (Ladra3s mdrts = cm(ﬂ
Perimetso ol peetigns iescrto » 30 s § )

Perimets del heaigono nscrto « 12 sen( § )

Abl o COITD CupDs Semenion SOn 15 AUMERs Gue Miden o Dermenn Oe Cata DoNgono
S L) (0F K6 LPIErtes dorments

Ie {s sen(§) 83en(§ ) 20 sen(§ ) 12 5en(£) }
J = 15,196 565 588 6,00...)

Como para 1308 1on. polgonon mcritos of Derimeo @3 mence gue & ngtud de b crounie.
OGS, B Cota serir 36 Conpnt 08 2 X [or CLustd of rado de b crtunierencd e | em

£1 Conputs de s S0l sepirionss M congurtd s Oxid wlee RIx 2 22)

Ademids, ¢f Conunto | eath S00R00 wienirments (0r 1000 Musrerd negatves y por 0, porgue
1000 PeITenD €5 POLG. L e x e “-wsm(g)mu
COREING de Mmoncr flmerd 3¢ Ladis Gue W punde PMcale en ua Orcusierenci o of
tmérguio. €1 conyunts de 05 c.m-{uausem(g)].

POr Lanko, o Confunt /5 300600 DOF CuantD Tene Cotm Wilenores ¥ Superores. Sun
vemertn e on of eterso [6 sen( ) 24] @

Observemacs Que para ¢f Cconjunto 1 68 105 Darimeras d¢ 16 POBgONes wacrtes on
LN crounierencia hay Lna cota interce 6m(§)qamdwu Esto
elemento del conjunto se Rama sinime ded conjunto.

Oe 105 conumos A, Cy M que eran scctados infleniormente 580 M Sene minmo.
Ay € no benen como dhemenios una ooty mitrot

[ Miniso de un conpnts

50 U gue v o of meialmd G0 on conjumo X B e e cots
nderor de X y m s un elements de X,

De igual manera notamos que 0c 1os conunios P, A y C que 500 acotados
suptrcrmente, solamente Py C Seren o cleTontd que 2 I vez €3 SOt supencr;
e5e demento se dencty mizimo del conjunto.

Se dice Que M s of mdrieso S Un conmnto X 4l M es una cota

Mirime de un conjuste
wiperey de X que pertenece al comunto X.

[Figura n° 22, p. 25]

137



Comentario

Para calcular limites por la
izquierda o por la derecha
se aplican las mismas pro-
piedades y se emplean las
mismas técnicas que para
calcular lfmites por ambos
lados.

Ejemplo 14
Enunciado
1]

Sea la funcién h definida por la expresion h(x) = > Investiguemos los limites laterales de

h(x) cuando x tiende a Oy el limite cuando x tiende a 0.

Solucién
Primero veamos como se define 1z funcion z la derecha y a la izquierda de O.
® Six<0,|x|=-x entonces, hix B e (R |
¥ X
e Six20,|x|=x,entc =ox
X X y
Podemos ver | 2 figura 3.25.
2
Procedemos s lim
0 ol M
lim htx) = lim (1) =-1
x =0 - 0 X
_ - " =2 gl VR L 2 3
= " L1
s
™ nx = lim_h(x), entonces 2
concluimos que  lim_h(x) no existe. B

>0 Fig. 3.2¢
nteriores nos han servido para ilustrar la siguiente conclusion:
// - s S . . .
si  es una funcién definida en un intervalo abierto que contiene el .\\
punto a, excepto posiblemente en a:
e« lim f(x)=L,siysolosi lim f(x)= lim f(x) =L

K= x—a* X a

e Si Iim f(x)# lim f(x), entonces lim f(x) no existe.
X - at x—a

x = a

e Si lim f(x) noexiste o lim f(x) no existe, entonces tampoco existe
x— a*t x—a

\ lim f(x).
\\ Xx—a
Continuidad de una funcién en un punto
Normalmente hemos asociado la continuidad de una funcién con el hecho de que su
fica se pueda dibujar con un solo trazo, es decir, que no tenga interrupciones.
ora usaremos el concepto de limite para dar una definicion mas precisa de
continuidad.
Analicemos las funciones cuyas gréficas se muestran en la figura 3.26.

2 -
o0 = X—% 1) no esté definidoyim 1(x) = 4.
= i

o

La gréfica de la funcion presenta una interrupcion en el punto para elcual x = 1.

Krx-2 six#1
b. hlx) = x-1 "
2,six=1

h(1) = 2, pero Ilm‘h(x) = 3. La gréfica presenta un “hueco” en x = 1.

[Figura n® 23, p. 138]
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Anexo n°2

CORRESPONDENCIA CANTOR-DEDEKIND

CANTOR A DEDEKIND:
Halle, 20 junio 1877

Agradeciendo su escrito del 18 de mayo, con cuyo contenido estoy plenamente de
acuerdo, y reconociendo que la diferencia en nuestras opiniones era solo externa, hoy
comparezco de nuevo con una peticion. Advertird Ud. Que los intereses tedricos que nos
unen tienen para Ud. el inconveniente de que le molesto mas a menudo de lo que quiza
fuera su deseo.

Me gustaria saber si considera Ud. aritméticamente riguroso un procedimiento
demostrativo que he aplicado.

Se trata de mostrar que las superficies, cuerpos, e incluso los dominios continuos
de dimension p pueden ser coordinados univocamente con lineas continuas, esto es, con
dominios de una sola dimensién; y que por tanto las superficies, cuerpos, e incluso los
dominios de p dimensiones, tienen la misma potencia que las curvas. Esta consideracion
parece oponerse a la que reina de modo general entre los representantes de la nueva
geometria, ya que hablan de dominios simplemente infinitos, doblemente, triplemente,...
p-uplemente infinitos, e incluso en ocasiones se encuentra la idea de que la infinitud de
los puntos de una superficie se lograria como si fuera por cuadratura, la de un cuerpo por
cubatura de la infinitud de los puntos de una linea.

Dado que los dominios de igual dimension pueden ser interrelacionados
analiticamente, me parece que aquellas cuestiones generales pueden ponerse en la
siguiente forma puramente aritmética:

«Sean xq,x,,...x, P magnitudes reales variables independientes, cada una de las
cuales puede tomar todos los valores que son 20 y <1. Sea y una magnitud real variable

p+1-ésima, con el mismo campo de juego (20y <1).
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¢Es entonces posible coordinar las p variables x;, x5, ... x

» con lay, de modo que a

cada sistema de valores concreto (x4, x5, ...x, ) le corresponda un cierto valor y, y también
a la inversa, a cada valor concreto y le corresponda un y sélo un sistema de valores
(x1, %2, ... X, )20,

Esta cuestion debe responderse en la afirmativa, segin creo ahora, aunque
durante afos considere lo contrario como correcto, por las siguientes razones:

Todo numero x 20 y <1 puede ser representado de un y sélo un modo bajo la

forma de una fraccién decimal infinita, de modo que:

1 1 1
1—0+a2-1—02+~-~+av-

Donde a,, son numeros enteros que son >0 y <9. Cada numero x determina pues

X = al. 1_017+

una sucesion infinita a4, a5, ... € inversamente.

Por tanto podemos escribir:

1 1 1
X1 = al,l . E+a1,2 W+ ”'+a1,17 . 107 + ..
1 1 1
x2=0(2_1-E+a212-1—02+~-~+a21v-1_0v+...
1 1 1
x,D: ap,l' E_|_a(p,2.1_02_{_..._|_ap,v. 10v+

De estos p numeros se pueden derivar un p+1-ésimo nimero y:

= ! + ! + -+ ! +
y=5 10 B 102 By 10v
Si se toma:
(I) ﬁ(n—l)p+1 = 01,0 ﬁ(n—l)p+2 =02n -

Bin-1)p+o = Uops - Bm-1)p+p = Xpn-
Dado que cada numero entero positivo v puede ponerse de un y sélo un modo en la
forma:
v = (n—1)p + o donde 627,
Se observa que mediante la ecuacién (I) la sucesion By, pB,,.. estd perfectamente

determinada, y por tanto también y;
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Mds también a la inversa, partiendo del nimero y y por tanto de la sucesién B4,8,, ..., la
ecuacion (1) determina univocamente las p sucesiones:

al,l, al,z,
A5 1) g2y o

Ap 1, Ap 2y oo

Y por consiguiente también los p nimeros xy, x,, ... X, .

DEDEKIND A CANTOR:
Brunswick, 22 junio 1877

La Unica objecién que por el momento puedo elevar contra su interesante
argumentacion, y que quiza Ud. pueda dar de lado sin dificultad, es la siguiente. Dice Ud.:
« Todo nimero x (20 y <£1) puede ser representado de un y solo un modo bajo la forma de
una fraccién decimal infinita, de modo que:

X = 061/10 + 062/102 + ot av/lol’ + -
donde a, son numeros enteros que son 20 y <9. Cada numero x determina pues una
sucesion infinita a4, ay, ... € inversamente». El subrayado de la palabra «infinita» conduce a
sospechar que pretende Ud. excluir el caso de una fraccidn finita, en el que tras un a,
distinto de cero seguiria unicamente la cifra 0 = a1 = a4, = etc.; y que pro tanto en
lugar de

X = a1/10 + 062/102 et av/1()v + 0/10v+1 + 0/10v+2 ot 0/10v+v + -
querria Ud. escribir siempre

X = a1/10 + a2/102 +-+ av/lov + 9/10v+1 + 9/10v+2 + ot 9/10v+v +
A fin de excluir toda posibilidad de una representacion doble de un m ismo nimero x (si
bien el propio nimero 0 deberia ser representado bajo la forma 0,0000...; pero x=3/10

bajo la forma 0,29999...).
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Si esta es su opinion (como es natural, uno podria igualmente excluir el caso de que a
partir de una cierta posicién aparezca solo la cifra 9; pero entonces sucederia algo
andlogo), entonces mi objecidn es como sigue. Me limitare por simplicidad al caso p=2vy
pondré:

a a
X = 1/10 + 2/102 + =000 ...y ...
y = ﬁl/lo + ﬁz/loz + = 0,ﬁ1ﬁ2 ﬁv

Para formar, tal como Ud., a partir de los nimeros x, y en cada caso el tercer nUmero

z=0,y1Y2V3 -
donde

Y1 =1, Y2 =B V3 =2 Va = B2, - Yav-1 = Xy Yau = Bus -

Entonces z es siempre una funcion plenamente definida de las dos variables continuas x, y
y estd contenida en el mismo intervalo (0 <7 <1). Pero entonces existen infinitas
fracciones legitimas a las que z no sera nunca igual, por ejemplo,

0,478310507090c,0ag0cto0 ... 2,0 ...

Como también toda fraccién 0, y;y,v5 ... en la cual de una cierta posicion en adelante sea o
bien y,,_; o bien y,, siempre =0; ya que al derivar inversamente x, y a partir de un tal z
nos veriamos llevados a un x o un y no disponible (excluido).

No se si mi objecién tiene una significacidén esencial para sus ideas, mas no queria

dejar de formularla.

CANTOR A DEDEKIND, TARJETA CON ESTAMPA DEL 23.6.77:

Por desgracia tiene Ud. toda la razén en su objecidn; afortunadamente, sélo afecta
a la demostracién y no al asunto; pues demuestro en cierto modo mds de lo que
pretendia, ya que he puesto en relacion univoca un sistema x;, x,, ... x, de variables reales
ilimitadas (que son 20 y <1) con una variable y, contenida en el mismo intervalo pero que
no toma todos los valores del mismo, sino todos con la excepcién de algunos y”’. Mas cada
uno de los valores que le corresponden y’ lo toma solo una vez, y esto es seguln creo lo
esencial. Ya que ahora puedo poner a y’ en relacidén univoca con otra variable t, que recibe

todos los valores >0 y <1.
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Solo me queda alegrarme de que, por lo demads, hasta el momento no haya
encontrado Ud. nada que objetar; préximamente me permitiré escribirle mas

detalladamente acerca de este tema.
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