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RESUMEN

Las investigaciones relacionadas con el aprendizaje de los intervalos de confianza reportan las dificultades y tipos de
concepciones presentes en estudiantes, profesores, expertos e investigadores cuando se enfrentan a situaciones que
requieren de su construccion e interpretacion. Los estudios realizados hasta el momento alrededor de los IC son
descriptivos y carecen de mayores explicaciones acerca de las razones que conducen a los estudiantes a tener dichas
dificultades y tipos de concepciones. Para llenar este vacio hemos disefiado una investigacion que pretende describir
los razonamientos que realizan algunos profesores de matematicas en formacién, para argumentar en favor de las
malas concepciones descritas acerca de los intervalos de confianza, especialmente alrededor de la precision de la
estimacion. Precisamente, en este documento presentamos los avances de un estudio dirigido en este sentido y que
estd soportado en la teoria APOE.

ABSTRACT

The research related to learning confidence intervals reported difficulties and types of concepts present in students,
teachers, experts and researchers when faced with situations that require their construction and interpretation.
Studies so far around the confidence intervals are descriptive and lack of further explanation about the reasons that
lead students to have these kinds of difficulties and conceptions. To fill this gap, we have designed a research that
aims to describe the arguments made by some math teachers in training, to argue in favor of misconceptions about
the confidence intervals described, especially around the accuracy of the estimate. Indeed, in this paper we present
the progress of a study conducted in this regard and is supported on APOS theory.
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B Introduccidn
Las investigaciones sobre los intervalos de confianza han permitido identificar una variedad de

dificultades y concepciones presentes en estudiantes, profesores, expertos e investigadores cuando se
enfrentan a situaciones que requieren de su construccion e interpretacion. Estas malas concepciones,
desde nuestra perspectiva, podrian explicarsedebido a la cantidad de los conceptos estadisticos que
subyacen en su construccién y que por ende necesitan ser integrados de manera adecuada. Las
investigaciones realizadas hasta el momento, y que hemos podido identificar, no hacen referencia a las
posibles causas de esas malas concepciones, carencia que motivd esta investigacion que pretende
conocer la forma como las personas se forman concepciones equivocadas de los intervalos de confianza.
Nuestra investigacion se centra en la construccion de un intervalo de confianza para la media poblacional
con desviacién estandar conocida.La expresidn algebraica que da lugar a la construccion de un intervalo
de confianza es la que sigue:

- o
X+Zi a) —
. /2 \n

Donde X es la media muestral, Zl_a/zes el percentil de la normal estdndar asociado al nivel de confianza

o . . , . .
1- “/Zyﬁ es la desviacion estandar asociada a la media muestral.

A continuacién presentamos de manera breve los antecedentes de investigacion alrededor de los
intervalos de confianza, el marco tedrico que estamos utilizando para el disefio y analisis de los
instrumentos a aplicar y los principales resultados obtenidos hasta el momento, relacionados con el
efecto del tamano muestral y el nivel de confianza en la precision de la estimacién.

B Antecedentes

Behar (2001) establecié que estudiantes y expertos, presentan las siguientes concepciones en la

interpretacion de intervalos de confianza:

* Estudiantes y expertos asocian el nivel de confianza con el porcentaje de datos poblacionales que
estan contenidos en el intervalo de confianza. Es decir, un intervalo con un nivel de confianza del
95% contiene el 95% de los valores posibles de la poblacién en estudio.

* Los estudiantes hacen una interpretaciéon bayesiana del intervalo de confianza al suponer que el
coeficiente de confianza es la probabilidad a posteriori de obtener el parametro dentro del intervalo,
una vez recogida la muestra.

* Estudiantes y expertos no asocian el nivel de confianza con una frecuencia relativa, es decir, no
comprenden que el nivel de confianza lo que dice es que si se repite el muestreo muchas veces y se
construye un intervalo de confianza para cada muestra obtenida, se espera que un porcentaje igual al
nivel de confianza de dichos intervalos contengan el parametro que se desea estimar, y por lo tanto
existan algunos intervalos que no lo contengan.

* Los estudiantes asumen que altos niveles de confianza, manteniendo los demas datos constantes,
conllevan a intervalos mas estrechos.

* Estudiantes y expertos asumen que el ancho del intervalo es directamente proporcional al tamafo de
la muestra, es decir, un incremento en el tamafio de la muestra conduce a que el ancho del intervalo
aumente.

* Estudiantes y expertos consideran erréneamente que un intervalo de confianza contiene los valores
de la media muestral y no los posibles valores del pardmetro que se esta estimando.
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Los resultados de Behar (2001) fueron corroborados posteriormente por otros investigadores (Cumming,
Williams y Fidler 2004; Olivo 2008; Yariez y Behar 2009; Kalinowski 2010; Salcedo, Lira, Gonzalez y Yanez
2011).

Yaniez y Behar (2009) realizaron un estudio con el propédsito de explicar las razones que podrian
respaldar las malas concepciones asociadas al nivel de confianza. Estos autores conjeturan que las malas
concepciones alrededor del nivel de confianza asociado a los intervalos de confianza podrian explicarsea
partir de los diferentes significados que asume el concepto de probabilidad en los intervalos generados a
partir de la expresion:

P()?—Za/zo-/\/z<u<)_(+2a/za/\/z>=1—0(,(1)

que es equivalente a

P(ﬂ—Za/Za/\/H<)_(<M+Za/26/\/H>=1—6((2)

En la expresidn (1) se obtiene un intervalo centrado en pcon extremos aleatorios en tanto que en la
expresion (2) se tiene un intervalo centrado en X con extremos fijos. El primer intervalo es el intervalo
de confianza y el segundo es el intervalo de variacién propio de la variable aleatoria X y refleja
informacidn cuando se conocen los pardmetros poblacionales u y . Esta equivalencia algebraica podria
explicar, al menos, la creencia de que el intervalo contiene los valores de la media muestral y no los de
parametro que se esta estimando.

Con base en los resultados reportados hasta el momento y en la teoria APOE se esta realizando un
estudio con el cual se pretende describir los razonamientos que hacen los profesores de matematicas en
formacion, para dar respuesta a diferentes situaciones que involucren los IC, en términos de las
estructuras y mecanismos mentales que un individuo desarrolla cuando aprende un concepto
estadistico. Ademas, se busca plantear de manera hipotética un camino viable para la construccion
exitosa de intervalos de confianza, que se espera sea usado como herramienta pedagdgica y sirva para
soportar futuros estudios.

B Marco teorico: Teoria APOE

La Teoria APOE (Acrénimo de Accidon, Proceso, Objeto y Esquema) se fundamenta en la perspectiva
tedrica del constructivismo, especificamente en el concepto de abstraccién reflexiva desarrollado por
Piaget. Esta teoria da cuenta de las estructuras y mecanismos mentales que un individuo desarrolla
cuando aprende un concepto matematico. Estas estructuras (acciones, procesos, objetos y esquemas)
gue son resultado de la aplicacion de mecanismos mentales (abstracciones reflexivas) llamados
interiorizacidon, coordinacidon, encapsulacion, des-encapsulacion, tematizacién y generalizacién
(Dubinsky, 1991), estan relacionados como se muestra en la figura 1.

El proceso de construccién de un concepto matematico se inicia con la manipulacién, de manera fisica o
mental, de objetos o estructuras construidos previamente por el sujeto. Esta manipulacion recibe el
nombre de accion, que una vez interiorizada pasa a formar un proceso; una vez que este proceso es
encapsulado pasa a ser un objeto cognitivo. Un objeto se puede des-encapsular para volver al proceso
gue le dio origen y de esta manera coordinarlo con otros procesos para llegar a un Unico proceso que
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posteriormente sera encapsulado. Por lo tanto, un sujeto puede llegar a la construccidon de un proceso
de dos formas, ya sea mediante la interiorizacién de acciones o a partir de la coordinacién de dos o mas
procesos. La interaccidn de estas estructuras y mecanismos mentales dan lugar a un esquema que puede
ser utilizado para resolver un problema matematico en particular.

En general, el proceso de construcciéon de un concepto matematico requiere del desarrollo de este tipo
de concepciones (concepcidn accidén, concepcién proceso y concepcion objeto) que no siguen una
secuencia lineal. La teoria APOE cuenta con un elemento llamado descomposicidn genética que permite
describir de manera hipotética las estructuras y mecanismos mentales que se espera un individuo
desarrolle para la construccion exitosa de un concepto matematico (Arnon, Cottrill, Dubinsky, Oktac,
Roa-Fuentes, Trigueros &Weller, 2014). Esta descomposicion genética es de gran utilidad para el disefio
de uno o mas instrumentos con el objetivo de promover las construcciones y mecanismos mentales
sugeridos en el analisis tedrico.

Figura 1. Construcciones mentales que intervienen en el proceso de comprension de un concepto matematico (Asiala,
Brown, DeVries, Dubinsky, Mathews& Thomas, 1996, p. 9)

Esquema

Interiorizacion

Accion
Proceso
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Con esto en mente vamos a presentar a continuacion la metodologia de este estudio y algunos
resultados.

B Aspectos metodoldgicos

La investigacion contempla tres fases: 1. Analisis tedrico alrededor de los intervalos de confianza, en el
cual después de realizar una busqueda sistematizada sobre las investigaciones de corte didactico
alrededor de los intervalos de confianza, algunas de las cuales se mencionaron en el apartado dedicado a
los antecedentes, se realizd un analisis de los textos utilizados por los estudiantes que son parte del
estudio con la finalidad de conocer la forma como los intervalos de confianza son abordados en cada uno
de los textos. Posteriormente se disefid, validd y aplicé un cuestionario que, ademas de ratificar las
concepciones mencionadas, permita conocer las razones que las justifican. El cuestionario consté de 9
items, de los cuales 7 se plantearon a partir de los cuestionarios de algunos de los investigadores
reportados previamente; 2. Con base en la descomposicidon genética hipotética que es resultado del
analisis tedrico, se disefiaran entrevistas de corte didactico para conocer mas ampliamente, de manera
hipotética, las estructuras y mecanismos mentales que los estudiantes desarrollaron alrededor de los
intervalos de confianza; 3. planteamiento de una descomposicién genética refinada de los intervalos de
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confianza. Estas tres fases estan basadasen el paradigma de investigacién planteado por la Teoria APOE,
especificamente el primer y tercer componente.

A continuacién exponemos algunos resultados de la primera fase relacionados con la precisién de los
intervalos de confianza, para lo cual presentamos dos de los items propuestos, algunas respuestas dadas
por los estudiantes y las razones aducidas.

ftem 7. Si aumenta el tamafio muestral, aumenta la precision de la estimacidn de la media poblacional.
Las preguntas propuestas en los cuestionarios de las investigaciones citadas se plantean directamente
buscando la asociacion entre el tamafio muestral y su efecto en el tamafio del intervalo (Behar, 2001;
Olivo y Batanero, 2007; Olivo, 2008), en esta ocasion, variamos un tanto la pregunta de tal forma que en
lugar de hablar del tamafio del intervalos hablamos de la precision de la estimacion. Este cambio en el
enfoque de la pregunta se debe a que de manera hipotética suponemos que la razén para la mala
interpretacion del efecto que sobre el tamafio del intervalo tiene el tamafio muestral se basa en una
asociacién aparentemente intuitiva: “a mas datos, mayor precision de la estimacidén y por tanto mas
grande el intervalo” es decir, la precision interpretada en términos de confianza de obtener el valor del
parametro en el intervalo construido, es como si el nivel de confianza dependiera, a su vez, del tamafio
muestral, lo que conduce a aumentar el tamafio del intervalo.

A pesar de que la mayoria (12 de 15) asumieron como verdadera la afirmacién del item 7, limitaron su
justificacién a la ley de los grandes numeros y al teorema central del limite, sin referencia explicita al
intervalo de confianza. En las siguientes ilustraciones se presentan las respuestas de algunos estudiantes
para responder afirmativamente al item 7.

I Figura 1: Respuesta de un estudiante al item 7.
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(Verdadero) entre mds grande sea el tamafo de la muestra, la distribucion de la muestra se parece mds a una
distribucion normal y por tanto X va a ser mds aproximada a u. Esto se tiene por el teorema central del limite.

Aunque el estudiantes omite que no solamente el teorema central del limite afirma que la distribucién

X

muestral de X se parece mas a una normal sino que su varianza disminuye y por lo tanto los valores

de X son més cercanos a [, es claro que su intuicién es valida y refleja una buena concepcién intuitiva

de precision.
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I Figura 2: Respuesta del estudiante al item 7
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Entre mds grande es la muestra se mejora la estimacion y la probabilidad mejora (Ley de los grandes
numeros)

A pesar de la confusion entre estimacién y probabilidad, este estudiante adopta el enfoque frecuencial
de la probabilidad para argumentar que el aumento del tamano muestral produce una mejor estimacion.
Aunque no son procesos equivalentes, guarda en su intuicién la idea de que al aumentar el tamafio
muestral las estimaciones son mejores.

Las respuestas ilustradas evidencian que los estudiantes han logrado construir una asociacion entre
resultados importantes como el teorema central del limite y la ley de los grandes nimeros y la precision
de una estimacion. La carencia que ambos reflejan es su imposibilidad de obtener una expresién
algebraica que les permita llegar a una conclusion mas sdlida. El estudiante que menciona el teorema
central del limite no logré establecer un vinculo sélido entre este resultado y los intervalos de confianza,
es decir, si bien tiene claro que la justificacion es este teorema no sabe cémo expresarlo
algebraicamente. En el caso del estudiante que menciona la ley de los grandes niumeros el vinculo es mas
dificil de crear, se trata apenas de una idea de acercamiento todavia lejana del acercamiento propio de la
construccion de los intervalos de confianza que se relaciona con la distribucién muestral dex.

ftem 8. Si aumenta el nivel de confianza, aumenta la precisién de la estimacién de la media poblacional.
F_VvV_

Esta pregunta tiene la misma forma de la anterior pero ahora con el nivel de confianza. Este cambio en el
enfoque clasico que han asumido todas las investigaciones mencionadas, responde a una hipdtesis de los
autores que suponen que la razén para la mala interpretacion del efecto que sobre el tamafio del
intervalo tiene el nivel de confianza se basa en una asociacidon aparentemente intuitiva: “mas confianza
mayor precision” es como si se asumiera la confianza en términos de la calidad de la estimacion en si
misma y no asociada a un intervalo mayor.

11 de los 15 estudiantes responden positivamente: a mayor nivel de confianza, mayor precisién. En la

Figura 1 se presenta las razones aducidas por un estudiante para responder afirmativamente esta
afirmacion.
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I Figura 3: Respuesta de un estudiante al item 8.
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Lo que me indica el porcentaje es la probabilidad de que la media poblacional se encuentre en este
intervalo, luego si aumenta, la precision aumenta mds no la exactitud.

Con esta respuesta el estudiante, ademas de asumir el nivel de confianza como una probabilidad, asume
gue al aumentar esa probabilidad aumenta la precisidn, es decir, si es mas probable de encontrar ese
valor en el intervalo construido es, entonces, mas preciso el intervalo.

B Conclusiones

Con base en lo expuesto anteriormente y en las respuestas de los demas estudiantes consideramos que

la mayoria de ellos tienen una concepcion accion de los intervalos de confianza para la media
. .r 7 ag .

poblacional, ya que dependen de la expresiénX + Za/2 7 en caso de que la recuerden, para construir el

intervalo de confianza, de manera mecanica, sin reflexionar sobre los efectos de los conceptos
estadisticos que intervienen de manera directa en la construccion del mismo como lo son el nivel de
confianza, el tamafio muestral y la desviacion estdndar poblacional.En algunos casos esta concepcion
accién parecieraestar un poco mas evolucionada, sin embargo, de acuerdo a las respuestas ofrecidas por
los profesores de matematicas en formacion que participan en el estudio, no se observa evidencia de
una concepcion proceso de intervalo de confianza, hecho que se espera corroborar con la entrevista
didactica.
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