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RESUMEN

La Historia de las Matematicas y la ensefianza de las matematicas, revelan una fuerte
relacion cuando se reconoce que la historia ayuda a entender a las matematicas como una actividad
que forma parte del contexto social y cultural, de manera cambiante de acuerdo a necesidades del
momento. Por tal razon, no se pretende recrear la historia en detalle, sino resaltar algunos
momentos importantes en la construccion del concepto de razones trigonométricas; por medio de
una actividad en el aula, la cual logre fortalecer el aprendizaje de las razones trigonométricas seno
y coseno, mediante distintas actividades que le permitan al docente identificar probleméaticas como
del por qué los alumnos tienen dificultades en resolver tareas que involucren a las razones
trigonométricas, y a su vez, como el docente pueda desarrollar herramientas que ayuden a

mitigar las diferentes probleméticas encontradas.

Palabras claves

Razones trigonométricas, actividad en el aula, Historia de las Matematicas, Educacion

Matematica.
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INTRODUCCION

El presente trabajo se encuentra inscrito en la linea de investigacion Didactica de las
Matematicas y la linea Historia de las Matematicas del programa Licenciatura en
Matematicas y Fisica de la Universidad del Valle. EI cual muestra una propuesta didactica
como estrategia pedagdgica, donde se plantea una problematica en torno a las razones

trigonométricas seno y coseno y la manera que esta se presenta en la ensefianza tradicional.

Para el desarrollo de esta investigacion se tiene en cuenta antecedes locales, nacionales
e internacionales alrededor del desarrollo historico de las razones trigonométricas; con el
objetivo de fortalecer el vinculo entre las razones trigonométricas y algunos elementos de la
historia de la misma, por medio de la implementacién de actividades y una actividad en el aula
a estudiantes de décimo grado que les permitan representar, explicar, razonar y refutar los

sucesos Y hallazgos en el desarrollo de dichas actividades.

Por consiguiente, se proponen tres capitulos comenzando desde el capitulo cero el cual
corresponde a las generalidades del trabajo, como lo es el planteamiento del problema, la
justificacion los objetivos y los antecedentes. Donde hace referencia a los problemas que
presentan los métodos tradicionales de ensefianza para el concepto de razén y la
desarticulacion entre los conceptos matematicos y su historia; posterior a ello se manifiesta la

importancia de variar esos métodos por medio de nuevas herramientas didacticas.
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Al primer capitulo, se le atribuye el desarrollo historico del concepto de razon, en el
cual se hace un recorrido a las civilizaciones més influyentes en la construccion de este

concepto y finaliza con el significado de razon para la sociedad actual.

En el segundo capitulo se aluden algunos referentes tedricos donde se identifican varias
dimensiones las cuales permiten fundamentar el trabajo: La dimension didactica, la dimensién
curricular y la presentacion de la institucion. Donde la primera dimension corresponde a las
teorias de investigacion expuestas por Montiel 2005 y 2013 en su tesis doctoral y en sus
articulos de investigacion respectivamente. Le sigue la dimension curricular con el fin de
refutar las actividades y analizar los desempefios de los estudiantes por medio de los
Lineamientos curriculares, los Estandares Basicos de Competencias y los Derechos Basicos de
Aprendizaje. Por ultimo, se expone la presentacion de la institucion educativa en donde se

realizo el proyecto.

El tercer capitulo corresponde al disefio, la realizacion y el anélisis de la experiencia,
donde se tienen presente el concepto matematico, los elementos historicos, curriculares que

subyacen en cada actividad y por ultimo las respectivas conclusiones.
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CAPITULO 0: GENERALIDADES DE LA PROBLEMATICA DE

INVESTIGACION

En este capitulo se expone lo correspondiente a la problematica que rodea el objeto de
investigacion y las pertinentes justificaciones las cuales centran su atencion en la importancia

de este trabajo de investigacion seguido por los objetivos y finalizando con los antecedentes.

0.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA.

Las razones trigonométricas han sido estudiadas por varios autores como Montiel
(2005), Rueda (2012), Bravo, Gonzales y Paz (2014) entre otros, pero aun asi se podria
observar que alrededor de este concepto se presentan muchas problematicas puesto que no han
recibido la suficiente atencion, al indicar que gran parte de la literatura en trigonometria se ha

enfocado a las funciones trigonomeétricas.

Una de estas problematicas en el estudio de las razones trigonométricas se refleja
cuando se aplican patrones de ensefianza que necesitan de un proceso memoristico, rutinario y
mecanico, sin ningun sentido ni utilidad; de esta manera, algunos los estudiantes no adquieren
las habilidades necesarias; por consiguiente, se ven afectados los objetivos de aprendizaje

deseados en estos objetos matematicos, sobre esto San Martin manifiesta que:
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No proporciona el conjunto adecuado de conocimientos, habilidades,
capacidades y destrezas, actitudes y valores necesarios para el desenvolvimiento de los
educandos y para que estén en condiciones de contribuir, efectivamente, a su propio

progreso social y al desarrollo del pais. (2003, p.3)

En el aprendizaje de las razones trigonomeétricas en los estudiantes presentan
dificultades cuando no se contextualizan las tematicas tratadas dentro del aula de clase, dejando
a estas practicas como trabajo que solo se puede observar en la escuela y no en el diario vivir,
ya que observan representaciones de conceptos inmaviles que no tienen relacion con el medio
que los rodea, llevando a los estudiantes a no comprender los objetos matematicos planteados
por el docente, dado que existe muy poca investigacion en algunos casos por parte de los
maestros a la hora de trabajar este tipo de temas observando carencia en cuanto a propuestas
novedosas. Para complementar esta idea el Ministerio nacional de educacion ahora en adelante

MEN afirma:

El contexto del aprendizaje de las matematicas es el lugar no sélo fisico, sino
ante todo sociocultural; donde se construye sentido y significado para las actividades
con los respectivos contenidos y conceptos matematicos. Por lo tanto, se establecen
conexiones con la vida cotidiana de los estudiantes y sus familias, con las demas
actividades de la institucion educativa y, en particular, con las demas ciencias y con

otros &mbitos de las matematicas mismas. (2006, p. 70)

En la Educacion Matematica actual existen diversos recursos y /o herramientas

didacticas las cuales favorecen a los estudiantes para la compresion de los conceptos
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matematicos, entre ellos se encuentran a las experiencias de aula, las cuales se caracterizan por
contener una serie ordenada de actividades relacionadas entre si, alrededor de un proposito
comun para la construccion de un concepto especifico en este caso matematico. Autores como
Garcia, Pimiento, y Tobdn aseguran en su libro Secuencias didacticas: Aprendizaje y

evaluacion de competencias que:

Las secuencias didacticas son, sencillamente, conjuntos articulados de
actividades de aprendizaje y evaluacion que, con la mediacién de un docente, buscan el
logro de determinadas metas educativas, considerando una serie de recursos. En la
practica, esto implica mejoras sustanciales de los procesos de formacion de los
estudiantes, ya que la educacién se vuelve menos fragmentada y se enfoca en metas.

(2010, p. 20)

En este sentido, se presenta un problema alrededor de algunas experiencias de aula las
cuales desarrollan elementos histéricos y matematicos de la trigonometria; dos de estos
trabajos son los realizados por Bravo, et al (2014) y Mateus (2013), donde estos realizan una
serie de actividades, que muestran articulacion entre la Historia y las Matematicas, pero cada
concepto se ve desarrollado por separado; a causa de esto, la Historia solo se ve trabajada por
el estudiante en la busqueda de biografias de los personajes mas representativos de la historia

de las razones trigonométricas.

En este sentido, se puede inferir que el problema de estas secuencias es la forma
fragmentada como se exponen las Matematicas y su Historia en el desarrollo de sus

actividades, puesto que el conocimiento se adquiere a través de la memoria y la repeticién, que

15



podria no favorecer una experiencia significativa; en general el docente propone la guia de
trabajo y el estudiante mecaniza una serie de pasos para llegar a la solucion de las actividades
propuestas. Lo que lleva al lector a pensar, que estas actividades fueron realizadas bajo una
ensefianza tradicional en donde el docente expone de manera progresiva sus conocimientos y

ademas se basa en la ensefianza y no en el aprendizaje.

Otro problema que se le atribuye a los recursos que se utilizan en el aula de clase, es
cuando el maestro solo tiene como referencia el libro de texto y no se percata que los
conceptos trabajados tienen un desarrollo histérico, que no es obligatorio que el estudiante
deba aprender, pero, si le puede servir al profesor como soporte para el desarrollo de sus
competencias, debido a que se dejan de lado apartados de gran importancia que se pueden dar a
conocer y de esta manera llevar al estudiante a la reflexion sobre los conocimientos adquiridos.
En relacion con lo anterior, el libro de texto debe ser una herramienta de apoyo, pero en su

utilizacion aparecen peligros como lo mencionan Arbel&ez, Arce, Guacaneme y Sanchez:

La esclavitud al texto es bien conocida en las aulas escolares desde el
sefialamiento de lecciones de memoria con marcas de lo que “toca” y de lo que “no
toca”, hasta el dictado y copiado en los cuadernos de frases y parrafos tomados al pie de

la letra del texto respectivo. (1999, p. 11)

Algunos maestros se apoyan con frecuencia en los libros de texto, ésta herramienta
también hace parte del problema; puesto que existen libros que presentan errores en
definiciones, ejemplos, causando dificultad al estudiante, ya que el alumno al realizar una

consulta en ellos podria recibir una informacion que no es adecuada, entonces se hace
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importante la interaccion del maestro con los estudiantes para corregir ciertas situaciones de

esta manera Arbelaez et al. Sostienen:

La utilizacion del texto por parte del alumno tiene también sus peligros, que sin
una terapia preventiva por parte del maestro son casi insalvables. La credulidad a lo que
dice el texto; el aprendizaje de memoria; la falta de confrontacion y extension de lo que
dice el texto con otros textos, con enciclopedias, con libros y personas eruditas; la
limitacion a las preguntas y ejercicios del libro que van a salir en el examen, hacen que
el uso del texto escolar cierre la mente del alumno y fundamentan la desconfianza y la

critica a los textos de que hablamos inicialmente. (1999, p. 11)

De esta manera, la ensefianza tradicional generan dificultades en el aprendizaje por
parte de los estudiantes, un caso particular son las razones trigonométricas, que al ensefiarse
como cociente entre dos magnitudes, apoyandose asi, en la construccion en un triangulo
rectangulo; dejan de lado teorias y teoremas que han surgido a través de la historia entre los
cuales se tienen al Teorema de Pitagoras y Teorema de Tales, que se pueden dar a conocer por
parte del docente de lo anterior Anacona (2003) “menciona que la Historia de las Matematicas
ofrece la posibilidad de mostrar los lazos que existen entre las matematicas como construccion
historica y otras producciones culturales de la humanidad”(p.43). Asi mismo Montiel establece

que:

“Las dificultades del estudiante al reconocer que la introduccion a la trigonometria a
través del estudio del triangulo rectangulo despoja a las razones trigonométricas de todo aquello
que le da origen, sentido y significado; es decir, hay una pérdida del proceso geométrico en la

construccion de lo trigopnométrico”. (2005, p. 27)
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Por esta razon, el problema no s6lo se manifiesta en la forma que se presentan las
razones trigonometricas en el aula de clase o las metodologias usadas por el maestro sino que
también se ve reflejado en la formacion que tienen los docentes, que los lleva a limitar su
trabajo. Por consiguiente se puede evidenciar como “los profesores de matematicas presentan
acusadas carencias formativas en psicologia, pedagogia, sociologia de la educacion,
epistemologia, historia y Didactica de las Matematicas, lo cual implica una desconexion entre

su trabajo profesional y las bases y desarrollos tedricos correspondientes” (Rico, 1998. p. 18).

En este orden de ideas, algunas de las problematicas en torno a la Educacién
Matematica, tienen relacion con las eventualidades que se presentan en la ensefianza y
aprendizaje de las razones trigonométricas, por ser estos de naturaleza abstracta. En efecto
estas eventualidades al final, involucran directamente a los sujetos encargados del proceso,
como lo son el docente, los libros de texto, el disefio de herramientas didacticas innovadoras,

entre otros; donde algunas de estas problematicas se describieron en parrafos anteriores.

En definitiva, esta serie de consideraciones permite plantear el siguiente interrogante de

investigacion:

¢Como a traves de una experiencia de aula, que involucra elementos en el desarrollo
historico del concepto de las razones trigonometricas, favorece el aprendizaje del seno y

coseno en estudiantes de décimo grado de la educacion media en Colombia?
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0.2. JUSTIFICACION

En este apartado se quieren resaltar aspectos importantes del por qué el presente trabajo
de grado brinda aportes significativos a la Educacion Matematica, por un lado uno de los
argumentos gira entorno a la necesidad de vincular la Historia de las Matematicas en el disefio
de actividades, experiencias o situaciones en pro de los procesos de ensefianza y aprendizaje de
las Matematicas. Por otro lado, se busca reconocer los aportes de los estudios en Historia de
las Matematicas sobre como se han dado los procesos de construccion de algunos conceptos,
teoremas y teorias que se presentan hoy en dia alrededor de las matematicas, que permitan a
maestros en ejercicio y en formacion a tener una idea mas amplia de los conceptos tratados y
en este sentido evitar el seguimiento absoluto de un texto escolar sin reflexiéon alguna. Y como
tercer argumento hacer hincapié en la importancia del concepto matematico razones
trigonomeétricas en el ambito escolar. A continuacion se desarrollan algunas ideas para cada

razon indicada.

Al involucrar la historia con actividades de aula, el estudiante puede ver reflejada la
importancia de los diferentes procesos de construccion por los que ha pasado un objeto
matematico, también muestra los diferentes escenarios donde se presenté la necesidad de dar
solucion a las preguntas planteadas por el ser humano y permite darle significado a los
planteamientos tedricos observados dentro del ambiente escolar De lo anterior Anacona

menciona:

Esta clase de estudios ofrece significativos aportes a la Educacion Matematica,
pues tener un conocimiento sobre los diversos aspectos y conceptos que han incidido en

la construccion de una teoria, permite formarse una idea mas completa del discurso
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matematico en la que aparecen otros elementos constitutivos de las matematicas y su
actividad, los cuales generalmente se ocultan bajo una presentacién acabada y

netamente formal. (2003, p. 33).

Igualmente en la traduccion del texto “History in mathematics education the ICMI
study” (Fauvel y Maanen, 2000). Se encuentran enfoques sobre cdmo la historia complementa
la Educacion Matematica, uno de estos es: Como puede estar integrada la historia de las
matematicas en la educacién matematica. La matematica es a menudo como un conjunto de
axiomas y pruebas organizadas y presentadas como una estructura deductiva formal, esto
supone, al menos implicitamente, que la claridad l6gica de una presentacion de este tipo puede
ser suficiente para la comprension de las matematicas. Existen algunas razones para integrar la
historia en la Educacion Matematica segun el texto, entre ellos se encuentran tres

complementos que se caracteriza por:

1. Aprendiendo historia, provisionar una informacion historica directa.

2. Aprendiendo temas de matemaéticas a través del aprendizaje y ensefianza
inspirado por la historia.

3. Desarrollando una conciencia méas profunda en ambos, matematicas y en el

contexto social y cultural en el que se ha desarrollado las matematicas.

Se reconoce que los estudios sobre como la Historia de las Matematicas complementan
la Educacion Matematica a nivel nacional como internacional son pocos; pero esta propuesta
metodoldgica que busca mediante una experiencia de aula integrar las razones trigonométricas
y algunos elementos de su historia, para la construccion de dicho objeto matematico, por medio
de actividades en las cuales el docente se presente como orientador y que le puedan permitir al

estudiante enriquecer el proceso de aprendizaje y comprender que las matematicas y la Historia
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de la misma no se encuentran por separado, sino que se puedan articular para fortalecer los
conceptos tratados en un aula de clase. Es importante admitir el papel que juega la historia,
para el conocimiento matematico y la construccioén de conceptos “desde esta perspectiva, la
historia se puede emplear para propiciar un acercamiento distinto al conocimiento matematico.
Se pueden convertir los datos de un estudio histérico en actividades de naturaleza ludica”

(Anacona, 2003. p. 42).

Cabe sefalar, que la implementacion de una experiencia de aula, la cual involucre el
desarrollo historico de un concepto matematico, podria ser un instrumento de trabajo adecuado,
gracias a que puede llegar a enriquecer la labor de los docentes quienes estan limitados en
ocasiones al texto, puesto que “una manera de ver la intervencion directa de la Historia en la
ensefianza de las matemaéticas es a través de la elaboracion de actividades didacticas de caracter
historico” (Anacona, 2003. p.38-39). Y esta no solo aplica para los docentes sino que influye
directamente a los estudiantes que se benefician con las distintas metodologias que puedan

utilizar cuando se aplican actividades did&cticas en el aula de clase.

Ahora, para el docente podria resultar relevante la Historia de las Matematicas en la
escogencia de las actividades, porque es en ella donde se pudiesen evidenciar conceptos
matematicos importantes que han servido para el desarrollo de las diferentes teorias, que sirvan

de guia en el aula y se logre fortalecer los procesos de ensefianza y aprendizaje.

En torno a lo presentado, la Historia de las Matematicas brindan la posibilidad de

encontrar una serie de problematicas que pueden ser tratadas por el docente; ya que segun

Anacona:
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La Historia de las Matematicas ofrece un rico manantial de problemas que pueden ser
objeto de un tratamiento lGdico. Distintos momentos y grandes problemas teéricos, que
ocuparon un lugar de importancia en la historia, se pueden convertir en actividades de
matematicas recreativas, en las que el juego y todos sus componentes pedagdgicos

ocupen un lugar central. (2003, p. 42).

Por otro lado, en los Lineamientos Curriculares “en el pensamiento variacional
presupone superar la ensefianza de contenidos matematicos fragmentados y
compartimentalizados, para ubicarse en el dominio de un campo conceptual, que involucra
conceptos y procedimientos interestructurados y vinculados que permitan analizar, organizar y
modelar matematicamente” (MEN, 1998. p. 49). Se considera que puede ser aqui, donde la
adaptacion de una experiencia de aula muestre importancia, en efecto, se aspirara que los
estudiantes logren evidenciar como se construyeron las razones trigonomeétricas a través de la
historia desarrollando una serie de actividades. Segun lo anterior, la Historia de las
Matematicas se ven reflejadas en el pensamiento variacional y este da a conocer que inician
con las tablas babildnicas y con las formulas algebraicas de origen renacentista; a partir de ello,
hace indispensable la necesidad de que los conceptos sean tratados de manera rigurosa al igual
que los procedimientos y los métodos que esta involucra y de esta forma describir las

interrelaciones entre ellos.

Por ultimo en el ambito escolar toma importancia este trabajo porque para el estudiante
el uso de las razones trigopnométricas las puede evidenciar en el diario vivir, para ser mas
exacto en la ingenieria civil se presenta en la toma de medidas, en el disefio de puentes,
edificios, etc. En la astronomia al medir distancias de estrellas cercanas, en la navegacion

desde sus origenes se ha necesitado del calculo de distancias cuya medicion de forma directa
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no resulta posible en general el uso de las razones trigopnométricas se aplican en todos aquellos

casos donde se requiere medidas de precision.
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0.3.1.

0.3. OBJETIVOS

Objetivo general

Favorecer el aprendizaje de las razones trigonométricas seno y coseno por medio de una

experiencia en el aula que involucre algunos elementos del desarrollo histérico de las razones

trigonométricas, dirigido a estudiantes de grado décimo de la educacion media en Colombia.

0.3.2.

Objetivos especificos

Examinar algunos elementos historicos de las razones trigonométricas, en pro de la

adaptacion e implementacion de una experiencia de aula.

Adaptar e implementar una experiencia que involucre elementos de la historia sobre las

razones seno Yy coseno para ser llevados al aula de clase.

Identificar las fortalezas y las debilidades presentes en los estudiantes de grado decimo

al realizar actividades de tipo geomeétrico e histérico.

Reconocer a las razones trigonométricas seno y coseno por medio de la adaptacion e

implementacion .de una experiencia en el aula.
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0.4. ANTECEDENTES

El presente proyecto de grado se ha realizado teniendo en cuenta, algunos trabajos que
se han desarrollado en torno al vinculo entre los estudios historicos de las razones
trigonométricas y su incorporacién con las actividades de aula; a los cuales se les realiz6 un
respectivo estudio con la intencion de comparar y validar la relacién que tienen, con este

proyecto.

Estos antecedentes se encontraran divididos en dos partes donde unos van a caracterizar
algunos aspectos de la ensefianza y aprendizaje de las razones trigonométricas desde la
perspectiva que cada autor trabajo en su proyecto de grado y otros, daran cuenta de la
articulacion en el aula de clase de los estudios histéricos, referentes a las razones

trigonométricas.

El primero le corresponde a Bravo, M. et al. (2014) en su trabajo de grado titulado:
“Una Secuencias para el aprendizaje de las razones trigonométricas”. El objetivo general, es
“Fortalecer el aprendizaje de las funciones trigonométricas a través de secuencias didacticas en

los estudiantes de décimo grado (10°), en la Corporacion Educativa Adventista”.

En la metodologia describen la realizacion de una investigacion de tipo cualitativo para
encontrar dificultades que se le presentan a los estudiantes en conceptos de geometria, las
cuales se lograron visualizar por medio de encuestas, dialogos con estudiantes, dialogos con

docentes, y test.
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La secuencia didactica se lleva a cabo con pruebas de apertura realizadas a los
estudiantes, las cuales consistian en 10 preguntas de geometria, estas respuestas que se llevaron
a diagramas de barras para analizar la informacion considerando tres items: “sabe, no sabe y no

responde”.

Al aplicar las actividades programadas por el grupo de trabajo, concluyen que se logro
la comprension y asimilacién en la ensefianza de las razones trigonométricas, ademas que fue
enriquecedora porque permitio integrar al grupo. Los autores reconocieron que las Matematicas
para los estudiantes se presenta como una materia dificil de asimilar y que sus debilidades
radican en la desatencidn y desmotivacion, de esta manera plantean que el docente debe estar
en constante busqueda de estrategias que le permitan al estudiante la apropiacién del objeto
matematico y asi motivar al mismo explorando su capacidad mental, ayudando a fortalecer los

conceptos que traian anteriormente sobre la geometria.

El aporte para nuestro trabajo de grado es a nivel historico puesto que nos muestran los
diferentes momentos por los que pasa la construccién de las razones trigonométricas, a manera
de observacién pensamos que son muy superficiales en la elaboracién del marco histérico, pues
dejan de lado momentos importantes en el recorrido de la historia que forman parte de la

construccion de las razones trigonométricas.

El segundo le corresponde a Campo y Lasso (2014) en su trabajo de grado titulado:

“Una secuencia didactica en el paso de las razones trigonométricas a las funciones
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trigonométricas: el caso de la funcién seno”. Los autores realizaron una secuencia didactica la
cual busca favorecer el paso de las razones trigopnométricas a la funcion trigonometrica en el
caso de la funcion seno, para ello toman algunos elementos pertinentes de la microingenieria
didactica para explicar los fendmenos que ocurren en la intervencion de la secuencia. Asi
mismo, este trabajo consta de dos situaciones donde la primera es una situacion problema que
aborda el concepto de razon trigonométrica y la segunda situacion es la construccion de la

funcidn trigonométrica.

En este trabajo como objetivo general fue: “Favorecer en los estudiantes de grado
décimo el paso de la razon a funcion trigonométrica seno a través de una secuencia didactica
mediada por Geogebra” (p. 17). Posterior a ello, tienen tres objetivos especificos donde el
primero sefiala “fundamentar la problematica desde algunos aspectos tedricos como los
didacticos, curriculares y matematicos en pro del disefio de una secuencia didactica alrededor
de las razones y funciones trigonométricas”, el segundo pretende “articular los referentes
tedricos en el disefio de una secuencia didactica para favorecer en los estudiantes el
pensamiento matematico, particularmente las razones y funciones trigonométricas, en el caso
de la funcion seno” y el tercero gira alrededor de “Movilizar en estudiantes de grado décimo
algunos elementos conceptuales como la variacion, en el paso de la razén a la funcion
trigonomeétrica, para el caso de la funcion seno a traves una serie de tareas dentro de la

secuencia didactica propuesta”.

De tal forma, para cada uno de ellos, al finalizar el proyecto se obtuvo unas
conclusiones relevantes. Por consiguiente para el primer objetivo en una de sus conclusiones

llegaron a que “la tecnologia en el aula puede ser usada como un catalizador de conocimiento
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matematico gracias a las maltiples posibilidades de interaccion y exploracion que pueden
existir entre el objeto matematico y el estudiante...” (p.100). Para el segundo objetivo de
manera general concluyen resaltando la importancia de su propuesta metodologica, donde
muestran la importancia de innovar en situaciones que permitan al estudiante analizar,
reflexionar, inferir y conjeturar conceptos trigonométricos, aunque ellos, consideraron que se
hace necesario ampliar y profundizar las actividades de las situaciones presentadas y asi lograr
favorecer el paso de la razon a la funcidn trigonométrica, a fin de, que el disefio de las
situaciones permite a los estudiantes reconocer que las variables dependientes e independientes

hacen parte fundamental para la aprehension del concepto de funcion.

Y por ultimo unas de las conclusiones a la que llegaron en el objetivo final es que “las
actividades mostraron cémo pudo emerger en los estudiantes el pensamiento geométrico y
variacional por medio de las evidencias escritas por parte de ellos a lo largo de ambas

situaciones” (p.102).

La importancia de este trabajo para nosotros resalta en la dimensién matematica, puesto
que desde diferentes autores muestran como la trigonometria se puede estudiar de dos maneras
diferentes tanto del concepto de funcion en numeros reales (funcion trigonometrica) y desde
una perspectiva de funciones de angulos (razones trigonométricas) como el de razén, y aunque
ellos trabajaron sobre el paso de la razdn a la funcion nos deja observar informacion valiosa
sobre las razones trigonométricas que nos servira para la construccion de nuestro trabajo en

nuestro marco historico.
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El tercero le corresponde a Runza, G. (2013) en su trabajo titulado: “Las razones
trigonométricas en el planteamiento y resolucion de problemas”. Esta investigacion realiza un
recorrido historico de como aparecieron las razones trigonomeétricas y de que forma se han
utilizado a través del tiempo. Luego analizan aspectos importantes que puedan ayudar a
introducir el concepto de razones trigonomeétricas a un nivel didactico. Por ultimo disefian una
actividad que permitan vincular los preconceptos al tema en cuestion y al planteamiento y

resolucion de problemas en diferentes ramas de la ciencia para estudiantes de grado décimo.

En las conclusiones se expone una postura donde el docente esta en la necesidad de
examinar y complementar cada una de las actividades llevadas al aula de clase teniendo en
cuenta su entorno y que le permitan enriquecer cada vez mas su propia propuesta. Ahora que
dan por terminadas las conclusiones (Runza, 2013) deja como trabajo a futuro la siguiente
propuesta: “seguir enriqueciendo la actividad como docente y que le permitan al estudiante
sensibilizar su formacion teniendo en cuenta tres aspectos: Fundamentacion epistemoldgica e

historica, fundamentacion disciplinar y la fundamentacion pedagogica” (p. 88).

Los aspectos conceptuales son de suma importancia para nosotros pues la elaboracion
de ellos nos da unas pautas a seguir para la construccion de nuestro marco histérico en todo lo
que tiene que ver con triangulos, clasificacion de triangulos, propiedades de los triangulos,
lineas de un tridngulo, semejanza y congruencia conceptos que se conocer en estos tiempos en

la escuela y que nos serviran para dar soporte a nuestro trabajo.
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Un cuarto trabajo lo expone (Mateus, 2013) en su proyecto de grado titulado: “Una
propuesta para la ensefianza de la trigonometria y la astronomia, desde los conceptos de
razon, angulo y cuerda, basada en la construccion de las tablas de cuerdas del Almagesto de
Ptolomeo”. Es un documento cuya propuesta se fundamenta desde una perspectiva histérica-
epistemoldgica, didactica e interdisciplinar de la relacion entre la trigonometria y astronomia
que pretende potencializar los conceptos matematicos como razon, angulo y cuerda a partir de
los componentes de la historia que permitan al docente reflexionar sobre los objetos nombrados
en como nacieron y como llegaron a influir en la construccién de las tablas que aparecen en la
obra de Claudio Ptolomeo “El Almagesto” cuyo como fin es fundamentar la metodologia y las
herramientas historicas para que sirvan como recursos didacticos en el aula de clases; dentro de
las actividades planteadas para los estudiantes aparece la construccion de un nonio angular la
cual es una herramienta que les sirvid para encontrar la respuesta de que tan alto estan las
estrellas. Donde dicha medicion les deja como conclusion que: “la razon entre la base y la

altura de la estrella es la tangente del angulo” (p. 75).

De manera general, en las conclusiones de este proyecto presentan como esta fue
propuesta fue motivadora y significativa en la medida de ver la utilidad de la trigonometria
para la astronomia y descubrir conceptos de la trigonometria a partir de actividades

entretenidas en el aula.

El componente histérico que este trabajo muestra es vital puesto que se puede notar que
se presentan las diferentes etapas de la construccion de los conceptos utilizados en la
trigonometria siempre enfocandose en la astronomia que es donde se ve dirigido su trabajo. En
el componente conceptual y disciplinar nos da una idea de los conceptos conocidos hoy en la
escuela, pero la parte mas importante es cuando muestran las actividades, pues en ellas se ve

como guian a los estudiantes en los diferentes momentos de la historia y nos deja una
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ensefianza de lo que se puede hacer cuando se recopila la historia para la realizacion de

actividades en el aula de clase.

Un quinto trabajo le corresponde a (Montalvo, 2012) en su proyecto de grado titulado:
“Historia de la trigonometria y su ensefianza”. Este trabajo presenta la importancia en
ensefianza de la trigonometria a traves de la historia que ha sido olvidada en los textos
escolares, para llegar a esto se basan en libros como “Trigonometria Plana”, por Nathan O.
Niles (1988). Y principalmente en el libro “Trigometry Delights” por Ely Maor. (1998) Para
lograr la conexidn de la historia y la trigopnometria tienen en cuenta a John Fauvel (1991). El
cual hace mencion a algunas razones para usar la historia en la ensefianza de las matematicas
entre las que se encuentran: Ayuda a incrementar la motivacion para el aprendizaje ademas de

esto cambia la percepcion de los alumnos de las matematicas.

Para realizacion de este proyecto el autor tomo la decision de dividirlo en 14 capitulos
en donde tratan recopilacion de la historia de la trigonometria, demostraciones de algunas
sucesiones trigopnométricas y por ultimo dan una sugerencia de algunas actividades para llevar
al aula entre lo que se destaca el trabajo al aire libre y ejercicios de la vida cotidiana en donde
se puede ver reflejada la utilizacidn de la trigonometria. A modo de conclusion dejan como
observacidn para el docente que el trabajo realizado en el aula no solo puede ser orientado
desde el libro de texto sino que se puede disefiar actividades que enriquezcan el proceso del

estudiante en cuanto a la ensefianza de las razones trigonométricas.

Las actividades propuestas son de suma importancia para la elaboracién de las nuestras
en particular la del astrolabio pues en se observa como los estudiantes aprenden a manejar una
herramienta que no es comun en las clases de trigonometria y que a partir de estas y ayudado

de los conceptos ya planteados en una clase pueden calcular distancias o medir diferentes
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alturas, dando un aporte a que no solo los maestros se pueden guiar del libro de texto sino que

se pueden tener actividades donde se evidencien los conceptos vistos en clase.
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CAPITULO I: ASPECTOS HISTORICOS DE LA TRIGONOMETRIA.

Desde principio de siglos el hombre ha sentido la necesidad de mejorar y entender su
entorno por medio de diversas construcciones las cuales han facilitado su diario vivir, al ser
estas las creadoras de grandes piramides o de ingeniosos sistemas de medidas; es posible
inferir que cada una de las civilizaciones existentes, han dejado legados los cuales han
ampliado riquezas culturales, econémicas, espirituales e intelectuales con el fin de crear
nociones que sirvan como un medio para entender nuestro entorno. Por tal razon, en este
capitulo se relataran algunos aspectos histdricos entorno a los desarrollos matematicos mas
importantes desde la antigliedad hasta las primeras décadas del siglo XVI1II y finaliza con las

descripciones actuales del concepto matematico a tratar.

1.1 ASPECTOS HISTORICOS.

En esta seccion se presenta en forma cronoldgica las diferentes civilizaciones que
contribuyeron al desarrollo de la trigonometria comenzando con la civilizacion babildnica,
seguido por la egipcia, la griega, ademas de ello algunos aportes de la cultura arabe e hindd
hasta llegar al renacimiento y culminar con aspectos geométricos y trigonométricos como se

conocen actualmente.

1.1.1 Lacivilizacién babil6nica.

La civilizacion babilonica la cual engloba un conjunto de pueblos que vivieron en

Mesopotamia en un periodo hacia el 5000 a.C. y termina en los primeros tiempos del
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cristianismo, en Mesopotamia, las primeras formas de escritura aparecen hacia el tercer milenio

a. C. y se caracteriza por la utilizacion de simbolos estilizados para representar las cosas, esta

simbologia fue utilizada en las tablillas y se conoce como el acadio, que es un tipo de lenguaje

y escritura antigua.

Para los babil6nicos la aritmética alcanzd su mas alto grado de desarrollo durante el

periodo acadio los nimeros naturales se escribian de la siguiente manera, tal como se muestra

en la figural.

Figura 1. Representacion de los numeros babilénicos.

F 1
fr 2

{10

{r 11
{7 12
{m 13
W u
W 15
{7 15
{&§F 17
& s
iR 19
H{ 20

HY 2
«r 22
Hm
4T 2
{5 =
4
«F 27
«F =
«F
#

#r 2
H«r 32
M 33
H 34
HW 35
4T 36
HF 7
57 30
W 30
® 10

Fuente:http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/%7Ehistory/HistTopics/Babylonian numerals.html

Al observar la tabla se podria decir que este tipo de representacion genera problemas

puesto que no se observa el cero, ademas para la representacion de un nimero mucho mayor la
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simbologia se tendria que repetir, es decir que un simbolo podria ser utilizada para dos
numeros diferentes, haciendo que no sea una buena manera de representar dichas cantidades,

para ampliar esta idea Kline afirma:

Al principio los babildnicos no tenian ningun simbolo para representar la ausencia de

unidades de orden o posicion cualquiera y por lo tanto sus numerales podian resultar

¥«

ambiguos asi por ejemplo, podia significar 80 0 3620. A menudo se utiliz6 un
espacio vacio mas extenso que lo normal para indicar la ausencia de unidades de una
posicion dada pero evidentemente esto podia ser mal interpretado y resultar confuso

(1972, p. 22).

Por otra parte, se observa que manejan un sistema sexagesimal o de base 60 que han
sido de gran importancia en la humanidad como por ejemplo para medir el tiempo o también
para el trabajo con angulos, para ampliar con un ejemplo Collette (1985) afirma, que en este el
sistema sexagesimal establecido por los babildnicos el nUmero 7424 en base 60 se representa
de la siguiente manera:

742460) = 2,3,44 02 - 60? + 3 - 60" + 44 - 60°

Es decir, como muestra en la siguiente figura:

Figura 2. Representacion numérica en base 60.

Fuente: Collette, J. (1990). Historia de las matematicas. Espafia.: Siglo XXI editores.
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Es importante tener en cuenta que los babildnicos utilizaron el principio de notacion

posicional para representar las fracciones, como asegura Kline (1972): esto constituye sin duda
el aspecto mas notable y Gtil de su invencion. Asi, por ejemplo, « entendido como fraccion,

, 20 -4 , 21 . 20 1
representaria =, y ¥ como fraccion, podria representar ~obien=+—.

Por otra parte, una de las fuentes mas trascendentales que brinda informacion sobre la
civilizacion babildnica, tanto de la antigua como de la mas reciente la constituyen los textos
grabados en tablillas de arcilla. Collette (1985) afirma: que en 1945 los sefiores O. Neugebauer
y A. J. Sachs publicaron en el libro Mathematical cuneiform texts el contenido de unas de las
tablillas en arcilla descubierta, la cual recibe el nombre de tablilla de Plimpton 322 del catalogo
de la coleccién Plimpton de la Universidad de Columbia. Originalmente la tabilla esta escrita
en la vieja escritura cuneiforme que data del periodo el 1900- 1600 a.C., la cual consta de tres
columnas completas y una parte de la cuarta columna. A continuacion en la Figura 3 se ilustra

la tablilla original y en la Tabla 1 la reproduccion publicada por Neugebauer y Sachs de las

cuatro columnas de la tablilla.

Figura 3. Tablilla Plimpton 322.

S
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Fuente: https://es.wikipedia.org/wiki/Plimpton_322
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realizada de la tablilla.

Fuente: Adaptada de Collette, J. (1985). Historia de las matematicas. Espafia.: Siglo XXI editores (p.

31)

A continuacion en la siguiente tabla se muestra la reproduccion e interpretacion

Plimpton 322.
v i I I
[1,59,0]15 1,59 2,49 1
[1,56,56]58,14,50,6,15 56,7 3,12,1 2
[1,55,7]41,15,33,45 1,16,41 1,50,49 3
[1,]5[3,1]0,29,32,52,16 3,31,49 591 4
[1,]148,54,1,40 1,5 1,37 5
[1,]147,6,41,40 5,19 8,1 6
[1,]43,11,56,28,26,40 38,11 59,1 7
[1,]41,33,59,3,45 13,19 20,49 8
[1,]38,33,36,36 9,1 12,49 9
1,35,10,2,28,27,24,26,40 1,22,41 2,16,1 10
1,33,45 45 1,15 11
1,29,21,54,2,15 27,59 48,49 12
[1,]27,0,3,45 7,12,1 4,49 13
1,25,48,51,35,6,40 29,31 53,49 14
[1,]23,13,46,40 56 53 15

Tabla 1.Reproduccidn publicada por Neugebauer y Sachs de las cuatro columnas de la Tablilla
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Los nameros entre corchetes, asi como los ceros fueron afiadidos por Neugebauer et al,
donde se necesitaban en la columna IV. La primera columna enumera las filas. “Las columnas
I1'y Il no parecen tener ninguna relacion entre si, pero un analisis mas detallado muestra que
corresponden a la hipotenusa y a un cateto del triangulo rectangulo” (Collette, 1985. p. 31).
Para ser mas claro en el siguiente ejemplo se puede evidenciar cual era el proceso para hallar

estos valores:

Los datos ¢ y b se pueden interpretar como el valor de la hipotenusa y uno de sus

catetos respectivamente de un triangulo rectangulo ABC. Mateus afirma que:

Al tomar la fila 10, muestra que b =45y ¢ = 1,15 que se pueden interpretar bajo los

siguientes procedimientos en términos del sistema sexagesimal:

Para b = 45 se tiene 45 - 60° = 45 entonces b = 45, parac = 1,15 se tiene (1 - 601) +

(15 - 60%) = 75, entonces ¢ = 75, luego realizando una relacion con el teorema de

Pitagoras el otro cateto a se puede expresar como a =+v752 — 452 = 60 (2013, p.9)

Teniendo en cuenta lo anterior se puede crear una nueva columna V con los valores

calculados de a de la siguiente forma:

Tabla 2. Tablilla con ternas pitagoricas.

\Y i I I
a b C

120 119 169 1
3 456 3367 4 825 2
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4 800 4601 6 649 3

13 500 12 709 18 541 4
72 65 97 5
360 319 481 6
2 700 2291 3541 7
960 799 1249 8
600 481 769 9
6 480 4961 8161 10
60 45 75 11
2400 1679 2929 12
240 161 289 13
2700 1771 3229 14
90 56 106 15

Fuente: Adaptada de Collette, J. (1990). Historia de las matematicas. Espafia.: Siglo XXI editores (p.

32)

2
Neugebauer (1945) et al afirma: que si se forma el cociente C—Z (cosecante) se puede
a

obtener los numeros de la columna IV. Asi se puede observar que la tablilla corresponde a una

2
lista de valores de % , by c para ternas pitagdricas. A manera de conclusion se tiene que los

valores de a fueron compilados en una parte que falta de la tablilla. Collette afirma:

. . b . , . . 119
Si ahora se toma el cociente -, se obtiene la linea 1 de la tablilla, el cociente o

, 1,59 . . .
0>, lo que equivale a 0,59,30 o casi al valor 1. Con esto se puede afirmar que el

primer triangulo rectangulo estd muy cerca de ser un semicuadrado. De manera similar
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se observa en la fila quince, los &ngulos del triangulo estan proximos a 30° y 60°.
Ademas el decrecimiento regular de los nimeros de la columna IV nos sugiere que las
dimensiones angulares de los triangulos varian regularmente entre 45° y 30°. (1985, p.

33)

En resumen, se podria decir que los babilonios llegaron a ser habiles calculadores y
consiguieron resolver un conjunto variado de ecuaciones algebraicas, también aparece el uso
de lo que se reconoce en estos dias como cosecante, claro esta sin que ellos supieran de este
nombre, por lo que podriamos decir que ya para estos tiempos se trabajaba sobre el uso de la
razon entre los catetos y la hipotenusa, pero Collette (1985) manifesto que no les dio la mas
minima preocupacion por justificar y probar las reglas utilizadas. Esta civilizacion utilizo la
resolucion de estas problematicas para la excavacion y la construccion, asi como resultados

practicos para las actividades corrientes dentro de sus necesidades diarias.

Se podria decir que los aportes fuertes o fundamentales de la civilizacion babilénica en
lo que hoy se conoce como trigonometria esta en las tablillas de Plimpton en donde se pudo
observar anteriormente las diferentes ternas pitagoéricas, es decir, manejaban ternas de catetos e
hipotenusas de triangulos rectangulos, también fue aplicada por los babilonios en los primeros
estudios de astronomia para el calculo de la posicién de cuerpos celestes y la prediccion de sus
orbitas, en los calendarios y el calculo del tiempo, y por supuesto en navegacion para mejorar

la exactitud de la posicion y de las rutas.

Los babilonios disponian de tablas donde se podrian encontrar movimientos de cuerpos
celestes en donde facilmente se podian obtener eclipses de Sol y de Luna de lo anterior Kline
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(1972) afirma: Los astronomos podrian predecir las lunas nuevas y los eclipses dentro de un
margen de pocos minutos. La astronomia babilonica se da origen a la division del circulo en
360° y no parece tener nada que ver con la base 60 utilizada por ellos, sin embargo, la base 60
si se utilizo para dividir el grado y el minuto en 60 partes Kline (1972) asegura que el

astronomo Ptolomeo (siglo 11 d.C.) siguio a los babilonios en estas practicas.

1.1.2 Lacivilizacion Egipcia.

Mesopotamia los pueblos que ejercieron dominio sobre ellos cambiaban
constantemente por la aparicioén de nuevas influencias culturales, la civilizacion egipcia se
desarrollé sin verse afectada por influencias extranjeras, esta civilizacion naci6 probablemente
de un numero de pequefias civilizaciones que se unieron llamando a esto Alto y Bajo Egipto
reinado por Menes. Esta civilizacion realizaba sus escritos en tinta negra o roja sobre papiros,

segun Kline algunos documentos importantes que han sobrevivido son dos:

i.  El papiro de Moscu (papiro de Golenisheff): Fue comprado en Egipto en 1893 y
conservado en el museo de artes de Moscu, escrito en el afio de 1850 a.C. contiene 25
problemas relacionados con la vida préactica.

ii.  El papiro de Rhind: Descubierto en 1858 por el anticuario escocés A. Henry Rhind,
ahora conservado en el British Museum y escrito por Ahmes hacia el 1650 a.C. Collette
(1985) afirma que contiene un conjunto de conocimientos egipcios, para ser exactos 85
problemas redactados en escritura hieratica (tipo de escritura de forma cursiva) en la
cual se encuentran partes de aritmética, estereometria, geometria, calculo de piramides
y conjunto de problemas practicos. Este texto segin Ahmes es una copia de un texto

mas antiguo (2000-1800). (1972, p.40).
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Estos papiros contienen soluciones de problemas con una incognita, que son
equivalentes a la solucion de ecuaciones lineales actuales. Sin embargo, los procesos seguidos
eran puramente aritméticos y no constituian, para los egipcios un tema distinto, como podia ser

resolucion de ecuaciones. Collette afirma que:

El origen de los 110 problemas contenidos en los papiros de Rhind y de Moscu
esta estrechamente relacionado con la vida cotidiana y algunos de estos conciernen a
reparto de hogazas de panes, granos o animales; otros se refieren a la fermentacion del
pany de la cerveza; otros a la comida de los animales y al almacenamiento de los

productos alimenticios (1985, p. 56)

Asi mismo, en los papiros se encuentran 26 problemas en torno a la geometria, en los
cuales aparecen situaciones de medicion para evaluar areas de figuras planas y ciertos
volimenes. Asi mismo, los egipcios parecen acostumbrados a ejercicios que trabajan la
semejanza de rectangulos, con ayuda de triangulos isésceles y trapecios isdsceles; donde

afirma Collette (1985) que también calculaban el volumen de cilindros y prismas.

Maor (citado por Mateus 2013) afirma que, especificamente para la construccion de sus
piramides, los egipcios usaron una especie de trigonometria primitiva, evidente en el desarrollo

de algunos problemas préacticos que aparecen en el papiro de Ahmes.

Es importante resaltar que esta civilizacion tenian su propio sistema de medida, ya que
utilizaban la mano para medir horizontalmente y el codo para medidas verticales; Collette
(1985) Afirma que el codo es una unidad de longitud que vale aproximadamente (20,6 po)
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tiene generalmente 7 manos (2,94 po); y cada mano tiene 4 dedos (0,75 po) (p. 59). Por
ejemplo, para determinar la inclinacion de las caras de la piramide era necesario calcular el
valor de la “Seqt”, un numero que en el lenguaje actual se puede interpretar como la cotangente

del &ngulo que forma la base de una pirdmide con una de sus caras.

El proceso para hallar el valor de la “Seqt” era netamente numérico, haciendo uso del
algebra y de la suma con fracciones unitarias, por lo que se puede deducir que los egipcios no
eran conscientes del sentido trigonométrico del problema; en otras palabras, de la existencia de
una relacién de dependencia entre las medidas de los lados de un triangulo rectangulo en
funcién de un angulo. A continuacion en la Figura 4 se muestra una piramide de base cuadrada,

la cual es un ejemplo para el calculo de la “Seqt”.

Figura 4. Pirdmide de base cuadrada en ejemplificacion del cdalculo de la “Seqt”.

Fuente: Mateus (2013) Una propuesta para la ensefianza de la trigonometria y la astronomia, desde los
conceptos de razon, angulo y cuerda, basada en la construccién de las tablas de cuerdas del Almagesto
de Ptolomeo. . Bogota, D. C. : Tesis de Maestria en ensefianza de las Ciencias Exactas y Natules.

Universidad Nacional de Colombia (p.10)
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En el papiro de Rhind los problemas 56, 57, 58, 59 y 60 se refieren al célculo de la
“Seqt” en el texto de Collette (1985) se muestra una solucion al problema 56! donde este basa

en una piramide cuya altura es de 250 codos y tiene por base 360 codos
Calcula - de 360: 180
Divide 180 por 250: 2+ 142 codos.
2 5 50
Pero un codo equivale a 7 manos.

N H 1 1 1
Entonces, multiplica 7 por > + S + =

1 7
1 3+1
2 2
1 1_|_1+ 1
5 3 15
1 N 1
50 10 25
1 1
T T 5 4+ — manos
t5%50 25

El resultado es 5 + 2—15, este valor coincide con la cotangente del angulo. La “Seqt”

resulto ser importante para los egipcios en las construcciones de piramides, tal parece que su
valor siempre debia ser constante. Afirma Collette (1985) que las “Seqt” calculadas en los
papiros de Rhind y Moscu son las cotangentes de los angulos de la pendiente de las caras de la

pirdamide donde el valor del angulo corresponde a 54° 14",

! para ampliar la solucion a este problema visitar Collette (1985, p.60)
44



Las matematicas egipcias permanecieron fieles asi mismas durante todo el periodo que
abarca la civilizacion egipcia. En todo momento, el conjunto de procedimientos utilizados por
los egipcios se concibe, en esencia de manera que respete sus dos principios operacionales; el
principio inherente a su capacidad de multiplicar y dividir por dos y su capacidad de calcular
los 2/3 de cualquier numero, entero o fraccionario. Ademas el desarrollo y el tratamiento de las

fracciones a un nivel alto permiten comprender mejor el arte del calculo aritmético.

En resumen los aportes mostrados anteriormente por los egipcios son fundamentales
para la trigonometria, en el caso de la piramide de base cuadrada al realizar los calculos de la
Seqt donde se pudo evidenciar la razdn trigopnométrica cotangente. También hay que
mencionar que los egipcios también calcularon la longitud del afio solar realizando
observaciones a la estrella de Sirio y a partir de esto llegaron a adoptar el calendario civil con

un afio de 365 dias de lo anterior Mateus afirma que:

Los egipcios adoptaron un calendario con un afio de 365 dias, dividido en 12 meses
de 30 dias cada uno, mas cinco dias extras al final, por lo que el calendario iba retrasandose
poco a poco con respecto a las estaciones, y al cabo de 1460 afios volvia a la situacion
inicial, sin embargo, no se tienen evidencias suficientes para afirmar que los egipcios

fueran consientes de este hecho (2013, p.10)

Para nuestro trabajo es de gran importancia como los egipcios muestran lo que
podriamos definir como una trigonometria rudimentaria basada en triangulos semejantes y que
de esta manera llegaron a calcular la pendiente de una superficie plana como fue la Seqt que
hoy en dia es conocida como la cotangente, y que de una manera nos muestra como el hombre
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en su continua busqueda de respuestas a sus inquietudes ha ido evolucionando en los diferentes

objetos matematicos con los que contamos hoy en dia.

1.1.3 Lacivilizacion Griega.

A los griegos en su actividad matemaética se les reconoce que la astronomia fue la
fuente principal mediante el cual surgieron las primeras ideas de los conceptos trigonométricos
un ejemplo de ello consistid en el medir la distancia entre la tierra y la luna, el radio terrestre y
su perimetro, entre otras medidas significativas, y para caracterizar ello; a continuacién se
realizara una breve identificacion de los personajes mas importantes, que contribuyeron al

desarrollo del concepto actual de trigonometria.

Primer matematico griego

Tales de Mileto (624-548 a.C.), estadista, comerciante, ingeniero, astrénomo, filésofo y
matematico, es uno de los siete sabios de la antigliedad, las civilizaciones egipcias y

babil6nicas tuvieron gran influencia sobre Mileto, una ciudad ubicada sobre las costas de Asia.

Uno de los aportes mas importantes de Tales en cuanto al concepto de razon de actual y
al concepto de angulo es el calculo de la altura de las pirdmides, comparando su sombra con la
de un gnomon (instrumento para calcular la hora a partir de la longitud de la sombra

proyectada sobre el piso), de altura conocida y con el uso de triangulos semejantes,
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conocimiento que pudo ser adquirido en sus constantes viajes a Egipto. En la siguiente Figura

se muestra el trabajo hecho por Tales para el calculo de la altura de piramides.

Figura 5. Esquema del célculo de la altura de la pirdmide conocida su sombra.

Fuente: Mateus (2013) Una propuesta para la ensefianza de la trigonometria y la astronomia, desde los
conceptos de razén, angulo y cuerda, basada en la construccién de las tablas de cuerdas del Almagesto
de Ptolomeo. Bogota, D. C: Tesis de Maestria en ensefianza de las Ciencias Exactas y Natules.

Universidad Nacional de Colombia (p.12)

Esta Figura muestra la sombra s de un gnomon de altura h proyectada por la luz del sol.
En términos modernos si s es la sombra de h y el sol estd a una altitud a en grados podemos

decir que h = s tanga y s = h cota. Maor (citado por Mateus) afirma:

Tales no estaba interesado en “descubrir” explicitamente las razones tangente y
cotangente como tal, sino en usar el gnomon como un controlador del tiempo, gracias a
la medicion de la variacion diaria de la longitud de la sombra al mediodia podria ser
utilizado para determinar las horas del dia. Esta idea proporciona el principio de

funcionamiento del reloj de Sol. (2013, p.12)
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De esta manera Tales logra calcular la distancia de un buque a la playa, las alturas de

las piramides, de lo anterior Maor (citado por Mateus) afirma:

Tales de Mileto midio la altura de la piramide de Guiza mediante la
comparacion de las sombras proyectadas en el suelo, mas la longitud desde el pie de la
altura hasta la base de la pirdmide, con la sombra proyectada por el gnomon, utilizando
las relaciones de semejanza entre triangulos rectdngulos. Mostr6 que la proporcion de la
sombra del gnomon (a) a la de la pirdmide (e) mas la distancia del pie de la altura de la
piramide hasta su base (f), era igual a la relacion entre la altura del gnomon (b) y de la
piramide (d) Figura6. (Después, estos métodos simples servirian como una herramienta
exitosa para medir las dimensiones de la tierra, y mas tarde, la distancia a las estrellas.
En la Figuraé podemos observar el calculo de la altura de la piramide a través de las

sombras proyectadas sobre el suelo. (2013, p. 12)

Figura 6. llustracion de como Tales de Mileto midid la altura de la pirdmide de Guiza mediante la

comparacion de las sombras proyectadas en el suelo.

Fuente: (Mateus, 2013) Una propuesta parala ensefianza de la trigonometria y la astronomia, desde los
conceptos de razon, angulo y cuerda, basada en la construccion de las tablas de cuerdas del Almagesto
de Ptolomeo. Bogota, D. C: Tesis deMaestria en ensefianza de las Ciencias Exactas y Natules.

Universidad Nacional de Colombia, (p. 13)
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El aporte de Tales a la trigonometria esta dado en conceptos geométricos como una
primera idea de razones, proporciones y semejanza de triangulos, que encaminaron al origen de
lo que hoy conocemos como razones trigonomeétricas que se desarrollaron en epocas

posteriores.

El padre de las matematicas griegas

Pitagoras de Samos nacio en la primera mitad del siglo V1 en la isla de Samos proxima
a una costa de Asia menor, situada muy cerca a Mileto afirma Collette (1985) tenia unos
cincuenta afios menos que Tales, y en ocasiones se admite que fue alumno suyo, asi como su

discipulo Anaximandro.

Actualmente se le atribuye a Pitagoras el famoso teorema que lleva su nombre
exactamente la demostracion 47 del libro I de Euclides cuyo enunciado es el siguiente: “En un
triangulo rectangulo, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los
otros dos lados” segtin (Collette 1985) esta relacion geométrica esta también ligada a la
formula pitagorica para encontrar dos nimeros cuadrados cuya suma sea un cuadrado (ternas

pitagdricas que eran ya conocidas por los babilonios).

La relacion entre angulo-cuerda-arco en la civilizacion griega.

Los conocimientos actuales alrededor sobre trigonometria no solo es el trabajo que han

realizado los griegos pues como afirma Collette (1985) la trigonometria se remonta a tiempos
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muy lejanos en la historia de las matematicas; en efecto los egipcios y los babilonicos

estudiaron algunos problemas que implican elementos de la trigonometria.

Para conocer algunos de los trabajos de los griegos se muestran las relaciones entre los
angulos o arcos de un circulo y la longitud de sus cuerdas que subtienden. Collette (1985)
asegura que las propiedades de las cuerdas como medida de los angulos inscritos y de los
angulos centrales en los circulos eran conocidas en la época de Hipdcrates y parece que
Eudoxo utilizé razones y medidas de &ngulos en la determinacion de las dimensiones de la

tierra y de las distancias relativas del sol y de la luna.

Aristarco de Samos (310-230 a.C.) nacido en la isla de Samos fue el primero en
afirmar, adelantandose a Copérnico en 17 siglos que la tierra y los planetas giraban alrededor
del Sol. Escribe en una pequefia obra titulada Sobre las dimensiones y las distancias del Sol y
de la Luna. El llega a la conclusion que la razon del arco a su cuerda disminuye si el angulo

decrece de 180° a 0°. Para lo que Collette afirma que:

Aristarco establece algunas razones trigonométricas”, asi lo asegura Presenta
18 proposiciones entre ellas se encuentra la siguiente “la distancia del Sol a la tierra es

maés de dieciocho veces pero menos de veinte veces, mayor que la distancia de la luna a
. . , , . . 1 1
la tierra en el lenguaje moderno él encontrd Sen 3, 0 mas bien 7 < Sen3 < v En las

proposiciones 11,12 y 13, respectivamente, se obtiene las razones siguientes:

Z<Senl<— B<cCos1<1 2 < Cos?1 < 1 (1985 p.148).
6 45 90 45
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Afirma Boyer (citado por Mateus 2013) que Aristarco observo que cuando la mitad de
la luna estaba iluminada, el &ngulo desde la tierra al centro del sol y desde la tierra al centro de
la luna es menor que un angulo recto en 1/30 de cuadrante es decir § = 90 — a, donde a
equivale a 3 grados sexagesimales. Entonces el modelo Tierra Sol y Tierra Luna se podria
representar mediante el modelo de un triangulo rectangulo, con la luna como vértice donde se
forma un angulo de 90°, es decir que Sen3 = TL/TS donde TL es la distancia de la Tierra a la

Lunay TS la distancia Tierra Sol. En la siguiente Figurase presenta, un ejemplo de lo anterior.

Figura 7. Representacion Tierra Sol y Tierra Luna mediante el modelo de un tridngulo rectangulo.

Fuente: http://licenciahistorica.blogspot.com.co/2016/04/hasta-que-altura-volo-icaro.html

A pesar de que Aristarco presenta una buena apreciacion sobre las distancias entre estos
cuerpos se dice que hubo un error en la apreciacion, pues segun Boyer (citado por Mateus
2013, p. 16) afirma que esto se debe “al error de observacion en el momento de calcular el
angulo B=87°, que en realidad deberia de medir 89°50°, por lo que el &ngulo a mediria 10°de
arco. Si se observa este error el margen es de 2°50"” y pareceria pequefio en términos de la

relacion TL/TS pero al realizar los calculos se puede observar lo siguiente:
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e Sio=3°entonces Sen3 =0,052, donde la relacion TL/TS es de 1—19

e Perosia=0°10"entonces Sen3= 0,0029, donde la relacién TL/TS es de #.

Por ende es posible interpretar que con el trabajo realizado por Aristarco surgen las
ideas basicas de trigonometria, ya que con este se empieza a ser necesario un estudio de la

relacion entre cuerdas, arcos y angulo central en una circunferencia.

Eratostenes de Cirene? (276-194 a.C.), uno de los primeros en calcular las dimensiones
de la tierra, reconocido por la precision en sus mediciones y por el alto grado de observacion.
Uno de estos registros lo realizo en su instancia en Siena una ciudad situada al sur de
Alejandria, observo que el 21 de Junio (dia més largo que la noche puesto que comienza el
solsticio de verano para los habitantes del hemisferio norte), al medio dia justo cuando el sol se
encontraba en el Zenit los objetos en general no producian sombras y solo se proyectaban
directamente en un pozo profundo lo que quiere decir que los rayos de sol caian

completamente perpendiculares al piso.

Eratdstenes observo que el mismo 21 de junio en su estancia en Alejandria como
bibliotecario que no pasa lo mismo, es decir, que al medio dia en esta ciudad los objetos si

producian sombras por lo que se podria decir que el sol no se encontraba en el Zenit.

2 Las ideas de Eratdstenes son extraidas del texto (Mateus 2013) Una propuesta para la ensefianza de la
trigonometria y la astronomia, desde los conceptos de razon, angulo y cuerda, basada en la construccion de las
tablas de cuerdas del Almagesto de Ptolomeo. . Bogota, D. C.: Tesis de Maestria en ensefianza de las Ciencias
Exactas y Naturales. Universidad Nacional de Colombia (p.17-19).
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La explicacion que dio Eratéstenes a esta diferencia solo podia ser explicada si la tierra
no era plana y asumiendo que Siena y Alejandria se encuentran en el mismo meridiano es decir
en la misma longitud geografica y que los rayos del sol caen sobre la tierra de forma paralela
entonces, una tierra con superficie curva podria explicar este fendémeno. A continuacion en la
Figura 8 se muestra la observacion registrada por Eratdstenes en Siena y Alejandria el 21 de

junio.

Figura 8. Observacion registrada por Eratostenes en Siena y Alejandria el 21 de junio.

21 de junio a mediodia

Fuente: http://epilasocialesl.blogspot.com.co/2012/10/desde-cuando-la-tierra-es-redonda.html

Dado lo anterior Eratostenes se dispuso a crear un modelo geométrico en €l extiende los
rayos de sol hasta el centro de las tierra, los cuales caen paralelamente sobre Siena al medio
dia, ya que para ese entonces se asume que la tierra es esférica y a su vez los mismos rayos de
sol que caen paralelamente en Alejandria, para esto dispuso un gnomon en Alejandria que
formaba un &ngulo de 7.2° como se observa en la Figura 8. Proyectando el gnomon hasta el
centro de la tierra y con ayuda de las propiedades geométricas de la igualdad de angulos que se
forman cuando una recta corta rectas paralelas determino el angulo formado en el centro de la

tierra. Por tanto el angulo que subtiende un arco de longitud Alejandria hasta Siena, muestra
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una relacién de proporcionalidad con la amplitud del angulo de 360° que subtiende la longitud
de la circunferencia. A continuacion se presenta la Figura 9 la cual muestra un esquema de los
angulos formados por los rayos del sol por un pozo en Siena y un gnomon en Alejandria para

el 21 de junio.

Figura 9. Angulos formados por los rayos del sol por un pozo en Siena y un gnomon en Alejandria para

el 21 de junio.

Distancia entre Siena (Asuan)
y Alejandria= 500 estadios

\.Alcjandn'a
\\ Siena

\
\

" 1. Trépico de Cincer 7~ / |

Luz solar

Incidencia de los rayos solares

2. Eeuador "% / _
' ) en el solsticio de verano

S= Siena «
A= Alejandria

a =360/50
=72

@

Alejandria Siena

Fuente: http://blogs.20minutos.es/mati-una-profesora-muy-particular/tag/circunferencias/

Ahora lo unico que faltaba era medir la distancia entre Siena y Alejandria, para esto
contrato un grupo de soldados que la hicieron la medida en términos de estadios obteniendo
una distancia de 5000 estadios entre las dos ciudades cabe resaltar que un estadio equivale a
185m. Dado que se tenia la relacion entre 7,2° y 360° y la distancia entre Siena y Alejandria

podria realizar una proporcion de la siguiente forma:
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Mateus (2013) afirma que: a = 7.2° y el angulo de giro de la tierra f = 360°, asi como la
longitud del arco AS= 5000 estadios y la longitud a calcular p que es la circunferencia terrestre,

de esta forma

7.2° _ 5000 estadios
360°

= ? De esta manera se tiene lo siguiente por tanto se obtiene p asi:

il
B

_ 5000 estadios - 360°
p - 7’20

Luego p = 250000 estadios

Teniendo el valor del perimetro de la tierra y conociendo p = 2mr, para eratostenes ya

era mas fécil calcular el radio de la tierra y el didmetro mediante la expresion r = Zﬂ de esta

1
s

250000 estadios
2T

manera se obtiene r = , entonces r = 39789 estadios 'y 2r =

79578 estadios.

Por consiguiente el perimetro terrestre es igual a 250000 estadios que es equivalente a
46250 Km y el radio terrestre 7361 Km (las medidas aceptadas hoy en dia son perimetro

terrestre 40030 Km vy el radio terrestre 6371 Km).

Collette (1985) afirma que con los trabajos de Eratostenes de Cirene y, sobre todo, con
el tratado de astronomia de Aristarco de Samos, la necesidad de un estudio mas profundo de las

relaciones de &ngulo-cuerda era cada vez mas urgente (p. 148).

El uso de las razones trigonomeétricas se puede interpretar como el trabajo que realizo
Eratostenes, ya que para ese entonces €l no concibe la nocion de razén sin embargo se entiende
modernamente que en la solucion a sus problemas hay trigonometria.
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Segun Kline (1972) el fundador de la trigonometria es Hiparco, que vivié en Rodas y
Alejandria y muri6 alrededor del afio 125 a.C. (p.166). Aunque se conoce muy poco de los
trabajos realizados por Hiparco, Ptolomeo (citado por Kline 1972) le atribuye a Hiparco
Muchas ideas de trigonometria y astronomia. Le debemos a él varias observaciones

astronémicas y descubrimientos (p. 166)

El método de Hiparco de aproximarse a la trigonometria, como lo describi6 y utilizd

Ptolomeo es el siguiente:

“La circunferencia de un circulo se divide en 360° y un diametro se divide en 120
partes, cada parte tanto de la circunferencia como de su diametro se dividen en 60 partes y cada
una de ellas a su vez en 60 partes tal como describe el método babilénico de fracciones

sexagesimales”. A la solucion de este problema Kline asegura que:

Entonces, para un arco dado AB de un determinado nimero de grados, Hiparco
en un libro perdido actualmente, sobre cuerdas en un circulo, da el namero de unidades
en la cuerda correspondiente AB. Este nUmero de unidades de la cuerda

correspondiente a un arco de determinado nimero de grados equivale a la funcién seno
. , . AC
moderno. Si 2a es el angulo central del arco AB (Figural0Q), para nosotros sena = —,

0OA

en vez de sen a, Hiparco da el nimero de unidades en 2AC cuando el radio OA

contiene 60 unidades. Por ejemplo, si la cuerda de 2a es de 40 unidades, para

nosotros sena = % , 0, con mas generalidad (1972, p. 167):

11 1
sena = —.- Cuerda de 2a¢ = — cuerda 2a.
60" 2 120
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Figura 10°. Descubrimiento de Ptolomeo.

A

B

Fuente:(Kline 1972) Una propuesta para la ensefianza de la trigonometria y la astronomia, desde los
conceptos de razén, angulo y cuerda, basada en la construccion de las tablas de cuerdas del Almagesto
de Ptolomeo. . Bogot4, D. C: Tesis de Maestria en ensefianza de las Ciencias Exactas y Naturales.

Universidad Nacional de Colombia. (p.167)

Ahora bien, el hecho de que Hiparco lleve el nombre padre de la trigonometria es
porqué fue el primero en tabular valores para lados del triangulo inscrito en la circunferencia.
Por consiguiente el desarrollo de la trigopnometria griega y sus aplicaciones culminaron con
trabajos de Claudio Ptolomeo (muerto el 168 a.C.) quien termind con los trabajos de Hiparco
en trigonometria y astronomia, los cuales estan mezclados en trece libros del Almagesto, en
donde el libro I trata sobre la trigonometria y los restantes sobre astronomia. En el capitulo IX
del libro I el Almagesto de Ptolomeo comienza calculando las cuerdas de los arcos de un

circulo, con lo que extendia los trabajos de Hiparco.

Asi mismo, Ptolomeo sefialaba que la circunferencia al dividirse en 360 partes o

unidades (no usa la palabra grado) y el didmetro en 120 unidades; propone entonces, dado un

3 Para apreciar mejor el descubrimiento de Ptolomeo ver Kline (1972, p. 167)
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arco que contenga un namero determinado de las 360 unidades, encontrar la longitud de la

cuerda expresada en términos de las unidades que contiene el diametro.

Ahora bien, para desglosar el trabajo de Ptolomeo se comienza con las cuerdas de 36° y
72° de la Figurall, ADC es el diametro del circulo con centro en D y BD es perpendicular a
ADC.E es punto medio de DC y F se elige de tal manera que EF = BE. Ptolomeo demuestra
geométricamente que FD coincide con un lado del decagono regular inscrito y BF, con un lado

del pentagono regular inscrito. Pero ED contiene 30 unidades y BD, 60 unidades. Como

55
602

EB? = ED? + BD? EB? = 4500 Y EB = 67 4'55"" (lo que representa 67 + % +
unidades). Ahora EF = EB por lo que se puede conocer EF. Entonces FD = EF — DE =

67 4'55" — 30 = 37 4'55". Como FD es igual al lado del decagono, es la cuerda del arco de
36°. Luego se conoce la cuerda de este arco. Utilizando FD vy el triangulo rectangulo FDB,

podemos calcular BF: es igual a 70 32'3". Pero BF es lado del pentagono, por lo que se tiene

la cuerda del arco de 72°.

Figura 11. Demostracidn arco y cuerda de una circunferencia.
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Fuente: (Kline 1972), Una propuesta para la ensefianza de la trigonometria y la astronomia, desde los
conceptos de razén, angulo y cuerda, basada en la construccién de las tablas de cuerdas del Almagesto
de Ptolomeo. . Bogotd, D. C: Tesis de Maestria en ensefianza de las Ciencias Exactas y Naturales.

Universidad Nacional de Colombia. (p.171)

Con el uso del triangulo rectangulo ABC (figura 4) sobre el diametro AC se puede
obtener la cuerda del arco suplementario AB si se conoce la cuerda del arco BC. Por tanto
como Ptolomeo conocia la cuerda de 36° podia calcular la de 144° que resulta ser 114 7'37".
La relacion que se ha obtenido es equivalente a sen?4 + cos?A = 1, donde A es un angulo

agudo arbitrario. Ptolomeo ha probado que si S es un arco menor de 180° entonces:

(cuerda S)? + [cuerda(180 — §)]? = 1207

Figura 12. Demostracion arco y cuerda de una circunferencia.

144°

144° 36°
36°

Fuente: Kline (1972) Una propuesta para la ensefianza de la trigonometria y la astronomia, desde los
conceptos de razén, angulo y cuerda, basada en la construccién de las tablas de cuerdas del Almagesto
de Ptolomeo. Bogot4, D. C. : Tesis de Maestria en ensefianza de las Ciencias Exactas y Naturales.

Universidad Nacional de Colombia. (p.171)
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Pero por la relacion (1) anterior
S
(cuerda S)? = 120%sen? >

Luego se tiene

S 180 — S
120%sen? 5 + 120%sen? — = 1202
O bien
sen? E + sen? (90 — E) =1
2 2)
Es decir

S S
sen? 5 + cos? (§> =1

Para Ptolomeo la representacion seno originalmente consiste en una relacion con los

arcos y cuerdas de una circunferencia, puesto que este profesionaliza dicho estudio y realiza su

tabla de cuerdas, para ese entonces ain no habia una asociacion al concepto de razon.

En las matematicas griegas se ve un desarrollo grande y se observa que lo que se
conoce como razones trigonomeétricas hoy en dia tienen se trabaja desde Tales de Mileto para
el célculo de la altura de la pirdmide, en donde sobresale nuevamente las razones conocidas
como tangente y cotangente tomando fuerza en las primeras civilizaciones ya mencionadas
anteriormente, es enriquecedor tener dentro de la historia una serie de actividades para

implementar en el aula a partir de todos los hallazgos realizados por los matematicos griegos.
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1.1.4 Aportes de la Cultura Hind( y Arabe

Los sucesores de los griegos en la matemaética fueron los hindues, esta civilizacion data
del 2000 a.C., pero, dentro de lo que se puede saber, no existia ningun tipo de matemaética antes
del 800 a.C. Del periodo del 800 a.C. hasta el 200 de nuestra era. En la traduccion del texto de
Bond (1921) se puede apreciar que los hindues lograron expresar en palabras la relacion de

equivalencia entre sena? + cosa? = 1 y sen?2a + (senverso)2a =

(2sena)? o sena = /% (1 — cos?a) donde r = 1(1). Estas formulas difieren de Ptolomeo

en el uso del seno como media cuerda en lugar de usar toda la cuerda; fue por el uso de este
instrumento que los arabes se les permitié construir en la fundamentacion griega una

trigonometria auxiliar de cuerdas completa.

El trabajo de los matematicos griegos con respecto a la trigonometria, estuvo
ampliamente motivado por los estudios en astronomia, calcular las distancias entre los planetas
y poder tener modelos geométricos que les pudiera acercarse a una medicion de la realidad en
que vivian. Inscribir el tridngulo en la circunferencia, les permitio estudiar las relaciones que
tienen los &ngulos del triangulo (especialmente el angulo central en el circulo), con los lados

del triangulo que ahora se convertian en las cuerdas.

Ahora bien, principalmente después de la gran apreciacion por Tales de las sombras que
se formaban en diversas situaciones, que le permitié medir la altura de la piramide; los demas
aportadores a los conceptos trigonométricos también utilizaron esta técnica de conocer las

alturas y sobre todo las sombras. Estas eran llamadas en la matematica arabe como umbra
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versa (primera sombra) y umbra extensa (segunda sombra) (Bond, 1921), las cuales son
interpretadas como la tangente y la cotangente respectivamente. Al respecto de estos términos,

Bond (1921) sefiala que eran vistas o tomadas con un significado aparte del seno y el coseno.

El cambio sustancial que aporta la matematica &rabe, con respecto a las razones
trigonomeétricas, es que Abul-Wefa, toma éstas relaciones umbra como lineas
trigonomeétricas, es decir, una concepcion totalmente novedosa, pues al tomar el radio
del circulo como la unidad, este denota que es evidente que si se toma el radio como la
unidad, la razén del seno de un arco es al seno de su complemento (coseno) es a la
tangente (primera sombra) y la razon del seno del complemento (coseno) al seno del

arco es la cotangente (segunda sombra). (Bond, 1921, p. 311)

Esto significa, que Abul-Wefa, considera las siguientes relaciones, que en notacion

actual serian las siguientes:

tana : 1 sena : cosa

cota:1 cosa: sena

Cabe resaltar que la diferencia fundamental que se puede encontrar con ésta
trigonometria de los griegos y los arabes, es que nuestra nocién actual de raz6n no entra en su
estudio, pues ellos se dedicaron especialmente a estudiar las longitudes de cuerdas o media
cuerda (seno) en un circulo de radio conocido. Una concepcion de estas relaciones como
razones trigonométricas mas especificamente, aparece en Europa alrededor del siglo XV

(Bond, 1921).
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De esta manera, se puede interpretar que la cultura arabe asimilo los conceptos
producidos por otras civilizaciones, por parte de la trigonometria sistematiza el uso del seno del
angulo, en lugar de la cuerda helénica. Tomaron el seno verso (1-cosa) de la trigonometria

india, y los arabes introdujeron las restantes razones trigonométricas.

Habas al —Hasib (aproximadamente 762-862), ademas de ser el primer arabe que
elaboro una tabla de senos, determino la sombra de un gnomon (indicadores de hora de los
relojes solares) colocado en la pared de forma horizontal como medida tomo como unidad
(segun los diferentes angulos del sol entre 0 y 90°) los resultados los recogid en una tabla que
equivale a una tabla de tangentes, que en esta época se denominaba como sombra que venia de

la trigonometria hinda.

Hasta este punto, los estudios realizados alrededor de la trigonometria segiin Bond
(1921) se encuentran estrechamente relacionados con los aportes de Jabir* el cual su obra fue
traducida por Gerard de Cremona y publicado por Peter Apian en 1534 en el cual la
proposiciones de su libro parecen tener una trigonometria de las razones de los lados de un
triangulo rectangulo; aunque en 1321 con el trabajo de Leo Ben Gerson ya se muestran una
especie de teoria de resolucion de triangulos, la cual es la actividad desarrollada en

trigonometria actualmente.

En esta civilizacion se ve un gran desarrollo en cuanto a las razones trigonomeétricas

conocidas actualmente y la relacién que existe entre las mas utilizadas por civilizaciones

Se deja a gusto del lector profundizar en los aportes de Jabir apreciado parcialmente en el texto de (Bond, 1921.
P. 314).
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anteriores como son tangente y cotangente en términos de seno y coseno que es parte
importante de nuestro trabajo de grado ya que se buscaba a través de la historia donde aparecen

estos objetos matematicos.

1.1.5. El Renacimiento hasta la actualidad

Hasta 1450, la trigonometria comenzé a tener importancia en la agrimensura (rama de
la topografia destinada a la delimitacion de superficies) afirma Kline (1972) la trigonometria
era sobre todo trigonometria esférica; la agrimensura continuaba utilizando métodos
geométricos de los romanos. La relacion entre el algebra, la geometria y la trigonometria fue
posible gracias a la funcion seno y al estudio hecho por los indios de las sombras proyectadas

por un gnomon.

Aparecen los alemanes y con ellos se presentan trabajos en trigonometria a finales del
siglo XV y principios del XVI motivados por la navegacion, el calculo del calendario y la
astronomia dado que habia crecido el interés con la creacién de la teoria heliocéntrica. Dentro

de los personajes de mayor importancia se encuentran:

Johannes Miller (1436-1476) astrbnomo y matematico conocido como Regiomontano
fue quien se encargd de revitalizar la trigonometria en Europa. Kline (1972) menciona que hizo
las traducciones de trabajos griegos Las Secciones Conicas de Apolonio y partes de

Arquimedes y Herdn. Regiomontano aprovechd los trabajos de los arabes orientales y en su
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libro De Triangulis que se compone de 5 libros escritos entre 1462 y 1463 reunio de manera
efectiva el conocimiento disponible de la trigonometria plana, geometria esférica y
trigonometria esferica. El primer libro da las definiciones basicas como cantidad, radio, el

sustento de los 56 teoremas que enunciara en el segundo la ley del seno de lo cual Kline (1972)

sena __ senb __ senc
senA senB  senC

manifiesta que obtuvo la ley de los senos para triangulos esféricos es decir

y la ley de los cosenos que relaciona los lados, esto es: cosa = cosb cosc + senb senc cosA.
Los libros 111, IV y V tratan de trigonometria esférica centrando el tema para las posteriores

obras de astronomia.

George Peurbach (1423-1461) Adopt6 el seno hindd, esto es la semicuerda del
semiarco, y construyo tablas de senos con radios de 600.000 unidades y 10.000.000 de
unidades, también construyé una tabla de tangentes, de lo anterior Kline (1972) afirma: En la
Tabulae Directionum (escrita entre 1464 y 1467), dio tablas de tangentes de cinco cifras y
subdivisiones decimales de los angulos, un procedimiento muy poco habitual para aquellos

tiempos.

Entre los personajes que construyeron tablas en los siglos XV y XVI se pueden
mencionar a George Joachim Rhaeticus (1514-1576) , Nicol&s Copérnico (1473-1543),
Francois Vieta (1540-1603) y Bartolomdus Pitiscus (1561-1613). La importancia de realizar
estas tablas era el de ir incrementando el radio en un nimero mayor de unidades para obtener

cantidades trigonométricas mas precisas de esta manera Kline menciona:
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Rhaeticus calculo una tabla de senos basada en un radio de 10° unidades y otra basada
en uno de 10> unidades, y dio valores para cada 10 segundos de arco. Pitiscus en su Theasurus
(1613) corrigio y publicd la segunda tabla de Rhaeticus. La palabra trigonometria es suya.

(1972, p.320)

Rhaeticus quien fue discipulo de Copérnico cambio el significado del seno y en su libro
Opus palatinum de triangulis, considerado como la obra de trigonometria méas elaborada de lo

anterior Collette (1985) aporta que:

En este libro de dos volimenes, no trata ya las funciones en términos de arcos de
circulos e introduce una innovacion al definir por primera vez las funciones trigonométricas en

términos de la razén entre los lados de un triangulo rectangulo. (1985, p.278)

Francois Vieta (1540-1603) es el encargado de sistematizar y extender la trigopnometria
plana y esférica, abogado de profesién, fue el matematico mas importante del siglo XVI. Su
Obra Canon Mathematicus (1579) es el primero de muchos trabajos sobre trigonometria donde
se encargd de reunir férmulas para la resolucion de triangulos planos rectos y oblicuos, ademas

de incluir la ley de tangentes.

=~

ny
°)

De lo anterior Kline (1972) afirma Vieta proporciond el conjunto completo de formulas

a—>b tan(
atb

=+ o

A

tan (

N

que se necesitan para calcular cualquier elemento en términos de otros dos cualesquiera, y la

regla para recordar esta coleccién de férmulas, que ahora llamamos regla de Napier.
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Hasta el siglo XV ya la trigonometria empieza a separarse de la astronomia a lo cual
Kline (1972) menciona que adquirio el rango de rama de las matematicas. Siguio siendo
importante para la astronomia pero también abrié paso al desarrollo de la agrimensura que es
estudio de medir las tierras a lo que afirma Kline (1972) garantiza un punto de vista mas

independiente.

De lo recogido en la historia podemos decir que nuestro trabajo se va a centrar en la
civilizacion griega, puesto que hay trabajos importantes que tiene que ver con la observacion,
la toma de medidas y el dar solucion a una pregunta planteada. Aungue la toda la historia es
importante para la construccion del objeto matematico nuestra actividad se vera reflejada en

este punto de la historia.

1.2 ASPECTOS TRIGONOMETRICOS.

Después del breve recorrido histérico se hace necesario para los lectores visualizar un
conocimiento mas actualizado de los conceptos basicos, referentes a la trigonometria. Por tal
razon, en este apartado se caracteriza el significado de la trigonometria, el concepto de razon,
de medida asi mismo, algunos aspectos importantes del tridngulo como sus propiedades entre

otros.

el

67



1.2.1 Significado de la trigonometria desde un enfoque histérico

A partir del recorrido histérico se hace muy notable que en la antigliedad para dar
soluciones a sus multiples problemas, y para la realizacion de calculos con el respectivo
sistema de medida, se estudiaron &reas como, la astronomia, la medicion de triangulos,
angulos, relaciones de lados y angulos; donde los ya nombrados se unen dando origen a lo que
hoy se conoce con la palabra trigonometria la cual procede de dos raices griegas zprywvoc-

trigonos que significa triangulo y uetpov metron que significa medida

1.2.2 Conceptos basicos alrededor de la trigonometria

El concepto de medida

El termino medida por ser tan amplio y estar enfocado en distintas ramas del
conocimiento, solo adquirird un sentido desde el punto matematico. El concepto de medida por
ser tan fundamental, esta relacionado con el proceso de medir tal como lo afirma Mateus
(2013) al ser el método para la realizacion de mediciones y de establecer un patrén arbitrario
mediante un sistema de referencia para cada caracteristica que sea posible cuantificar, de modo
que se pueda asignar a tal caracteristica un valor determinado (p. 41). De esta manera la
medicién se puede identificar como el mecanismo por el cual es posible comparar determinado
patrdn, dejando claro que puede ser elegido de forma imparcial, con un objeto que tiene

caracteristicas cuantificables llamadas magnitudes.
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Por otra parte sabemos que las matematicas antiguas han sido construidas bajo el
concepto de cantidad los cuales se dividen en dos tipos como son los nimeros y las magnitudes

de lo anterior Recalde afirma:

Es asi que para Aristoteles las mateméticas conforman la ciencia de la cantidad;
entendiendo por cantidad aquello que es divisible en elementos constitutivos. De esta manera,
existen dos tipos de cantidades: los nimeros y las magnitudes. Los nimeros que son divisibles
en partes no continuas y las magnitudes que pueden dividirse en partes continuas. La forma
segura de conocer la cantidad es a través de la medida. En términos generales, los Elementos
constituyen el primer compendio sistemético de una teoria de la medida. Aunque Euclides no
establece una definicion de medida, sigue las mismas directrices de la filosofia aristotélica en

sus dos aspectos fundamentales. (2015, p.17)

A continuacion se evidencia un concepto mas amplio de magnitud para tener una idea

mas clara de lo que se menciond anteriormente.

El concepto de magnitud

En la vida cotidiana y en las ciencias experimentales se habla de magnitudes para
referirse a propiedades o cualidades de los objetos o fendmenos susceptibles de tomar
diferentes valores numéricos. Batanero, C., Godino, J. y Rafael R (2002) Afirman que:
“Magnitud es cualquier aspecto de las cosas que puede expresarse cuantitativamente, como la

longitud, el peso, la velocidad o la luminosidad” (p. 615).
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Actualmente se usa la misma escala numérica para representar longitudes, areas y
volimenes pero a cada area a cada longitud y a cada volumen se le tiene representado mediante

un namero en la escala numérica que se conoce como medida de esta manera Recalde asegura:

Esta forma de medir, que se nos antoja simple para nosotros hoy dia, se dio en
proceso largo y arduo que justamente adquiere una primera dimension conceptual en la
antigledad griega, sufre algunos cambios en el renacimiento, especialmente con
Descartes, y llega a su punto culminante con los trabajos de Cantor y Dedekind, en el
siglo XIX, cuando se establece el matrimonio indisoluble entre nimero y magnitud.

(2015, p. 18)

De lo anterior podemos inferir que la medida de magnitudes nos obliga a reflexionar
sobre el problema que existe entre las matematicas y la realidad de lo anterior Batanero et al
(2002) cerciora Los fendomenos fisicos y sociales son organizados mediante el lenguaje
matematico y ello nos lleva a reflexionar sobre la naturaleza de los objetos matematicos

(problemas, técnicas, simbolos, conceptos, proposiciones, justificaciones, teorias, etc.

También se hace importante mencionar que existen magnitudes conmensurables, las
cuales hacen referencia a la misma naturaleza para lo cual es posible encontrar una unidad de

medida en comUn para complementar esta idea Mateus afirma:

Que las mida o cuantifique a cada una de ellas de manera exacta. En términos
de la magnitud longitud para realizar comparaciones y establecer razones entre dos de

los lados de una figura, o un lado y su diagonal, debe existir una unidad de medida que
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cuantifique ambas longitudes con cantidades expresadas en términos de nimeros

naturales (2013, p.50)

Asi como estan las magnitudes conmensurables existen las magnitudes
inconmensurables en donde se puede decir que si dos magnitudes son de la misma naturaleza y
no son comparables entre si, es porque no existe una unidad o patrén de medida comun que las

mida exactamente Mateus aporta un ejemplo importante:

La idea de inconmensurabilidad nace de la imposibilidad de medir o comparar la
diagonal de un cuadrado y uno de sus lados por medio de razones entre cantidades enteras. Los
pitagdricos fueron los primeros capaces de demostrar rigurosamente y por contradiccion ésta

inconmensurabilidad y la de la diagonal de un pentagono regular con respecto a su lado. (2013,

p.51)

De esta manera, las magnitudes que no guardan una proporcién que pueda enunciar con
nameros naturales son Ilamadas inconmensurables, idea que provee un primer acercamiento al

concepto de numero irracional.

El concepto de Proporcién

Para hablar de proporcién tendremos que entrar a definir algunos conceptos previos
como lo es el concepto de razon el cual cominmente lo observamos en las fracciones y
numeros racionales al realizar representaciones, pero es de tener en cuenta que no siempre es
una fraccion de lo anterior Godino (2002) expone: Es importante, sin embargo, estudiar con
mas detalle el uso que se hace del término “razon”, ya que no siempre es sinénimo de

“fraccion”, lo cual puede acarrear dificultades de comprension para los estudiantes.
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El hecho de que en las razones se refieran a cantidades de magnitudes, medibles cada
una con sus respectivas unidades, implica las siguientes diferencias con las fracciones para

complementar lo anterior Godino presenta una serie de ejemplos como:

e Las razones se pueden designar mediante simbolos distintos de las fracciones. La razén 4 a
7 se puede poner como 4:7.

e Lasrazones comparan entre si objetos heterogéneos, o sea, objetos que se miden con
unidades diferentes. Por ejemplo, 3 jamones por 145 euros. Las fracciones, por el contrario,
se usan para comparar el mismo tipo de objetos como “dos de tres partes”, lo que se indica
con 2/3. Segun esto la razén 3 jamones/145 euros no es una fraccion.

e Algunas razones no se representan con la notacion fraccional. Por ejemplo, 10 litros por
metro cuadrado. En este caso no se necesita, ni se usa, la notacién de fraccién para informar

de la relacion entre dichas cantidades. (2002. p. 420)

Ahora que se tiene el concepto de razén, es pertinente entrar a definir el que es una
proporcion la cual es un término que procede del vocablo latino proportio. Se trata de la
correspondencia, el equilibrio o la simetria que existe entre los componentes de un todo. La

proporcidn puede calcularse entre los elementos y el todo o entre los propios elementos.

Una proporcion aparece de forma general como la igualdad entre dos fracciones en
donde el producto cruzado de los numeradores y denominadores es igual entre si. En la

siguiente Figura se dara un claro ejemplo de lo mencionado anteriormente.
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Figura 13. Ejemplo del concepto de proporcionalidad
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Fuente: Godino. J & Batanero, C (2002). Proporcionalidad y Didactica par maestros BS0200202452,

Colombia: Publicacion en el marco del Proyecto de Investigacion y Desarrollo del Ministerio de

Cienciay Tecnologia (p. 422)

Dentro de las proporciones se tiene proporcionalidad directa en la cual dadas dos

magnitudes A y B son directamente proporcionales si al aumentar una también aumenta la otra

de lo anterior Godino amplia:

Se dice que son proporcionales si estan en correspondencia de tal manera que las
medidas de las cantidades que se corresponden forman dos series de nimeros proporcionales

entre si, es decir si existe una aplicacion lineal f: A - B. (2002, p.423)

Ademas esta la proporcionalidad inversa en donde dadas dos magnitudes Ay B son
inversamente proporcionales si al aumentar una la otra disminuye o viceversa de lo anterior
Godino (2002) amplia: Se dice que dos magnitudes Ay B son inversamente proporcionales si

los valores tomados por la magnitud A y los inversos de los valores tomados por la magnitud B

forman dos series proporcionales.
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El concepto de angulo

Euclides define angulo plano como “la inclinacion mutua de dos lineas que se
encuentran una a otra en un plano y no estan en linea recta™ y posterior a ello profundiza en el
concepto de angulos adyacentes, angulo recto y perpendicular, con las definiciones 9 y 10.
Pero actualmente &ngulo se denota como la parte del plano comprendida entre dos semirrectas
que tienen el mismo punto de origen o vértice. Suelen medirse en unidades tales como el
radian, el grado sexagesimal o el grado centesimal®. A continuacion en la Figural4 se muestra

un ejemplo de angulo.

Figura 14. Representacién del concepto de &ngulo.

Vertice Lado

Fuente: https://www.portaleducativo.net/tercero-basico/144/Clasificacion-angulos-rectos-agudos-

obtusos

5 Elementos de Euclides. Libro I, Def. 8

¢ El grado centesimal o gon —también llamado gradian (plural: gradianes) y gonio es una unidad de
medida de angulos planos, alternativa al grado sexagesimal y, como este, no perteneciente al Sistema
Internacional de Unidades, cuyo valor se define como el angulo central subtendido por un arco cuya longitud
es igual a 1/400 de la circunferencia.
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El concepto de Grado

El grado es una unidad de medida usada para medir los angulos. El cual se cataloga
como el “angulo que se forma al girar una vuelta el lado inicial en el sentido contrario al de las
manecillas del reloj, de modo que coinciden consigo mismo (1 revolucion) mide 360 grados,

que se abrevia 360° “(Sullivan, 1997. p. 91).

- 1 <z . . .
Asi. Un grado (1°) es 360 de revolucién. Es preciso afirmar que en matematicas se

presentan diversas versiones del concepto de grado y esta depende del area matematica en la
cual centre su atencion. No obstante, en geometria, se presentan varias escalas, como lo es el
Grado sexagesimal, cuando la circunferencia se divide en 360 grados en una figura, y el Grado
centesimal, cuando la circunferencia se divide en 400 grados. De los cuales para el desarrollo
de este trabajo solo se tendra en cuenta el sexagesimal. En la Figural5 se muestra una

circunferencia con algunos angulos especiales.

Figura 15. Ejemplificacién del concepto de angulo.

A 9(°
+
D-E
=
1 80" 360°
270"

Fuente: https://es.wikipedia.org/wiki/Grado_sexagesimal
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Grado sexagesimal

El grado sexagesimal, se define a partir del &ngulo recto tiene 90 grados sexagesimales,
y sus divisores son el minuto sexagesimal y el segundo sexagesimal, y se encuentran estan

definidos, como se muestra a continuacion con su respectiva notacion.

> 1 angulo recto = 90° (grados sexagesimales).
> 1 grado sexagesimal = 60" (minutos sexagesimales).

> 1 minuto sexagesimal = 60" (segundos sexagesimales).

"Esta notacion sexagesimal tiene su origen en Mesopotamia, donde los astronomos y
matematicos usaron para sus calculos frecuentemente nimeros en sistema sexagesimal lo cual

facilitaba sus calculos (ya que 60 tiene un gran numero de divisores)

El concepto de radian

Un radian es la unidad de medida de un angulo con vértice en el centro de un circulo
cuyos lados son cortados por el arco de la circunferencia, y que ademas dicho arco tiene una
longitud igual a la del radio®. En la Figural0 se evidencia un angulo de 1 radian el cual
corresponde al arco de circunferencia cuya longitud es su radio; asi mismo, una circunferencia

completa, donde esta tiene un equivalente a 27 radianes.

" Definicion grado sexagesimal.
8 Definicion de radian.
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Figura 16. Ejemplificaron del concepto de radian.

- /2"'[ rad \
frzld |

Fuente: http://gaussianos.com/que-es-un-radian/

Para efectos del desarrollo de esta propuesta, el sistema de medida a utilizar seré el
sexagesimal y sus respectivos submultiplos, como los son el grado, el minuto él y segundo
puesto que, al ser este el requerido en las construcciones de las tablas de cuerdas de Hiparco y
de Ptolomeo como se caracterizé en parrafos anteriores, serviran como apoyo para el desarrollo

de las actividades.

Teorema de la longitud de arco

Sullivan (1997) afirma que para un circulo de radio r y centro en o un angulo central de

6 radianes subtiende un arco cuya longitud es s:
s=1r6
Donde

0 Radianes s Unidades de longitud

1Radian ~ r Unidades de longitud

A continuacion en la Figurall se presenta un ejemplo de la longitud de arco.
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Figura 17. Ejemplificacion de la longitud de arco.

Fuente: http://www.academico.cecyt7.ipn.mx/Geo_Trig/menus/unidad2_4.html

Relacidn entre grados y radianes

Al Considerar un circulo de radio r. Si se tiene un angulo central de 1 revolucion y
estas se unen mediante una linea recta por los extremos de un arco central a la circunferencia
del circulo como se muestra en la FiguralO; donde una revolucién equivale a 27 radianes.
Dado que la circunferencia del circulo es igual a 2mr, usamos s = 2mr y por el teorema de la
longitud de arco se entiende como a s = r@ para encontrar que, para un angulo de 6 de 1

revolucion, equivale a:

s=1r6
2nr =16
6 = 2m Radianes
Por consiguiente si se sabe que
1 revolucion = 2m Radianes
Entonces

360° = 27 Radianes. Asi como 180° = = Radianes
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1.3 CONCEPTO DE RAZON.

Este trabajo de grado gira en torno al concepto de razon trigonométrica de tal forma,
para la caracterizacion de este, es necesario retomar algunos de los momentos de su
nacimiento, teniendo en cuenta que la razén es instaurada por Tales de Mileto producto de la
aplicacion del concepto razon en la semejanza de tridngulos , para medir las alturas de las
pirdmides de Egipto, posteriormente se define el concepto por Pitagoras, también es
desarrollado por Eudoxo en su teoria de las proporciones y finalmente sintetizada por Euclides

en el libro V de los elementos. Para complementar lo anteriormente escrito, Mateus afirma:

Desde el punto de vista de las primeras demostraciones geométricas, el
concepto de razdn se da con Tales de Mileto al aplicar las propiedades de la semejanza
en triangulos para medir las alturas de las piramides de Egipto. Tales debi6 iniciar con
el reconocimiento y pleno convencimiento de algunas propiedades geométricas
referentes a rectas, angulos, circulos y tridngulos, que consideré como reglas basicas
aceptadas de manera intuitiva a partir de demostraciones empiricas. La evidencia de
dichas propiedades se encuentra en los famosos teoremas que formul6 el mismo Tales

de Mileto. (2013, p.46)

El teorema de Tales expresa las propiedades o relaciones entre los angulos que se
forman al cortar dos paralelas por una recta, pues es éste teorema el que facilitara el analisis
frente a las condiciones de semejanza en triangulos a la luz de los conceptos de razon y
proporcidn, que es de gran importancia para el desarrollo de este trabajo. Ahora observaremos
por medio de las siguientes ilustraciones el trabajo realizado por Tales. Para lo cual (Mateus.
2013, p.47-48) realiza la siguiente construccion como se ilustrara en las siguientes figuras:
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Se traza una recta horizontal que pase por dos puntos Ay B. Luego, por un punto C
exterior a dicha recta se construye una recta AC, oblicua a la recta AB Figural8. Se construye
un punto D sobre la recta AB y una circunferencia con centro en D y radio DE.

Figura 18. Construccién de segmentos.

Fuente: Adaptada de Mateus (2013) Una propuesta para la ensefianza de la trigonometria y la
astronomia, desde los conceptos de razén, angulo y cuerda, basada en la construccion de las tablas de
cuerdas del Almagesto de Ptolomeo. . Bogota, D. C. : Tesis de Maestria en ensefianza de las Ciencias

Exactas y Naturales. Universidad Nacional de Colombia (p.47)

Figura 19. Se construye una circunferencia con centro en E y radio DE

Fuente: Adaptada de Mateus (2013) Una propuesta para la ensefianza de la trigonometria y la
astronomia, desde los conceptos de razén, angulo y cuerda, basada en la construccién de las tablas de
cuerdas del Almagesto de Ptolomeo. . Bogot4, D. C. : Tesis de Maestria en ensefianza de las Ciencias

Exactas y Naturales. Universidad Nacional de Colombia (p.47)
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Es de suma importancia resaltar que por medio de esta construccion se llegara a formar
dos triangulos semejantes y que de estos triangulos podremos obtener y llegar a trabajar con el
concepto de razon dadas algunas proporciones. Continuando con la construccion Mateus

realiza los siguientes pasos:

Se construye una circunferencia con centro en E y radio DE. Luego se marcan
los puntos de interseccion F y G entre las dos circunferencias y se traza una recta que
pase por F y G, perpendicular a AB tal como lo observado a continuacién en la

Figura20. (2013, p. 47)

Figura 20. Continuacion de la construccion.

A

e
el
[ Yo

Tomada y adaptada de Mateus (2013) Una propuesta para la ensefianza de la trigonometria y la
astronomia, desde los conceptos de razén, angulo y cuerda, basada en la construccion de las tablas de
cuerdas del Almagesto de Ptolomeo. . Bogota, D. C. : Tesis de Maestria en ensefianza de las Ciencias

Exactas y Naturales. Universidad Nacional de Colombia (p.48)

Se marca un punto H sobre AB y se traza una circunferencia con centroen Hy

radio HI. Luego se marcan los puntos de interseccion J y K de la circunferencia de
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radio HI con otra de las circunferencias (en este caso la circunferencia de radio HI se
interseca con la circunferencia de radio DE con centro en D). Se traza una recta que
pase por los puntos J y K, perpendicular a la recta AB.

A continuacion se observa la Figura 21 donde muestra lo anterior:

Figura 21. Continuacion de la Construccion.

A

Tomada y adaptada de (Mateus 2013) Una propuesta para la ensefianza de la trigonometria y la
astronomia, desde los conceptos de razon, angulo y cuerda, basada en la construccion de las tablas de
cuerdas del Almagesto de Ptolomeo. . Bogota, D. C. : Tesis de Maestria en ensefianza de las Ciencias

Exactas y Naturales. Universidad Nacional de Colombia (p.48).

Se nombran los puntos de interseccion de las rectas perpendiculares a AB con

dicha recta, como L y M, y con la recta AC como Ny O.
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Figura 22. Construccion de dos tridngulos semejantes.
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Tomada y adaptada de (Mateus 2013) Una propuesta para la ensefianza de la trigonometria y la
astronomia, desde los conceptos de razon, angulo y cuerda, basada en la construccion de las tablas de
cuerdas del Almagesto de Ptolomeo. . Bogota, D. C. : Tesis de Maestria en ensefianza de las Ciencias

Exactas y Naturales. Universidad Nacional de Colombia (p.48).

Como se hablé anteriormente de esta manera se llega a la construccion de dos
triangulos semejantes con alturas LN y MO y bases AL y AM respectivamente como se

observaréa en la Figura 23.

Figura 23. Representacion de dos tridngulos semejantes donde ANL es semejante a AOM.

L M

Tomada y adaptada de (Mateus 2013) Una propuesta para la ensefianza de la trigonometria y la

astronomia, desde los conceptos de razén, angulo y cuerda, basada en la construccion de las tablas de

83



cuerdas del Almagesto de Ptolomeo. . Bogotd, D. C: Tesis de Maestria en ensefianza de las Ciencias

Exactas y Naturales. Universidad Nacional de Colombia (p.48).

Por lo presentado anteriormente se hace importante mencionar que se puede establecer
las razones para los tridngulos semejantes en términos de Euclides el cual menciona que los
lados son magnitudes proporcionales si guardan la misma razon, por tanto tenemos lo siguiente

LN/AL=MO/AM - AANL ~ AAOM , de lo anterior Mateus hace referencia:

Para el caso de la construccidn, si existe una relacion de semejanza entre los
triangulos ANL y AOM Figura23, se deduce la proporcionalidad entre los lados de los
triangulos. Por ejemplo, para el cociente entre los lados o catetos LN y AL del tridngulo
ANL, se obtiene el mismo cociente entre los lados o catetos MO y AM del triangulo

AOM. (2013, p. 49)

Por otra parte, para ejemplificar algunos de estos aspectos de razén es importante hablar
de las proporciones puesto que (Salcedo, 2012. p.17) establece que esta “nocion desde la
antigliedad esta asociada con la idea de precisar cuantitativamente la nocién de semejanza
comparando cosas de la misma especie, de hallar sus razones en el sentido de comparar la

medida de una magnitud”.

En relatos anteriores se muestra como las antiguas civilizaciones en particular la
civilizaciones griega fueron los incipientes en la busqueda de teorias a partir de los sentidos o
del dato observable, y posterior a ello, le sigui6 en nacimiento de la escuela Pitagorica liderara
por un principio en particular que “Todo es nimero”. Asi mismo, en las civilizaciones los

babildnicas egipcios entre otros aparece algo en comun y es el caso de precisar la idea de razén
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., ., . . -b
y proporcion, alrededor de que la proporcién es una medida geométrica dada por % = %; %

b ., . - ’ -b . .
s la proporcion aritmética esta dada por ZTC = % Por consiguiente, el desarrollo de la teoria

de las proporciones, estaba centrado en mostrar la armonia cdsmica por medio de la
incorporacion de razones numéricas entre cantidades discretas y la comparacion entre estas,

para establecer proporciones. Sullivan (2012).

Por consiguiente en el libro V los elementos de Euclides, se entiende el concepto de
razon como “Una razén determinada relacion con respecto a su tamafio entre dos magnitudes
homogéneas” En Mateus (2013) este concepto se manifiesta como una cantidad que no expresa
una magnitud, sino la relacion entre magnitudes; las cuales permiten identificar la relacién
geomeétrica entre dos magnitudes o medidas de la misma naturaleza. Igualmente, en la
definicion 5 aparece una definicion que segun Sullivan (2012) fue él Eudoxo quien reformulo

la teoria de las proporciones de la siguiente manera:

Las magnitudes estan en la misma razon, la primera a la segunday la tercera a la
cuarta, cuando tomados cualesquiera equimultiplos de la primera y la tercera y cualesquiera
equimultiplos de la segunda y la cuarta entonces los primeros equimultiplos ambos exceden,

son iguales o menores que los segundos equimultiplos tomados en el orden correspondiente®.

Esta definicion retoma la idea de razdn entre medidas geométricas y se entiende como,

a

= gsi, dados dos numeros naturales p y q y si se dice que pa < gb esto es equivalente a

tener pc < qd, 0 si pa = gb equivale apc = qd 0 si pa > gb. Esto equivale a tener pc > qd

Eudoxo se preocupd también por aclarar que las magnitudes tienen que ser del mismo tipo;

9 Definicion 5, Libro V' de los Elementos de Euclides
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segun él un segmento no puede compararse en términos de razon con un area, ni un area puede
compararse con un volumen, dando lugar a la restriccion del establecimiento de razones

homogéneas, que se conservaria hasta el surgimiento del calculo.

1.4 CONCEPTO DE TRIANGULO.

En Geometria, es un poligono de tres segmentos que determinan tres puntos del plano y su
limitacidn. Cada punto dado pertenece a dos segmentos. Los puntos comunes a cada par de
segmentos se denominan vértices del triangulo y los segmentos de recta determinados son los
lados del triangulo. Dos lados contiguos forman uno de los angulos interiores del triangulo. Un

triangulo es una figura estrictamente convexa.

Otra forma de caracterizar este término es: si O, P y Q son tres puntos arbitrarios no
lineales, pero si se une el segmento OP, PQ y QP se denomina trianguld y tiene por simbolo A

OPQ como se muestra en la figura 24.

Figura 24. Ejemplificacidn, definicion de triangulo.

Angulo del Vertice

P

Cateto Clateto

Angulo de la base

= T

Base

Fuente: Adaptada por los autores.
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Dentro de definicion de tridngulo también se encuentra inmersa, propiedades
importantes, como lo es la desigualdad triangular la cual establece que en todo triangulo la
suma de las longitudes de dos lados cualquiera es siempre mayor a la longitud del lado
restante, un ejemplo de ello se puede observar en la Figura25 . Y también se tiene otra
propiedad donde esta garantiza que en todo triangulo, la suma de las medidas de sus angulos

internos es 180°.

Figura 25. Desigualdad triangular.

a b

(\

a+b>c
b+c>a
c+a>b

Fuente: https://es.wikipedia.org/wiki/Desigualdad_triangular

Concepto de triangulo rectangulo

De denomina tridngulo es rectangulo al poligono de tres segmentos donde uno de sus angulos
mide noventa grados y por ende la medida de los otros dos angulos son menores de noventa grados. El
lado opuesto al &ngulo recto de este poligono se llama hipotenusa y los otros dos lados son llamados

catetos.
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1.5 TEOREMA DE SENO Y COSENO.

Teorema del Seno

Para llegar al teorema del seno se retomara la proposicion 20 del libro 111 de los
Elementos de Euclides donde se enuncia: En un circulo el angulo en el centro es el doble del

angulo en la circunferencia, cuando los angulos tienen la misma circunferencia como base.

Para tener mayor claridad del enunciado nos apoyaremos en la Figura 26 donde se
observa que un angulo inscrito en un circulo es igual a la mitad del &ngulo central que

subtiende la misma cuerda a lo cual Montalvo agrega:

Dos corolarios de este teorema inmediatamente se siguen: (1) En un circulo
dado, todos los &ngulos inscritos subtienden la misma cuerda son iguales esto es la

Proposicion 21 de Euclides, ver figura 27 y (2) Todos los angulos inscritos que
subtienden un didmetro son angulos rectos, los cuales se presentaran en la figura
28. Este Ultimo resultado se dice que habia sido demostrado por Tales (aunque los
babilonios ya lo habian conocido mil afios antes que él) y puede ser uno de los primeros

teoremas que se ha probado en la historia. (2012, p.53)
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Figura 26. Proposicion 20 del libro 111 de los Elementos de Euclides.

Fuente: Adaptada de Montalvo, A. (2012). Historia de la trigonometria y su ensefianza. Benemérita
Uniersidad Autonoma de Puebla, Mexico.: Tesis para obtener el titulo de: Licenciada en matematicas

(p.53).

Figura 27. Proposicion 21 del Libro 111 de los Elementos de Euclides.

Fuente; Adaptada de Montalvo, A. (2012). Historia de la trigonometria y su ensefianza. Benemérita

Uniersidad Auténoma de Puebla, Mexico.: Tesis para obtener el titulo de: Licenciada en matematicas

(p.54)

Figura 28. Todos los angulos inscritos que subtienden un didmetro son rectos.

Fuente: Adaptada de Montalvo, A. (2012). Historia de la trigonometria y su ensefianza. Benemérita

Uniersidad Autonoma de Puebla, Mexico.: Tesis para obtener el titulo de: Licenciada en matematicas

(p-54)
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Dado lo anterior se puede pasar a mencionar el teorema del seno el cual se define como
los lados de un tridngulo son proporcionales a los senos de los &ngulos opuestos. Por ende si te
tiene el triangulo A ABC donde a, b y ¢ son las longitudes de los respectivos &ngulos A,B y C 'y
para conocer todos los elementos del respectivo triangulo mediante este teorema se debe
conocer dos lados y un angulo opuesto o dos angulos y cualquier lado, y se representa de la

siguiente manera como se muestra en la Figura 29.

a b c

send senB senC

Figura 29. Representacion grafica del teorema del seno.

Fuente: http://www.ditutor.com/trigonometria/ley_seno.html

Teorema del Coseno

El teorema del coseno define que en un triangulo el cuadrado de cada lado es igual a la
suma de los cuadrados de los otros dos menos el doble producto del producto de ambos por el
coseno del angulo que forman. Si se tiene el triangulo A ABC donde a, b y ¢ son las longitudes

de los respectivos angulos A, B y C entonces:

a’ = b?+ c?—2bccosA
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b? = a? + c?—2ac cosB

c? = b%*+a?—-2bacosC

La importancia del teorema del coseno es que nos permite encontrar la longitud de

cualquier triangulo, teniendo en cuenta lo anterior Mateus concluye:

Este teorema permite calcular la medida de un lado cualquiera de un triangulo,
conocida las medidas de los otros lados y el &ngulo formado entre ellos. También,
conocida la longitud de los lados, se puede hallar la medida de cualquier angulo interior

del triangulo (2012, p. 42).

Para finalizar este capitulo se mostrara brevemente la trigonometria en cuanto a las

funciones y como hace parte del célculo.

Actualmente las razones trigonometricas son tema de discusion en los cursos de
trigonometria en relacion con los problemas diversos que relacionan los lados y angulos de un
triangulo rectangulo, tambien estan las funciones trigonometricas que son de mucha
importancia tal como lo afirma Apostol (1984) en Calculo, no sélo por la relacion de los lados

y los angulos de un triangulo, sino por las propiedades que poseen como funciones.

Suponemos que el lector conoce las 6 razones trigonométricas seno, coseno, tangente,
secante, cosecante, cotangente y sus inversas arco seno, arco coseno, arco tangente, entre otras,
asi como las funciones de cada una de las anteriormente escritas las cuales tienen en comun

una propiedad llamada periodicidad. De lo anterior Apostol menciona:
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Una funcion f es periddica con periodo p # 0 si su dominio contiene x + p
siempre que contenga x y si f(x + p) = f(x)para todo x del dominio de f. Las
funciones seno y coseno son periddicas de periodo 27, siendo 7 el area de un disco

circular unidad (1984, p.117)

Propiedades fundamentales del seno y del coseno

Cuando se trabaja con seno y coseno es importante tener en cuenta sus definiciones

como sus propiedades las cuales hace referencia Apostol (1984) a continuacion.

1. Dominio de definicion. Las funciones seno y coseno estan definidas en toda la recta real.
. 1
2. Valores especiales. Tenemos cos 0 = sen Sm=1cosm=~1.

3. Coseno de una diferencia. Para x e y cualesquiera, tenemos cos(y — x) = cosycosx +

senysenx.

senx 1

. 1 .
4. Desigualdades fundamentales para 0 < x < 5T, se tiene 0 < cosx < " —

Ahora se realizara una descripcion geométrica de las funciones seno y coseno y se dara

una interpretacion de las propiedades fundamentales citadas anteriormente.

Consideremos una circunferencia de radio r y de centro en el origen y designaremos al
punto (r, 0) por A ysea P cualquier otro punto de la circunferencia, para complementar la

idea Apostol asegura:
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Los dos segmentos rectilineos 0A y OP determinan una figura geométrica llamada
angulo que representamos con el simbolo 2AOP. Un ejemplo se representa en la siguiente
Figura 30. Es preciso asignar a este angulo un nimero real no negativo x que puede usarse
como medida de su magnitud. EI método mas corriente para hacerlo es tomar una
circunferencia de radio 1 y llamar x a la longitud del arco AP, descrito en el sentido contrario

de las agujas del reloj de A a P, y decir que la medida de ZAOP es x radianes (1984, p.126)

Figura 30. Un angulo «AOP de x radianes, lo que corresponde a una descripcién geométrica de la

funcion seno y coseno.

dos veces el drea del sector
r”

X =

Fuente: (Apostol. 1984) Calculus (2 ed., Vol. 1). Espafia: Reverté, S. A (p. 126)

El siguiente paso, es definir el seno y el coseno de un angulo para lo cual Apostol

expone:

Consideremos un nimero x tal que 0 < x < 2w y sea P el punto de la
circunferencia unidad tal que el area del sector AOP sea igual a g Sean (a, b) las

coordenadas de P en la Figura 31 se representa un ejemplo. Los nimeros a y b estan

completamente determinados por x. (1984. p. 126)
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Figura 31. Descripcion geométrica de senx y cosx.

Fuente: (Apostol. 1984) Calculus (2 ed., Vol. 1). Espafia: Reverté, S. A (p. 126)

De esta manera el seno y el coseno se define cosx = a, senx = b dicho de otra

manera cosx es la abscisa de P y senx es su ordenada. Por ejemplo cuando x =«
tenemos a P (-1,0) de modo que cosm = —1Yy senm = 0 de esta forma con este
procedimiento el seno y el coseno se dan como funciones definidas en el intervalo

abierto (0, 2m)

Por ultimo las otras funciones trigonometricas se definen ahora en funcion de

seno y coseno mediante:

senx coSx 1 1
tanx = , Ccotx = , Ssecx = , CSCx =
coSx senx COSX senx

Estas funciones estan definidas para todo real x salvo en puntos donde el

denominador puede ser cero.

Después de este recorrido por la historia y de recopilar informacion pertinente para la

implementacion de la experiencia de aula, se necesitara analizar los momentos por los cuales
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los estudiantes muestren sus ventajas y/o desventajas de realizar una actividades de tipo
geométrico, trigonomeétrico e historico, y para ello se hara uso de elementos didacticos y

curriculares como se muestra en el capitulo posterior.
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CAPITULO II: ASPECTOS DIDACTICOS Y CURRICULARES DE LA

INVESTIGACION

En Didactica de la Matematicas se aplican analisis didacticos™®, para identificar y
caracterizar una serie de fendmenos concernientes al proceso de ensefianza y aprendizaje en el
contexto escolar. Por consiguiente, el fendbmeno didactico a trabajar en esta investigacion es
aquel relacionado con la razon trigonométrica y los aspectos mas transcendentales de su
historia, reconociendo asi, la importancia de esta nocién matematica en el curriculo escolar de
la educacion media, y como base para la educacion superior. En relacién con lo anterior, en
este capitulo se amplian algunos de los elementos teoricos seleccionados para fundamentar la
problematica de este trabajo de investigacion, desde dos perspectivas: la dimensién didactica y

la dimension curricular.

2.1.DIMENSION DIDACTICA.

En lo referente a la dimension didactica el documento de base sera: el desarrollo del
pensamiento trigonométrico en Montiel (2013). Dado que el texto presenta una herramienta en
innovacion sobre algunos de los fendbmenos que rodean al estudiante frente al concepto

matematico desarrollado en este trabajo de grado, es decir las razones trigonométricas.

10 Gémez (2002). Lo define como la conceptualizacion de las actividades que el profesor de matematicas deberia
realizar para disefiar, llevar a la practica y evaluar unidades didacticas. es, en general, apropiado para la
planificacion global de una asignatura o un plan de estudios, a su vez este caracteriza por su especificidad a un
concepto matematico concreto. Solamente cuando se profundiza en esa especificidad, es posible reconocer los
mdaltiples significados del concepto. (p.257)
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2.1.1. Desarrollo del pensamiento trigonométrico en Montiel (2013).

La autora referenciada, documenta que por la necesidad de descubrir cuéles son los
conocimientos que logra interpretar un estudiante, se hace necesario estudiar e indagar sobre
los distintos métodos de ensefianza que permiten llegar a ese objetivo; para ampliar esta idea,

Montiel lo manifiesta en su investigacion cuando:

...después de identificar las dificultades, concepciones o niveles de comprension entre
los estudiantes, algunas investigaciones cierran con una discusién sobre la pertinencia de
utilizar los métodos del “tridngulo rectangulo” y del “circulo unitario” con la intencién de

introducir las razones trigonométricas. (2013, p. 19).

De Kee, Mura y Dionne, (Citado por Montiel 2013) efectuaron una investigacion
alrededor de las diversas interpretaciones que logran hacer los estudiantes frente a este objeto
matematico a trabajar y concluyen que para favorecerlo hay que dar mas importancia a todas

las ramas que representan un concepto matematico.

No obstante, el aporte de Montiel (2013) es el énfasis que se hace, a que el estudiante
pueda contextualizar las razones trigonométricas con grandes construcciones, sistema de
navegacion entre otras aplicaciones, alrededor de la resolucién de problemas y los conceptos
trigonométricos involucrados. Por tal razon, para esta experiencia de aula, se busca darle
significado mediante actividades de medicion y modelacién, los cuales se adaptan a un modelo
propuesto por Montiel (2013) en su texto el desarrollo del pensamiento trigonométrico, realiza
una descripcién de un sistema educativo en particular para plantear desde ahi la problematica
identificada y estudiarla desde distintas perspectivas en la disciplina didactica. El objetivo

principal de este escrito es compartir con los lectores los resultados de la investigacion e
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innovacion educativa relacionadas con la trigonometria para problematizar lo que se ensefia y
de esta forma, se plantean elementos para innovar la practica educativa desde la reorganizacion

del saber matemaético escolar mismo y no sélo desde la practica pedagodgica.

Por otro lado, en Montiel (2005) en su tesis doctoral, se hace un planteamiento sobre
que, no solo basta con reconocer cuales son las dificultades que se le presentan al estudiante si
no como estas se encuentran directamente relacionadas con el proceso de ensefianza y
aprendizaje; puesto que desde su enfoque Socioepistemologico®! se problematiza a la
matematica y desde ahi se logra dar una explicacién mas amplia del porqué ciertas dificultades
o0 porqué el avance de algunas innovaciones didacticas, independientemente del enfoque
pedagdgico que subyace a la practica educativa. Asi mismo, Montiel (2013) hace referencia
que desde esta teoria surge la necesidad de examinar la naturaleza de cada saber matematico y

su escenario historico, para este caso en particular el conocimiento trigonométrico.

De esta manera, se identifica la evolucion de los conceptos trigonométricas en relacion
con las circunstancias histdrico-sociales manifestando asi la coherencia que debe existir entre
la apropiacién de los conceptos matematicos, es efectivamente una via para que el estudiante
use elementos geomeétricos para trabajar, integrar y contextualizar conceptos dentro y fuera de

las matematicas mismas.

g Socioepistemologia promueve una muy particular forma de estudiar los procesos de ensefianza y de
aprendizaje de las Matematicas: abandona una tradicional mirada centrada en objetos hacia otra centrada en
practicas que es guiada por el constructo tedrico de practica social. Véase en AIEM (2015, p.10).
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Por esta razon, Montiel (2005) y (2013) propone una construccion basada en practicas
sociales, las cuales caracterizan al conocimiento como el fruto entre la epistemologial? y el
contexto lo que implica que no sélo se enfatice en conceptos, poniendo énfasis a la
construccion de la relacion y la funcionalidad trigonométrica y sus respectivos desarrollos del
pensamiento geométrico-proporcional y analitico funcional; en contraste con la vision
tradicional sobre el aprendizaje de la razon. Por tanto se usan elementos que fundamentan el
uso Y la significacion de las herramientas trigopnométricas para una construccion articulada de

las razones trigonométricas mediante la anticipacion y la prediccion.

Dado lo anterior vale la pena aclarar que muchos de los términos usados en esta
dimensidn son propios del marco tedrico referido y como el trabajo de grado presente se
encuentra inmerso en la educacion colombiana, se asume desde lo que se denomina
pensamiento geométrico y pensamiento variacional para el caso de los pensamiento planteados
con anterioridad “geométrico-proporcional y analitico funcional”, asi como el significado de

practica social el cual Arrieta (Citado por Montiel) sefiala:

...el Concepto de “practica” connota hacer algo, pero no simplemente hacer algo en si
mismo y por si mismo; es algo que en un contexto historico y social otorga una estructura y un
significado a lo que hacemos. En ese sentido la practica siempre es una practica social. (2005,

p. 102)

Para ampliar, en Montiel (2005) se ha propuesto un modelo a la construccion del

conocimiento®® trigonométrico basado en tres momentos: anticipacion, prediccion y

12 |a palabra epistemologia tiene su origen en las raices griegas émotiun (episteme) que significa conocimiento,
yAoyog (logos) que significa teoria. La epistemologia es, por tanto, la teoria del conocimiento. De algun modo,
puede decirse que es una abstraccion o andlisis filosdfico sobre la ciencia y sobre la adquisicion de su

13 Construccion del conocimiento: un conjunto de reflexiones, analisis y estudios acerca de los problemas
suscitados por los conceptos, métodos, teorias y desarrollo de las ciencias. Véase en Gonzalez (2013, p. 23)
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formalizacion. El nombre de cada momento obedece a la practica social que regula aquellas
actividades asociadas a las actividades de referencia, que le dan uso y via de construccion a las

nociones trigonomeétricas en su contexto de origen.

La anticipacion

Este primer momento hace referencia al estado inicial de conocimiento del estudiante,
haciendo referencia la forma intuitiva para representar e interpretar el cosmos y el contexto.

Por ello Montiel lo define como:

En el primer periodo historico se identifica a la anticipacion como la practica
social que regula las actividades asociadas a la matematizacion de la astronomia. Ya
sea para la prediccidn o la explicacién de fendémenos celestes, era necesario que éste
sucediera para estar en condiciones de comprobar el dato vy, a la vez, el modelo; la
matematizacion, numérica o geométrica, orientaba las decisiones précticas de la
agricultura, el comercio o la navegacion, del mismo modo que guiaba las explicaciones

tedricas de la astronomia o la geografia. (2013. p. 24)

A continuacion la figura 1 presentada en Montiel, se hace visible graficamente como

esta representada la anticipacion
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Figura 32. Esquematiza el modelo de la anticipacion constituido por la matematizacion de la

astronomia

ANTICIPACION

Matematizacion de la
Astronomia

———

Ed— 'it:umpam

[l ir § e
S

'_"'-—< Apmximﬁ.

Fuente: Montiel (2005) Estudio socioepistemoldgico de la funcidn trigonométrica. México,

CICATAIPN Unidad Legaria México: Tesis de doctorado no publicada. (p.104)

En este sentido, la anticipacion se centra en una evolucién de la matematizacion de los
fendmenos naturales y astronémicos, donde se ponen en juego conceptos, como la proporcion,
relacion, distancias, entre otros; la cuales son relevantes en la construccién de los modelos
trigonométricos. Montiel (2007) caracteriza a esta actividad matematica la cual radica en
medir, contrastar, comparar, aproximar y calcular eventos relacionados con fenémenos
astrondmicos para represéntalos en modelos geométricos proporcionales donde puedan
anticipar un hecho real. De esta forma, la anticipacion en el discurso matematico escolar debe
reconciliar el estudio de la trigonometria con el estudio de la proporcionalidad, donde objetos
como el triangulo, el circulo, el angulo y las relaciones entre ellos sean herramientas en la

construccion de modelos geométricos.

En efecto, un discurso escolar constituido por la anticipacion debe considerar las

actividades del estudiante (medicidn, comparacion, aproximacion, entre otros) como la via para
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descubrir relaciones proporcionales en su realidad, mediada por las situaciones problema que el

profesor organice para la construccion de los conceptos trigopnomeétricos asociados.

En definitiva, para este trabajo de grado el concepto de razon se encuentra en todo el
proceso educativo de la trigonometria y resulta entonces mas apropiado estudiar y analizar los
resultados desde una perspectiva donde se retome y se rescate, lo abstracto, lo geométrico, asi
mismo, lo variacional, es decir, ver el estudio trigopnométrico como un conjunto de saberes que
satisface contextos, problemas y circunstancias particulares y no solo a estructuras matematicas

que dan coherencia a su presentacion como objeto matematico formal.

A continuacion se presenta en el concepto de prediccion, y esta hace alusion al

momento donde el estudiante se aleja un poco de lo abstracto y categoriza al conocimiento por

las herramientas adquiridas en los procesos académicos.

La prediccion

Este segqundo momento hace referencia a los diversos conocimientos del estudiante,
haciendo referencia la forma cuantitativa y cualitativa para representar e interpretar el cosmos

y el contexto. Por ello que Montiel lo define como:

La prediccion es la necesidad de conocer un estado futuro con base en el presente y las

variaciones de su pasado, se reconoce como la practica social que regula las actividades
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asociadas a esta matematizacion de la fisica®, y el paso del fendémeno celeste al modelo

mecanico constituye una via de transicion de lo geométrico al plano funcional. (2013. P. 26).

A continuacion la figura 2 presentada en Montiel, se hace visible graficamente como

esta representada la anticipacion

Figura 33. Esquematiza el modelo de la prediccion constituido por la matematizacion de la fisica.

PrEDICCION

Matematizadon de |z Fisica
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g, Modelar ﬁh‘n
Calcular
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Fuente: Montiel (2005) Estudio socioepistemoldgico de la funcion trigonométrica. México,

CICATAIPN Unidad Legaria México: Tesis de doctorado no publicada. (p.106)

De esta manera, la prediccidn se centra en el desarrollo de nuevas herramientas
trigonométricas donde traten con objetos que surgen o toman un caracter matematico en el
estudio del movimiento y el cambio, para las cuales Montiel (2005) manifiesta que es necesaria
una concepcion matematizable del movimiento, es decir, concebir al movimiento en términos
abstractos como (figuras y numeros) y a su vez el asociar varios conceptos matematicos
guardando asi la relacion trigonométrica requerida para este trabajo de grado donde se

fundamente la modelacion y la medicion.

14 Montiel (2005) entiende que desde siglo xvi al siglo xvii se da una emergencia conjunta de los conceptos fisicos
y los conceptos matematicos, donde autores como De Gandt (1999) reconocen al estudio del movimiento y de las
velocidades como lo que introduce a los problemas y del célculo infinitesimal.
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Es claro que la problematica de este trabajo de grado y a su vez su desarrollo no esta en
el contexto de la fisica, pero la esencia de lo que plantea Montiel 2013 y 2005 sobre las
herramientas que se deben de tener en cuenta, para la construccion de un concepto

trigonométrico, si corresponde con el objetivo planteado para el desarrollo.

Por consiguiente, los trabajos realizados por Montiel (2013) se centran en el desarrollo
de la teoria newtoniana para apoyarse en el concepto de prediccion al reconocer el contexto
dindmico con que se tratan tanto los fendmenos como los objetos matematicos. De esta forma,
explica como Newton integra en una sola teoria las primeras leyes matematicas que describen,
el movimiento celeste de Kepler, con las leyes del movimiento terrestre elaboradas por Galileo;
y todo esto a partir de la interpretacion de los objetos geométricos como entidades generadas
por un movimiento continuo, seguido por un tratamiento de las ecuaciones algebraicas que

anticipaban una nocion matematica.

A partir de lo referenciado, en este trabajo no se pretende que los estudiantes
reproduzcan de lo sucedido en la historia, sino que realicen una reconstruccion de las
condiciones tales como: la interaccién matematica de la experiencia planteada; el concepto de
razdn debe emerger de manera natural a partir de la necesidad de su utilizacion, para ello es
necesario enfrentar a los estudiantes a actividades donde a partir del uso de la geometria, la
proporcion, la relacion y la medicion se llegue a la comprension del objeto trigonométricos. Lo
anterior tiene la intencion de aportar al desarrollo del pensamiento trigonométrico; y para ello
se usan actividades de aula, donde estas incorporan un sentido histérico como un facilitador
del aprendizaje de la trigonometria, pues debido a las diferentes posibilidades de exploracion
que ésta ofrece puede contribuir a la comprension y al desarrollo de conceptos y habilidades

propios de las matematicas.

104



En definitiva, Montiel (2005) concluye como este marco teérico ha permitido explicar
las dificultades del estudiante al reconocer que la introduccion a la trigonometria a través del
estudio del tridngulo rectangulo despoja a las razones trigonométricas de todo aquello que le da
origen, sentido y significado; es decir, hay una pérdida del proceso geométrico en la
construccion de lo trigonomeétrico. Asi mismo, El discurso Trigonométrico Escolar ha
convertido a las razones trigonomeétricas en el proceso aritmético de dividir las longitudes de
los lados del triangulo, esto es, en una técnica para encontrar valores faltantes de un triangulo.
En ese sentido, se entiende que los resultados positivos en las investigaciones plantadas se

deben en gran medida a devolverle a lo trigonomeétrico esas condiciones que le son propias.

2.2. DIMENSION CURRICULAR.

En esta dimension se tendrdn como referente el curriculo nacional colombiano
establecido legalmente en los Lineamientos Curriculares de matematicas MEN (1998) los
Estandares Basicos de Competencias en Matematicas MEN (2006) adicional a esto los
derechos basicos de aprendizaje por sus siglas denominado DBA (2015) propuestos por el
Ministerio de Educacion Nacional. Es importante indicar que los curriculos propios de la
Institucion Educativa también son objeto de analisis para esta seccion, con el fin de caracterizar

todos los aspectos relevantes para la experiencia de aula.

2.2.1. Lineamientos Curriculares MEN (1998).
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Los Lineamientos Curriculares son una propuesta del Ministerio de Educacion
Nacional, que plantean algunos criterios para orientar el curriculo, asi mismo una vision global
e integral sobre el que hacer matematico dentro del aula y proponen organizar los enfoques que
deberia tener la ensefianza de las matematicas en el pais, con el fin de que se estudie la
fundamentacion pedagogica de esta area y se intercambien experiencias en el contexto de los

Proyectos Educativos Institucionales.

Por otro lado, el MEN (1998) plantea tres grandes aspectos donde cada uno de ellos se

encuentra situado en un eje tridimensional, estos son:

Los procesos generales y se encuentran relacionados con el aprendizaje, tales como
razonamiento, la resolucién y planteamiento de problemas; la comunicacion; la modelacion y

la elaboracion; comparacion y ejercitacion de procedimientos.

Conocimientos basicos, los cuales relaciona con los conceptos especificos de la
matematica y que estan organizados en cinco niveles de pensamiento: pensamiento numérico y
los sistemas numeéricos, pensamiento espacial y los sistemas geométricos, el pensamiento
métrico y los sistemas métricos, el pensamiento aleatorio y los sistemas de datos y el

pensamiento variacional y los sistemas algebraicos y analiticos.

El contexto, hace alusion a los ambientes que rodean al estudiante y que contribuyen
al sentido de las matematicas que aprende, en el contexto se ponen en juego las situaciones
problema que surgen de las matematicas mismas , de la vida diaria y de los roles sociales,

culturales, econdmicos entre otros.
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A partir de estos aspectos, se explican de algunos de los procesos relativos a las razones
trigonométricas que deben tomarse en consideracion, para el disefio y la gestion de
experiencias de aprendizaje que se proponen en este trabajo de grado, como se muestra a

continuacion.

En cuanto a los conocimientos basicos, se tienen en cuenta lo relativo al pensamiento

espacial y los sistemas geométricos;

El pensamiento espacial es esencial para el pensamiento cientifico, ya que es usado para
representar y manipular informacion en el aprendizaje y en la resolucidn de problemas. El manejo de
informacion espacial para resolver problemas de ubicacidn, orientacion y distribucion de espacios es

peculiar a esas personas que tienen desarrollada su inteligencia espacial

Los sistemas geométricos se construyen a través de la exploracion activa y
modelacion del espacio tanto para la situacion de los objetos en reposo como para el
movimiento. Esta construccién se entiende como un proceso cognitivo de interacciones,
gue avanza desde un espacio intuitivo o sensorio-motor, que se relaciona con la
capacidad practica de actuar en el espacio, manipulando objetos, localizando
situaciones en el entorno y efectuando desplazamientos, medidas, calculos espaciales,

etc., (1998, p. 37)

Acerca de los procesos generales: Se tiene en cuenta la resolucion y planteamiento de
problemas al igual que la modelacion matematica, como se muestra a continuacion

respectivamente.

Resolucidon y planteamiento del problema, le permite al estudiante alcanzar metas

significativas en el proceso de construccién del conocimiento matematico y a su vez el proceso

107



de “desarrollar habilidades para comunicarse matematicamente: expresar ideas, interpretar,
evaluar, representar, usar consistentemente los diferentes tipos de lenguaje, describir relaciones
y modelar situaciones cotidianas”. (MEN, 1998, p. 76). Asi mismo, este proceso general indaga
sobre la comprension de los conceptos y procesos matematicos a través de traduccion entre
distintas formas de representacion, identificacion de propiedades y el reconocimiento de

condiciones, ejecucion eficiente de procesos y verificacion de resultados de un proceso.

La modelacién matematica, vista como proceso, involucra una serie de acciones o fases
que hacen que la construccién o interpretacion de un modelo matematico no se efectie de
manera instantanea en el aula de clase; esas acciones o fases se conocen en como los elementos
basicos, “propuesta por el matematico holandés Hans Freudenthal, quien considera que el
nucleo basico del curriculo de matematicas en la escuela debe ser el aprendizaje de las

estrategias de matematizacion” (MEN. 1998. p.76)

El punto de partida de la modelacion es una situacién problematica real seguido por el
proceso de resolucion de problemas, y la coherencia interna en la cual se da un modelo
matematico. EI MEN (1998) plantea que cuando se consigue un modelo satisfactorio, éste se
puede utilizar como base para hacer predicciones acerca de la situacién problematica real u
objeto modelado, para tomar decisiones y para emprender acciones. La capacidad de
prediccion que tiene un modelo matematico es un concepto poderoso y fundamental en las

matematicas, este hecho se presume cuando:

Algunos autores distinguen entre la modelacién y la matematizacion mientras
que otros las consideran equivalentes. Nosotros consideramos la matematizacion como

el proceso desde el problema enunciado matematicamente hasta las matematicas y la
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modelacion o la construccion de modelos como el proceso completo que conduce desde

la situacion problematica real original hasta un modelo matematico. (1998. p. 77)

Los procesos descritos anteriormente en ambos ejes, se deben tener en cuenta en el
momento del disefio de esta experiencia de aula, puesto que se espera favorecer
académicamente al grupo de estudiantes seleccionados a partir de actividades, que incentiven
en ellos procesos de investigacion donde apliquen nociones de medidas, modelacion, calculo,
proporcion y asi mismo que puedan formular y demostrar hipoétesis, entre otros. En particular
una de las situaciones propuestas en este trabajo consiste en la resolucién de un problema que
conlleva a la construccion del concepto de razén trigonométrica donde los estudiantes deben

dar cuenta de los fenédmenos hallados en éste.

2.2.2. Estandares Basicos en Competencias Matematicas MEN (2006).

Los Estandares Basicos de Competencias del Ministerio de Educacion Nacional de la
Republica de Colombia, se presenta como una guia que permite promover y orientar los
procesos curriculares, en aspectos esenciales de la reflexion matematica como son, el plan de
estudios, los proyectos escolares e incluso el trabajo de ensefianza de las matematicas en el
aula; y de esta forma ser implementados en cada institucion educativa de la nacion sea privado
0 publico, generado asi, unanimidad en los conceptos presentados en las diferentes aulas de
clase, de acuerdo a las necesidades curriculares y pedagdgicas . En esta dimension se
encontrara algunos procesos generales presentes en actividad matematica la cual involucre
trigonometria, y se concreta de manera especifica en el pensamiento l6gico y en los cinco tipos

de pensamiento matematico.
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En este sentido, el encontrar conceptos que involucren razones trigonomeétricas

concretamente no sera posible, puesto que no esta detallada como tal, porque el marco teorico

del curriculo mencionado gira alrededor de las competencias matematicas y los estandares y no

de los contenidos, por eso es necesario inferir en qué tipo de pensamiento y ciclos estan

inmersos estos conceptos.

A continuacion, en la siguiente tabla se identifican los estandares trigonomeétricos

esenciales en la construccion de las razones trigonometricas como lo son la medida de angulos

en los primeros grados de escolaridad, posteriormente se resaltan componente trigonométricos,

todo esto con base a la tabla que postulan los lineamientos.

Tabla 3. Estandares Basicos en la construccion del concepto de razones trigonométricas.

Grado de Pensamiento | Pensamiento Pensamiento métrico | Pensamiento Pensamiento
Escolaridad | numérico y espacial y sistemas | y aleatorio variacional y
sistemas geométricos sistemas de medidas | y sistemas de | sistemas
numericos datos algebraicos y
analiticos
4a5 * Comparo y

clasifico figuras
bidimensionales de
acuerdo a sus
componentes
(angulos y vértices)

y caracteristicas.
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* Identifico,
represento y utilizo
angulos en giros,
aberturas,
inclinaciones,
figuras, puntas y
esquinas en

situaciones estaticas

y dinamica.
6a7 * Predigo y * Diferencio y ordeno
comparo los en objetos y eventos,

resultados de
aplicar
transformaciones
rigidas
(traslaciones,
rotaciones,
reflexiones) y
homotecias
(ampliaciones y
reducciones) sobre
figuras
bidimensionales en
situaciones
matematicas y de
arte

* Resuelvo y
formulo problemas

usando modelos

propiedades o
atributos que se
puedan medir
(longitudes,
distancias, areas de
superficie,

dados volimenes de
liquidos y
capacidades de
recipientes: pesos y
masa de cuerpos
solidos; duracién de
eventos o

procesos amplitud de

angulos
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geomeétricos.

* Resuelvo y
formulo problemas
que involucren
relaciones

y propiedades de
semejanza y
congruencia usando
representaciones

Visuales.

8a9

* Conjeturo y
verifico
propiedades de
congruencias y
semejanzas entre
figuras
bidimensionales y
entre objetos
tridimensionales en
la solucion de
problemas.

* Reconozco y
contrasto
propiedades y
relaciones
geomeétricas
utilizadas en
demostracion de

teoremas basicos

* Selecciono y uso
técnicas e
instrumentos para
medir longitudes,
areas de superficies,
volimenes y angulos

con niveles de

precision apropiados.
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(Pitagoras y Tales).
* Aplico Y justifico
criterios de
congruencias y
semejanza entre
triangulos en la
resolucion y
formulacion de
problemas.

* Uso
representaciones
geométricas para
resolver y formular
problemas en las
matematicas y en

otras disciplinas.

Fuente: Adaptada de los Estandares Basicos de competencias en matematicas MEN (2006)

La tabla anterior caracterizada a partir los Estandares Basicos de competencias en
matematicas MEN (2006), expresa un via para construir el concepto de razon trigonométrica
teniendo en cuenta como en él se presentan los procesos desde los primeros grados de
escolaridad permitiendo que se evidencien aspectos de comparacion, representacion y uso de
medidas en los triangulos y circunferencias, y para el caso de la esta experiencia de aula se
toma en consideracion la relacion entre los lados de un tridngulo, los angulos, la longitud de

arco, la semejanza de tridngulos de manera muy particular para realizar el respectivo analisis.
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2.2.3. Derechos Basicos de Aprendizaje (DBA)

A continuacion se presentara una descripcion de lo que plantea en Ministerio de
Educacion Nacional por sus siglas MEN sobre los Derechos Bésicos de Aprendizaje por sus

siglas DBA para los afios (2015-2016) primera version y (2016-2017) segunda version.

El Ministerio de Educacién Nacional ha venido trabajando en distintas estrategias y
herramientas que conlleven al mejoramiento de la calidad educativa del pais y que sean Utiles
en los establecimientos educativos. “Una de estas herramientas son los Derechos Béasicos de
Aprendizaje (DBA) dirigidos a todos los actores del sector educativo para que identifiquen lo
que es indispensable que aprendan los estudiantes y se desarrollen las acciones que sean

necesarias para garantizarlo” (DBA. 2015. p. 3)

Para la comodidad del lector cuando se hable del MEN (2015) seré en referencia a la
primera versién y MEN (2016) para la segunda version. Es importante resaltar que el objetivo
de ambas versiones es el mismo, el cambio entre ellas se encuentra en la estructura de sus

saberes.

Los DBA en matematicas MEN (2015) conforman una propuesta de saberes
fundamentales y significativos que al anexar como objeto de ensefianza garantizan condiciones
de igualdad educativa; se estructuran guardando coherencia con Lineamientos Curriculares de
matematicas MEN (1998) y los Estandares Basicos de Competencias en Matemaéticas MEN,
(2006). Su importancia radica en que plantean elementos para la construccion de rutas de

aprendizaje estructuradas para cada afo lectivo cuyo fin es, que los estudiantes alcancen los
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estandares basicos propuestos y organizados por grado escolar desde 1° hasta 11° en las areas

de lenguaje y matematicas.

De esta manera, los derechos bésicos de aprendizaje tratan de orientan al docente sobre
el desarrollo progresivo que debe de tener con los estudiantes en cada grado de escolaridad
respecto a la construccién de sus conocimientos matematicos. Asi mismo, los (DBA, 2015) se
manifiestan como un referente para la planeacion de aula y su estructura se basa en una serie
de listados los cuales se despliegan por problemas de aplicacion donde estos caracterizan la
clase de ejercicios que el estudiante debe estar en la capacidad de comprender y desarrollar
durante un afo escolar. A continuacion en la siguiente Figura se muestra como se realiza esta

estructura.

Figura 34. Esquematiza un ejemplo de cdmo es la estructura de los derechos basicos de aprendizaje en

matematicas.

@

=i il

Mo forma una caio

Vista 3
+

QLT

® Vista 2

Fuente: Derechos Bésicos de Aprendizaje (MEN, 2015. p. 4).

Ahora bien, para el caso de este trabajo de grado, los (DBA 2015) presentan una
estructura de saberes fundamentales que el estudiante debe estar en la capacidad de interpretar,

estos saberes se encuentran en torno a las razones trigonométricas, presentadas para el grado
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noveno de la educacién media, dejando claro que en los grados posteriores modelan las
unidades de trabajo para conceptos como el de funciones trigonométricas y estos no se tendran
en consideracion para efectos de este trabajo. Es por esto que a continuacion en la figura 35 se

presentan los DBA correspondientes al desarrollo de las razones trigonometrias pertinentes.

Figura 35. Caracterizacion de los saberes para las razones trigonométricas.

Redliza demostraciones geométricas sencillas a partir de princi-
plos que conoce. Por ejempla:

o Demuestra que la suma de los angulos en un tiangulo es 1807,

1. 5e traza una recta L parale- A La B B
la al lodo AB y que pase por ‘x,h .
el punto C. L & .*{;e W

2. Los pares de angulos a v 4
By ¥tienen la msma medida, 3. Los angulos§, e y ¥ forman
por lo relacion ente los  un angulo que mide 1807

angulos formados por rectas Conclusion: la suma de las

parckelas o s?f infersectadas medidas de los dangulos &, 8 ¥
por una secante: pesde 180"

e Demuesta el tecrema de Tales que dice gue un diametro de un
circulo y cudlguier punto solre la circunferencia forman un friangulo

rectangulo.
B
A D C
1. Los segmentos AD, DB y 2. Los tiangulos ADB v DBC son
OC fienen la misma medida Isoceles

por ser radios de la semici-

curferencia ABC. 4. Los angulos del fiangulo ABC

miden 180°, de donde:
3. Como tenemos fiangulos a+a+p+ 8 =180
isoceles el angulo a mide lo

mismo gue el angulo ABD vy 2a+378 = 18-‘:'_“1

el angulo B mide lo mismo a+f =90

que el angule CBD. Conclusion: e angule ABC
mide 90,

Responde a lo propuesto por el (MEN, 2015) para el grado noveno de la educacion media, aqui se
plantean una seria de preguntas y posterior a ello su respuesta, puesto que esto es un ejemplo que ilustra

lo que se espera que el estudiante (p.31)

Asi sucesivamente, los DBA presentan otros ejemplos correspondientes a las razones
trigonométricas que pueden ser evaluados a gusto del lector, puesto que siguen bajo la misma

distribucion. La figura anterior, para efectos de esta experiencia de aula, manifiesta algunos de
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los conocimientos que debe tener el estudiante frente al teorema de tales, para que este pueda
ser demostrado con los conocimientos previamente adquiridos como por ejemplo el Utilizar las
razones seno, coseno Y la tangente para solucionar problemas que involucran triangulos
rectangulos, por otra parte, se hace conveniente el “Conocer las razones trigonométricas seno,
coseno y tangente en triangulos rectangulos. Comprende que para un cierto angulo «, las
razones sen a, cos a son independientes de las medidas de los lados del tridangulo” (MEN, 2015.

p. 30).

2.3.PRESENTACION DE LA INSTITUCION.

En este apartado, se evidenciard una resefia historica de la institucién educativa donde

se llevd a cabo la experiencia de aula acompariada de la mision y vision de la institucion.

Resefia histdrica de la Institucion Educativa Sagrado Corazon de Jesus — Bethlemitas
es una institucion dirigida por las religiosas Bethlemitas dedicada a la formacion integral de la

nifiez y la juventud.

El 8 de octubre de 1888 se fundd el Colegio en la ciudad de Palmira. Bajo la direccion
de la hermana Rosa Maria Madariaga, el Colegio inicié el bachiller clasico en el afio 1943.
Hasta ese momento se habia trabajado con la capacitacion técnico-comercial y la formacion de
normalistas. Fue en el afio de 1949 cuando se otorg0 la autorizacion de graduar las primeras

bachilleres en esa modalidad.
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El 20 de junio de 2007 se obtiene el certificado de SC 4665-1por el ICONTEC —
IQNET bajo la norma I1SO 9001:2000 en la presentacion del servicio de educacion formal en

los niveles de preescolar, basica primaria, basica secundaria y media académica.

2.3.1 Misidén

Somos una comunidad educativa, dindmica, participativa y actualizada, que sirve a la

iglesia con renovado compromiso evangelizador.

Acompafiamos a nuestros estudiantes en un proceso de formacion integral, mediante una
educacion de calidad fundamentada en valores humano-cristianos y en una solida preparacion

académica.

Contamos con el amor de Dios manifestado en Jesus, en Belén y la Cruz; la experiencia
pedagdgica innovadora de nuestros fundadores, el Santo Hermano Pedro de San José Betancur
y la Beata Madre Maria Encarnacion Rosal; mas de tres (3) siglos de presencia en Ameéricay
ciento treinta y un (131) afios en Colombia con una propuesta pedagogica que se enriquece

constantemente.

2.3.2 Vision
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A la luz de la Filosofia Bethlemita y de nuestra propuesta educativa, que integra
ciencia, cultura y evangelio, formar hombres y mujeres dignas, fraternas, competentes, justas,
solidarias, misericordiosas y comprometidas con la paz, capaces de liderar procesos de cambio

en la familia y la sociedad, para una patria nueva y un mundo méas humano.

Ahora se mostrara brevemente los propoésitos del area de matematicas en el Colegio
Sagrado Corazon de Jesus — Bethlemitas los cuales estan regidos a los lineamientos que plantea

el Ministerio de Educacioén.

2.3.3 Propositos del &rea

El curriculo de matematicas adoptado por la institucion dentro de su plan de estudios

debe cumplir los siguientes propdsitos generales:

Generar en todos los estudiantes una actitud favorable hacia las matematicas y estimular en

ellas el interés por su estudio.

e Desarrollar en los estudiantes una sélida comprension de los conceptos, procesos, y
estrategias basicas de las matematicas e, igualmente, la capacidad de utilizar todo ello en la
solucién de problemas.

e Desarrollar en los estudiantes la habilidad para reconocer la presencia de las matematicas
en diversas situaciones de la vida real.

e Suministrar a los estudiantes el lenguaje apropiado que les permita comunicar de manera

eficaz sus ideas y experiencias matematicas.
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e Estimular en los estudiantes el uso creativo de las matematicas para expresar nuevas ideas y
descubrimientos, asi como para reconocer los elementos matematicos presentes en otras
actividades creativas.

e Retar a los estudiantes a lograr un nivel de excelencia que corresponda a su etapa de
desarrollo.

e Generar los espacios Y estrategias necesarias para la formacion de seres capaces de
adquirir, valorar y producir conocimientos cientificos y humanos que les permitan afrontar
las exigencias del mundo actual, propendiendo por una educacion holistica basada en el
desarrollo de valores que fortalezcan el espiritu critico y propositivo, el respeto por la

diversidad cultural y religiosa y el manejo adecuado de los recursos naturales.

Marco Conceptual

Respecto a la organizacion de los conocimientos basicos se hace referencia en los
Lineamientos y Estandares de calidad a los pensamientos y los organizadores que relacionan
los procesos cognitivos de los estudiantes cuando se enfrentan en la actividad matematica a la
construccion y uso de tdpicos matematicos especificos o cuando se enfrentan con los sistemas
simbolicos y de representacion caracteristicos del conocimiento matematico. Estos

organizadores son:

El pensamiento numérico y los sistemas numéricos, el pensamiento espacial y los
sistemas geomeétricos, el pensamiento métrico y los sistemas de medida, el pensamiento

Variacional y los sistemas analiticos y el pensamiento aleatorio y los sistemas de datos. Es de
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anotar que para la estructura de las pruebas se reorganizaran estos pensamientos en tres

componentes: el numérico-variacional, el geométrico-métrico, y el aleatorio.

Numeérico — Variacional

Esté relacionado con la comprension de los nimeros y de la numeracion, el significado
del nimero, la estructura del sistema de numeracion; el significado de las operaciones, la
comprensién de sus propiedades, de su efecto y de las relaciones entre ellas; el uso de los
ntmeros y las operaciones en la resolucion, identificacion de variables, la descripcion de
fendmenos de cambio y dependencia; conceptos y procedimientos asociados a la variacion

directa, a la variacion inversa y al concepto de funcion.

Se considera fundamental el conocimiento del conjunto de los nimeros reales, las
propiedades de las operaciones, la densidad y la distincion entre nimeros racionales e
irracionales. Uno de los elementos centrales a considerar es la apropiacion del concepto de
funcién analizando variacion y relaciones entre diferentes representaciones y su uso
comprensivo a travées de la modelacion con funciones polinémicas, exponenciales y
logaritmicas, abordar situaciones que requieran nociones intuitivas de aproximacién del
estudiante a la nocion de derivada como razén de cambio instantanea en contextos matematicos

y no matematicos.

Geométrico — Métrico
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Involucra la construccion y manipulacion de representaciones mentales de los objetos
del espacio, las relaciones entre ellos, sus transformaciones y sus diversas traducciones o
representaciones materiales, mas especificamente esté ligado a la comprension del espacio, al
desarrollo del pensamiento visual, al analisis abstracto de figuras y formas en el plano y en el
espacio a través de la observacion de patrones y regularidades. Involucra el razonamiento
geomeétrico, la solucién de problemas significativos de medicion, modelacion, disefio y
construccion. Relacionado ademas con la construccion de conceptos de cada magnitud
(longitud, area, volumen, capacidad, masa), la comprension de los procesos de conservacion, la
estimacion de magnitudes, la apreciacién del rango, la seleccion de unidades de medida, de
patrones y de instrumentos. El uso de unidades, la seleccién y uso de instrumentos, la

comprension de conceptos de perimetro, area, superficie del area, volumen.

Juega un papel importante el identificar propiedades de las curvas, resolver problemas
en donde se usen propiedades de las conicas, describir y modelar fendmenos periédicos usando
relaciones y funciones trigonomeétrico y usar argumentos geométricos para formular problemas

en contextos matematicos y en otras ciencias.

Aleatorio

Hace referencia a la interpretacion de datos, al reconocimiento y andlisis de tendencias,
cambio, correlaciones, a las inferencias y al reconocimiento, descripcion y analisis de eventos

aleatorios. Mas especificamente involucra la exploracion, representacion, lectura e
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interpretacion de datos en contexto; el analisis de diversas formas de representacion de
informacion numérica, el analisis cualitativo de regularidades, de tendencias, de tipos de
crecimiento, y la formulacion de inferencias y argumentos usando medidas de tendencia central

y de dispersion.

Se espera un manejo comprensivo de la informacidn proveniente de los medios o de
estudios disefiados en el &mbito escolar, que se describan las tendencias que se observen en
conjuntos de variables relacionadas y usen comprensivamente algunas medidas de
centralizacion, localizacion, dispersion y correlacion. Se espera que se interpreten conceptos
de probabilidad condicional e independencia de eventos y que se resuelvan y formulen
problemas usando conceptos basicos de conteo y probabilidad (combinaciones, permutaciones,

espacio muestral, muestreo aleatorio, con reemplazamiento).

2.3.4 Las competencias.

Comunicacion

Esta referida a la capacidad del estudiante para expresar ideas, interpretar, representar,
usar diferentes tipos de lenguaje, describir relaciones. Relacionar materiales fisicos y
diagramas con ideas matematicas. Modelar usando lenguaje escrito, oral, concreto, pictorico,
grafico y algebraico. Manipular proposiciones y expresiones que contengan simbolos y

férmulas, utilizar variables y construir argumentaciones orales y escritas.

123



Razonamiento

Relacionado con el dar cuenta del cémo y del porqué de los caminos que se siguen para
Ilegar a conclusiones. Justificar estrategias y procedimientos puestos en accion en el
tratamiento de situaciones problema. Formular hip6tesis, hacer conjeturas, explorar ejemplos y
contraejemplos, probar y estructurar argumentos. Generalizar propiedades y relaciones,

identificar patrones y expresarlos matematicamente. Plantear preguntas.

Solucion de problemas

Esta ligada a formular problemas a partir de situaciones dentro y fuera de la
matematica. Traducir la realidad a una estructura matematica. Desarrollar y aplicar diferentes
estrategias y justificar la eleccion de métodos e instrumentos para la solucion de problemas.
Justificar la pertinencia de un célculo exacto o aproximado en la solucién de un problemay lo
razonable o no de la una respuesta obtenida. Verificar e interpretar resultados a la luz del
problema original y generalizar soluciones y estrategias para dar solucion a nuevas situaciones

problema.

Por Gltimo, en las siguientes ilustraciones se presenta la malla curricular de grado
décimo desde primer hasta tercer periodo, en el que se puede evidenciar, que en segundo
periodo se trabajan los conceptos de razones trigonométricas las cuales seran de gran utilidad

para esta experiencia en el aula.
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Figura 36. Presenta la malla curricular de grado décimo, para el primer periodo constituida por la

institucion educativa Sagrado Corazon de Jesus.

Colegio Sagrado Corazon de Jesiis
Hermanas Bethlemitas — Palmira
Mixto
PROCESO: GESTION PEDAGOGICA-HOLISTICA
PLANTILLA PARA LA ELABORACION DE LA MALLA CURRICULAR
VIGENTE DESDE VERSION coniGo ]
AGOSTO 19 DE 2016 08 FR-PH-03
PERIO | GRAD ; INTENSIDAD HORARIA
00 0 AREA Y/0 ASIGNATURA SEMANAL PROFESOR.
1 10 Trigonometria 4 Luis Fernando Espinosa S.
¥ Identifico en forma visual, gréfica y algebraica algunas propiedades de las curvas que se observan
en 1os bordes obtenidos por cortes longitudinales, diagonales y transversales en un cilindro y enun
cono.
ESTANDAR: ¥ Identifico caracteristicas de localizacion de objetos geométricos en sistemas de representacion
cartesiana y otros (polares, cilindricos y esféricos) y en particular de las curvas v figuras conicas.
¥ Uso argumentos geométricos para resolver y formular problemas en contextos matematicos y en
0tras ciencias.
2EINEE L Planteamiento y resolucion
representacion y Razonamiento y argumentacion de mbll:ama :
modelacién P
Establece relacion entre las I
COMPETENCA |+ Restinge el domiio de diferentes representaciones de Ef;‘gf;ﬁﬁ?gfﬁ;;gﬂqéﬁe
una funcion para que sea i
CORRESPNDEA | Nd TLNCIonpara g una funcion. se comporta como una
CADA AREA inyectiva. funcion
Diferencia las expresiones o
+ (Grafica funciones pares e algebraicas de las funciones de Rgsufellve polinomios
impares jas lineales cuadrticas, cubicas, | Smeucos Fespetando el
' . . ’ orden de las operaciones.
exponenciales v logaritmicas.
COMPONENTE | v Pensamiento Espacial v Sistemas Geométricos

DESEMPERC

+ Detérmina siunarelacidn &s funcion

¥ |dentificalos elementos deunafuncion.

v Representafunciones en formatabular, graficay algebraica.

v |dentifica graficay analiticamente diferentes clases de funciones (lineales cuadraticas, cubicas,

exponendalesy logaritmicas)

ﬁf.imm Funciones y angulos
¥ Funciones
+ Propiedades delas funciones
CONTENIDOS ¥ Funciones devariable real
¥ Angulos
+ Triangulgs
EEPSEEEEJSEME v Proceso Cognilivo
5 v Proceso Comunicativo
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Figura 37. Presenta la malla curricular de grado décimo, para el segundo periodo constituida por la

institucion educativa Sagrado Corazon de Jesus.

Colegio Sagrado Corazén de Jesis
Hermanas Bethlemstas — Palmira

= o (P
A PROCESO: GESTION PEDAGOGICA-HOLISTICA w | &F
PLANTILLA PARA LA ELABORACION DE LA MALLA CURRICULAR =
VIGENTE DESDE VERSION CODIGO e o
AGOSTO 19 DE 2016 08 FR-PH-03
PERIODO | GRADO | AREA Y/O ASIGNATURA L PROFESOR.
2 10 Trigonometria 4 Luis Fernando ESpinosa S.
ESTANDAR: v Uso argumentos geometricos pararesolver y formular problemas en contextos matematicos y en
) otras ciencias.
Comunicacion, ) .
representacion y Razonamiento y argumentacion Phntazrgm;z;;?ucm
COMPETENCIALA modelacion
GUE v Justificarunau otra
CORRESPNDEA estrategiaen lasolucion |+ Construirtridngulos rectangulos | Plﬂr&ﬁr"" resolver |
CADA AREA de un problema ubicado paramodelaralgunas profBiemas que inva ueren
en el contexto delas situaciones problema funciones trigonometricas
. P ' en tridngulos.
funciones.
¥ i i [ icos.
COMPONENTE Pensamiento Espacial y Sistemas Geometricos

+ Pensamiento Variacional y Sistema Algebraico

DESEMPENO Flantea y resuelve problemas que involucran triangulos rectangulos.

Graficas delas funciones trigonometricas - Soluciondetriangulos rectangulos - Solucion detriangulos

EJES TEMATICOS oblicuangulos-Vectores

¥ Funciones trigonometricas

Circunferencia unitaria

Puntos dela circunferencia unitaria

Definiciones de las funciones trigonométricas
Funciones trigonomeétricas de los éngulos cuadrantales
Razones trigonométricas para 30,45 y60

Angulos complementarios

Angulos dereferencia-

Angulos coterminales -

Graficas degen, cosytan - cof, 5ecy cac-
Angulo de elevacion y de depresion-

Ley de senos y decosenos
Area delfriangulo
Elementos deun vector
Suma de vectores

CONTENIDOS

Proceso Cognitivo
Proceso Comunicativo

PROCESOS
ESTRUCTURALES

R N N NN
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Figura 38. Presenta la malla curricular de grado décimo, para el tercer periodo constituida por la

institucion educativa Sagrado Corazon de Jesus.

Colegto Sagrado Corazién de Jesis
Hermanas Bethlemitas — Palmira §
S, Mixto ﬁ i
\Qt s PROCESD: GESTION PEDAGOGICA-HOLISTICA " u
b PLANTILLA PARA LA ELABORACION DE LA MALLA CURRICULAR
VIGENTE DESDE VERSION CODIGD -
AGOSTO 19 DE 2016 03 FR-PH-03
PERIC | GRAD INTEN SIDAD HORARIA
0o o AREA Y/O ASIGNATURA SEMANAL PROFESCR.
3 10 Trigonaometria 4 Luis Fernando Espinosa S
ESTANDAR: ¥ Reconozco y describo curvas y lugares geométricos.
Comunicacion, . =
representacion y Razonamiento y argumentacion Plantm?jr:lerrl;ﬁlinrlzs:lucmn
modelacion P
= Explicarsituaciones Proponermodelos para el
concretas mediante Int etar el tamiento d planteamiento y solucion de
EE'&EE"E"C'“ representaciones graficas y u'-'n:repéuﬂﬂcrignc;':rizéﬁgﬁ: ode problemas mediante
algebraicas. h ecuaciones trigonométricas
CORRESFNDEA g problema determinado. g
CADA AREA
* Explicarsituaciones |dentifi | . - Proponer el planteamiento
concretas usando entl ":ﬂc; a_stsfeccmnnzs_.fcunlfasy ¥ solucién deun problema
representaciones graficas y Z;Sntcefal(rtius?:lrsl ﬁﬁ; :I:eall Erentes mediante secciones
algebraicas de cadauna de : conicas en diferentes
las secciones conicas. contextos delavidareal.
COMPONENTE ¥ Pensamiento Espacial y Sistemas Geométricos
DESEMPERO ~" Resuelve operaciones algebraicas con expresiones queinvolucran conceptos trigonometricos.
¥ Resuelve ecuaciones trigonométricas.
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Problemas de aplicacion
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CAPITULO IIl: MARCO METODOLOGICO, ACERCAMIENTO A LAS

RAZONES TRIGONOMETRICAS EN EL AULA.

En este capitulo se ponen en manifiesto las condiciones en las que se desarrolla el
trabajo de campo, es decir, desde el enfoque de la investigacion, seguido por la descripcion y
organizacion de cada una de las actividades, posterior a ello, se procede con la aplicacion, el

analisis de las implementaciones, las reflexiones finales y las conclusiones.

3.1. ENFOQUE CUALITATIVO.

Las investigaciones que tienen un enfoque cualitativo son aquellas que segun (Herrera,
2008) extraen descripciones a partir de las observaciones que adoptan la forma de entrevistas,
trabajos de campo, registros escritos de todo tipo, fotografias, grabaciones, artefactos entre

otros medios que le permitan a la persona interactuar con un medio y obtener un resultado.

En lo correspondiente al desarrollo de este trabajo de grado, el enfoque cualitativo
rescata el objetivo principal de la experiencia de aula al poner en manifiesto lo que se espera
que realicen los estudiantes, cuando se enfrentan a ideas astronomicas, conceptos matematicos
y herramientas historicas para la construccion de un concepto. Alrededor de esto, Martinez

propone que:

La investigacion cualitativa busca la comprensidn e interpretacién de la

realidad humana y social, con un interés practico, es decir con el propésito de ubicar y
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orientar la accion humana y su realidad subjetiva. Por esto en los estudios cualitativos
se pretende llegar a comprender la singularidad de las personas y las comunidades,
dentro de su propio marco de referencia y en su contexto histérico-cultural. Se busca
examinar la realidad tal como otros la experimentan, a partir de la interpretacion de sus

propios significados, sentimientos, creencias y valores (2011, p.17).

En efecto, el enfoque cualitativo para docentes en ejercicio y en formacion, le permite
transformar el aula de clases, en un espacio donde el estudiante se le estimule sus competencias

o0 habilidades para un buen aprendizaje.

A partir de lo anterior, para este trabajo de grado es relevante lo que presenta (Murillo,
s. f) ya que manifiesta a la investigacion cualitativa como una herramienta que permite
principios teoricos, los cuales emplean métodos de recoleccion de datos, con el proposito de
explorar las relaciones sociales y describir la realidad tal como la aprecian los

correspondientes.

Dentro de las teorias sefialas por (Murillo, s. f), para el desarrollo de las actividades en

esta experiencia, se reflejaron las siguientes:

La fenomenologia es la “relacion que hay entre los hechos y fenomenos” (p. 3). Este
principio tedrico corresponde al momento cuando los estudiantes identificaran los elementos
mas pertinentes de la historia y perciben como la gran parte de los conceptos matematicos son

abstracciones de lo observado en la naturaleza.
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La hermenéutica se encarga en “determinar el significado exacto de las palabras de un
texto, mediante las cuales se ha expresado un pensamiento” (p. 3). Este principio teérico se
contrasta con el momento donde los estudiantes identificaran el concepto de las razones
trigonométricas seno y coseno, por medio de una actividad la cual esta constituida por

elementos histéricos.

La interaccidn social es la “influencia social que recibe todo individuo” (p. 3) Este
principio tedrico se asemeja cuando los estudiantes emplean métodos de recoleccion de datos
cuantitativos lo que implica que requiere de datos y resultados numéricos explicitamente, para

obtener un resultado.

En general, el enfoque cualitativo logra orientar a los estudiantes, a realizar preguntas e
hipotesis frente a los datos recopilados y de esta manera adquirir herramientas que le permitan
la construccion de diversos conceptos matematicos, a partir de los elementos histéricos
previamente estudiados. Igualmente, es importante presentar algunas de las caracteristicas mas
relevantes sobre el enfoque cualitativo, y como estas se encuentran reflejadas en este trabo de

grado; para ellos se tendra en consideracion lo expuesto por Herrera (2008) como por ejemplo:

e Lainvestigacion cualitativa no pretende demostrar teorias existentes, mas bien busca

generar teoria a partir de los resultados obtenidos.
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e Presenta una perspectiva historica y dinamica. El investigador estudia las personas y los
grupos tratando de reconstruir y comprender su pasado, como el contexto y las
situaciones presentes en los que se hallan.

e Lainvestigacion cualitativa produce datos descriptivos, trabaja con las propias palabras

de las personas y con las observaciones de su conducta.

Por esta razon, se busca a través de este trabajo de grado adaptar y poner en préactica
situaciones problema que permitan que los conceptos geométricos, trigonométricos e historicos
sean puesto en practica, con la intencion verificar al igual que constatar las teorias didacticas en

torno al aprendizaje de las razones trigopnométricas seno y coseno.

3.2. ADAPTACION E IMPLEMENTACION DE LA EXPERIENCIA DE

AULA

En esta seccion, se presentan las descripciones de cada una actividades implementada
en este proyecto de investigacion clasificadas en fases de desarrollo, asi mismo, la forma en la

que los estudiantes la recibieron.

3.2.1 Implementacion de la experiencia de aula.

Las actividades en el aula se llevan a cabo por medio de tres fases de desarrollo las cuales
incluyen actividades de apertura, desarrollo y cierre como se muestra en la tabla 1. Posterior a ello

se presenta la descripcion de cada una.
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Del mismo modo, la implementacion se encuentra dirigida a estudiantes de décimo grado

de la educacion media de la Institucion Educativa Sagrado Corazén de Jesus — Bethlemitas

ubicada en el municipio de Palmira; donde para la primera fase la actividad se realiz6 a cada

uno de los 28 estudiantes del grado décimo y para las fases 2 y 3 se escogieron 8 estudiantes de

forma aleatoria para formar dos grupos de 4 personas.

A continuacion en la tabla 1, se muestra un esquema de las 3 fases donde se caracteriza

el nombre, el objetivo planteado, la duracion y la modalidad de cada actividad inmersa en

dicha fase.

Tabla 4. Disefio de las fases de desarrollo.

¢Como medir el radio

Eratostenes usando

Nombre Objetivo Duracion Modalidad
Identificar las
fortalezas y
debilidades de los
a sobre tus .
Explor estudiantes para
§ . conocimientos : . o
© | Actividad de realizar actividades | 3 Horas. Individual
geométricos e . .
apertura de tipo geométrico
historicos. .
e historico.
Recrear el
problema de
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¢ ase4

SENo y coseno.

Seno y coseno a
partir de una

experiencia de aula

-
QD
i Actividad de | de la tierra? objetos 2 horas 2 Grupos de 4
desarrollo matematicos personas
Reconocer las
_ razones
Reconociendo las
) o trigonométricas
razones trigonométricas )
45 Minutos. 2 Grupos de 4

personas

A continuacion, se presenta la descripcion de las 3 fases que se llevaron a cabo con los

estudiantes dentro de las cuales en la primera se realizaron dos actividades de apertura donde la

primera se encuentra dirigida a los 28 estudiantes de forma individual: la cual busca examinar

algunos conceptos geométricos tienen los estudiantes de afios escolares anteriores. Seguido de

una segunda actividad de apertura la cual es de consulta donde los estudiantes indagan sobre

algunos personajes historicos de la antigua Grecia que sirve para darle apertura a la segunda

fase de desarrollo, donde se recrea una situacion histérica, que a posteriori sirve para llegar a la

Gltima fase donde se realiza una actividad de cierre para presentarles a los estudiantes las

razones trigonomeétricas seno y coseno a partir de una inquietud generada en la actividad de

desarrollo inmersa en la fase 2.
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3.2.2 Presentacion de la fase 1.

Las actividades de apertura fueron consideradas para dar origen al desarrollo secuencial

de las actividades en el aula, con el fin de recuperar saberes y opiniones de los estudiantes.

La primera actividad fue de tipo diagndstica en donde a los 28 estudiantes se les indago
sobre diferentes conceptos geométricos observados en afios de escolaridad anteriores, basado
en los Estandares Basicos en Competencias Matematicas MEN (2006) y los Derechos Basicos
de Aprendizaje MEN (2016), es importante resaltar que para ese momento a los estudiantes
solo se les presento la actividad de apertura sin realizar alguna introduccién sobre el tema; con
la intencidn de llegar al objetivo propuesto, establecido en el reconocer las fortalezas y

debilidades de los estudiantes al presentar una actividad de tipo geométrico e histérico.

La metodologia utilizada, para esta primera actividad se baso en que cada estudiante
resolviera el taller que tiene como titulo: “explora tus conocimientos geométricos e historicos”
y con los resultados obtenidos de este, se procede a plantear la segunda actividad de apertura,
donde esta permitio conocer sobre algunos personajes relevantes como Tales, Eratostenes e
Hiparco. Al momento de terminar la busqueda de la informacién, a los estudiantes se les dejo

es espacio para opinar sobre los hallazgos que estos personajes realizaron.

El tiempo de duracion para cada una de las actividades fue de una hora.
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A continuacion, se presentan la primera y la segunda actividad apertura, donde la
primera es adaptada de los libros de Hipertexto Editorial Santillana (Rubiano & Salazar, 2010)

para los grados sexto, séptimo, noveno; y la segunda es un basqueda de informacion.

Actividad de apertura 1.

Esta actividad se plantea con el objetivo de identificar las fortalezas y debilidades, a
partir de una prueba diagnostica que busca al final potenciar conceptos geomeétricos al igual
que lo conceptos matematicos que tienen de afios anteriores tales como describir y justificar
procesos de medicion de longitudes, tal como lo afirma los Derechos Basicos de Aprendizaje
(MEN, 2016) asi mismo el “explicar propiedades de figuras geométricas que se involucran en
los procesos de medicidn, justificar procedimientos de medicion a partir del Teorema de
Thales, Teorema de Pitdgoras” (p.68) , proponer alternativas para estimar y medir con

precision diferentes magnitudes.

A continuacion se muestra como a los estudiantes se les presento la actividad que tuvo

como titulo:

EXPLORA SOBRE TUS CONOCIMIENTOS GEOMETRICOS E HISTORICOS.

Lee con atencidon cada preguntay responde de manera individual, en una hoja.

1. ¢Cuales la formula para calcular el area y el perimetro de una circunferencia?
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2. Dado lo anterior calcule el area y el perimetro para una circunferencia con las

siguientes caracteristicas:

a. Sielradio mide 10 cm

b. Sieldiametro mide 25 dm

3. En la siguiente figura reconoce usted ¢ qué angulos son congruentes?

4. Enuncie el Teorema de Pitagoras

5. Encuentre la medida que falta de los siguientes triangulos
a) b)

c) ‘ d)

26
206116 24

6. Calcular el valor de x e y para la siguiente figura
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7. Pasar los angulos 30°, 45° y 135° a radianes.

8. ¢Qué esrazony proporcion?

Actividad de apertura 2.

Después de realizar la primera actividad de apertura se realizé una segunda actividad
donde los estudiantes indagaron en internet en buscadores como Google de forma libre sobre la
civilizacion griega y en especial en personajes como Tales de Mileto, Eratostenes de Cirene, y

Hiparco de Nicea.

El objetivo de esta actividad es reconocer los hallazgos que algunos matematicos griegos
tuvieron en la historia. La metodologia a desarrollar, consistié en la busqueda de la
informacion finalizando con un foro en el cual los estudiantes después de realizar la consulta,
pudiesen contar los hallazgos de los personajes anteriormente mencionados por medio de

participacion en el aula de forma oral.

137



El tiempo empleado fue dos horas una para la indagacion y otra para el foro.

A continuacion en la figura 39 se evidencia el proceso de busqueda por parte de los

estudiantes para el desarrollo de esta actividad.

Figura 39. Estudiantes de la institucion educativa en busqueda de informacién de Tales de Mileto,

Eratdstenes de Cirene, y Hiparco de Nicea.
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3.2.3 Presentacioén de la fase 2.

La actividad de desarrollo fue considerada como la consolidacién del conocimiento
previo y el conocimiento adquirido después de finalizar la fase 1. Es por ello que para la
realizacion de esta fase 2, su pudo ampliar, profundizar y complementar en los estudiantes
aquellos conocimientos matematicos, geométricos e historicos que conocian o descocian de los

grados escolares anteriores.

La actividad realizada en esta segunda fase, lleva el titulo de ;Cémo medir el radio de
la tierra?, donde el estudiante podra medir, calcular e interactuar con instrumentos de medicion,
a partir de unas instrucciones dadas por el maestro; cuyo objetivo principal es recrear el

problema de Eratostenes usando objetos matematicos.

De esta forma, se espera que los estudiantes lleven a cabo la actividad teniendo en
cuenta desempefios, como por ejemplo: resolver y formular problemas usando modelos
geométricos, propiedades de semejanza y congruencia, que los dirija hacia la interaccion de
teoremas basicos como los de Pitagoras y Tales. Se le deja claro al lector que estos desempefios
se encuentran establecidos en los Estandares Basicos en Competencias en Matematicas MEN

(2006) y en los Derechos Basicos de Aprendizaje MEN (2016).

Aparte de los desempefios que debe tener el estudiante para la realizacion de la
actividad de desarrollo, se pone en manifiesto el termino denominado Anticipacion, planteado
por Montiel (2005) ya no como un desempefio en especifico como lo plantea el los Estandares

Bésicos en Competencias en Matematicas MEN (2006) sino como el momento donde el
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estudiante debe analizar la matematizacion de los fenomenos naturales como el paso entre la
interpretacion del cosmos y/o fendmenos astrondmicos a la construccion de conceptos como la
heliocentricidad del sistema solar, la proporcion y relacion, el conocer que las orbitas no son

circulares sino elipticas, asi como el dimensionar el tamafio de los planetas conocidos.

Es por ello que Montiel (2005) afirma que cuando se recrea el momento de la
anticipacion, este se manifiesta como aquel discurso matematico escolar que debe reconciliar el
estudio de la trigonometria con el estudio de la proporcionalidad, donde objetos como el
triangulo el circulo, el angulo y las relaciones entre ellos son herramientas en la construccion

de modelos geométricos.

Por otra parte, esta actividad es adaptada e implementada a partir de algunos elementos
de la historia de la matematicas extraidos de los textos de Collete (1985), Kline (1972)y
Mateus (2013) para los trabajos realizados por Eratdstenes de Cirene, donde uno de sus
hallazgos, consistid en obtener el calculo aproximado del radio de la tierra haciendo uso de
conceptos geometricos extraidos de matematicos griegos como Tales de Mileto basados en la

utilizacion del gnomon para calcular alturas.

Eratdstenes en su trabajo, utiliz el gnomon para observar la sombra que se generaba el
21 de junio a las 12 del mediodia en la ciudad de Alejandria y luego esta ser comparada con la
sombra que proyectaba en gnomon en Siena, donde a la misma hora un 21 de junio no

generaba ningun tipo de sombras.
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Por consiguiente, para la adaptacion se tuvo en consideracion estas apreciaciones

realizadas por Eratdstenes, salvo que la fecha a fue el 13 de enero de 2017 y los lugares

utilizados fueron Palmira y Ciudad de Panama entre las 11 amy la 1 pm. Es de suma

importancia mencionar que dentro de la adaptacion en los dos lugares mencionados

anteriormente el sol generaba sombras a esta hora del dia.

A continuacion en la siguiente tabla se muestra un esquema de los rayos del sol

proyectados en un poso Siena y un gnomon en Alejandria y el ajuste realizado para los angulos

formados por los rayos del sol en Ciudad de Panama y Palmira.

Tabla 5. Relacion entre el calculo realizado por Eratostenes y el ajuste realizado para la experiencia.

Paralelo entre los angulos de Alejandra- Siena y Palmira- Ciudad de Panama

S0L

Sombras proyectadas por los rayos sol el 21 junio entre
Alejandria y Siena en el modelo de Eratdstenes. Fuente:
http://mimosa.pntic.mec.es/jgomez53/matema/practica/er

atostenes.htm

Ajuste para el calculo del radio de la tierra teniendo en cuenta
los dngulos generados por Palmira y Ciudad de Panama.
Fuente:http://blogfisicadejaviyjaime.blogspot.com.co/2015/1

1/eratostenes-medida-de-la-circunferencia.html
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A partir de lo mencionado con anterioridad, la metodologia utilizada para realizar la
actividad el estudiante debe resolver un taller haciendo uso de conceptos como: angulos entre
paralelas cortadas por una transversal, areas y perimetro de una circunferencia, angulos en
grados y en radianes, el concepto de razon y proporcion, el concepto de semejanza y
congruencia, en particular. Todo esto alrededor de implementar una experiencia, en donde el

estudiante pueda relacionar los objetos matematicos e historicos con su entorno.

El tiempo de duracion para esta actividad fue de 2 horas.

Adaptacion de la actividad

Con la intencion de articular los referentes matematicos, tedricos e histéricos
desarrollados anteriormente, se plantea la siguiente actividad que tiene por objetivo recrear el
problema de Eratdstenes usando objetos matematicos que busca movilizar en estudiantes de
grados décimo elementos conceptuales de tipo geométrico, métrico entre otros. En general, en
el siguiente titulo se muestra como a los estudiantes se les presenté la actividad que tiene como

titulo:

¢ COMO MEDIR EL RADIO DE LA TIERRA?

Fundamento histérico:

LEELE CON ATENCION, LA SIGUIENTE DESCRIPCION.
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Eratostenes de Cirene (276-194 a.C.), uno de los primeros en calcular las
dimensiones de la tierra, reconocido por la precisién en sus mediciones y por el alto grado de

observacion.

Una de esas mediciones lo realizo en su instancia en Siena una ciudad situada al sur
de Alejandria, observo que el 21 de Junio (dia mas largo que la noche puesto que comienza
el solsticio de verano para los habitantes del hemisferio norte). Al medio dia justo cuando el
sol se encontraba en el Zenit (Situacién del Sol en el punto mas alto de su elevacidn
sobre el horizonte) los objetos en general no producian sombras y solo se proyectaban
directamente en un pozo profundo lo que quiere decir que los rayos de sol caian

completamente perpendiculares al piso.

Eratéstenes observo que el mismo 21 de junio de un afio diferente en su estancia en
Alejandria como bibliotecario, no paso lo mismo, es decir, al medio dia en esta ciudad los
objetos si producian sombras por lo que se podria decir que el sol no se encontraba en el

Zenit.

La explicacion que dio Eratostenes a esta diferencia solo podia ser explicada si la
tierra no era plana asumiendo asi que Siena y Alejandria se encuentran en el mismo
meridiano es decir en la misma longitud geografica al igual que los rayos del sol caen sobre la
tierra de forma paralela. Entonces, una tierra con superficie curva podria explicar este
fenébmeno. En la Figura 1se muestra la observacion registrada por Eratdstenes en Siena 'y

Alejandria el 21 de junio

Dado lo anterior Eratostenes se dispuso a crear un modelo geométrico, donde simula
extender los rayos de sol hasta el centro de las tierra, los cuales caen paralelamente sobre
Siena al medio dia, ya que para ese entonces se asume que la tierra es esférica y a su vez
los mismos rayos de sol que caen paralelamente en Alejandria, para esto dispuso un gnomon

en Alejandria que formaba un angulo de 7.12° como se observa en la Figura 1.
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Después Eratdstenes, proyecto el gnomon hasta el centro de la tierra y con ayuda de
las propiedades geométricas de la igualdad de angulos que se forman cuando una recta corta
rectas paralelas determino el angulo formado en el centro de la tierra. Por tanto el angulo que
subtiende un arco de longitud Alejandria hasta Siena, muestra una relacién de
proporcionalidad con la amplitud del angulo de 360° que subtiende la longitud de la

circunferencia.

Eratéstenes para terminar el calculo necesitaba medir la distancia lineal de Siena a
Alejandria para ello contrato un grupo de soldados que hicieron la medida en términos de
estadios obteniendo una distancia de 5000 estadios entre las dos ciudades cabe resaltar que
un estadio equivale a 185m. Ahora que Eratéstenes ya tenia la relacién entre 7,2° y 360°, la
distancia entre Siena y Alejandria ya procedi6 a realizar proporcién para hallar el tan

anhelado radio de la tierra.

Referentes Bibliograficos: [1] Kline, Morris (1994). El pensamiento matematico

desde la antigliedad hasta nuestros dias, Oxford University: Alianza.

[2] Collette, J. (1990). Historia de las matematicas. Siglo XXI editores. Espafia.

SOL

7912

Te12

Figura 1. Sombras proyectadas por los rayos sol el 21 junio entre Alejandria Siena. Fuente

http://mimosa.pntic.mec.es/jgomez53/matema/practica/eratostenes.htm
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Después de leer la contextualizacion histérica de Eratéstenes, de manera grupal usa
los materiales que aparecen a continuacion para tomar unas medidas similares a las
descritas en la lectura anterior, salvo que para este momento no se tendra en cuenta la
cuidad de Alejandria y Siena, si no en el municipio de Palmira y Ciudad de Panama, Capital

de la republica de Panama.

Materiales:

e Gnomon: barra posicionada de forma vertical y perpendicular sobre la superficie que

servira para proyectar la sombra, como se muestra en la figura 2.

NA
\

Figura 2. Ejemplo de un Gnomon. Tomado de:
https://chorasimilarity.wordpress.com/2012/10/19/right-angles-everywhere-ii-about-the-

gnomon/

¢ Cinta métrica: Servira para realizar la medida de la sombra proyectada sobre el
suelo.
e Papel Kraft: Para marcar las observaciones realizadas

e Marcadores: para registrar las marcas sobre el papel

e Regla
e Reloj
e Brujula

e Google maps: Aplicacién utilizada para calcular la distancia entre las ciudades.
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Procedimiento:

Ahora vamos a realizar el siguiente procedimiento en compafia del profesor, a partir de

las instrucciones verbales sobre el uso del Ghomon, para ellos cada grupo debe:

10.

11.

12.

Ubicar el papel kraft en una superficie horizontal.

Ubicar el gnomon, para este caso se utilizara un recogedor o un palo que proyecte
sombras sobre el papel kraft.

Tomar la medida de la sombra proyectada por el gnomon.

Registrar las medidas de la sombre la tabla 1, que aparece al final.

Realizar los calculos necesarios para encontrar el radio de la tierra, que se
mencionaran en el transcurso de la actividad.

Colocar el gnomon de forma perpendicular sobre una superficie horizontal,
previamente ubicada.

Con ayuda de la cinta métrica medir la sombra generada por el gnomon

Realizar el procedimiento en intervalos de 5 minutos por 30 minutos. Y argumentar en
el respaldo de tu hoja de respuesta ¢, Qué observan?

¢,Cual es el recorrido que tiene la sombra en términos de punto cardinal?

¢La sombra siempre es del mismo tamafio a medida que transcurre el tiempo?

Con ayuda de Google Maps calcula la distancia de Palmira a Ciudad de Panama. Pide
a tu tutor que te regale la informacion de la sombra registrada en esta ciudad y la hora
en que se realizo.

¢, Cémo calcularias los angulos a1 y a2 de la siguiente figura 27?
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Figura 2. Grafico para el calculo del radio de la tierra teniendo en cuenta los angulos

generados por Palmira y Ciudad Panama

13. Sigue las instrucciones del tutor para realizar los célculos correspondientes.
Seaa=al — a2

Ahora escribe la raz6n entre la sombra del gnomon y la medida del gnomon de la

sombra del gnomon

siguiente forma: para el municipio de Palmira y Ciudad de Panama.

medida del gnomon

Por conceptos previos de geometria se tiene que 21r es el perimetro de la tierra.
2nr = perimetro de la tierra

De lo anterior se puede obtener la siguiente razén

@ 360°

(D) 2mr

Dado lo anterior al despejar r se obtiene que

_360°- (D)
= e

Nota: Recuerda (D)_gue es la distancia que encontraste entre Palmira y Ciudad de
Panaméa

Por ultimo, reemplaza los datos encontrados para D y a y escribe el radio de la tierra
gque hallaste de forma experimental.

14. ¢ Qué te deja la experiencia de aula?

147



Nota: La actividad se realizara con la ayuda de una persona que medira en el mismo

momento la sombra proyectada en Panama, lo cual se necesitara tener en cuenta que en

ambos lugares a determinada hora del dia el sol proyectara una sombra sobre el gnomon.

Fecha

Hora

AM-PM

Medida

Gnomon

cm

Sombra
Proyectada

m

Tabla 1. Registro de medidas de las sombras proyectadas

Descripcion de la aplicacion ¢ Cémo medir el radio de la tierra?

Los estudiantes realizaron la lectura inicial y a peticion del docente se les solicito que

algunos estudiantes explicaran en una escala pequefia lo que se iba a realizar, de esta manera el

docente se percataba sobre la lectura realizada y las investigaciones previas.

Siendo las 11:45 am todos se ubicaron en la cancha de baloncesto de la institucién

educativa, con los materiales y respectivo el montaje para hacer la toma de las sombras

proyectadas por el sol sobre el gnomon, en este mismo instante una persona se encontraba en
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Ciudad de Panama ya realizaba algunos calculos de sombras que se enviaban de forma virtual
al docente que dirigia la actividad y de esta manera realizaba el anuncio de la hora y la medida
de la sombra en ese lugar. Un ejemplo de ese primer momento se evidencia en la siguiente

figura.

Figura 40. Estudiantes realizando medidas de sombras en la institucion educativa.

Luego de tomar las medidas de las sombras y almacenar esos datos en la tabla 1 la cual
se encuentra en la actividad; se disponen a buscar la distancia que hay desde Palmira hasta
Ciudad de Panama en linea recta, para ese momento a los estudiantes se les genero diversas
dificultades ya que en los buscadores que tenian de manera individual les aparecia distancias,
muy alejadas de la real, por lo tanto, el profesor y un estudiante realizaron la intervencion

adecuada para llegar al resultado final, como se muestra en la figura 41.
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Figura 40. Distancia desde la institucion educativa hasta ciudad de panama.
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Luego de tener las medidas, la idea fue calcular los &ngulos que se generaron en las dos
ciudades teniendo en cuenta que no conocen las razones trigonométricas, para ello a los
estudiantes se les dio via libre para poder hacer el célculo y que mostraran la forma de

encontrar esta medida.

Al final, la decision tomada por los estudiantes fue dibujar un tridngulo con las medidas
adquiridas y con ayuda del transportador hacer la medicion, cabe resaltar que la propuesta
surgié de los estudiantes méas no del maestro. A continuacion en la siguiente figura se muestra

ese procedimiento.
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Figura 41. Estudiantes realizando la medida de los &ngulos en las dos ciudades.

Dado que ya conocian los angulos entre las dos ciudades siguieron con los pasos

mencionados en la guia hasta llegar a la medida del radio de la tierra.

3.2.4 Presentacion de la fase 3.

La actividad de cierre es la encargada de sintetizar los nuevos conocimientos

adquiridos, durante las fases anteriores.
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Disefio de la actividad

Se llevo a cabo la siguiente actividad con el objetivo es reconocer las razones

trigonomeétricas seno y coseno a partir de una experiencia de aula.

La metodologia consistio en la conexion entre la experiencia anteriormente realizada en
conjunto con las dificultades que se les present6 dentro de la actividad de desarrollo a los
estudiantes; de esta forma, dar solucion a las inquietudes planteadas por medio de la
presentacion de las razones trigonomeétricas seno y coseno. Igualmente, en esta actividad de
cierre se hizo la socializacion y construccion del objetivo de reconocer las razones

trigonométricas seno y coseno a partir de las experiencias realizadas en la fase 1y 2

El tiempo estimado para esta actividad fue de 45 minutos.

Descripcion de la aplicacion

La conexidn entre las diferentes fases es importante para llegar al desarrollo del
objetivo general del trabajo de grado que busca favorecer el aprendizaje de las razones seno y
coseno por medio de una experiencia en el aula que involucre algunos de los elementos del
desarrollo historico de las razones trigonométricas, por esta razon una vez finalizada la fase 2,
se les pidi6 a los estudiantes que calculen el error porcentual del radio de la tierra, dado el valor
experimental hallado en la fase 2 y el valor real que es el que se conoce actualmente como

6371 Km, por medio de la siguiente formula

152



|valor tedrico — valor experimental | 100

error porcentual = .y
valor tedrico

A partir de este, se indagd sobre las dificultades presentadas en la actividad, que de
forma general para los participantes de la actividad fue el calculo de los angulos sin necesidad
de usar transportador, puesto que ellos predicen que el error se tiene cuando calculan los

angulos de las sombras en Palmira y Ciudad de Panama.

Por consiguiente, se les solicitd los calculos realizados en la fase 2 que se basaba en
medida de sombras y la altura de un gnomon, después por parte de los docentes a cargo se les
mostré que esas sombras al igual que las alturas se podrian relacionar con lados de triangulo

rectangulo ya que el gnomon asi mismo como la sombra forman una perpendicular.

De esta manera, la relacion que hay entre la sombra, la altura del gnomon, la diagonal
y el &ngulo que se forma entre ellas corresponde a un concepto llamado razones
trigonométricas seno y coseno respectivamente; por la utilidad que tienen en la solucién de este
tipo de problemas para minimizar el error y caracterizar la importancia de este concepto. Es por
ello, que los estudiantes proceden a calcular nuevamente los angulos presentados en la

pregunta 12 de la actividad de desarrollo titulada ; Como medir el radio de la tierra?

12. Cémo calcularias los &ngulos a1 y a2 de la siguiente figura 27?
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F 3

Figura 2. Grafico para el calculo del radio de la tierra teniendo en cuenta los angulos generados por

Palmira y Ciudad Panama

Pero para este, ya no hicieron los calculos de manera intuitiva, sino que lo hicieron con
el nuevo concepto introducido las razones trigonomeétricas de los &ngulos a1y a2 ; para ese
momento realizaron nuevamente calculos que se proceden de la pregunta 12 hasta llegar
nuevamente al resultado del error porcentual encontrando asi, una disminucion en dicho error y

una aproximacion al valor real del radio de la tierra.
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3.3.  ANALISIS DE RESULTADOS Y REFLEXIONES.

En esta seccion, se presenta el respectivo analisis constituido por las interpretaciones
de todos los estudiantes para la fase 1 y la de los dos grupos de estudiantes para las fase 2 y 3,
en relacion con el concepto matematico, su desarrollo historico, los apartados curriculares
como los Estandares Basicos en Competencias Matematicas (MEN, 2006), los Lineamientos
Curriculares (MEN, 1998) y los Derechos Basicos de Aprendizaje (DBA 2016). Asi mismo, lo
expuesto en Montiel (2013) y (2005) para determinar en qué estado de conocimiento se
encuentra el estudiante por medio de las respuestas que se reflejaron de cada una de las

actividades y estas ser clasificadas en anticipacion y prediccion.

3.3.1. Andlisis fase 1.

Actividad de Apertura 1.

La metodologia utilizada permitié que durante el desarrollo de la fase 1 los estudiantes,
de manera general reflejaran una buena actitud, pues hubo participacion por parte del grupo de
trabajo de las cuales se dieron diversas conclusiones dentro del aula entre las que se
encuentran:

e Solo reconocen a Pitdgoras como personaje histdrico de las matematicas
e Hay diversos personajes que han aportado al desarrollo de las matemaéticas.

e La geometria ha sido importante en la historia por los aportes a la humanidad
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Después de realizar la primera actividad de la fase 1, en la siguiente tabla de

contingencia, se manifiesta la cantidad de personas que responden o no a cada una de las

preguntas planteadas en la actividad 1.

Tabla 6. Tabla de contingencia para resaltar la cantidad de estudiantes que respondieron a cada una

de las preguntas planteadas.

Reconoce

Sl No % de % de
respuestas respuestas
Preguntas
satisfactorias | no
actividad 1 satisfactorias
1 20 8 71,4 28,6
2 20 8 71,4 28,6
3 28 0 100 0
4 28 0 100 0
5 27 1 96,4 0,6
6 13 15 46,4 53,6
7 24 4 85,7 14,3
8 13 15 46,4 53,6
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En relacion con la tabla anterior, la cual busca identificar la cantidad de estudiantes que

se aproximan a los conceptos planteados y los que estan fallando en la actividad de apertura 1,

se catalogo con aciertos SI y NO. El SI cuando el estudiante realiza el ejercicio de forma

correcta y NO cuando el estudiante no realiza de forma correcta el ejercicio esto con la

intencion de llegar al paralelo entre las fortalezas y debilidades, sobre cada uno de los

conceptos planteados en la actividad de apertura 1 como se muestra en la siguiente tabla.

Tabla 7. Fortalezas y debilidades encontradas de forma general al realizar la aplicacion de actividad.

FORTALEZAS

DEBILIDADES

e Areay perimetro de una

circunferencia.

e Rectas paralelas cortadas por una

trasversal

e Teorema de Pitagoras.

e Conversion de angulos de grados a

radianes

Teorema de Tales

Definicion de razon y proporcién.

Reconocer el didmetro en una

circunferencia.

Simbologia de congruencia.

Debido a esto, con base en los estdndares basicos en competencias y los derechos

basicos de aprendizaje, se pudo corroborar el porqué de esos resultados de cada pregunta como

se muestra a continuacion:
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Las preguntas 1y 2.

1. ¢Cudles la férmula para calcular el area y el perimetro de una circunferencia?

2. Dado lo anterior calcule el areay el perimetro para una circunferencia con las
siguientes caracteristicas:
a. Sielradio mide 10 cm

b. Sieldidmetro mide 25 dm

Estas preguntas tienen una estrecha relacién al referirse al mismo concepto, donde el
71.4% de los estudiantes que realizaron la actividad contestaron de manera satisfactoria. Segun
los Derechos Basicos de Aprendizaje MEN (2016) el estudiante debe “Explicar las relaciones
entre el perimetro y el area de diferentes figuras (variaciones en el perimetro no implican
variaciones en el area y viceversa) a partir de mediciones, superposicion de figuras, célculo,
entre otras” (p. 39). “Propone y desarrolla estrategias de estimacion, medicion y calculo de

diferentes cantidades (angulos, longitudes, areas, volimenes, etc.) para resolver problemas”.

(p. 47).

Estos saberes que presentan los Derechos Bésicos de Aprendizaje se encuentran en la
seccidn de quinto y sexto de primaria respectivamente, implicando asi que para el grado
décimo el estudiante de manera anticipada, ya aplica con los conocimientos adquiridos. Ahora,
las debilidades se presentaron en el 28.6% de los estudiantes puesto que no estan alcanzando
las metas significativas que proponen los Lineamientos Curriculares MEN (1998), donde el
estudiante debe desarrollar habilidades matematicas las cuales le permitan “la comprension de
los conceptos y procesos matematicos a través de la traduccion entre las distintas formas de

representacion” (p. 76)
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Preguntas 3.

3. En la siguiente figura reconoce usted que angulos son congruentes.

El 100% estudiantes contestaron de forma satisfactoria a esta pregunta, reconocen el
estandar manifestado por el MEN (2006) “Resuelvo y formulo problemas que involucren
relaciones y propiedades de semejanza y congruencia usando representaciones visuales” (p.84).
Este estandar se puede encontrar en la seccion de sexto a septimo, dando como resultado que el
total de la poblacion, aun conservan los conocimientos adquirido en los anteriores grados de

escolaridad.

Es importante resaltar, que la congruencia de angulos es un concepto importante para el

desarrollo de la actividad inmersa en la fase 2.

Preguntas de la 4 a la 8.

Estas preguntas, se encuentran relacionadas al referirse al mismo al mismo estandar y por
consiguiente al mismo Derecho Bésico de Aprendizaje MEN (2016), el cual platea que el
estudiante debe: “Reconocer y contrastar propiedades y relaciones geométricas utilizadas en

demostracion de teoremas basicos (Pitdgoras y Tales)” (p. 86), para la seccion de octavo a
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noveno Yy “Utilizar teoremas, propiedades y relaciones geométricas (teorema de Thales y el
teorema de Pitagoras) para proponer y justificar estrategias de medicion y célculo de

longitudes” (p. 68) ubicado en la seccion de grado noveno. Respectivamente.

Preguntas 4y 5.

4. Enuncie el Teorema de Pitagoras

5. Encuentre la medida que falta de los siguientes triangulos

a) b) >

c) | d)

. 26
206 16 24

Las preguntas 4 y 5 estan inmersas en el mismo concepto. Para la cuarta pregunta el 100 %
de los estudiante respondieron de forma satisfactoria, pero para la quinta pregunta el 0,6%

corresponde a 1 estudiante que no realizo la pregunta.

Este es un resultado interesante al evidenciar que la gran mayoria de los estudiantes
aplican el teorema de Pitagoras para calcular la medida de cualquier lado de un triangulo
rectangulo, sin importar que muchos de ellos no lo enunciaron de forma natural pero si de
forma matematica, lo cual para los docentes a cargo fue un resultado afirmativo al notar que,

también resolvieron con la misma agilidad la pregunta cinco.
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Este resultado los Derechos Basicos de Aprendizaje (MEN, 2016) lo clasifican como la
capacidad de “Identificar regularidades y argumentar propiedades de figuras geométricas a

partir de teoremas y las aplica en situaciones reales” (p. 62)

Preguntas 6y 8.

6. Calcular el valor de x e y para la siguiente figura

8 ¢ Qué esrazdny proporcién?

El resultado de las preguntas 6 y 8, era de esperarse ya que ambas preguntas hablan del
término razon y proporcion, es por ello que el 46,4% de los estudiantes respondieron a ella de
manera afirmativa. Para los Derechos Basicos de Aprendizaje MEN (2016) el “Reconocer
situaciones en las que dos cantidades covarian y cuantifica el efecto que los cambios en una de
ellas tienen en los cambios de la otra y a partir de este comportamiento determina la razén
entre ellas” (p.30) al igual que “interpretar las fracciones como razon, relacion parte todo,
cociente y operador en diferentes contextos” (p.30) este saber hace parte del aprendizaje que se
deberia evidenciar para el grado de cuarto de primaria, implicando asi que estos son conceptos

que el estudiante utiliza de manera anticipada.
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El 53,6% de los estudiantes, que respondieron de manera no satisfactoria a estas
preguntas es porque no involucran una serie de acciones las cuales Lineamientos Curriculares
(MEN, 1998), lo representan como la capacidad de identificacion de propiedades,

reconocimiento de condiciones y verificacion de resultados de un proceso.

Pregunta 7

7. Pasar los angulos 30°, 45° y 135° a radianes.

Para la pregunta 7 no hay un estandar o un derecho bésico de aprendizaje que se
encuentre de forma explicita como para las otras preguntas; pero en los Estandares Basicos de
Aprendizaje MEN (2006) para los grados de décimo y undécimo manifiesta algo similar o en
relacion donde el estudiante debe hacer “Uso argumentos geométricos para resolver y
formular problemas en contextos matematicos y en otras ciencias” (p.88). La solucion esta
pregunta hace parte de los contenidos inmersos en conceptos geométricos y calculos
algebraicos y para ello el 85.7% de los estudiantes respondieron de manera afirmativa, donde
esto responde a que los estudiantes, construyen expresiones algebraicas equivalentes a una

expresion algebraica.

En general mas del 77% de los estudiantes respondieron de manera satisfactoria a la
actividad de apertura 1, lo que indica que la mayoria de los estudiantes de grado decimo
reconocen algunos de los saberes presentados por los Derechos Béasicos de Aprendizaje MEN,
(2016) los cuales permiten desarrollar actividades en el aula de manera autonoma, alcanzando

asi un ideal por parte de los docentes la cual se basa en mejorar sus desempefios matematicos.
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Actividad de apertura 2

Para la segunda actividad de apertura, los resultados ya no se clasificaron como
fortalezas y debilidades ya que el objetivo de ella, se centrd en que los estudiantes conocieran
sobre otros matematicos aparte de Pitagoras ya que al parecer era al Unico que conocian, como
beneficio para el desarrollo de la segunda fase y de esta forma no desconocieran al personaje

principal del cual se iba a centrar la experiencia.

3.3.2. Andlisis fase 2.

La adaptacion e implementacidn de esta actividad, logro integrar los conceptos y las
nociones estudiadas de la primera fase y aplicarlas en un contexto real, para llegar a la

construccion de un nuevo concepto.

A causa de esto, en la segunda fase los estudiantes ya no se encuentran con actividades
del estilo de la primera y eso causo una actitud activa para responder a ella, se le deja claro al
lector que esta actividad se implemento en las zonas comunes de la institucion con la
interaccion de diversos objetos matematicos, tecnologicos, al igual que el de sus comparieros.

Implicando asi, un cambio de espacio o de ambiente para el proceso de ensefianza aprendizaje.

Asi sucesivamente, el objetivo de esta primera parte de la implementacion ¢Coémo
medir el radio de la tierra? fue identificar las fortalezas y debilidades de los estudiantes al

interpretar conceptos historicos y su vez entender como esta se puede relacionar con un
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contexto real como es el medir el radio de la tierra. Para ese momento, uno de los dos grupos
de estudiantes, antes de proceder a realizar la actividad se anticipd a un hecho y fue, el indicar
que si la actividad se iba a realizar en la hora de clase era muy importante hacer el paralelo de
que probablemente las sombras proyectadas por el sol para Eratostenes no iban a ser la misma
que las para de los estudiantes, por la época del afio en la que se encontraban las cuales no eran
para la visperas de un solsticio de verano y a su vez las distancias no iban a ser las mismas.
Para este analisis que realizo el estudiante se clasifico como una fortaleza, para el momento de
la anticipacion en Montiel (2013), puesto que el estudiante sistematizé esta practica la cual
tiene inmersas actividades de tipo astrondmico e historico y los asocio para la prediccién o la
explicacion de un fendmeno, antes de que éste sucediera, es decir sin llevar a cabo la actividad

el estudiante se pudo percatar de la ocurrencia de un hecho clave de la actividad.

Es importante resaltar que los estudiantes reconocieron los puntos cardinales con ayuda
de la brdjula cuando se busco dar respuesta a la pregunta ¢Cual es el recorrido que tiene la

sombra en términos de punto cardinal?

Por otra parte, los estudiantes en la pregunta ¢Coémo calcularias los angulos a1 y a2 de
la figura 2? presentada en la actividad de desarrollo como se muestra en la siguiente figura 43.
Acudieron a representar un triangulo rectangulo con la altura del gnomon y la sombra
proyectada por el mismo, y llegar a cuestionarse sobre la utilizacion del teorema de Pitagoras
para calcular angulos, en donde la ayuda del docente fue importante para solucionar esas
inquietudes y buscar otras maneras para desarrollar esta pregunta, lo que a manera general fue

dibujar el triangulo sobre un tablero o sobre el papel y midieron el &ngulo con un transportador.
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Esta pregunta les dejo una inquietud planteada ;Como hacer para calcular los angulos sin

necesidad del transportador? que en la fase 3 se desarrollo.

12. ¢ Como calcularias los angulos a1 y a2 de la siguiente figura 2?

Figura 2. Grafico para el célculo del radio de la tierra teniendo en cuenta los angulos generados por

Palmira y Ciudad Panamé

En consecuencia de lo anterior, se puede interpretar que los estudiantes centraron su
atencion en el desarrollo de nuevas herramientas donde traten con objetos que surgen ya sea de
lo abstracto o lo real y toman un caracter matematico, para poder ser interpretado. Este
momento se puede interpretar bajo el concepto de prediccion planteado por Montiel (2013) y
(2005) por la necesidad que tiene el estudiante de conocer el estado futuro con base en el
presente, implicando asi que el estudiante realiza el paso de la teoria a la construccion de
conceptos matematicos y geomeétricos por medio de calculos, geométricos al igual que

aritméticos.

En definitiva, esta actividad de desarrollo fue productiva y reflejo una gran aceptacion,

el publico implicado ya que por parte de los docentes se puedo identificar los conceptos que el
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estudiante aplica, para el cual la mayoria de los estudiantes respondieron a ello, a su vez el
estado de la anticipacion y la prediccion propuesto para esta fase de forma amplia, implicando
asi la aceptacion de las nuevas herramientas de aprendizaje, para los estudiante que
manifestaron sentir motivacion por llegar a la precision de los calculos y el conocer como

hallar esas grandes medidas.

3.3.3. Andlisis fase 3.

En la actividad de cierre se presenta el momento donde los estudiantes reconocen las
razones trigonomeétricas seno y coseno, de acuerdo a los resultados obtenidos al hallar la
medida del radio de la tierra y las diferentes razones calculadas en el punto 13; y posterior a

ello el calcular el error porcentual dado por la siguiente férmula:

|valor tedrico — valor experimental |
error porcentual = — +100%
valor tedrico

Cuando los estudiantes calcularon el error porcentual, Ilegaron a la conclusion que la
medida experimentalmente calculada, generd problemas cuando midieron los angulos a Y a,,
por ser estos los elementos principales para calcular el radio de la tierra adicional a esto la
manera en que ellos lo realizaron con el uso del transportador no les garantizaba una medicion

confiable.
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Este argumento se generalizo en los comentarios evidenciados en cada grupo, puesto
que en los resultados esa fue la pregunta que presenté mayor dificultad, pues la unica
herramienta que ellos encontraron para calcular estos angulos, fue hallar la medida de las
sombras reflejadas por el gnomon por medio de un transportador, para lo que el resultado final

arrojo valores con un error entre el 16% y el 35%.

Después de presentar el nuevo concepto, los estudiantes reconocen que las razones
trabajadas en la actividad obedecen a razones trigonométricas porque ellas se pueden aplicar a
triangulos rectangulos; de esta manera, al calcular nuevamente los angulos a,y a,, por medio
del seno y el coseno respectivamente en uno de los grupos el error disminuyo

considerablemente hasta el 4%.
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3.4. REFLEXION FINAL

Considerando el andlisis realizado en las 3 fases se observo que las experiencias dan
cuenta de que al conocer unas situaciones historicas los estudiantes se encaminan a reconocer e
indagar los fendmenos de la naturaleza que pueden asociarse de forma mas clara a conceptos
trigonométricos como las razones seno y coseno. De esta manera, se puede ver una coherencia

con los planteamientos de Montiel que afirma:

El conocimiento trigonométrico que se construye en el momento de
anticipacion, al estar vinculado a la matematizacion de la astronomia, esta considerando
una escala de tiempo finito, humana y cosmoldgica a la vez, cuyo periodo depende en

definitiva del fendmeno especifico (2013, p. 25)

En concordancia con lo expuesto en el trabajo, es importante resaltar a estas posturas
como una gran herramienta para identificar todos los momentos en que el estudiante esta
realizando un construccion trigonométrica; y no es dese el momento que se habla de razones o
en su defecto funciones trigonomeétricas en la escuela, esa construccion empieza desde el
momento que el estudiante comienza a cuestionar o reparar su contexto de forma matematica; y
tiene sentido cuando esas expresiones se calculan por medio conceptos geométricos hasta que

el estudiante asocia o relaciona esas construcciones con objetos trigonométricos.
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3.5.  CONCLUSIONES

En lo referente al objetivo general se puede concluir que:

Fundamentar el trabajo de grado desde diferentes aspectos histéricos, didacticos,
curriculares y matematicos favorecio en cierta medida a la comprension del concepto de razon
trigonométrica. Desde lo curricular, se evidencio la importancia del pensamiento geométrico y
sistemas de medidas, que permite usar diferentes conceptos para la construccion de las razones
trigonométricas desde tempranos grados de escolaridad. Desde lo didactico el trabajo de grado
favorecio el reconocimiento de los fendbmenos asociados a procesos de variacion o cambio.
Desde lo matematico permitid analizar y la naturaleza del objeto matematico y a su vez valorar
la importancia de las razones trigonometricas para este caso en particular. Desde lo historico el
trabajo de grado permitio ampliar el rango de conocimientos sobre como los fendmenos de la

naturaleza, en este caso astronémicos aportan a la constitucion de los conceptos matematicos.

En lo referente al segundo objetivo se puede concluir que:

La propuesta metodoldgica del presente trabajo mostrd la importancia de innovar en
experiencias en el aula que permitan al estudiante analizar, reflexionar, inferir y conjeturar
conceptos matematicos como los geométricos y trigonométricos, y de esta forma romper con el
esquema tradicional de la ensefianza de las razones trigonométricas, por lo que si es posible
trabajar en el aula integrando elementos de tipo histérico alrededor de contextos cotidianos
para los estudiantes. De esta forma se puede resaltar el uso de la Historia de la Matemaéticas en

propuestas educativas y la necesidad de fortalecer profesores en estas competencias.
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En lo referente al tercer objetivo se puede concluir que:

Los estudiantes reconocian muy poco sobre matematicos relevantes en la historia y sus
aportes a la ciencia, pero al momento de resolver algin problema donde intervenga el teorema
como el de Tales hubo resultados favorables, es decir, hay un manejo de los conceptos

desligado de la génesis de los mismos.

Por otra parte, los estudiantes presentaron fortalezas en conceptos geométricos que
involucraron conceptos como areas y perimetros de figuras planas, Teorema de Pitagoras,
congruencia de angulos y conversion de los mismos, lo que facilito la realizacion de la

experiencia en el aula.

En lo referente al cuarto objetivo se puede concluir que:

La implementacion y el analisis de la experiencia en el aula presentada en este trabajo
de grado permitio en los estudiantes identificar el concepto denominado como razones
trigonométricas seno y coseno, al establecer una relacion entre angulo y nimero real lo que

contribuye a la transicién de la magnitud a la medida y posteriormente al nimero.

Para finalizar es muy importante resaltar que la implementacion de este tipo de

herramientas did4cticas, le permite a los docentes en formacion y en ejercicio, modificar el
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esquema que tradicionalmente se ha usado para ensefiar diversos conceptos matematicos, ya
que con estas alternativas se les invita a cambiar sus rutinas convirtiendo asi, cualquier
experiencia cotidiana, en un nuevo descubrimiento trigonométrico como es el caso de esta

experiencia.

Es por ello que la ensefianza de las matematicas requiere que los docentes planeen y
propongan escenarios de aprendizaje significativo y comprensivo para los educandos y asi
acceder a que ellos participen activamente en la reconstruccion y validacion del saber
matematico haciendo uso de elementos historicos representativos, los tecnoldgicos, entre otros,
esto con el fin de encontrar estrategias que les permitan hallar soluciones a los problemas que
se le planteen dentro y fuera del aula, y asi poder profundizar y consolidar los distintos

procesos generales como por ejemplo el formular y resolver problemas, comunicar y razonar.

Las actividades planteadas de este modo despierta gran interes por los estudiante ya que
se salen de la educacion tradicional y les brinda mejor comprension de los objetos matematicos
trabajados, es importante resaltar que se pueden abordar muchos conceptos en una sola
actividad y que se puede realizar no solo en la educacién media sino a lo largo de toda

escolaridad si se le realiza una buena adaptacion.

A lo largo del el recorrido historico se observo mas desarrollo en razones
trigonométricas como tangente y cotangente lo que nos lleva a preguntarnos a manera de cierre

para un siguiente trabajo de grado o para una continuacion

¢Qué actividades educativas se pueden plantear utilizando los hallazgos de la historia para la
construccion de teoremas del tangente y cotangente?

171



Bibliografia

Abarquero, B. P. (2012). Materiales manipulativos en el proceso de ensefianza- aprendizaje de

las matematicas. valladolid. Espafia: Universidad de Valladolid. Espafa.

Anacona, M. (2003). La historia de las matematicas en la educacion matematica. Revista EMA,
8(1), 30-46.

Apostol, T. (1984). Calculus (2 ed., Vol. 1). Espafa: Revertg, S. A.

Arbeldez, Arce, Guacaneme, & Sanchez. (1999). Analisis De Textos Escolares De
Matematicas. . Santiago deCali. Universidad Valle: Programa de formacién permanente
en educacion matematica para la actualizacion y cualificacion de docentes del grado 6°
Y 7°.

Arbeléez, Arce, J., Guacaneme, E., & Sanchez, G. (1999). Analisis de Textos Escolares. Cali:

Instituto de Educacion y Pedagogia. Universidad del Valle,.

Batanero, C., Godino, J., & Roa, R. (2002). Medidas de magnitudes y su didactica para
maestros. Facultad de Ciencias de la Educacién. Universidad de Granada: Publicacion
realizada en el marco del proyecto de investigacion y desarrollo del ministerio de

Ciencia y Tecnologia, .

Batanero, Godino, & Rafael. (2002). Medida de Magnitudes y su Didactica para maestros.
Proyecto Edumat-Maestros Director: Juan D. Godino Manual para el Estudiante

http://www.ugr.es/local/jgodino/edumat-maestros/.

Bond, J. (1921). The Development of Trigonometric Methods down to the Close of the XVth
Century. 4(2), 295-323. Obtenido de http://www.jstor.org/stable/224250 Accessed: 29-
03-2016 01:46 UTC

Bravo, M., Gonzélez, N., & Paz, A. (2014). Secuencias didacticas para el aprendizaje de las
razones trigonomeétricas. Santiago de Cali. Universidad Catolica de Manizales: Trabajo

de grado para optar al titulo de Licenciados en Matematica.

Campo, C., & Lasso, L. ( 2014). Una secuencia didactica en el paso de las razones

trigonométricas a las funciones trigonométricas: el caso de la funcion seno. Santiago

172



de Cali. Universidad del Valle: Trabajo de grado para optar el titulo de licenciados en

matematicas v fisica.
Collette, J. (1985). Historia de las matematicas. Espafa.: Siglo XXI editores.

DBA. (2015). Derechos basicos de aprendizaje. Santa fe de Bogota: Ministerio de Educacion

Nacional.

DBA. (2017). Derechos basicos de aprendizaje. Santa fe de Bogota: Ministerio de Educacion

Nacional.

Etimologia de la palabra trigonometria;. (s.f.). Diccionario web de etimologia (inglés).
Obtenido de https://es.wikipedia.org/wiki/Trigonometr%eC3%ADa#cite_note-1

Fauvel, J., & Maanen, J. (2000). History in Mathematics Education. . North America: Kluwer
Academic Publisher.

Garcia, J., Pimienta, J., & Tobon, S. (2010). Secuencias didacticas aprendizaje y evaluacion de

competencias. México: Pearson Educacion.

Godino, J. (s. f). Origen y aportaciones de la perspectiva ontosemiotica de investigacién en

didactica de la matematica. Universidad de Granada.

Godino, J., & Batanero, C. (2002). Proporcionalidad y Didactica para maestros. BSO2002-
02452, Colombia: Publicacion realizada en el marco del Proyecto de Investigacion y

Desarrollo del Ministerio de Ciencia y Tecnologia.

Gomez, P. (2002). Andlisis didactico y disefio curricular en matematicas., . Revista EMA, 3(7),
251-293. Obtenido de http://cumbia.ath.cx:591/pna/Archivos/GomezP02-2714.PDF.

Gonzalez, N. (2013). La epistemologia de las matematicas y su contribucién al aprendizaje
significatico en estudiantes de grado sexto. Universidad Nacional de Colombia
Facultad de Ciencias Naturales y Exactas. Manizales,Colombia.: Trabajao de Graco

para optar al titulo de: Magister en Ensefianza de las Cienias Exactas y Naturales.

Herrera, J. (2008). Obtenido de https://juanherrera.files.wordpress.com/2008/05/investigacion-

cualitativa.pdf

Kline, M. (1972). El pensamiento matematico desde la antig Kline, El pensamiento

matematico desde la antigiiedad hasta nuestros dias. Oxford University: Alianza.

173



Martiez, J. (2011). Metodos de la investigacion cualitativa. Silogismos, mas que conceptos, N°
08 (1)(ISSN 1909-955X).

Mateus, K. (2013). Una propuesta para la ensefianza de la trigonometria y la astronomia,
desde los conceptos de razon, angulo y cuerda, basada en la construccion de las tablas
de cuerdas del Almagesto de Ptolomeo. Bogota, D. C: Tesis de Maestria en ensefianza

de las Ciencias Exactas y Natules. Universidad Nacional de Colombia.

MEN. (1998). Lineamientos Curriculares. Santafe de Bogot4: Ministerio de Educacion

Nacional.

MEN. (2006). Estandares Béasicos de Competencia en Matematicas. Santefe de Bogota:

Ministerio de Educacién Nacional.

MEN. (2006). Estandares Basicos de Competencia en Matematicas. Santefe de Bogota:

Ministerio de Educacién Nacional.

Montalvo, A. (2012). Historia de la trigonometria y su ensefianza. Benemérita Uniersidad
Autonoma de Puebla, Mexico.: Tesis para obtener el titulo de: Licenciada en

matematicas .

Montiel. (2013). Desarrollo del pensamiento trigonométrico. México, Distrito Federal:
Subsecretaria de educacion media superior, Argentina # 28 Col. Centro Historico, Del.
Cuauhtémoc. ISBN: 978-607-9362-02-7.

Montiel, G. (2005). Estudio socioepistemoldgico de la funcion trigonométrica. México,
CICATAIPN Unidad Legaria México: Tesis de doctorado no publicada.

Montiel, G. (2007). Anticipacion, un nuevo enfoque para la Didactca de las trigonometria. Acta

Latinoamericana de Matematica Educativa Vol.20. (México).
Murillo, J. (s. f). "Estudio de Casos". Madrid, Espafa.: Universidad Autonoma de Madrid.
Recalde. (2015). Lecturas de Historia de las Matematicas.

Rico, L. (1998). Concepto del curriculum desde la Educacion Matematica. Revista de estudios
del curriculum, 1(4), 7-42.

Rubiano, J., & Salazar, F. (2010). Hipertexto. Bogota, Colombia.: Santillana S. A.

174



Runza, G. (2013). Las razones trigonométricas en el planteamiento y resolucion de problemas.
Bogota, D. C.: Trabajo de grado presentado como requisito parcial para optar al titulo
de: Magister en Ensefianza de las Ciencias Exactas y Naturales). Universidad Nacional

de Colombia.

Salcedo, G. (2012). Elementos basicos de la trigonometria desde el paso de la razon
trigonométrica a la funcion trigonométrica. Bogota, D. C. : Trabajo de tesis para optar
al titulo de magister en ensefianza de las ciencias exactas y naturales. Universidad

Nacional de Colombia.

San Martin, O. (2003). Una exploracion de un proceso de construccién del significado del
seno de un angulo agudo como funcion y como razén. Mexico. Universisas de la
sonora.: Tesis de maestria para obtener el titulo de maestro en ciencas con especialidad

en matematicas esducativa.

Sullivan, M. (1997). Trigonometria y geometria analitica. . México: Pearson Educacion.

175



B\E% NGO S RE EDUCACIONY ACTA DE EVALUACION DE TRABAJO
S direccion Académica 4 DE GRADO

Fecha

Cddigo del programa: 3ﬂ 8 1 Resolucién del programa:

tuls dél'Trabajo o, 'Proyecto.de. Grad

on Acex@miento hi S+6ﬂc0 A |os Yazones + %onomeh\(us S?no\' (oSeno pmu
Q_C 24 ) ducion_de Ona ook i Ahd e W ou(u

Informe Final X

Nombre .y Apellidi Fol o ] S Télefono de contacto
[UisG_Abonia, iz o 2136000224
1Samiy Mivanda, (w2448 mm.om.mwondu@mmmm\\mmﬂ 3132559430

Aprobad§ t P24 Meritorio [] Laureado [J

Aprobado con recomendaciones a No Aprobado [ Incompleto (]

En el caso de ser Aprobado con recomendaciones (diligenciar la pagina siguiente), éstas deben presentarse en un plazo maximo de
i (maximo un mes) ante:

Director del Trabajo o Proyecto de Grado O Primer Evaluador  (J Segundo Evaluador - (]

En el caso de que el Informe Final se considere Incompleto (diligenciar la pagina siguiente),se da un plazo maximo de
semestre (s) para realizar una nueva reunién de Evaluacion el:

En el caso que no se pueda emitir una evaluacion por falta de conciliacion de argumentos entre Director, Evaluadores y Estudiantes: expresar
ia razén del desacuerdo y las alternativas de solucion que proponen (diligenciar la pagina siguiente). ’

Q — 3 —_—D \’\)l\c&k\xqﬂa HRN‘AQ\ \’\49“6"‘0 guclag(.

Director del Trabajo o Proyecto de Grado Primer Evaluador Segundo Evaluador

(E‘ INSTITUTO DE EDUCACION
—t Y PEDAGOGIA

‘ 20 fr W

Area de Equcacién Matemitica

(__RECIBIDO |

176



*".". Recomendaciones

Si se considera necesario, usar. hojas adicionales.
Se

éGS}Q Jor Co\'\e/rven(:\ox ) rio\\.womdod del 'I'*Q‘o&!ﬂ e
sus_difecentes Cqu'.'+ulos as! como el
Lo Mademnd +icas

Razon ds dosaciordo . Alarratias

Dotia__lo

uio de la Higroria  de
:mp]énf\cr\"'ﬂcm’n de ouna intervencish

em el aula; o cual ef inngvadoyr en el campa de la

Edvcocicn Matemdtica.Resalkandd gue g celoyr yulacida 4

IM LOﬁMJ—ua\\WL\oﬂ de J_fmq‘( ‘Drgp\auﬂs en 1‘1 “"’I&‘*’D‘I‘\Cﬁ

é{ \QS MQ'\QW\&’\" cod Gﬂof—h:n X 10\ (“DﬂS:}rUC‘.thunq P’VDWUO:‘\ de

log e*os reaYe.m & ¥ eog para proponer act

r\uECL e |lase !

\ordades  en  eA

S e Ocooipran QS S
lo

renradt

cidn .

de  Aovma propy uestas

'i‘.'_‘an{

" Firmas

"Im Ar&w%wﬂm , ——— T T
W L")

—

9 \\.) l_l\, hevoedd Hua \_AC.:\
_— —
Director del Trabajo o Proyecto de Grado

Primer Evaluador

t&g\‘mo Cecio .

Segundo Evaluador

177



