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RESUMEN

Este trabajo de grado aborda algunos aspectos sobre la probleméatica de la
ensefianza y aprendizaje de las ecuaciones cuadraticas en estudiantes de la
Educacion Basica colombiana, en relacion a las formas tradicionales de abordar
las matematicas en la escuela como exposicién del maestro, ejemplos y ejercicios
para los estudiantes. Para abordar esta problematica se realiz6 el disefio e
implementacion de una secuencia didactica conformada por tres situaciones
problema de las cuales se desprenden una serie de actividades que involucran la
resolucién de problemas y la integraciébn de materiales manipulativos como el
Puzzle Algebraico, el cual es un material compuesto por una colecciéon de piezas
planas en forma de cuadrados y rectangulos y con las que se pueden representar
expresiones cuadraticas, con el propdsito de favorecer un acercamiento a las
nociones, conceptos y métodos de solucidon relacionados con las ecuaciones
cuadraticas, por parte de estudiantes de grado noveno del Colegio de Bachillerato

Técnico Comercial Hargadon de El Placer-Cerrito.

El marco teorico de esta propuesta se aborda desde las perspectivas Matematica,
Curricular y Didactica y fundamenta el disefio de la secuencia didactica, su

implementacion y el analisis de resultados.

Palabras claves : Ecuaciones cuadraticas, Secuencia didactica y Didactica del

algebra, Material manipulativo, Situaciones problema.



INTRODUCCION

La introduccién al algebra escolar' puede tomar muchas direcciones diferentes: las
reglas para transformar y resolver ecuaciones, a lo que a menudo se reduce el
algebra en la ensefianza actual; la resolucion de problemas especificos o clases
de problemas, que histéricamente ha jugado un papel importante en el desarrollo
del algebra y su ensefianza; la generalizacion de leyes que rigen los nimeros, un
enfoque muy fuerte en ciertos curriculos; la mas reciente introduccion de los
conceptos de variable y funcion, que histéricamente aparecieron mucho mas tarde
y ocupan una posicion de creciente importancia en algunos programas; y el
estudio de las estructuras algebraicas, que marcé el curriculo escolar de los afios
sesenta bajo la influencia de las matematicas modernas, (Bednarz, Kieran y Lee,

cap. 1. en prensa).

En este sentido, esta propuesta de trabajo de grado se centra fundamentalmente
en el aspecto de la resolucion de problemas especificos o clases de problemas, en
la cual se tiene en cuenta un marco tedrico que aborda elementos curriculares,
matematicos y didacticos, y que hace énfasis en la importancia de los materiales
manipulativos, para el disefio de una secuencia didactica, como una alternativa
estratégica que permita abordar los conceptos algebraicos relacionados con las
ecuaciones cuadraticas y que contribuya en los procesos de enseflanza y

aprendizaje.

Para abordar el problema de investigacion en este trabajo de grado se desarrollan

cuatro capitulos que se describen a continuacion:

En el primer capitulo se hace referencia a la presentacion del problema que motiva
la realizacién de este trabajo de grado, asi como también se exponen los objetivos
generales y especificos que se esperan lograr, ademas se presenta la justificacion

sobre la importancia de la realizacion de este trabajo de grado y finalmente se

'En este trabajo de grado se hace referencia a la presencia que juega el algebra en el Sistema Educativo.
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presentan algunos antecedentes que se tienen en cuenta como referentes para

abordar el problema de investigacion.

En el segundo capitulo se presentan los referentes tedricos que se tienen en
cuenta en este trabajo, los cuales se fundamentan bajo tres perspectivas
diferentes: una matematica, una curricular y una didactica. A la luz del marco
tedrico que aqui se presenta, se realiza el disefio, la implementacion y el analisis
de los resultados de la secuencia didactica que se propone en este trabajo de
grado, de tal manera que logre convertirse en una herramienta potente que

contribuya en la labor docente.

En el tercer capitulo se presenta el disefio de la secuencia didactica y andlisis de
resultados correspondientes a su proceso de implementacion, a partir de los
cuales se identifican algunas dificultades y errores de los estudiantes al realizar
operaciones algebraicas, asi como también los avances que logran al desarrollar
actividades con situaciones problema que involucran materiales manipulativos en

la superacién de estos errores y dificultades.

Finalmente en el cuarto capitulo se presentan las conclusiones finales
correspondientes a la realizacion de este trabajo de grado y a los analisis de
resultados derivados de la implementacién de la secuencia didactica, ademas de
algunas reflexiones didacticas que surgen en el proceso de disefio e

implementacion de esta secuencia.
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CAPITULO |I: ASPECTOS GENERALES DE
LA INVESTIGACION
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CAPITULO I: ASPECTOS GENERALES DE LA INVESTIGACION

En este capitulo se presenta como elemento de partida la problematica: sobre el
significado que le dan los estudiantes de grado novenos de la educacion basica a
las ecuaciones cuadraticas, las cuales abarcan un amplio campo de estudio en la
ensefianza y aprendizaje del algebra escolar. Se presentan también el objetivo
general y los objetivos especificos, la justificacion y algunos antecedentes
relacionados con el desarrollo de esta propuesta, los cuales proporcionan

aspectos importantes para el desarrollo tedrico y practico de este trabajo.

1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Durante los ultimos afios el campo de la Educacion Matematica se ha desarrollado
y fortalecido, a partir de investigaciones realizadas por diferentes autores que se
han preocupado por estudiar diversas problematicas que se presentan en la
ensefianza y aprendizaje de las matematicas, particularmente en el &lgebra
escolar. Sin embargo a pesar de los aportes de estas investigaciones, persisten
las dificultades y errores en el acercamiento y apropiacion de los objetos

matematicos en la escuela.

Esto se evidencia en nuestro pais en los resultados que obtienen los estudiantes
de las Pruebas Saber (1991-2012) y resultados de investigaciones en Didactica de
las matematicas. Tal como, afirma Socas (2007), cuando expresa: Las dificultades
y errores en el aprendizaje de las matematicas es hoy un foco de estudio e
investigacibn matematica, en el que a pesar de la antigiiedad, de los resultados
obtenidos y de los esquemas tedricos utilizados para interpretar esos resultados,

hay cuestiones importantes aun no resueltas.

Alguna de las causas de estas dificultades se podria afirmar, desde un punto de

vista empirico de la experiencia docente de los autores de esta propuesta de
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trabajo de grado, se debe a la forma de ensefianza tradicional?, donde el profesor
presenta un tema, da algunos ejemplos y deja como trabajo la realizacion de gran
cantidad de ejercicios cuyas soluciones son exactamente igual a los ejemplos
presentados en clase. Puesto que no hay una conclusion de un saber ligado a la
comprension conceptual y procedimental de los objetos estudiados de esta forma
en clase, pues el profesor es el duefio del saber y su trabajo se limita a transmitir

conocimiento.

Otra causa, puede ser el tratamiento de caracter estatico que se les da a las
matematicas en las aulas de clases, concebidas como acabadas y con una unica
representacion, lo que no permite un espacio para la reflexiébn sobre la importancia
y utilidad de los objetos matematicos. Estas maneras de hacer matematicas en el
salon de clase generan actitudes de falta de comprension, uso, utilidad y actitudes

de rechazo en los estudiantes hacia las matematicas.

Particularmente en el aprendizaje y estudio del algebra escolar, donde los objetos
matematicos poseen un caracter de mayor abstracciéon, se presentan dificultades
asociadas a la complejidad de objetos de estudio, tal como afirma Filloy & Kieran
(1989), “el algebra requiere un cambio en el pensamiento del estudiante de las
situaciones numéricas concretas a proposiciones mas generales sobre niameros y
operaciones”. Entre las dificultades® y errores* que se presentan en la transicién

del pensamiento aritmético al algebraico, se destacan:

 La concatenacion y algunas convenciones de la notacion algebraica:
consiste que los estudiantes persisten en ver la concatenacion en el algebra
como se ve en aritmética, como adicidén, es decir, 45 puede significar
40 + 5 en términos aritméticos, pero en el algebra dicha concatenacion
significa una multiplicacion, por ejemplo 5n significa 5xn y no 5+ n, esto

lleva al estudiante a la malinterpretacion de los signos algebraicos.

Z “Esta ensefianza no tiene mas ideal gue hacer repetir correctamente lo que ha sido correctamente expuesto”
gPiaget, 1969)

Tal como lo menciona Mata et al. (2009) las dificultades en su uso y tratamiento de las expresiones
algebraicas se deben a la naturaleza abstracta de sus elementos; segun el autor el alumno llega a un
pensamiento formal cuando puede operar con elementos abstractos y realizar transformaciones algebraicas.
4Segun Pochulu (2004), los errores no son casuales, se basan en conocimientos y experiencias previas, y
son motivados por diferentes causas didacticas, epistemolédgicas, cognitivas o actitudinales.
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La forma de ver el signo igual: donde el estudiante que inicia con el estudio
del algebra tiene una idea extendida de que el signo igual es la sefal de
“hacer algo”, realizar una operacion para dar un resultado, nocién que se
extiende desde la aritmética, rehusandose a ver la equivalencia entre
ambos lados de la igualdad, es decir, que no acepta proposiciones del tipo
7+ 8 =12+ 3, si no que se encierra en expresiones como 7+ 8 =15, la
cuales le permiten entender ecuaciones del tipo 2x+ 3 =8, pero no
expresiones tales como 2x +3 =x + 9. En este sentido el estudiante no
acepta expresiones algebraicas como resultado de un proceso, por ejemplo
en la expresion x2 + 2 = x, lo que espera el estudiante es que el valor a la
derecha del signo igual sea un niamero, y no una expresion algebraica, lo
que lleva a querer seguir operando estas expresiones hasta llegar a un
resultado numérico. Otra de las formas en que los estudiantes conciben el
signo igual es verlo como un separador entre la secuencia de operaciones y
el resultado lo que les lleva a violar las propiedades de simetria y
transitividad de la igualdad, por ejemplo: 108 + 16 = 124 + 76 = 200.

La forma de manipular y resolverlas ecuaciones: el estudiante en la
transicion al pensamiento algebraico presenta serios errores operacionales,
estructurales y procesuales de los objetos matematicos que dificulta la
solucion de ecuaciones de tipo lineal y cuadratico.

En este sentido Gallardo & Rojano (1988) en un estudio clinico sobre la operacién
de la incégnita, encuentran en los estudiantes la no aceptacion de las letras como
notacion de valores simbalicos, pues no parecen referirse a valores numericos, a
esto se le adiciona que el estudiante en la parte operacional debe realizar
operaciones con valores simbodlicos con signo, en el cual el estudiante puede
confundirse entre si el signo se encuentra representado explicitamente o si se
encuentra contenido en el valor simbdlico, es decir, en la expresion x + 12 = 6, el
estudiante puede manifestar que la ecuacion no tiene solucion, ya que para que X
sea negativo debe escribirse —x o de lo contrario seria positivo. En este caso el

estudiante no ha comprendido que el signo menos esta inmerso en el valor de x.

15



Finalmente otro de los errores mas comunes, en la parte operacional, que persiste
en la solucién de ecuaciones es la inversion de las operaciones, debido a la falta
de comprension de las nociones del opuesto, el inverso, las propiedades de la
igualdad y operaciones entre numeros, en general. Sin la claridad de estas
nociones es dificil que el estudiante comprenda y halle el significado de la
ecuaciéon y mucho menos logre la comprension y llegar a una solucién de la
ecuacion. Por ejemplo en la expresion 5x = 10, el estudiante no tiene conciencia

que para poder despejar x debe dividir por 5 o multiplicar por el inverso

multiplicativo % en ambos lados de la igualdad, es decir, % 5x = 10. % lo cual da

como resultado x = 2. De la misma forma si se tiene la expresion x + 8 = 10, el
estudiante no identifica que para este caso debe de operar con el inverso aditivo u

opuesto de 8 en ambos lados de la igualdad, es decir, se escribe x + 8 —8 =10 —

8, de ahi que x = 2.

Por otro lado, desde el desarrollo historico epistemoldgico de la teoria de
ecuaciones, se puede evidenciar una falta de conciencia, tanto de la ensefianza
como del aprendizaje, en relacién a la importancia que se le brinda a ciertas
caracteristicas de esta teoria, las cuales han sido problema fundamental y que han

contribuido a su desarrollo.

Una de estas caracteristicas, planteada por Cardano, se refiere a la relacion que
existe entre los coeficientes y las raices de una ecuacion. Esta es una
caracteristica la cual tiene poco desarrollo en la clase de algebra y tampoco es
identificada por el estudiante, pues se le dificulta comprender que las raices de
una ecuacion son el resultado de la manipulacion de sus coeficientes. Por ejemplo
en la expresion x? + 6x + 5, para encontrar las raices el estudiante, en su
proceso de factorizacion, busca dos numeros tales que sumados den 6 y
multiplicados den 5. Por lo cual escribe (x +5).(x + 1), donde es facil notar
que x = —1 6 x = —5. Para que el estudiante pueda hallar estos valores tuvo que
haber realizado una manipulacién de coeficientes y posteriormente encontrar las

soluciones para la ecuacion.

16



Sin embargo, el método de factorizacién no es el unico caso donde se evidencia la

manipulacion de los coeficientes, esto también se puede notar cuando se emplea

la  férmula general de solucién de ecuaciones cuadraticas

-b+VbZ-4ac
a

> , donde se puede observar claramente, que la soluciéon de la

X =
ecuacion resulta de la operacion entre sus coeficientes. Esta relacion entre los

coeficientes y las raices de una ecuacion es un aspecto importante que el profesor
debe trabajar en clase y que posteriormente el estudiante puede identificar.

Otra de las caracteristicas que son poco tenidas en cuenta al trabajar con
ecuaciones cuadraticas tiene que ver con la naturaleza de las raices, la cual es
también resultado de la manipulacion de los coeficientes de la ecuacion, y en el
gue se puede determinar el tipo de solucién de las raices de cada expresion a
partir del discriminante de la ecuacion (b? — 4ac). Si el discriminante es mayor que
cero (b? — 4ac > 0) la ecuacion tendra dos soluciones reales distintas, si es igual
a cero (b? — 4ac = 0) tendra dos soluciones reales e iguales, y si es menor que
cero (b?—4ac <0)no tendrd soluciones reales. Dado que el trabajo con
discriminantes en clase de algebra es limitado, al estudiante se le dificulta
establecer la relacion sobre la naturaleza de las raices, lo cual puede permitirle

anticiparse al tipo de solucion que va a encontrar.

Otro de los aspectos que casi no se tienen en cuenta, y que son importantes en la
manipulacion de los coeficientes de la ecuacidn cuadratica es cuando se trabaja
como funcién f(x) = ax®+ bx + ¢, pues hay poca conciencia por parte del
estudiante en determinar la forma de la parabola y su dependencia de los
coeficientes, es decir, el estudiante no nota que cuando a > 1la parabola se
comprime hacia el eje de las ordenadas, cuando a < 1 la parabola se expande
hacia el eje de las abscisas, que b determina la ubicacion del vértice de la
parabola y c el corte con el eje ordenado. Este es uno de los aspectos donde el
estudiante deberia distinguir la relacion entre la ecuacion y sus coeficientes lo cual

se evidencia bastante en su representacion en el plano cartesiano.

Otra de las dificultades con las ecuaciones cuadraticas hace referencia a la

significacion de este tipo de ecuaciones. Por un lado el profesor se puede centrar
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solamente en lo simbdlico, operando expresiones y relacionando a x? como el
area de un cuadrado o un rectangulo; y por otro lado puede hacer la relacién
de x2 como magnitud. Desde el primer aspecto el profesor se basa Ginicamente en
los métodos usados por los arabes con al-Khwarizmi, donde se trabaja la relacién
entre x? y las superficies, y no se realiza el salto cualitativo del cual hace mencién
Descartes, en el que se manifiesta que x? no tiene que representar siempre un
cuadrado si no que puede ser un namero, un segmento o algo de la misma

naturaleza.

En el trabajo del algebra escolar, por ser de caracter mas abstracto y por tener
una gran predominancia en la manipulacion de simbolos, se desconocen
herramientas mediadoras que posibilitan el acercamiento y posterior aprendizaje
de los conceptos algebraicos. En los ultimos afios se han desarrollado propuestas
pedagogicas y didacticas que valoran el uso de herramientas como mediacion

para el aprendizaje del algebra.

Como lo describe Socas (2007), los materiales didacticos®, cuando son utilizados
como representaciones semidticas de los objetos matematicos, juegan un papel
importante en la ensefianza del algebra. Las transformaciones y conversiones
realizadas por el estudiante, de al menos dos representaciones (analégica y
digital), facilitan la comprension del objeto matemético.De acuerdo con lo anterior,
en este trabajo se destaca el empleo de materiales didacticos, como materiales
manipulativos, que permiten generar un acercamiento al trabajo con ecuaciones
cuadraticas y un posterior desarrollo de sus soluciones, en el que se destaca el

Puzzle Algebraico. Por tanto es de nuestro interés indagar sobre:

¢, Qué tipo de situaciones problemas, que involucran la integracién del Puzzle
Algebraico favorecen la movilizacion del reconocimi ento y solucién de la

ecuacion cuadratica para estudiantes de grado noven  0?

® De acuerdo con Socas (2007) los materiales didacticos son aquellos materiales que se construyen con
fines educativos especificos como los utensilios comunes, los materiales educativos y los juegos.
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1.1. OBJETIVOS

1.1.1. OBJETIVO GENERAL

Propiciar un acercamiento al reconocimiento y soluciones de la ecuacion
cuadratica en grado noveno de la educacion basica a través de actividades que

involucran la integracion del Puzzle Algebraico.

1.1.2. OBJETIVOS ESPECIFICOS

» Articular los referentes tedricos, desde las perspectivas didactica, curricular,
y matematica, en una propuesta de ensefianza que involucra actividades
con el Puzzle Algebraico a través de una secuencia didactica, para el

estudio de la Ecuacién Cuadratica.

> ldentificar, a través de la implementacibn de la Secuencia Didactica,
algunos procesos relacionados con la resoluciéon de problemas y la
integracion del Puzzle Algebraico en la apropiacion, por parte de los

estudiantes del concepto de ecuacion cuadratica y su solucion.

» Reconocer la importancia y las limitaciones del Puzzle Algebraico en la

ensefianza y aprendizaje de las ecuaciones cuadraticas.
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1.2. JUSTIFICACION

Este trabajo de grado, que presenta el disefio e implementacion de una secuencia
didactica para movilizar, de manera significativa, el concepto de ecuacién
cuadratica en estudiantes de grado noveno de la Educacion Basica, aborda un
concepto fundamental en el aprendizaje del algebra en la escuela. Es decir que, el
concepto de ecuacion, en general, plantea un cambio cualitativo del tratamiento de
la cantidad desde lo numérico a lo algebraico, en tanto establece una relacién de
equivalencia entre dos relaciones que se expresan en forma general 3x +2 = x +
7), lo que implica la comprension de la igualdad como relacién de equivalencia;

hecho importante en el desarrollo del pensamiento algebraico en la escuela.

Particularmente, el concepto de ecuacion cuadratica amplia el campo de solucion
de las ecuaciones lineales y el tipo de fenbmenos que se pueden modelar a través
de la funcién cuadratica y la ecuacion asociada a esta; fendmenos de diferente
naturaleza. Especialmente las ecuaciones cuadraticas permiten entender los
conceptos de la Cinematica, o los fendmenos relacionados con el movimiento de
los cuerpos, como movimientos con aceleracion constante, tiros parabdlicos y
caida libre, los cuales se modelan a partir de ecuaciones cuadraticas. En este
sentido, se puede establecer la importancia de desarrollar pensamiento algebraico
en los estudiantes, no solo para resolver problemas o situaciones propias de las
matematicas, sino también solucionar problemas de otras areas de conocimiento y
para la comprension de los conceptos que subyacen de ellos. Por lo tanto este
trabajo es importante en tanto asume un concepto del curriculo escolar potente

para modelar fendmenos cuadraticos.

De otro lado, se trata este concepto de forma articulada a otros conceptos como
los de variacién, variable, dominio, cambio, etc., en una propuesta de aula como
una secuencia didactica que relaciona en forma ordenada situaciones problema
que van desde lo experimental, empirico a conceptos mas abstractos
representados de diferentes formas. Este trabajo pretende ser una buena
estrategia que permita al estudiante tener un mejor acercamiento a los conceptos

matematicos, y cambiar su actitud frente a ellos. Para lograrlo se proponen
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actividades que permitan la manipulacion de dichos conceptos, a partir de
representaciones semiéticas autosuficientes al integrar materiales manipulativos®,
como el Puzzle Algebraico, los cuales permitan manipular algunos conceptos y
representar algoritmos. Esto significa que este trabajo presenta una forma
innovadora del tratamiento de lo algebraico al involucrar también materiales

manipulativos.

Introducir materiales manipulativos en el trabajo algebraico es un riesgo dado la
naturaleza de sus objetos (simbdlicos y generales) que puede dejar que las
actividades se reduzcan a lo eminentemente operativo. Sin embargo, el interés por
la integracibn de materiales para el aprendizaje y la ensefianza de las
matematicas en general, se observa desde hace muchos afios. Pestalozzi por
ejemplo en 1819, propone la integracion de material manipulativo para el
aprendizaje de las matematicas. Gattegno, en los afios 60, muestra que la
percepcion y la accion son la base del pensamiento matematico, lo que involucra
la integracion de materiales. Emma Castelnuovo, en los afios 70 analiza corrientes
psicolégicas y pedagogicas que influyen en la ensefianza apoyada en el material

concreto, entre otros (Valenzuela, 2012).

En este sentido, es importante distinguir que el trabajo con materiales
manipulativos no pretende ser un material para ensefiar matematicas si no para
“hacer matematicas”, es decir que a partir del trabajo experimental el estudiante
pueda identificar ciertas caracteristicas las cuales llevan a la construccion del

objeto matematico, siempre con el acompafiamiento del profesor.

Por lo tanto la importancia de esta propuesta de trabajo de grado, radica en
favorecer un acercamiento significativo a la construccion del concepto de ecuacion
cuadratica y algunos métodos de soluciébn, a través de una secuencia
didactica’compuesta por tres situaciones problema, que involucra actividades con
el material manipulativo Puzzle Algebraico, y de esta forma favorecer la

® De acuerdo con Mink (2010) los materiales manipulativos son materiales que permiten ilustrar y modelar
ideas y relaciones matematicas y estan disefiados para ser utilizados por los estudiantes en todos los grados
escolares. Incluyen casi cualquier objeto fisico usado para representar un concepto abstracto y se utilizan
g)ara ayudar a los estudiantes a manipular objetos matematicos y representar algoritmos

Las nociones de Secuencia Didactica, situaciones problema y actividades se abordaran mas adelante en la
perspectiva didactica.
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intervencion didactica de los profesores en funcion de las necesidades y
prioridades de los estudiantes para superar los errores y las dificultades que se

presentan en la construccion de este concepto.

1.3. ANTECEDENTES

En este apartado se presentan elementos teodricos encontrados durante la revision
bibliografica los cuales permiten ubicar el problema de investigacibn en un
contexto de aula. Para ello se describe algunos trabajos que muestran
experiencias de aula y sus actividades, las cuales permiten la contextualizacion

del material manipulativo en la ensefianza.

1.3.1. Materiales Manipulativos y el Algebra

Una de las investigaciones que contribuyeron como punto de partida para la
realizacion de este trabajo se titula “Materiales Manipulativos para la Ensefianza y
Aprendizaje del Algebra en la Educacion Obligatoria” de Hernandez et al. (2008).
En este trabajo se presenta la revision de algunos materiales didacticos que
podrian promover el desarrollo del pensamiento algebraico. Esta revision presenta
diferentes propuestas de materiales para estudiar el algebra, y los cuales son
clasificados en dos grupos: el primero se distinguen materiales para el Algebra
que tienen unos objetivos concretos, que se usan en el ambiente ludico, como el
bingo de ecuaciones, el cuadrado magico, el domind algebraico; y el segundo
grupo de materiales que pretenden ser autosuficientes para la ensefianza del
algebra, como el Algebra Tiles, Algeblocks, el Puzzle algebraico.

Por su parte, Velasco (2012) en su trabajo “Uso de material estructurado como
herramienta didactica para el aprendizaje de las matematicas” realiza, una
conceptualizacion de recursos y materiales didactico que proporcionan
experiencias individuales irrepetibles, que conducen a procesos genuinos de
construccion de conocimientos en los que se producen aprendizajes significativos
y relevantes, ademas sugiere una compilacién de materiales para el uso en el aula

de matematicas, y en el que se afirma que el recurso en el aula escolar, es una
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gran ayuda para facilitar el aprendizaje y aumenta la motivacion y participacion de

los estudiantes.

Ademas, Covas & Bressan (2011) en su trabajo llamado “La ensefianza del
algebra y los modelos de area”, hacen un recuento del modelo de area en la
ensefianza escolar a través del trabajo del Dr. Zoltan Dienes en colaboracion del
Dr. Jerome Bruner, de un proyecto realizado con estudiantes de la escuela basica
entre los 5 y los 13 afos de edad, cuyo objetivo es la ensefianza de estructuras
matematicas apoyandose en el uso de manipulativos especialmente disefiados,
con los cuales busca representar en lo mas puramente posible los conceptos

matematicos y l6gicos que se consideran pueden ser estudiados en esas edades.

A su vez, LOpez (2008) en su trabajo “Productos notables, factorizacion y
ecuaciones de segundo grado con una incdgnita, una propuesta didactica para el
bachillerato del colegio de ciencias y humanidades”, propone un disefio didactico
sobre la ensefianza de las mateméticas, con respecto a los temas de productos
notables, factorizacion y ecuaciones de segundo grado con una incognita, para
encontrar la manera de reducir el indice de reprobacion, tomando como base el
programa de estudios de Matematicas | que se da en el primer semestre del
Colegio de Ciencias y Humanidades de la Ciudad de México. Se trata pues, de
una fundamentacion donde la docencia se caracteriza entre la interaccion
profesor—estudiante, ya que se considera que el proceso de comunicacion es un
proceso interactivo en el cual el estudiante también emita mensajes hacia el

profesor.

En este sentido, el disefio que Lopez (2008) propone es por medio de pruebas
estadisticas, para demostrar que el resultado de aplicar un instrumento
diagnéstico (examen) a un grupo de estudiantes sin la exposicion de cierto
material didactico, es menor a los resultados que se obtienen al aplicar el mismo

examen, pero con el conocimiento del material didactico al mismo grupo.
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1.3.2. Experiencias de aula con materiales manipula tivos integrados en el
Algebra

Amézquita & Murillo (2007) en su trabajo: “El laboratorio de Matematicas como
mediador en el estudio de la funcién lineal en la escuela”, proponen, a través de
situaciones en el laboratorio de matematicas, involucrando materiales didacticos,
favorecer un acercamiento significativo a elementos conceptuales vy
procedimentales del algebra, particularmente en la funcién lineal. Los resultados
de este trabajo se obtienen al aplicar pruebas en el laboratorio matematico por
medio de situaciones y entrevistas a 27 estudiantes de grado séptimo de
bachillerato de la Institucion Educativa Escuela Normal Superior Farallones de
Cali, en el cual manifiestan que dicho tratamiento logr6 comprometer al estudiante
en su aprendizaje, de tal manera que se crea un ambiente de libertad al momento

de adquirir un conocimiento significativo a través de su propio descubrimiento.

Se concluye también que las situaciones propuestas con estos materiales llevan al
estudiante a desarrollar un pensamiento activo, relacionando los elementos de su
entorno y estimulando la construccion de nuevos esquemas mentales, ademas
qgue la manipulacion de materiales concretos promueve la modelacion de

situaciones reales.

Por ultimo Cerdn & Gutiérrez (2013) en su trabajo: “La construccién del concepto
de numero natural en preescolar: una secuencia didactica que involucra juegos
con materiales manipulativos”, presentan una aproximacion a la construccion del
concepto de numero natural a través de actividades ludicas en contexto e
involucrando materiales manipulativos. Se toma este trabajo como apoyo para
ratificar que los materiales manipulativos permiten ejercitar procedimientos y
consolidar las principales nociones matematicas, siempre y cuando se encuentren

articulados en situaciones problema.
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1.4. CONTEXTO

El contexto institucional en el cual se aplicé la secuencia didactica propuesta en
este trabajo de grado corresponde al Colegio de Bachillerato Técnico Comercia

Hargadon.

Este colegio es una institucion relativamente joven, fundada en el afio 1996
ubicado en el corregimiento El Placer en el municipio de El Cerrito, cuenta con dos
sedes, en una se encuentran los grados desde jardin hasta grado tercero, y en la
sede principal se encuentran los grados de cuarto a once, en esta ultima se llevo a

cabo la aplicacion de la secuencia.

El nivel socio-econdmico que atiende esta institucién corresponde a estratos 1y 2.
Un 80% de los padres tienen formacion bachiller, un 15% no terminaron su
formacion y un 5% tienen un nivel de formacion académico que va del técnico a
profesional. Un 30% de los padres tienen vinculacion laboral informal y algunos de

los estudiantes son apadrinados.

Ambas sedes cuentan con una sola jornada diurna, el ingreso a la jornada escolar
es a las 6:45 am hasta las 12:00 m para los grados de jardin a quinto, hasta la
1:00 pm para grados de sexto a noveno y hasta las 2:00 pm para los grados
décimo y once. Para efectos de esta investigacion la secuencia didactica se
implemento6 con el grado noveno conformado por nueve estudiantes entre los 13 y

15 afos de edad.

Esta institucion educativa fue seleccionada debido la facilidad de acceso al grupo
de estudiantes con el cual se trabajd, ya que uno de los autores de este trabajo
labora en ella, ademas de que el grupo de trabajo presenta condiciones ideales
para la implementacion de la secuencia didactica, como el numero de estudiantes,
jornada, y proceso académico, ya que la mayoria de los estudiantes vienen
trabajando tres afios juntos en la misma institucion, solo dos de ellos ingresaron al

grupo para este afo.

Vale la pena resaltar que estos estudiantes tienen algunas nociones del trabajo
con ecuaciones cuadraticas, pues reconocen la férmula general y otros métodos
de solucion, los cuales fueron estudiados en el segundo periodo académico,
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mientras que la implementacion de la secuencia didactica se realizé al final del

cuarto periodo.
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CAPITULO II: ALGUNOS REFERENTES
TEORICOS PARA LA INVESTIGACION
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CAPITULO II: MARCO TEORICO DE REFERENCIA

En este capitulo se presentan los referentes tedricos que fundamentan este
trabajo de grado, los cuales se abordan desde tres perspectivas diferentes: la
matematica, donde se encuentran formalmente las nociones de ecuacion,
ecuacion cuadratica y las reglas de transformacion que permiten llegar a la
solucion de una ecuacion cuadratica; la curricular, donde se exponen los aspectos
qgue vinculan la ecuacion cuadratica y la variacion en relaciéon a lo establecido por
los Estandares Basicos de Competencia y Lineamientos Curriculares de
matematica; y finalmente la perspectiva didactica que aborda los elementos
tedricos que se tendran en cuenta para el andlisis de las actividades propuesta en
la secuencia didactica.

2. ALGUNOS REFERENTES TEORICOS PARA LA INVESTIGACIO N

Como se menciond anteriormente en el planteamiento del problema, durante los
procesos de ensefianza y aprendizaje del algebra en la escuela, se encuentran
algunas dificultades, errores y obstaculos® que presenta los estudiantes en el
acercamiento al concepto de ecuacion cuadratica, los procesos de solucion y su
uso a la hora de resolver problemas. Estos errores y dificultades llevan a
concepciones erradas que generan una restriccion en el aprendizaje del algebra
por parte de los estudiantes. Para fundamentar esta problemética que existe en
cuanto a la conceptualizacion y resolucion de ecuaciones cuadraticas, se ubican
los marcos tedricos de referencia a través de tres perspectivas o dimensiones que
permitan tener elementos para hacer los analisis de los resultados de la secuencia

didactica y su implementacion.

De acuerdo a lo anterior, se tiene en cuenta varios aspectos de estudio que

permiten fundamentar y validar la problematica y proveer elementos para el

8Como afirma Brousseau (1983) un obstaculo se caracteriza como: “aquel conocimiento que ha sido en
general satisfactorio durante un tiempo para la resolucion de ciertos problemas, y que por esta razéon se fija en
la mente de los estudiantes, pero que posteriormente este conocimiento resulta inadecuado y dificil de
adaptarse cuando el alumno se enfrenta con nuevos problemas.
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analisis de las actividades que realizaran los estudiantes de grado noveno de la
Educacién Basica, cuando se implementen la secuencia didactica. Estos aspectos

se encuentran organizados de la siguiente manera:

» Perspectiva Matematica
» Perspectiva Curricular

» Perspectiva Didactica

2.1. PERSPECTIVA MATEMATICA

En este apartado se hace alusion a los diferentes significados que se le da al
concepto de ecuacion en general y se particulariza en las ecuaciones cuadraticas,
sus sistemas de representacion y los procedimientos utilizados en su solucion.
Ademas como punto de partida de esta perspectiva se hace un acercamiento al

concepto de igualdad, el cual es punto fundamental en la definicion de ecuacion.

2.1.1. El concepto de igualdad y las ecuaciones

En el aprendizaje de las matematicas, especialmente en el algebra, es de gran
importancia reconocer el significado de igualdad para comprender el concepto de
ecuacion. En este sentido se presentan algunos aspectos matematicos
relacionados con este concepto de igualdad. Una primera descripcién de éste
concepto podria establecerse como la relacién que se define entre niumeros, o

aguella relacidon que establece la equivalencia entre dos entes matematicos.

Para representar la igualdad se utiliza el simbolo “=" por lo que se dice queA = B,

es decir, A es igual a B.

Desde la teoria de conjuntos, el concepto de igualdad se establece de acuerdo
con el axioma de extensién; el cual se enuncia a continuacién: Sean los conjuntos

Ay B, se dice que estos conjuntos son iguales si y solo si tienen los mismos
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elementos, es decir, todo elemento del conjunta A es elemento del conjunto B y

todo elemento del conjunto B es elemento del conjunto A.
Lo anterior se escribe en forma simbdlica de la siguiente manera
A=B o (x € A->x €B) (x EB - x €A)

Otra forma de definir el concepto de igualdad es a partir de la definicion de
Contenencia entre conjuntos, esta definicion establece que un conjunto A esta
contenido en otro B, si todo elemento de A es elemento de B. En forma de

proposicion, se tiene que:
ACB o(x €A ->x €B)
La igualdad entre dos conjuntos se puede definir por doble contenencia, es decir,

dos conjuntos son iguales si tienen los mismos elementos. En forma de

proposicidon se expresa de la siguiente manera:
A=B (A SB B cA)

Por otro lado, teniendo en cuenta los elementos de un mismo conjunto, se puede

decir que dos elementos de este son iguales si cumplen la siguiente condicion:

Vabed, a=be=(a< bAb < a)

De esta manera se puede observar el tratamiento que se le da a la igualdad desde
la perspectiva de la teoria de conjuntos; por un lado, se puede establecer que la
igualdad hace referencia a la relacion de doble pertenencia de elementos entre
dos conjuntos; y por otro lado la igualdad hace referencia a la equivalencia entre

los elementos de un mismo conjunto.

De acuerdo con lo anterior se establecen tres propiedades fundamentales que se
estructuran en lo que se conoce como relacion de equivalencia y las cuales

determinan la relacion = sobre un conjunto A. Estas propiedades se instauran de

la siguiente forma:

a,byc € A, se cumplen las siguientes propiedades:
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« Reflexiva:a =a
e Simetria: sia = b, entonces b = a.

» Transitiva sia = by b = c,entonces a = c.

Por otra parte, es importante establecer la diferencia que existe entre el concepto
de igualdad y el signo igual, para ello es necesario examinar el significado de cada
uno. El primero (igualdad) hace referencia al concepto matematico, abstracto,
ideal y asequible a la mente humana. Sin embargo, al igual que los demas
conceptos mateméaticos como el nimero, triangulo, linea, funcion, etc., necesita de
una representacion que permita su tratamiento en los distintos registros de
representacion. De esta forma surge la necesidad de dotar de un simbolo a la
expresion “es igual a” o “es igual que“, el cual permita evocar el concepto de
igualdad. A partir de ello es que surge el simbolo “=", el cual da cuenta de lo que
es igual, evoca y permite conceptualizar la igualdad en matematicas (Gonzales &
Hurtado 2010). Es decir, que al igual que todo simbolo matematico, el signo igual
es la representacion de un concepto o idea matematica y se utiliza para
representar una relacién de igualdad entre dos expresiones matematicas que se

escriben en ambos lados de dicho signo.

2.1.2. Sobre el concepto de ecuacion

Partiendo de la teoria de ecuaciones se establece que una ecuacioén polinémica es

aguella que se puede expresar de la siguiente forma general:

ag +axl +axt taxd+ o+ a x®=0
Donde a,, a,,a,.as, ..,a, SON coeficientes numericos cualesquiera pertenecientes
al dominio de los reales; n es un numero entero el cual indica el grado de la

ecuacion, siempre y cuando n = 0 y a, + 0; finalmente las raices del polinomio

son los valores que puede tomar x, tal que al reemplazar en la ecuacion

polindbmica se obtiene 0 = 0.
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Por otro lado se hace necesario aclarar, de acuerdo a la teoria de ecuaciones, que
estas expresiones no solo poseen una variable, si no que pueden encontrarse
colecciones finitas de variables. Por esta razén se hace uso de la siguiente
notacion, haciendo referencia en general a expresiones variables en una coleccion
finita de variablesx,y,z, ...,w por lo cual seescribe p(x,y,z,..w), q(x,y,z,..w),
f(x,y,2,...,w), etc, (Pinzén et al., 2010).

De acuerdo a lo anterior se puede expresar una definicion mas formal:

Seanp(x,y,z ..w),q(X,y,z ..w) expresiones variables en x,y,z, ..,w. Una

ecuacion en dichas variables es una proposicion abierta de la forma

p(x,v,2..w) = qX,y,%, ... W)

Cuando la igualdad anterior se hace valida para todos los valores numéricos de
los dominios de las variables se dice que la expresiéon es una identidad.

Sin embargo, el interés real de esta propuesta son las expresiones de una sola
variable x, por lo cual se define las ecuaciones de una sola variable de la siguiente

forma:

Sean p(x) y q(x) expresiones de una sola variable x, una ecuacion se define como
una proposicién abierta de la formap(x) = q(x). Si se cumple la igualdad para
cualquier x perteneciente al dominio de la variable, se dice que la ecuacién es una
identidad. Si por el contrario, hay por lo menos un x en el dominio de la variable
gue no satisfaga la ecuacion, entonces se dice que es una ecuacion condicional
(Zil I1& Dewar, 2000).

Para expresar la diferencia entre este tipo de ecuaciones se toman algunos

ejemplos. Sea la ecuacién

x? -1

x—1

=x+1

La cual se satisface con la serie de todos los numero reales excepto x = 1. Puesto

qgue 1 no pertenece al dominio de la variable, la ecuacion es una identidad.
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Sea ahora la ecuacion 4x — 1 = 2 se tiene que 3 se encuentra en el dominio de la
variable, sin embargo no satisface la ecuacion, puesto que 4(3) — 1 # 2.Por lo

tanto es una ecuacion condicional (Zill & Dewar, 2000).

Por dltimo, es importante sefialar algunas definiciones, no tan formales, que se
encuentran comdnmente en textos escolares, modulos y guias que se encuentran

en la red, como las siguientes:

* Cualquier afirmacién matemética que utiliza el signo igual para establecer
gue dos expresiones algebraicas representan el mismo ndmero o son
equivalentes, se llama ecuacién algebraica (Camargo, L. et al., 2001).

e Una ecuacibn es una igualdad entre dos expresiones algebraicas
relacionadas a través de operaciones, numeros e incognitas (letras), las
cuales representan valores que son necesarios hallar.

« Es unaigualdad entre dos expresiones que contiene una o mas incognitas.’

Este tipo de definiciones, carecen de la formalidad necesaria para comprender la
naturaleza del concepto de ecuacion, sin embargo su importancia radica en que a
partir de ellas se puede establecer un primer acercamiento, en términos de
nocion, al concepto de ecuacion, que posteriormente adquiere mayor complejidad
al mismo tiempo que se trabajan las diferentes propiedades y métodos de solucion

en los diferentes niveles de estudio.

2.1.3. Sobre el concepto de ecuacién cuadratica

En el apartado anterior se definié la ecuacién como aquella que puede escribirse

de la forma a, +a;x*+ a;x* +az;x* + -+ a,x™ =0, donde n es un entero no

negativoy a; = 1,2,3,...,m SOn numeros reales.

°Este tipo de definiciones son muy populares en guias y médulos que se encuentran en las
diferentes paginas y blogs de la red.
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En este orden, una ecuacion cuadratica o de segundo grado es aquella ecuacion

en la cual una vez simplificada, su maximo exponente es n = 2. En términos

generales una ecuacion cuadratica es aquella que se puede escribir de la forma

ax’+bx+c=0

Donde a,b v cson los coeficientes numéricos pertenecientes al conjunto de los

reales y a # 0. Este tipo de ecuacion se denomina ecuacion cuadratica completa,

pues tiene un término x*, un término x y un término independiente de x.

También se pueden encontrar expresiones cuadraticas de la forma:
ax?+bx=0conb#0yc =0,
ax?+c=0,conb=0yc#0y

ax?=0,conb=0yc=0

Este tipo de ecuaciones se denominan ecuaciones cuadraticas incompletas, pues

carecen del término x o del término independiente.

Otra manera de denotar la ecuacion cuadratica es a partir de la expresion

y=ax®*+bx+c

En este caso se hace referencia a la relacion entre una expresion cuadratica y el
concepto de funcion, el cual se define como la correspondencia entre dos
conjuntos X y Yno vacios, en el cual para cada elemento del conjunto X le
corresponde uno y solo un elemento del conjunto Y. Esta relacion entre los

elementos y €Y yx € X se denota de laforma y = f(x).

Es a partir de esta relacion entre los conceptos de funcién y ecuacion que se
puede establecer una representacién gréafica en el plano cartesiano de la ecuacién
cuadrética, en la cual se establece que una funcion definida por la ecuacién

y =ax® + bx + ¢ se llama funcién cuadratica.
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El dominio para la funcion cuadratica es el conjunto de los reales y su
representacion gréfica es una curva llamada parabola como se muestra a

continuacion

I

CGFA Eje de
\ simetria

x1%Raiz Raiz /x2

I
L4

e

X

Vértice

Figura 1: Representacion grafica de una ecuacion cuadratica
Como se aprecia en la figura el vértice indica el valor minimo (0 maximo) que
alcanza la gréfica; el eje de simetria es una recta perpendicular al eje X el cual
permite observar que la parabola es una curva simétrica; el corte indica en qué
punto la pardbola atraviesa el eje Y (para las ecuaciones cuadraticas se toma la
constante ¢ de la expresion cuadratica); por ultimo se encuentran las raices, las
cuales corresponden a los cortes de la parabola con el eje X y representan el

conjunto solucién de la ecuacion cuadratica, es decir, 5 = {x4,x,}.

Sin embargo, la representacion grafica depende de los coeficientes de la

ecuacion, para ello se presentan los siguientes casos, cuando el coeficiente a es
positivo 0 negativo: Sea la ecuacion y = ax* + bx+ ¢, si a =0, la grafica es de la

siguiente forma

r
L 4

Figura 2: Representacion grafica si & >

Si a < 0, la grafica cambia

35



+ \ >

L

Figura 3: Representacion gréfica si & < 0

2.1.4. Sobre la solucidon de ecuaciones

La solucion de ecuaciones, se determina por el numero de raices de la expresion
polindbmica la cual guarda relacion con el grado de la expresion. Es decir, para el
caso de las ecuaciones cuadraticas cuyo maximo exponente es dos, a lo sumo se
pueden encontrar dos soluciones de esta. Sin embargo, antes de abordar el
estudio de las soluciones de las ecuaciones cuadraticas, es necesario establecer

los criterios de lo que es solucionar una ecuacion en general.
Lo que se presenta a continuacion es basado en el trabajo de Pinzoén et al. (2010).
Sea la ecuacion de una variablex, p(x) = g(x), se llama solucién de esta ecuacién

a todo numero s tal que p(s) = g(s), es una verdadera igualdad numérica.

Al conjunto de todas las soluciones de la anterior ecuacion, se llama conjunto

solucion de la misma, el cual, si se denota con 5 a tal conjunto se puede escribir
que: § = {s/p(s) = q(s)}
De lo anterior se deduce que resolver una ecuacion es dar un conjunto solucion.

Para la resolucion de ecuaciones es necesario realizar transformaciones que
permitan hallar el conjunto solucién. Para ello es prescindible basarse en la nocién
de ecuacion equivalente, la cual se define, como aquellas ecuaciones que tienen

el mismo conjunto solucién e igual dominio.
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Para encontrar estas soluciones, es preciso transformar las ecuaciones en otras
gue sean equivalentes y cuyo conjunto solucién sea facil obtener. Para realizar
dichas transformaciones se deben tener en cuenta algunas reglas cominmente
conocidas y que en ultimas lo que realmente aplican son las propiedades de

igualdad:

* Regla de transformacién [: sustituir un miembro de la ecuacion por una

expresion equivalente. En efecto dada la ecuacion
plx)=q(x) [1]
Si las expresiones p(x) v p * (x)son equivalentes entonces la igualdad
p(x) =p = (@)

Es valida para todos los valores numeéricos del dominio de x. Por esta razon toda

solucion de la ecuacion [1] es solucion de la ecuacion  p = (x) = q(x).

* Regla de transformacion II: sumar a los miembros de una ecuacion una misma

expresion variable en la misma variable de la ecuacion.

Caso 1. Cuando se suman a los dos miembros de una ecuacion una expresion

polinbmica siempre se obtiene una ecuacion equivalente. Dada la ecuacion

p(x) =q(x) [1]
Y la expresion polinbmica f(x), es claro que toda solucion de la ecuacion [1] es
solucion de la ecuacion p(x) + f(x) = q(x) + f (x)

Caso 2. Cuando se suma a los dos miembros de una ecuacion una expresion

variable no polindbmica, no siempre se obtiene una ecuacién equivalente.

Lo anterior se ilustra en el siguiente ejemplo: sea la ecuacion

- 1 1
m* ——= 2m——[3]
m m

Al sumar a ambos miembros de esta la expresion variable no polinébmica—2m + i

Se obtiene la ecuacién m* —2m =20 [4]
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Como se puede observar el conjunto solucién para la ecuacion [3] es R — {0},
mientras que toda solucién de la ecuacién [4] debe pertenecer a R. por lo tanto las
ecuaciones [3] y [4] no son ecuaciones equivalentes.

* Regla de transformacioén lll: multiplicar ambos miembros de una ecuacion por
un mismo namero diferente de cero o por una misma expresiéon variable en la

misma variable de la ecuacion.

Caso 1. Cuando se multiplican los dos miembros de una ecuacién por un mismo

namero diferente de cero, siempre se obtiene una ecuacion equivalente.

Dada la ecuacion p(x) = q(x)[1]

Y h # 0 es claro que toda solucion de la ecuacién [1] es también solucién de la
ecuacion hpix) = hg(x)

Caso 2. Cuando se multiplican los dos miembros de una ecuacion por una misma
expresion variable en las mismas variables de la ecuacion no siempre se obtiene
una ecuacion equivalente.

Sea la ecuaciéon plx) = q(x), si se multiplica a los dos miembros de la ecuacién
la expresion f(x) se obtiene la expresion p(x) f(x) = q(x) f(x)

El uso de esta regla de transformacién puede llevar a ganar soluciones, es decir,
cuando los valores numéricos de x que anulan la expresion variable f{x) no son

soluciones de la ecuacién original se ganan soluciones. Por ejemplo, para el caso

de la ecuacion

2x 10
= [5]

xr—=5 x-5

Si se multiplica a ambos miembros de la ecuacion por la expresion (x — 5), se

obtiene la ecuacion 2x = 10 [§]

En este paso es posible que se haya ganado la solucion 5, pues este es el unico

namero que anula la expresion por la que se multiplico.
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Ahora si se multiplica ambos miembros de la ecuacion por % se llega a la ecuacion
x =5, la cual es ecuacion equivalente a la ecuacion [6], pues tienen el mismo
conjunto solucion 5 = {5}. Sin embargo 5 no es solucion de la ecuacion [5], pues
este valor la indetermina. En conclusién el conjunto solucién de la ecuacion [5] es

5=0.

Sin embargo, al usar esta regla también se pueden perder soluciones cuando hay

soluciones de la ecuacion original que no se encuentran en la expresion f{x). Por

ejemplo, la ecuacion

(m—-1)?*(m—-3)=(m—-1(m—-3) [7]
Donde las soluciones se encuentran en el dominio de R. Ahora si se multiplica en
ambos miembros de la ecuacion por la expresiéon ﬁ se llega a la ecuacion

(m—-1)(m—-3)=(m-3) [8]
En este momento se pierde la solucién 1, pues el dominio de la expresion por la
que se multiplicé es R-{1}. Resolviendo la ecuacion se tiene
(m—1)(m-3)—(m-3)=0; (m-3)[(m—1)-1]=0;
(m—3)(m—2)=20a

Luego el conjunto solucion de la ecuacion [8] es 5 = {2,3} y no contiene a 1, sin

embargo, el conjunto solucion de la ecuacion [7] es § = {1,2,3].

* Regla de transformacion IV: elevar a una misma potencia n los dos miembros

de una ecuacion.

Sea plx) = glx) [1], elevando a una misma potencia n los dos miembros de esta

ecuacion se obtiene p(x)™ = g(x)" [9].

Ahora si s es solucion de [1], entonces p(s) = g(s)y por lo tanto

p(s)® =q(s)"
Es decir s también es solucion de la ecuacion [9].
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Por ejemplo sea la ecuacion yx—1=2  [10]. Elevando ambos miembros de la
ecuacion al cuadrado se obtiene ¥ —1 =4, |a cual tiene como conjunto solucién

5 = {5}. Dado que con la transformacién se pueden ganar soluciones se verifica

si 5 es solucién de la ecuacion [10]. Sustituyendo por 5 en la ecuacion [10], se

tiene que v5—1 =+/4 =2, por lo tanto, el conjunto solucién de la ecuacion [10]

= el

es s = {3

Por otro lado, la resolucion de ecuaciones cuadraticas, como se menciono
anteriormente se determina por el nimero de raices, y éstas a su vez guardan
relacion con el grado de la ecuacion. Es decir, que las ecuaciones cuadraticas
poseen maximo dos soluciones, ya que el maximo exponente de la expresiéon el

cual determina el grado de la ecuacion es 2.

Uno de los procesos mas comunes empleados para la resolucion de ecuaciones
es el método de factorizacidén el cual de acuerdo con Barnett (1978) se define
como el proceso inverso de la multiplicacién, el cual establece que un polinomio se
encuentra completamente factorizado cuando esta escrito como el producto de
sus factores primos. Este método se basa en la propiedad de la multiplicacién por
cero: si ay b representan nimeros realesy a. b=20, entonces a=0 o b=10
(Zill & Dewar, 2000).

En otras palabras, cuando se tiene la ecuacion x*+5x+6=0 [11], se puede
sustituir dicha ecuacion por otra que sea equivalente, para ello el método de

factorizacion permite expresarla como un producto de la siguiente manera

(x+a)(x+b)=0
Para determinar los valores de ayb que satisfagan la equivalencia entre las
expresiones, es necesario realizar una manipulacion de los coeficientes de [11], en
la cual se buscan dos valores que sumados den como resultado el valor del
coeficiente que acompafia la 1y que multiplicados resulten el valor del término
independiente. Luego de algunas manipulaciones, que la mayoria de las veces
resultan del tanteo, se establecen que los valores para ay b son 3y 2. Es decir

a=3yb=2
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Por lo cual se obtiene la ecuacion equivalente a [11]
(x+3)(x+2)=0 [12]

De las cuales se pueden establecer las soluciones para la ecuaciéon igualando

cada factor a cero, es decir

Lt

x+3=0yx+2=0
Después se aplica la regla de transformacion I, en la cual se suma a ambos
miembros de la ecuacion para transformarla

xr+3-3=0-3 v x+2-2=0-2

De lo que se obtienen las ecuaciones x=—32 ¥ x=—2 las cuales son

soluciones de la ecuacion [11], es decir § = {3,2}.

Este método permite encontrar las diferentes soluciones de una ecuacion
cuadratica a través de la manipulacion de sus coeficientes, para ello se presentan
diferentes casos en los cuales factorizar requiere de ciertas nociones para poder
expresar la ecuaciéon en un producto equivalente. Sin embargo, el interés de esta
propuesta no es presentar estos casos, si no establecer la relacién entre la
factorizacion y la solucion de una ecuacion cuadratica a través de la manipulacion

de sus coeficientes.

Por otro lado, uno de los casos mas comunes de las ecuaciones cuadraticas son

aquellos que poseen la siguiente forma especial

x*=dparad=0 [13]
Aplicando el método de factorizacion se tiene que
x*—d=0,
(x —Vd)(x+Vd) =0,
x=vd o x=—Vd
Un método alternativo que se utiliza para resolver la ecuacion [13], es el conocido
como el método de raiz cuadrada, el cual consiste en sacar la raiz cuadrada a

ambos miembros de la ecuacion (Zill & Dewar, 2000).

Si x’=dparad =0, entonces x=+Vd
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Por ejemplo, sea la ecuacion (w+5j"=3 [14], la cual haciendo
x=w+5vd=3se tiene la forma especial x~ =d parad = 0, luego, sacando la

raiz cuadrada de ambos miembros de la ecuacion se tiene:

(wigil=1

w4 5 =43
De esto se tiene que w+5=+/3 y w4 5=—/3, que al resolverse se obtiene
w=—5++3 ¥y o w= —5-4/3

Por lo tanto, el conjunto solucién de la ecuacion [14] es 5= {—5—+/3,—5 + /3.

Otro método conocido que se emplea en la factorizacién de polinomios es el de
completar cuadrados, el cual se emplea para expresiones cuadraticas que no
pueden ser factorizadas facilmente y que no tienen la forma especial [13]. Este
método se aplica para ecuaciones de la forma:

x*+Bx+C=0 [15]
Para aplicar el método, se debe reescribir la ecuacion de tal manera que los

términos que estipulan la variable x estén del lado izquierdo

x*+Bx=-C
B, 2 .
Luego se agrega la expresion {—}“en ambos lados de la igualdad
- .B_ -
¥ LBy L (V= —C4 ()
"L.E.r"

De donde se obtiene un cuadrado perfecto
B, B,

(x+5)" = ()7 -C
Para ejemplificar este método se propone factorizar la ecuaciéon

x*—4x—1=0 [16]
Empleando el proceso de factorizacion se tiene que

(x+a)(x + )

Donde se deben encontrar valores para ay b que sumados de —4 y multiplicados

—1, siguiendo el proceso del caso anterior. Sin embargo este caso no se puede

emplear, ya que es muy dificil encontrar por la via del tanteo dos valores que
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cumplan con las condiciones indicadas. Debido a lo anterior, se aplica el método

de completar cuadrados de la siguiente forma:

-

A

Se adiciona (f;jT: 4, en ambos miembros de la igualdad

x*—4x+4=0+1+4

Donde se obtiene un cuadrado perfecto, el cual es factorizable de la siguiente

forma: (x—2)*=

Esta uUltima expresion cumple la forma especial x“ = dparad = 0, la cual se

resuelve aplicando el método de raiz cuadrada, donde se obtiene x — 2 = +v/5

Luego despejando x, se obtienen las raices x, = 2++5 vy x,=2—+5. Por

lo tanto el conjunto solucién de la ecuacion [14] es § = {2 —+/5,2++/5)}

El caso anterior se puede generalizar para factorizar y hallar las raices de

cualquier ecuacion de la forma ax= + bx+¢ =0, con a # 0.Para ello se escribe

r '

I 1 ' | r
ﬂx"'FD.'X-"FC:ﬂ[X"F

20 402 4q?
~ ( L )2 b2 —dac
e\t 2a 4q?

( b )‘ (Vb2 —4ac )
=allx+—) ———————
2a 4=
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L - 4L - d
Estoesax®+ bx+c=(x+ a)(x+b)
b—b%—1ac b+Vb?—dac
Donde Xy = ———— ¥y Xp = ————

En consecuencia las soluciones de la ecuacion ax?® + bx + ¢ = 0, estan dadas por

la formula

——

—b+ Vb —dac

bd

xX =
b ]
i

=

Esta es la formula general para la solucién de ecuaciones cuadraticas, con la cual
se pueden hallar las soluciones para cualquier expresiéon polindmica de grado 2, a

partir de la manipulacion de los coeficientes a, b yc. Sin embargo, no solo sirve

para encontrar las soluciones, sino que ademas brinda informacién sobre la

cantidad y naturaleza de estas a través de la expresion b* —4ac, el cual es

comunmente conocido como discriminante de la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0.

Si el discriminante es mayor que cero (b* —4ac = 0) la ecuaciéon tendra dos
soluciones reales distintas, si es igual a cero (¥ — 4ac = @) tendra dos soluciones
reales e iguales, y si es menor que cero (k% — 4ac < @) no tendrd soluciones
reales.

Por dltimo se encuentra el método de solucion grafica, en el cual se parte de la
relacion con el concepto de funcion, como se menciond en el apartado anterior.

Para este caso se construye la representacion grafica de la ecuacion cuadratica y

se analizan las intersecciones con el eje x, los cuales corresponden a las raices

de la ecuacion. Esto se muestra a continuacion a través del siguiente ejemplo:
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sea la ecuacion vy = 2x* — 4x, al darle valores a la variable x, se obtienen los

siguientes resultados:

X Y
-1 7
0 0
1 -2
2 0
3 7

Representacion tabular

Lo anterior se toma como parejas ordenadas que representan puntos en plano

cartesiano los cuales al unirlos forman la siguiente parabola

Figura 4: Representacion grafica de y = 2x* — dx
Como se observa en la gréfica, la pardbola intersecta el eje x en los puntos
=0y x= 2, es decir al hacer y =0, se tiene que 2x*—4x =0, de lo cual se
obtiene que: 2x(x—2) =0, donde x=2 1y x= 0. Estos dos valores son las

soluciones de la ecuacion 2x? — 4x = 0, es decir 5 = {0,2].

Del método anterior se puede deducir que resolver una ecuacioén cuadratica es

hallar los valores de x que hacen que la igualdad sea valida, es decir, es hallar los
puntos de interseccion de la funcion y = ax®* + bx + ¢ con el eje x (o los ceros de
la funcién) (Caro, O’bonaga & Pérez, 1995).

A continuacion se presenta una maya conceptual en la cual se estructura la
relacion entre los diferentes conceptos y nociones que aluden a la ecuacion

cuadratica, como definicion, propiedades, tipos de solucion y relacién con el
concepto de funcién, la cual es elaborada por los autores de este trabajo.
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Esta maya conceptual parte de las Ecuaciones Cuadraticas, por un lado establece
relacion con su definiciébn en términos de su forma general, de otro lado se hace
referencia a su composicion en términos de la igualdad de sus dos miembros y
como esta formado cada uno de ellos. Posteriormente se vinculan las propiedades
que se cumplen en el proceso de solucion, las cuales derivan en la transposicion
de términos. Finalmente se hace referencia al nimero de raices de las ecuaciones

cuadraticas y su dependencia con cada uno de los coeficientes.
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2.2. PERSPECTIVA CURRICULAR

En esta sesion se presenta los aspectos curriculares relacionados con el algebra
escolar, que direccionan los Lineamientos Curriculares de Matematicas (1998) y
los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas (2006), como
propuestas pedagodgicas del Ministerio de Educacién Nacional (MEN), los cuales
determinan pautas para el disefio curricular en las instituciones educativas y para

propuestas de aula en la escuela.

2.2.1. Los Lineamientos Curriculares y el algebrae nla escuela

Desde el establecimiento de los Lineamientos Curriculares, no solo en el area de
matematicas sino en las diferentes areas del conocimiento, se han presentado
cambios en el sistema educativo del pais, dichos cambios contribuyeron en la
apertura de espacios para la descentralizacion curricular, proponiendo asumir el
disefio de un curriculo como un proceso social y culturalmente mediado que se
desarrolla en un contexto institucional (Amaya & otros, 2008), se promovio la
participacion no solo de docentes sino también de estudiantes al utilizar sus
conocimientos para asociarlos a conocimientos matematicos segun su contexto,

dando significados, lo que genero cambios en los PEI*° de las instituciones.

Es importante destacar que mediante la Resolucion nimero 2343 del 5 de junio de
1996, se adopta un disefio de lineamientos generales de procesos curriculares del
servicio publico educativo y se establecen indicadores curriculares para la
educacion formal. Es en ese momento que después de muchas discusiones y un
largo procesos de la formulacibn de los indicadores de logro, se da los

Lineamientos Curriculares para cada una de las areas de conocimiento.

En relacidon a esta vision del trabajo matematico, los Lineamientos Curriculares de

Matematicas muestran elementos conceptuales que situan el desarrollo y proceso

°E| PEI define los énfasis de la institucion y orienta la forma como planifican, desarrollan y valoran sus
propositos educativos, los cuales a su vez se insertan en el proyecto de Nacién, tal como lo exige nuestra
Constitucién Politica. (MEN, 2006)
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de construccion del curriculo, para propiciar mayor importancia en el aprendizaje,
donde no solo se destaque el aprender procedimientos y conceptos sino también
procesos de pensamientos aplicables y utiles para aprender cobmo aprender.

El curriculo de Matematicas en Colombia es dirigido por los Lineamientos
Curriculares en Matematicas los cuales se encuentran organizados en tres ejes

fundamentales: Conocimientos Basicos, Procesos Generales y Contextos.

Los Conocimientos Basicos tienen que ver con procesos que desarrollan el
pensamiento matematico con sistemas propios de las matematicas, en los que se
encuentran: Pensamiento numérico y sistemas numeéricos, Pensamiento espacial y
sistemas geométricos, Pensamientos métrico y sistema de medida, Pensamiento
aleatorio y sistema de datos, Pensamiento variacional y sistemas algebraico y

analiticos.

Este trabajo de grado se inscribe en el desarrollo de conocimientos basicos
correspondientes a los sistemas algebraicos y analiticos, ya que hacen referencia
al estudio de la variacién y representaciones algebraicas, a partir de situaciones
problema, sobre escenarios en los que se identifiquen patrones que posibiliten la

construccion de expresiones algebraicas.

En Los Procesos Generales se hace referencia a los cinco procesos generales
de la actividad mateméaticos: El razonamiento, resolucién y planteamientos del
problema, comunicacion, modelacion, elaboracion, comparacion y ejercitacion de
procedimientos. Este trabajo de grado se enfoca en el proceso dela resolucion y
planteamiento de problemas, en el cual se le da la posibilidad al estudiante de
desplegar estrategias para resolver problemas, encontrar y verificar resultados y
dar la interpretacion razonable, a partir de actividades que permitan identificar
patrones que posibiliten procesos para la construccion de expresiones
algebraicas. Cabe resaltar que no se deja de un lado los otros procesos generales

ya que también se involucran en la actividad matematica.

Por ultimo, el Contexto esta representado en las situaciones problematicas y los
ambientes que rodean al estudiante, en el cual se tienen en cuenta tres

situaciones: de las mismas matematicas, de la vida diaria, y de las otras ciencias.
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Para efecto de este trabajo se hara énfasis en las situaciones de las mismas
matematicas, sin dejar de lado las otras dos. Es a partir del contexto donde se
busca que el estudiante encuentre significado a conocimientos matematicos,
donde se tengan en cuenta el entorno sociocultural, local, y regional en que se

desarrollan.

En este trabajo de grado, se pretende dar la posibilidad al estudiante de tener una
aproximacion tangible de algunos objetos matematicos, a través de actividades
que involucran materiales manipulativos como el Puzzle Algebraico, potenciando
el desarrollo de habilidades de razonamiento y comunicacion, que le permitan

expresar ideas matematicas, en este caso sobre los conceptos algebraicos.

En este sentido se puede percibir la relacion entre el pensamiento variacional con
otros tipos de pensamiento matematico (el numérico, el espacial, el de medida o
meétrico y el aleatorio o probabilistico) y pensamientos propios de otras ciencias,
en especial a través del proceso de modelaciéon de fendbmenos y situaciones
naturales y sociales por medio de modelos matematicos.

En la Educacidon Basica Secundaria, el sistema de representacion mas
directamente ligado con las variaciones es el sistema algebraico, pero éstas
también se expresan por medio de otros tipos de representaciones. El estudio de
los patrones esta relacionado con nociones y conceptos propios del pensamiento
variacional, como constante, variable, funcion, razén o tasa de cambio,
dependencia e independencia de una variable con respecto a otra, y con los

distintos tipos de modelos funcionales asociados a ciertas familias de funciones.

2.2.2. El &lgebra en los Estandares Basicos de Comp  etencias

De acuerdo con los Estandares Basicos de Competencia, un estandar es un
criterio claro y publico que permite juzgar si un estudiante, una institucion o el
sistema educativo en su conjunto cumplen con unas expectativas comunes de
calidad, estos hacen referencia a criterios comunes para las evaluaciones

externas, los resultados de estas, y a su vez, posibilitan el monitoreo de los
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avances en el tiempo y el disefio de estrategias focalizadas de mejoramiento
acordes con las necesidades de las regiones e, incluso, de las instituciones
educativas (MEN, 2006).

Los Estandares Basicos de Competencia (2006) se estructuran en una
coherencia vertical y horizontal en los diferentes niveles educativos. Por un lado
en la coherencia vertical se da la relacion de un estandar con los demas
estandares del mismo pensamiento en los diferentes niveles o grados; y por otro
lado la coherencia horizontal muestra la relacidn que existe entre un estandar
determinado con los estandares de otros pensamientos dentro del mismo

conjunto de grados o niveles.

Al igual que en los Lineamientos Curriculares, en los Estandares Bésicos de
competencia se presentan los cinco procesos generales que se dan en la actividad
matematica: Formular y resolver problemas; modelar procesos y fendbmenos de la
realidad; comunicar; razonar, formular, comparar; y ejercitar procedimientos y
algoritmos. Se organizan también por los cinco tipos de pensamientos
matematicos. En este sentido, al igual como se expresa en el apartado anterior en
relacion a los Lineamientos Curriculares, se tendran en cuenta los procesos de
resolucion de problemas y la modelacion como los procesos de referencia para el

desarrollo de esta propuesta de trabajo de grado.

El tratamiento de situaciones de variacion y dependencia ocupan un lugar central
en el estudio del desarrollo del pensamiento variacional y los sistemas
algebraicos. Esto es particularmente visible en nuestras propuestas curriculares

cuando se sefiala que (MEN, 2006):

“En las situaciones de aprendizaje que fomentan el desarrollo del
pensamiento variacional, se dan mdltiples oportunidades para la
formulaciéon de conjeturas, la puesta a prueba de las mismas, su
generalizacién, todo lo cual se relaciona con el pensamiento l6gico
y el pensamiento cientifico. Esto se logra a través de la
elaboracion e interpretacion de ciertas representaciones

matematicas —gréaficas, tablas, ecuaciones, inecuaciones o
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desigualdades, etc.- que permiten tratar con situaciones de

variacion y dependencia en la resolucion de problemas”.

En este sentido, el trabajo con representaciones en distintos sistemas o registros
simbdlicos, permiten la movilizacion entre diferentes procesos como la
modelacion y la resolucion de problemas, los cuales posibilitan el desarrollo del
pensamiento variacional a la vez que estable la relacion con los pensamientos

l6gico y cientifico.

En cuanto a la formulacién, tratamiento y resolucion de problemas, suscitados por
una situacion problema, permiten desarrollar una actitud mental perseverante e
inquisitiva, desplegar una serie de estrategias para resolverlos, encontrar
resultados, verificar e interpretar lo razonable de ellos, modificar condiciones y
originar otros problemas (MEN, 2006). En este sentido se ve la necesidad de
plantear situaciones que posibiliten el desarrollo de estrategias de solucion de
diferentes actividades contextualizadas o no, las cuales permitan un cambio de
actitud en la medida de resolver completamente un problema, obteniendo

resultados mas significativos.

En cuanto al proceso de modelacion, de acuerdo con los Estandares Basicos de
Competencias (2006), un modelo se entiende como una construccion o artefacto,
material o0 mental para tratar de comprender una idea o un concepto. En este
sentido un buen modelo mental o grafico permite al estudiante buscar distintos
caminos de solucion, estimar una solucién aproximada o darse cuenta de si una
aparente solucion encontrada a través de calculos numéricos o algebraicos si es
plausible y significativa, o si es imposible o no tiene sentido. Esto va en
consonancia con lo que se plantea en este trabajo de grado, al proponer
situaciones problema que involucran el uso del material manipulativo Puzzle
Algebraico, con el cual se puede representar algunos conceptos algebraicos,
como son las ecuaciones cuadraticas, dandole al estudiante la posibilidad de
estimar o comprobar las posibles soluciones encontradas en una representacion o

procedimiento.
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A continuacion, se muestran la relacion de algunos estandares articulados con el
estudio de la ecuacion cuadratica en el grado noveno. Para objeto de este trabajo
se hace referencia a la coherencia horizontal y vertical, del pensamiento
variacional y sistemas algebraicos y analiticos con los estandares de otros

pensamientos y de él mismo.

COHERENCIA VERTICAL

1°-3° Describo cualitativamente
situaciones  de  cambio vy wvariacidn
utilizando el lenguaje natural, dibujos vy
araficas.

4°5° Predigo patrones de wariacion en
una secuencia numerica, geomeétrica o
grafica.

6°-7° Describo v represento situaciones
de wariacion relacionando  diferentes
representaciones (diagramas, expresiones
verbales generalizadas vy tablas)

8°-9° Construyo expresiones algebraicas

equivalentes a una expresion algebraica
dada.

8°-9° Uso representaciones geometricas
para resolver y formular problemas en las
matematicas y otras disciplinas.

10°11°  Analizo  las  relaciones vy
propiedades  entre las  expresiones
algebraicas v las graficas de funciones
polindmicas vy racionales vy de  sus
derivadas

q==::::::::::::

S

COHERENCIA HORIZONTAL

Figura 6: Coherencia vertical y horizontal entre estandares relacionados con el pensamiento
variacional.

2.3. PERSPECTIVA DIDACTICA

En este apartado se presentan algunos elementos tedricos relacionados con

aspectos didacticos afines con la ecuacion cuadratica. De una parte, se hace
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referencia a los obstaculos y dificultades que poseen los estudiantes en el estudio
de algebra y en particular de las ecuaciones, como también algunos relacionados
con el paso del pensamiento aritmético al pensamiento algebraico. De otra parte
se expone como se entiende una secuencia didactica desde algunos referentes
conceptuales especificos para tener en cuenta en los disefios de la secuencia
didactica que se propone. Por ultimo, se tienen en cuenta los referentes teoricos
correspondientes al material manipulativo Puzzle Algebraico y la importancia de su

implementacion en las actividades que se proponen en dicha secuencia.

Con relacion al primer aspecto, de acuerdo a los resultados de investigaciones, se
puede afirmar que existen dificultades para comprender la nociéon de variable
como variacion, tal como lo reporta Andrade (1998) en sus trabajos sobre el
aprendizaje del algebra, en la cual indica que los estudiantes cometen errores
cuando hacen tareas algebraicas. Como afirma Kieran & Filloy (1989), en Andrade
(1998), aprender algebra no es meramente hacer explicito lo que estaba implicito
en la aritmética. El algebra requiere cambios en el pensamiento, mas generales
sobre namero y operaciones, dichas dificultades se reflejan en la clasificacion de
algunos errores, los cuales menciona Booth (1988), en Andrade (1998) de la

siguiente manera:

- La clase de relaciones y de métodos usados en aritmética. Cuando se presentan
problemas en la aritmética que nunca se corrigieron, se presentan errores en la

generalizacion de relaciones y procedimientos.

- El uso de la notacién y las convenciones en algebra. Se presentan dificultades
cuando se interpretan los simbolos haciendo falsas generalizaciones o cuando los

simbolos se perciben sintacticamente.

- El enfoque de la actividad algebraica y la naturaleza de las respuestas. Donde el
objetivo que se presenta general de la aritmética es encontrar una solucién
numérica, por lo que una de las dificultades se refiere a la incapacidad para

aceptar una expresion algebraica como respuesta.

- El significado de las letras y de las variables. Las dificultades se presentan

cuando las variables se interpretan como simbolos que representan un Gnico
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valor, en forma similar a los numeros, como en el caso de la incognita o del
namero generalizado, pero no como representacion de variacion. Esta dificultad se
relaciona con la idea de ecuacion que pueden construir los estudiantes en tanto la

ecuacion pueda significar desde esta perspectiva como la igualdad de dos

funciones (f(x) = g(x)).

Otras dificultades son de tipo cognitivo y se logran visualizar en la medida que no
todos los estudiantes tienen un dominio en el desarrollo de los procedimientos
aritméticos, en este sentido, tal como lo expresa Ballén (2012),surgen errores
como consecuencia del uso abusivo de la generalizacion; son de tipo actitudinal,
ya que muchos consideran que es dificil y que basta con operar aritméticamente
unas letras; situaciones que no permiten ver en el lenguaje algebraico, un
elemento dinamizador del lenguaje de las matematicas, donde los estudiantes
como consecuencia de esto no encuentran relaciones ni significados a los

conceptos ensefiados, y solo se limitan a memorizar.

En este sentido se puede hablar de dificultades en la transicion del pensamiento
aritmético al algebraico, ademas de la inversién de las operaciones en la solucién

de ecuaciones. Afirma Alonso et al. (1993) en Mata et al. (2009) que:

“el lenguaje algebraico, depende del lenguaje simbdlico, del uso
correcto de paréntesis y de la aplicacién de las propiedades de las
operaciones. Las dificultades en su uso y tratamiento de las
expresiones algebraicas se deben a la naturaleza abstracta de sus
elementos; el estudiante llega a un pensamiento formal cuando
puede operar con elementos abstractos 'y realizar

transformaciones algebraicas”.

Por ello se hace énfasis en la escritura de las expresiones algebraicas, lo cual
posibilita la transformacion adecuada de expresiones equivalentes y el buen uso

de propiedades para llegar a resultados correctos.

De la misma manera, teniendo en cuenta una investigacion sobre las dificultades
y errores que presentan los estudiantes de los grados décimos y undécimo de los
colegios de Cali al resolver un problema de olimpiadas; Figueroa & Suescun
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(2011) pudieron observar los errores que cometen los estudiantes al resolver
ecuaciones de tipo cuadratico, para ello se escogio el siguiente problema:

. - o 4 . =}
Si x es un namero real positivo tal que =% = 5, determinar el valor de *2%.

X k4

A partir de este problema de logré identificar cuatro tipos de procesos de
resolucién, donde de los cuatro solo el cuarto grupo de estudiantes fueron los que
resolvieron correctamente; a continuaciéon se presentan los procedimientos y una
explicacion en algunos de los grupos, tratando de plantear una hipétesis, sobre
los errores y dificultades encontrados en esta investigacion (Figueroa & Suescun,
2011):

Primer grupo de estudiante: Se muestran algunos de los procedimientos en los

cuales este grupo de estudiantes solamente intentaron resolver la ecuacién

P T
z

o

" A4
T ] {1
ol =2 4
= x _I_S e B
7 3 =
I'-'l—| _ .z : v
= . vC+l=52 (N ot ] =5x0
e+ 1 - v 2
—_— a5 ) - 2
; | [ — 541 it -,-'1—"-\-1- 1 =10k
- i~ +
) — 5y
0+ 1=+ 5 Y= (v y  S+421
Ve =
i~ ] |_1
Il=45r+x (r}
|5| |"||
1 . . ¥ =1, —_—
=X+X {5 1|| 2
x"g

Tabla 1: Procedimientos del primer grupo de estudiantes

El estudiante Al presenta dificultades en el reglén tres con expresiones que
contiene radicales, comete error al distribuir el exponente sobre cada factor en
procesos aditivos: suma y resta. En el reglon cinco, hace la transposicion

incorrectamente del término x 2, porque lo suma en el lado derecho de la ecuacion

en lugar de restarlo, y en el reglon seis de nuevo cometen el error de transposicion
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de términos. Finalmente obtiene una ecuacion de tipo cuadratico y no la resuelve,

quiza porque no conoce algin método de solucion.

Con el estudiante A4 se presenta dificultad en el segundo reglén en la fraccién,
obtiene una ecuacion que no es equivalente a la anterior, en el tercer reglén

comete un error en la transposicion de términos.

Segundo grupo de estudiantes:  estos estudiantes resolvieron, incorrectamente,

.. 49 .. 641
la ecuacion === = 5 y luego reemplazaron el valor x en la expresién =—.
z -
£ £
AR All 113
41 41
r4+l:5 X =3 ¥ =3
3 i x4
, —=5-1 =5 ifiie
dal=5 (N X T 500 1e)
g . | v+1l=3 (r)
— x=2 i) r=5-1
v=n4 (c) 4] xr=4
x=2 v I
e el _xel
& Fa r = f ¢
" +1 _: - v . I
A =
3 64+1_ _4 41
val=(2y +1 if) 8 Ty
=841 64 _ 17
. g VbW =— =425
= 4
B=1y -1
9=y |

Tabla 2: Procedimientos del segundo grupo de estudiantes

Tercer grupo de estudiantes: los estudiantes realizaron procedimientos al

. . ., 419 . . .
interior de la ecuaciéon xxz = 5 sin necesidad de despejar el valor de x, para

x5+1
=

luego hallar el valor de la expresion
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Tabla 3: Procedimientos del tercer grupo de estudiantes

El estudiante A21 resta a la ecuacion del primer reglon la del segundo reglon y
trata de escribir la resta de las fracciones como una sola fraccién. En el reglon tres
se evidencian las dificultades en el manejo de propiedades de exponentes, porque
cuando multiplica potencias que tiene la misma base, multiplica los exponentes en
lugar de sumarlos (en el numerador de la fraccion). Los seis procedimientos que
realiza después son correctos y el estudiante cree que resolvié el problema porque

finalmente despeja v. Parece que este estudiante no entendio, que debe hallar un

valor numérico para la expresion £ =2 y no una expresioén en términos de x.
X

El estudiante A24 no presenta errores en su procedimiento pero la respuesta que

presenta no es numérica, sino una expresion en términos de x. Este estudiante

tiene dificultades con el significado de “valor” de una expresion.

Teniendo en cuenta los procedimientos desarrollados por los estudiantes,
Figueroa & Suescun (2011) consideran que algunos de los errores y dificultades
gue presentan estos estudiantes podrian tener su origen en los procesos de
ensefianza y aprendizaje debido posiblemente al uso exagerado de ejercicios
rutinarios y de tipo algoritmico en el tema de algebra. También los estudiantes

contribuyen a esta situacion ya que generalmente quieren saber “la formula” para
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resolver los problemas y poco se interesan por los conceptos y el razonamiento

gue esta detras de un determinado tema.

Por otro lado Cadenas (2007), teniendo en cuenta una investigacion realizada a
estudiantes de primer semestre de la Universidad de los Andes, menciona que la
construccion del conocimiento requiere por parte de los estudiantes una
reorganizacion y ampliacion de los conocimientos previos y por parte de los
educadores la deteccion de las carencias, dificultades y los errores que impiden
que los conocimientos presentes en los estudiantes sean significativos. En esta
investigacion se logro identificar algunos errores comunes que se comenten en la

solucién de expresiones cuadraticas, entre ellas se tiene dos casos:

Sea la expresién (1 — x)? un error frecuente y clasico es dar la solucién 1 — x?,

ya que utilizan de forma errénea la linealidad. Otro caso se presenta al calcular las

raices de una ecuacion, por ejemplo x? — 2x + 1 = 0, siendo una ecuacion sencilla

de realizar, se encuentra que los estudiantes desconocen la formula general como
meétodo de solucion, y si la conocen no la saben aplicar adecuadamente, y mucho

menos aplican la factorizacion.

De esta manera se pueden identificar una variedad de dificultades en la resolucion
de ecuaciones cuadraticas, con las cuales se hace necesario la creacion e
intervencion de diferentes propuestas que contribuyan a la superacion de errores
de tipo aritmético, procedimental y conceptual. Para ello se propone en este
trabajo de grado, la construccion de una secuencia didactica con actividades que
involucren el uso de materiales manipulativos, como alternativa para la superacion
de los diferentes errores y dificultades que se han identificado en las

investigaciones mencionadas anteriormente.

2.3.1. Perspectiva de la resolucion de problemas pa  ra el tratamiento
algebraico

Las actividades de la secuencia didactica que se presenta en este trabajo de

grado, tienen en cuenta los procesos de resolucion de problemas propuestos por
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Polya (1965), en su libro “como plantear y resolver problemas”, de acuerdo con

este autor se entiende la resolucion de problemas como la perspectiva global y no

restringida a un punto de vista matematico. Es decir, plantea la resolucion de

problemas como una serie de procedimientos que se utilizan y se aplican en

cualquier campo de la vida diaria, donde el aspecto relevante es la manera como

tratan los problemas, en este sentido y en palabras del autor “lo central en la

ensefianza de las matematicas es desarrollar estrategias en la Resolucion de

Problemas”.

De acuerdo con lo anterior, Polya (1965) plantea su método de cuatro pasos para

resolver un problema, que se describen a continuacion:

Comprender el Problema: etapa para determinar la incognita, los datos, las
condiciones y decidir si esas condiciones son suficientes, no redundantes ni
contradictorias. Para ello es importante tener en cuenta los siguientes
interrogantes: ¢Entiendes todo lo que dice?, ¢Puedes replantear el
problema en tus propias palabras?, ¢Distingues cudles son los datos?,
¢Sabes a qué quieres llegar?, ¢Hay suficiente informacion?, ¢Hay
informacion extrafia?, ¢Es este problema similar a algun otro que hayas

resuelto antes?

Concebir un plan: en esta etapa es importante relacionarse con problemas
semejantes, también con resultados Utiles, y se debe determinar si se
pueden usar. En este caso es aconsejable tener en cuenta alguna de las
siguientes estrategias: utilizar ensayo y error (conjeturar y probar la
conjetura), usar una variable, buscar un patrén, hacer una lista, resolver un

problema similar mas simple, entre otras.

Ejecutar el plan: en este caso se Implementan las estrategias escogidas
hasta solucionar completamente el problema o hasta que la misma accién
sugiera tomar un nuevo curso. Se examinan todos los detalles y se resalta
la diferencia entre percibir que un paso es correcto y demostrar que un

paso es correcto.
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» Verificar la solucion: por ultimo es necesario verificar si los resultados y el
razonamiento son validos y averiguar si se puede obtener el resultado de

otra manera.

Siguiendo esta misma idea en forma particular, en relacion con la resolucion de
problemas algebraicos de Polya, respecto a la resolucion de problemas, Puig
(1998) manifiesta que cuando se conoce el lenguaje algebraico, una parte
importante del proceso de resolucion de un buen nimero de problemas consiste
en traducir el enunciado del problema a ese lenguaje, es decir, consiste en poner
el problema en ecuaciones. El problema que hay que resolver se transforma
entonces en el problema de resolver la ecuacion. Una vez resuelta la ecuacion
falta volver al problema planteado para comprobar el resultado obtenido, y revisar

y extender el trabajo realizado.

Para traducir un problema al lenguaje algebraico se deben tener en cuenta
ademas que en ese lenguaje sélo se puede hablar de cantidades, operaciones con
cantidades y relaciones entre ellas. Asi que se debe buscar cuales son las
cantidades de las que se habla en el enunciado del problema y qué se dice de

ellas.

En primer lugar, se analiza el enunciado del problema para averiguar cuales son
las cantidades conocidas y desconocidas que aparecen en él. También se
analizan las relaciones que hay entre esas cantidades. Al hacerlo se reescriben
algunas frases para mostrar con claridad la relacion entre cantidades. Asi, el
enunciado del problema ha quedado preparado para traducirlo al lenguaje
algebraico, que sélo habla de cantidades.

Sin embargo, la transformacion del problema a la ecuacién no es inmediata, pues

se presentan algunas dificultades, las cuales Puig (1998) clasifica en tres tipos:

- Dificultades para analizar el enunciado y determinar las cantidades que hay

gue considerar para resolver el problema y las relaciones entre ellas.

- Dificultades en la traduccién, que corresponden a la asignacion de
expresiones que representen las cantidades desconocidas y la relacion
entre ellas.
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- Dificultades al escribir la ecuacion, que tienen que ver con igualar

expresiones que no representan la misma cantidad.

De acuerdo a lo anterior y con el fin de evitar tropezar con estas dificultades el
mismo Puig propone su propia regla para poner un problema en ecuaciones la

cual esquematiza de la siguiente forma:

1) Comprender el enunciado, identificando las cantidades conocidas (o datos) y las

cantidades desconocidas (incognitas), asi como las relaciones entre ellas.
2) Dar nombre a una de las cantidades desconocidas, asignandole una letra.

3) Representar las cantidades desconocidas mediante expresiones algebraicas
gue traducen las relaciones entre esas cantidades y la que hemos designado con

una letra.

4) Escribir una igualdad entre expresiones algebraicas (una ecuacion) a partir de

las relaciones existentes entre las diferentes cantidades.

5) Comprobar que los dos miembros de la igualdad representan la misma

cantidad.

Si los dos miembros de la igualdad representan la misma cantidad, se ha realizado
una traduccion adecuada del lenguaje natural al lenguaje algebraico, es decir, se
ha puesto el problema en ecuaciones.

En este sentido, las actividades propuestas en la secuencia didactica de este
trabajo de grado, giran en torno a situaciones problema en las cuales el estudiante
debe aplicar los pasos del método propuesto por Polya (1965) y lo planteado por
Puig (1998), haciendo énfasis en la traduccion del enunciado del problema a

ecuaciones cuadréticas para poder llegar a la solucion de éste.

2.3.2. Sobre la propuesta de secuencia didactica

El andlisis de los resultados concernientes a las actividades que conforman la
secuencia didactica que en este trabajo de grado se propone para el tratamiento

de ecuaciones cuadraticas en la escuela, se enmarca en la perspectiva del modelo
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metodolégico para la actividad de aula propuesto por el grupo DECAM™ y sus
actividades se articulan con la perspectiva de la resolucion de problemas
planteado por Polya (1965) y Puig (1998) como se describié anteriormente, para
ello se tienen en cuenta aspectos importantes sobre el significado de la secuencia
didactica en la relacion estudiante, profesor, saber y entorno (Guerrero, et al.,
2006).

En este sentido, una secuencia didactica se entiende como un plan de actuacién
del profesor, y corresponde a lo que afirma Linares (1996), en Guerrero et al.
(2006), denomina la fase preactiva, donde se explicitan aquellos aspectos del

sistema didactico fundamentales a toda accion de ensefianza y aprendizaje.

Para efectos de este trabajo se entiende, en el sentido anotado antes, por
secuencia didactica a ese plan de actuacion del profesor, el cual le permita
superar los viejos métodos de ensefianza, y de esta manera lograr, lo que
Guerrero et al. (2006) llama, una operativizacion de la relacion didactica,
sustentada a partir de poner en momentos claramente diferenciados la
construccion del significado matematico por parte del profesor y los estudiantes,
los roles, la organizacion del aula, la descripcion de las actividades, los materiales

didacticos y los referentes tedricos para la actividad.

La secuencia didactica esta conformada por situaciones, que son una especie de
modelo de interaccion entre el estudiante y un conocimiento dado, a partir del cual
el estudiante, guiado por el profesor, tiene la posibilidad de adaptarse a los
criterios que plantea la situacion, personalizandose de ella y utilizandola como
recurso para alcanzar el conocimiento. Estas relaciones se establecen a través de
una negociaciéon entre el estudiante y profesor lo cual se conoce como contrato
didactico, y es el que define las reglas de funcionamiento dentro de la situacién,
como distribucién de responsabilidades, asignacién de tiempos, permisos o
prohibicibn en el uso de recursos, etc. Galvez (1994). En este sentido una
situacion corresponde a un hecho que enfrenta al estudiante a través de ciertas

actividades a la movilizacion de un saber.

" GRUPO DECA. (1992).0Orientaciones Para El Disefio Y Elaboracion De Actividades De Aprendizaje Y De
Evaluaciéon. PUBLICADO EN REVISTA AULA, N°6, PAGS.: 33-39
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Sin embargo, no toda situacion es eficiente, en el sentido de permitir alcanzar
adecuadamente el conocimiento, para ello afirma Godino (2004) en Guerrero et al.
(2006) que en la teoria de situaciones didacticas la eleccién de buenas situaciones
problema es la clave para generar los conocimientos matematicos pretendidos por

el estudiante, nocion que se puede proyectar también al modelo DECA.

Se espera que la propuesta de las actividades de las situaciones permitan que los
estudiantes explicite y exteriorice sus ideas previas sobre los contenidos que se
van a tratar en la secuencia didactica; se predispongan favorablemente para
afrontar el desarrollo de la secuencia didactica con una actitud positiva;
comprueben que sus conocimientos y estructuras conceptuales anteriores no son
las mas adecuadas para tratar esas situaciones, y que por tanto, deben ser
transformados o ampliados; entre en un conflicto interno cognitivo que le fuerce a

un cambio en sus esquemas de conocimiento.

Un aspecto importante que debe ser considerado en este tipo de actividades, es lo
que se entiende por aprendizaje y el lugar que ocupa en éste la idea de esquema,
lo cual implica que el cambio de estado cognitivo frente a situaciones nuevas para
el estudiante esté determinado por la modificacion de esquemas en el tiempo
(Guerrero et al., 2006). Otros aspectos importantes que deben ser tenidos en
cuenta son la idea de devolucién, consigna y situacion adidactica dentro del
contrato didactico establecido por el profesor y el estudiante. A partir de ellos es
cuando se requiere mirar la gestion de las variables didacticas por parte del
profesor para producir la estrategia de base (Guerrero et al., 2006). Para la
introduccion de estas nociones se examinan las caracteristicas de las fases
segun el modelo DECA vy la teoria de situaciones didacticas, con el fin de hacer

una mejor caracterizacion de la gestion de aula.

Para ello el grupo DECA (1992) en Guerrero et al. (2006), propone un grupo de
actividades el cual se denomina de desarrollo y reestructuracion, las cuales se

toman en cuenta para que el estudiante pueda:
- Tomar contacto, practicar y asimilar los nuevos contenidos.
- Reflexionar sobre su utilidad a la hora de enfrentarse a nuevas situaciones.
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- Comparar con los conocimientos anteriores, comprobar sus ventajas e

incorporarlos a su experiencia personal.

- Producir el cambio deseado en sus esquemas mentales, como consecuencia de

la superacion del conflicto cognitivo aparecido con las actividades de iniciacion.

A continuacioén se presentan las actividades de profundizacion y aplicacion, con la
cuales el estudiante pueda desarrollar procesos de transferencia®® 'y
metacognitivos. En este sentido estas actividades son Utiles para:

- Aplicar a otras situaciones los nuevos conocimientos adquiridos.
- Reflexionar sobre las caracteristicas esenciales de esos contenidos.

- Ampliar el conocimiento conseguido, para trabajar nuevas situaciones vy

contextos.

- Facilitar el trabajo en pequefias investigaciones, relacionadas con los contenidos

trabajados.

- Proponer situaciones de caracter opcional, dependiendo del nivel de dificultad y
de la situacién personal de cada estudiante.

Finalmente se encuentran las actividades de evaluacion, las cuales deben verse
como un continuo dentro de todo el proceso. Estas pretenden revisar el proceso
en su conjunto, es decir, valorar la efectividad del trabajo en el aula, asi como la
pertinencia de la secuencia did4ctica, el logro de los objetivos (Guerrero et al.,

2006). En este sentido las actividades de evaluacion pretenden:
- Conocer el grado de los aprendizajes que los estudiantes han adquirido.

- Permitir que los mismos estudiantes conozcan la utilidad del trabajo realizado y
lo que han aprendido.

- Verbalizar algunos aprendizajes. Detectar errores, inexactitudes, fallos.

- Permitir reforzar aprendizajes.

2De acuerdo a lo que se conoce de la teoria Piagetiana la transferencia es un proceso cognitivo complejo, el
cual supone aprendizajes adaptativos al medio, consecuencia de acomodaciones y asimilaciones sucesivas.
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De acuerdo con las actividades planteadas anteriormente y desarrolladas por el
modelo metodoldgico para la actividad del aula propuesto por el grupo DECA, se
podria establecer una organizacion secuencial de estas, como se presentan en la

siguiente tabla:

Modelo DECA

Actividades de iniciacion e introduccién

Actividades de desarrollo y reestructuracion

Actividades de profundizacion y aplicacién

Actividades de evaluacion

Tabla 4:; Secuencia de actividades del modelo DECA

Este marco de referencia guia el disefio e implementacion, junto con la resolucion
de problemas, de las actividades que conforman la secuencia didactica que se
desarrolla en este trabajo de grado, y a partir de él se analizan los resultados

encontrados en su implementacion.

2.3.3. Sobre la integracion de materiales manipulat  ivos

En el disefio de la secuencia didactica se pretende implementar el uso de
materiales didacticos con el objetivo de propiciar acercamientos, que podrian ser
de mayor significacion, a los conceptos algebraicos. Entre estos materiales se
encuentran los materiales manipulativos, los cuales actian como sistemas de
representacion de diferentes conceptos matematicos, relacionados

particularmente con el algebra.

Como punto de partida es necesario hablar de los sistemas de representacion
semidtica, que desde la perspectiva de la teoria de Duval (1999), se entiende
como el medio del cual dispone el individuo para exteriorizar sus representaciones
mentales y hacerlas visibles a otros. Un ejemplo de ello es el uso de diagramas,

imagenes y figuras, los cuales desde los antiguos griegos son utilizados para
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representar, explicar y demostrar resultados matematicos (Hernandez et al.,
2008).

En matematicas, las representaciones semioticas no solo son indispensables para
fines de comunicacion, sino que también son necesarias para el desarrollo de la
actividad matematica misma (Duval, 1999). Existen diferentes tipos de
representaciones que favorecen la comprensién de los conceptos matematicos,
sin embargo, se manifiesta la constante preocupacion entre los matematicos y lo
profesores de matematicas en que el estudiante confunda los objetos matematicos
con sus representaciones (Socas, 1998), lo que lleva a que se favorezcan los
sistemas de representacién formales, mas que los sistemas de representacion

visuales o intuitivos.

De acuerdo con Duval (1999), un sistema semidtico puede ser un registro de

representacion si permite tres actividades cognitivas relacionadas con la semiosis:

- La presencia de una representacion identificable (para este caso los
materiales didacticos)

- El tratamiento de una representacion que es la transformacién de la
representacion dentro del mismo registro donde ha sido formada
(manipulacién del material).

- La conversion de una representacion es la transformacion de la
representacion en otra representacion de otro registro en la que se
conserva la totalidad o parte del significado de la representacion inicial
(pasar de Vvisualizaciones intuitivas del material a representaciones

abstractas).

Sobre la construccion de conceptos, Duval (1993), establece que toda
representacion es parcialmente cognitiva con respecto a lo que representa, y por
tanto, la comprensién de un contenido conceptual estd basada en la coordinacion
de al menos dos registros de representacién y esta coordinacion queda de
manifiesto por medio del uso rapido y la espontaneidad de la conversion cognitiva.

La manipulacion de representaciones matematicas proporciona los medios para
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construir las imagenes mentales de un objeto matematico y su validez dependera

de las representaciones que el sujeto haya utilizado (Socas & Camacho, 1998).

En este sentido es importante entender los materiales manipulativos como
sistemas de representacion semiética, a partir de los cuales se representan,
explican y demuestran los resultados y conocimientos matematicos que se

pretenden promover, en este caso el de las ecuaciones cuadraticas.

Segun lo plantea Hernandez et al. (2008), el uso coherente de estos sistemas de
representacion para el lenguaje algebraico debe estar organizado en torno a: usar
registros de representacion, usar sistemas de representacion semioticos
autosuficientes, usar diferentes fuentes de significado, articular situaciones de
ensefianza, que partiendo de situaciones reales, permitan desarrollar procesos

enlazados de matematizacion.

De acuerdo a lo anterior, se propone la vinculacion de materiales (ver figura 8) que
permitan dar cumplimiento a las caracteristicas mencionadas, para ello se toma
como referencia el uso de materiales manipulativos, condicionados en situaciones
reales que puedan llamar la atencion del estudiante y que provoquen la necesidad
de resolver los problemas que se planteen. De esta manera promover el
acercamiento a los conceptos algebraicos, tal como lo afirma Dominguez, citado
por Hernandez et al. (2008), “nuestros propios experimentos de ensefianza ponen
de manifiesto que los materiales manipulativos utilizados como representaciones
semidticas pueden ofrecer un papel importante en la introduccién del algebra,

debido a que:

1) Facilitan la manipulacion y conceptualizacion del simbolo y de la cantidad
desconocida o general.

2) Proporciona una interpretacion geométrica a simbolos y operaciones.

3) Mejora el discurso de la clase de algebra.

4) Facilitan las conversiones entre el lenguaje algebraico y el natural.

5) La manipulacion de varias representaciones por el estudiante le permite

construir imagenes mentales adecuadas de un objeto matematico”.
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Figura 7: Materiales manipulativos

Los materiales manipulativos permiten ilustrar y modelar ideas y relaciones
matematicas y estan diseflados para ser utilizados por los estudiantes en todos los
grados escolares (Burns & Sibley, 2000, citado por Mink, 2010). Incluyen casi
cualquier objeto fisico usado para representar un concepto abstracto y se utilizan
para ayudar a los estudiantes a manipular objetos matematicos y representar

algoritmos. En este sentido Arce (1999) afirma lo siguiente

“El uso del material manipulativo, juega un papel fundamental en el
aprendizaje de las Matematicas. Su correcta utilizacién constituye
una importante base de adquisiciébn de conceptos, relaciones y
métodos matematicos que posibilita un aprendizaje activo de
acuerdo a la evolucion intelectual del participante”.

Sin embargo, a pesar de las ventajas que se adquieren al trabajo con este tipo de
materiales, es claro que estos no pueden lograr por si mismos ensefar
matematicas, pues son un medio para la ensefianza. Para poder utilizar estos
materiales en un proceso de ensefianza y aprendizaje, es necesario realizar una
transformacion adaptativa en el que se articule, con coherencia, el material
didactico como un registro de representacion semidtico para un objeto
matematico dado, configurandose asi como un registro de representacion

autosuficiente (Hernandez et al., 2008).
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A partir de estos fundamentos se pretende implementar el disefio de una nueva
propuesta que permita comprender, analizar e interpretar los fendmenos ligados al
proceso de ensefianza y aprendizaje del algebra, particularmente de la ecuacién
cuadratica. Al mismo tiempo que sea una herramienta para el profesor que le
contribuya a su labor docente. De esta forma el estudiante puede tener la
oportunidad de interactuar con otro tipo de contextos, de situaciones donde se
involucren elementos que le permitan tener un buen acercamiento a los objetos

matematicos, de tal manera que pueda tener una mejor comprension de éstos.
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CAPITULO IlI:

UNA SECUENCIA DIDACTICA PARA EL
ESTUDIO DEL CONCEPTO DE ECUACION
CUADRATICA

71



CAPITULO Ill: UNA SECUENCIA DIDACTICA PARA EL ESTUD IO DEL
CONCEPTO DE ECUACION CUADRATICA

En este capitulo se presentan los aspectos relacionados con el disefio de la
secuencia didactica sobre la construccién del concepto de ecuacién cuadratica en
estudiantes de grado noveno, tales como la descripcion general de su disefio, la
estructura de las situaciones, asi como también los contenidos matematicos y
expectativas de desempeiio que se espera que los estudiantes alcancen en cada
una de las actividades. Posteriormente se exponen los resultados y respectivos
analisis de implementacion y proceso de aplicacion de cada una de las

actividades.

3. Sobre la secuencia didactica

La secuencia didactica que se presenta a continuacion pretende propiciar un
acercamiento significativo al concepto de ecuacion cuadratica. Esta secuencia
estd conformada por tres situaciones problema que a través de las actividades
propuestas pretenden acercar al estudiante a la conceptualizacion de la ecuacién
cuadratica a partir de la resolucién de problemas, y la integracion de materiales
manipulativos, con los cuales se busca darle al estudiante la posibilidad de
observar algunas regularidades asociadas al concepto y sus caracteristicas

generales.

Esta secuencia se encuentra dirigida a estudiantes de grado noveno del Colegio
de Bachillerato Técnico Comercial Hargadon del Placer-Cerrito. En ella se
articulan los referentes tedricos enunciados en el Capitulo Il, en un plan de trabajo
coherente y organizado que presenta las tensiones entre el estudiante, el saber y
el entorno a través de situaciones problemas en torno a la construccion del

concepto de ecuacion cuadratica.

Para su disefio se tuvieron en cuenta la integracion del material manipulativo
(Puzzle Algebraico), los cuales actian como sistemas de representacion

semidtica, que permiten al estudiante observar diferentes formas de
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representacion del concepto de ecuacion cuadratica y de esta manera poder
comprenderlo, tal como lo menciona Duval (1993) la comprensién de un contenido
conceptual esta basada en la coordinacion de al menos dos registros de
representacion y esta coordinacion queda de manifiesto por medio del uso rapido

y la espontaneidad de la conversion cognitiva.

3.1. Disefo y descripcion de la secuencia didactica

La secuencia didactica sobre la ecuacion cuadratica propuesta en este trabajo de
grado, se conforma de tres situaciones, que a su vez, se componen en
actividades. Cada situacion integra unos propésitos, contenidos y expectativas de
desempeiio que se van complementado en la medida que se desarrolla el trabajo
de implementacion con los estudiantes, y finalmente se identifican algunos
aspectos generales de la ecuacion cuadratica. A continuacion se presentan las

actividades y propdésitos de cada situacion:

Situacion 1

Actividad de iniciacién Actividad de desarrollo y reestructuracion

Actividad Actividad 1: Comprendo | Actividad 2: Pongo el | Actividad 3: Solucionando

el problema problema en ecuaciones | el problema

Cantidad de 7 5 5

preguntas

Tabla 5: Situacion 1.

Propésito de la situacion 1: Introducir el concepto de ecuacion cuadratica a
partir de una situacién problema, donde el estudiante pueda identificar y clasificar
los datos conocidos y desconocidos de este, representarlo en una ecuacion,
identificar las caracteristicas principales de las expresiones cuadraticas, y las

propiedades utilizadas en los procesos de solucion.
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Situacion 2
Actividad de desarrollo y Actividad de profundizacion y
reestructuracion validacion
Actividad Actividad 1: Representacion | Actividad 2: | Actividad 3:
de expresiones algebraicas | Enchapando el | Validando lo
cuadraticas apartamento aprendido
Cantidad de 3 3 4
preguntas

Tabla 6: Situacion 2.

Propoésito de la situacion 2:  Identificar diferentes sistemas de representacion,
establecer la relacion entre figuras geomeétricas y sus expresiones algebraicas,
identificar expresiones algebraicas equivalentes, establecer la relacion que existe
entre las ecuaciones cuadraticas y el area como una de las representaciones de
este concepto, reconocer la equivalencia entre la expresion cuadratica de un

cuadrado y un rectangulo y sus respectivas dimensiones.

Situacion 3
Actividad de profundizacion Actividad de evaluacién
y validacion
Actividades | Actividad 1: De las | Actividad 2: | Actividad 3: Validando

representaciones a la | Diferenciando métodos | los métodos
ecuacion cuadratica

Cantidad de 6 5 6
preguntas

Tabla 7: Situacion 3.

Propdsito de la situacién 3:  En este grupo de actividades el estudiante tiene la
posibilidad de reconocer y proponer situaciones problema relacionados con
expresiones y ecuaciones cuadraticas, las cuales se resuelven con los métodos
trabajados en las actividades anteriores, y donde se puede identificar la

pertinencia de aplicar cada uno de ellos.
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3.1.1. Descripcion del material manipulativo

El Puzzle Algebraico es un material que consta de 132 fichas distribuidos por
diferentes colores, dimensiones, que se representan con expresiones algebraicas
positivas y negativas'®, las cuales se representan en: cuadrados pequefios

denominados unidad (color verde), fichas rectangulares denominados x (color
amarilla) y cuadrados grandes denominados x* (color azul). Ademas consta

también de piezas con expresiones algebraicas negativas que se representan de
la misma manera a las fichas positivas, anteriormente mencionadas, con la
diferencia de que todas sus fichas son de color rojo. Como se muestra a

continuacion en la figura 9:

Figura 8: Puzzle Algebraico

Para trabajar con este material es necesario tener en cuenta las siguientes reglas:

1. Las unidades tienen que estar en un Unico bloque (cuadrada o rectangular).

2. Los cuadrados que representan el x?deben estar situados de forma
diagonal con respecto al bloque de unidades. No pueden estar en la misma
fila o columna.

3. Los rectangulos positivos y negativos no pueden estar combinados en un

mismo bloque.

Cada una de las piezas del Puzzle Algebraico hace referencia a una expresion

segun sea su forma. Cuadrados de lado =, rectangulos de base =, y una

unidad de altura y cuadrados de lado igual a la unidad.

13 En este contexto se entiende como negativo lo que es opuesto.
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Cuadrado de drea 1 Rectangulo de area X Cuadrado de area X°

= > X
1
X
Unidad positiva
Tira positiva
X
Placa positiva
Cuadrado de area 1 Rectangulo de area X Cuadrado de area - X*
N
1 /[ . - 11 -
<> - X
1 X
Tira negativa

Unidad negativa

— —
X

Placa negativa

Figura 9: Expresiones de fichas del Puzzle Algebraico

Contenidos Matematicos: El Puzzle Algebraico permite trabajar la propiedad
distributiva, operaciones con polinomios, factorizacién de polinomios y resolucién
de ecuaciones y ecuaciones cuadraticas. Ademas permite la modelizacion de la
multiplicacion como éarea, pero solo manejando piezas con signo positivo. Para el
desarrollo de este trabajo se presenta una situacidbn que permita representar
expresiones de segundo grado, con las piezas del material, a partir de la
construccion de cuadrados y rectangulos, y que lleve a establecer la relaciéon con
el area de los mismos y las magnitudes de sus lados, es decir la equivalencia

entre dos expresiones cuadraticas.

3.2. SECUENCIADIDACTICA

SITUACION 1
Propésito: Introducir el concepto de ecuacion cuadratica a traves de la resolucion

de problemas.
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Descripcion de las Actividades : En este grupo de actividades se pretende lograr
gue los estudiantes sean capaces de reconocer los contenidos matematicos,
identificar cantidades conocidas y desconocidas, establecer relaciones entre

cantidades a partir de una situacion problema.

Contenidos matematicos involucrados : forma general de las ecuaciones
cuadraticas, propiedad distributiva, propiedad uniforme, solucion de una ecuacién

cuadratica por el método de factorizacion.

Expectativas de desempefio: Con este grupo de preguntas se busca que el
estudiante muestre sus habilidades para relacionar los elementos involucrados en
un problema y asignar representaciones algebraicas, ademas de reconocer y
aplicar las propiedades de uniformidad en la resolucibn de ecuaciones

cuadraticas.

Lea atentamente el siguiente problema y realice las actividades propuestas.

Un apartamento tiene como medida del largo 8 metros mas que la medida de su
ancho. ¢ Cudles son las medidas de las dimensiones del apartamento si su area es
105 m??

Actividad 1: Comprendo el problema

1. Escriba las cantidades o datos conocidos y los desconocidos del problema
anterior.

2. Indigue cuantos metros mas tiene la medida del largo del apartamento en
relacion con la medida del ancho.

3. Si la medida del ancho del apartamento corresponde a 5 m. Encuentra la
medida del largo.

4. Si la medida del ancho del apartamento corresponde a 6 m. Encuentra la
medida de su largo.

5. Indique si las dimensiones del apartamento encontradas en los puntos 3 y
4, corresponden a las condiciones del problema (area del apartamento

dada). Explique su respuesta.
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6. Complete la siguiente tabla de acuerdo a las condiciones del problema:

Medida del ancho 4 5 6 7 8 9
del apartamento
Medida del largo 12 15
del apartamento
Area del 65 84

apartamento

a. De acuerdo a la tabla, ¢cuales son las dimensiones del apartamento que

cumplen “todas” las condiciones del problema?
7. Si x es la longitud del ancho del apartamento, escriba una expresion que

permita calcular la medida del largo del apartamento en funcion de x.

Actividad 2: Pongo el problema en ecuaciones

1. Teniendo en cuenta lo realizado hasta el momento, complete la siguiente tabla:

Lenguaje Natural Lenguaje algebraico

Medida del ancho del apartamento x

Medida del largo del apartamento

Area del apartamento

Valor del &rea del apartamento

2. Lina afirma que: “la expresion que permite calcular la longitud del ancho del
apartamento es x.(x + 8) = 105",
¢ Es vélida esta afirmacién? Justifique su respuesta.
3. Encuentre una ecuacion equivalente a la dada por Lina aplicando la propiedad
distributiva del producto con respecto a la suma.
x.(x+8) =105
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Las expresiones obtenidas en el punto 3:
x*+8x=105 o0 x*+8x—105=0
Se conocen como ecuaciones cuadraticas o de segundo grado.

En términos generales una ecuacion cuadratica es aquella que puede

escribirse de la forma ax~+ bx +¢ = 0, donde a,b y ¢ son los coeficientes

numéricos pertenecientes al conjunto de los realesy @ + 0,

4. De acuerdo a lo anterior sefiale cuales son los coeficientes a. 2 v¢ de la
ecuacion obtenida en el punto 3.

5. De dos ejemplos diferentes de ecuaciones cuadraticas.

Actividad 3: Solucionando el problema

Samuel tomé la ecuacién que dio Lina para resolver el problema del apartamento,

y encuentra la solucion de éste hallando el valor de x que corresponde a la

medida del ancho del apartamento, asi:

x?4 8x =105

x% + 8x — 105 = 105 — 105 Paso 1
x*+ 8x—105=0 Paso 2
(x+15)(x—7)=0 Paso 3
x+15=0 &6 x—7=0 Paso 4
x+15—15=0—-15 6 x—7+7=0+7 Paso 5
x=-15 6 x=7 Paso 6

1. Ayude a Samuel a determinar cual de los dos valores de xcorresponden a

la medida del ancho del apartamento y explique su respuesta.
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2. Indigue que operacion realiz6 Samuel en el paso 1 del problema y por qué
se puede hacer esto.

3. Samuel afirma que para ir del paso 2 al paso 3, él factorizd la expresiéon
x*+8x—105=0 . ;/Qué significa esto?

4. Expligue por qué para pasar del paso 3 al 4 se debe aplicar la siguiente

propiedad:

Sia.b=0,dondea,beR »a=06b=0

5. Aplique el proceso utilizado por Samuel para encontrar la solucion de las

siguientes ecuaciones.

-

a. x*—6x+3=0

"

b. x*—5x=10

]

SITUACION 2

Propésitos:  Establecer la relacién entre figuras geométricas y expresiones
algebraicas e identificar expresiones algebraicas equivalentes. Establecer la
relacion entre las expresiones del area y las dimensiones de una figura

geomeétrica.

Descripcién de las Actividades : las actividades de esta situacion pretenden que
el estudiante logre identificar otros sistemas de representacién asociados a las
expresiones y ecuaciones cuadraticas, como son los geométricos, a partir de la
manipulacion de las fichas del Puzzle Algebraico, y los utiliza para resolver

situaciones problema.

Contenidos matematicos involucrados expresiones algebraicas
correspondientes a las ecuaciones cuadraticas, caracteristicas de las ecuaciones

cuadraticas y la equivalencia entre ecuaciones.

Expectativas de Desempefio: (representar) con este grupo de preguntas se
busca que el estudiante muestre sus habilidades para reconocer

representaciones algebraicas, Yy las relaciones entre los elementos involucrados
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en un problema. También identificar expresiones algebraicas equivalentes,

poniendo en juego propiedades numéricas formales.

El material manipulativo Puzzle Algebraico es una coleccion de piezas con la que

se puede representar geométricamente expresiones y ecuaciones cuadraticas.
Descripcion del Puzzle algebraico

El Puzzle algebraico es una coleccion de figuras geométricas planas, formada por
cuadrados y rectangulo con las siguientes caracteristicas:

- El cuadrado de dimensiones 1 x 1, que denominaremos unidad positiva.

- El rectangulo de dimensiones 1 x x, qgue denominaremos tira positiva.

- El cuadrado de dimensiones xx x que denominaremos placa positiva

€ > X
1
X

b
v

Unidad positiva o
Tira positiva

X

Placa positiva
Para representar cualquier expresion cuadratica, con términos positivos y/o
negativos se completa la coleccion con las versiones negativas de las piezas
descritas anteriormente, las cuales se diferenciaran de las demas fichas porque
son de color rojo. Para este contexto se entienden las expresiones algebraicas
negativas como la resta o la suma de lo opuesto.
Reglas para trabajar con el Puzzle Algebraico

Para trabajar con este material es necesario tener en cuenta las siguientes reglas:

1. Las unidades tienen que estar en un anico bloque (cuadrada o rectangular).

2. Los cuadrados que representan el x*deben estar situados de forma diagonal
con respecto al bloque de unidades. No pueden estar en la misma fila o

columna.
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3. Los rectangulos positivos y negativos no pueden estar combinados en un
mismo bloque.

Teniendo en cuenta la descripcion del Puzzle Algebraico presentada
anteriormente realice las siguientes actividades:

1. Escriba la expresién algebraica que permita calcular el area total representada
en cada conjunto de fichas.

B
1.
N |
e . .
L || B

2. Compare estas expresiones con la definicion de ecuacion cuadratica presente

a)

en la situaciéon 1. Escriba una conclusion.
3. Utilizando las fichas del Puzzle Algebraico:

a) Representa la expresion obtenida en el punto 3 de la actividad 2 de la
situacion 1.

82



b) Represente dos combinaciones de fichas x? y con fichas de términos
lineales.

c) Represente dos combinaciones de fichas x~ y con fichas de términos
constantes.

Todas las expresiones obtenidas en el punto 3 de esta situacién son expresiones
cuadraticas de la forma ax? 4+ bx + c donde a, b y ¢ son coeficientes numéricos
pertenecientes al conjunto de los nimeros reales (R) y a # 0.

Actividad 2: Enchapando el apartamento

Lina quiere arreglar su apartamento y decide empezar enchapando el bafio, para
ello contrata un albafil que le haga el trabajo. Para este arreglo Lina compra

baldosas con las siguientes caracteristicas.

*I |

o« 2= e
X X 1
Baldosa tipo a. Baldosa tipo b. Baldosa tipo c.

1. Utilizando el Puzzle Algebraico ayuda al albafiil a hacer una organizacion
que permita utilizar todas las baldosas siguientes para enchapar una de las
paredes del bafio de forma cuadrada (tenga en cuenta las reglas del
Puzzle Algebraico).
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a) Dibuja por lo menos dos representaciones diferentes
b) Escribe una expresion algebraica para cada representacion
c) Escriba la expresion que representa las dimensiones de cada cuadrado

2. Indique la relacidn que existe entre las expresiones del area de cada
cuadrado representado en el punto anterior y las expresiones de las
dimensiones de los cuadrados. Escriba esta relacion simbolicamente y
explique.

3. El albafiil se da cuenta que el &rea de la pared es de 25 dm?. Encuentra en
la expresion que hallé en el literal ¢ del punto 1, el valor de las dimensiones
de todas las baldosas.

4. Si Samuel tiene la expresion x°+ 4x+4, que permite calcular las
dimensiones de las baldosas cuando el area de la pared mide 16 dm?

a) Utiliza el Puzzle Algebraico y ayuda a Samuel a calcular esos valores

b) Explica como calculaste los valores de las dimensiones de las baldosas.
Actividad 3: validando lo aprendido

El albafiil debe enchapar la siguiente superficie de pared, cuya area es de 367cm?,
con las baldosas (representadas con las fichas del Puzzle Algebraico), sin

necesidad de cortar ninguna.
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1. Indique cuantas baldosas tipo a, tipo b y tipo c, se necesita para enchapar
la pared y cO6mo se acomodarian.

2. Escriba cual es la ecuaciéon que corresponde al area de la pared enchapada
con las baldosas.

3. Determine las dimensiones de cada una de las baldosas de acuerdo con la
ecuacion del punto 2, utilizando el método de Samuel en la situacién 1.

4. Determine cudl es la medida del perimetro de la pared.

SITUACION 3

Propésito:  Reconocer y proponer situaciones problema relacionados con
expresiones y ecuaciones cuadréticas, las cuales se resuelven con los métodos

trabajados en las actividades anteriores.

Descripcion de las Actividades:  En este grupo de actividades se pretende que el
estudiante aplique los procesos y utilice diferentes registros de representacion
para solucionar situaciones problema, identificando el método de solucibn mas

conveniente.

Contenidos matematicos involucrados : expresiones cuadraticas, ecuaciones

cuadraticas, ecuaciones equivalentes, férmula cuadratica.

Expectativas de desempefio: Este ultimo grupo de actividades tiene como
objetivo que el estudiante muestre sus habilidades, adquiridas en las actividades
anteriores, en la representacion de expresiones cuadraticas de forma geométrica y
las utilice para solucionar situaciones problema, ademas de que logre distinguir y

aplicar de forma correcta los métodos de solucién de ecuaciones.

Lina desea saber cudles deben ser las dimensiones de las baldosas, que tienen
las mismas caracteristicas de las baldosas de la actividad 2, situacion 2, que debe

emplear en una pared de 144 cm?®de area, utilizando la siguiente configuracion:
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Actividad 1: De las representaciones a la ecuacion cuadratica

1. Teniendo en cuenta la configuracion de la pared complete la siguiente tabla:

Lenguaje Natural Lenguaje algebraico

Medida del ancho de la pared

Medida del largo de la pared

Area de la pared

Valor del area de la pared 144 cm?®

2. Escriba la ecuacion que permite calcular el valor de las dimensiones de los

lados, segun la tabla anterior.
3. Samuel afirma que para encontrar dimensiones de las baldosas, se debe

hallar el valor de rde la expresion (x + 3)* = 144, Explica la validez de la

afirmacion que hace Samuel.

4. Para encontrar ese valor, Samuel propone el siguiente procedimiento:

(x+3)% =144

N,W:gm Paso 1
x+3=12 Paso 2
x+3-3=12-3 Paso 3
x=9 Paso 4

a) Explica lo que realizo Samuel en el paso 1.

b) Indica lo que realizo Samuel en el paso 3.
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5. Teniendo el valor de x, encuentra las dimensiones de cada baldosay su
area.
6. Lina decide utilizar 4 baldosas tipo a, 4 baldosas tipo b y solo una baldosa
tipo c, para enchapar una pared cuadrada de area de 169 cm?.
a) Utilizando el Puzzle algebraico y teniendo en cuenta sus reglas, dibuja
una representacion de la pared enchapada.
b) Escriba la ecuacién que permite calcular las dimensiones de los lados
de las baldosas.
c) Aplica el método utilizado por Samuel en el punto 4, para encontrar las

dimensiones de las baldosas.
Actividad 2: Diferenciando métodos

Dada las siguientes configuraciones de baldosas, las cuales cumplen con las

caracteristicas mencionadas en la actividad 1 de la situacion 3, resuelve:

1. Plantea un problema que se pueda representar mediante la configuracion
anterior, asignandole un area de 400 cm?.

2. Escriba la ecuacion que permita resolver el problema que propuso.

3. Encuentra las dimensiones de las baldosas empleando el método 1 que
utilizé Samuel en la situacion 1 y el método 2 que utilizd en el punto 4 de

esta situacion.

Método 1 Método 2
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El albafiil debe enchapar el mesén de la cocina de area 224 cm?, de acuerdo con

la siguiente configuracion:

4. Escriba la ecuacion que permite calcular las dimensiones de las baldosas.
5. Halle las dimensiones de las baldosas utilizando alguno de los métodos

empleados por Samuel.

Actividad 3: Validando los métodos

Lina desea saber cuales deben ser las dimensiones de las baldosas que debe

emplear en otras paredes utilizando solamente la siguiente configuracion.

1. Escriba la expresién que representa la medida del area de la pared.
2. Ayude a Lina a encontrar los valores de las dimensiones de las baldosas y
las areas que pueden enchapar, llenando la siguiente tabla:

a)

Medida 3 7 10
del lado
Areadela | 16 64 144
pared
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b) Indica como encontraste cada valor.

3. Indique la relacién que existe entre la expresion del punto 1 y los valores
encontrados en la tabla del punto 2. Escriba esta relacion simbdlicamente y
explique.

4. Si el area de la pared es de 256 dm? determine los valores de las
dimensiones y las areas de cada baldosa.

5. Samuel se encuentra con la siguiente configuracion de baldosas la cual

cubre una pared de area 12 dm?:

a) Escribe la ecuacion cuadratica que representa este problema.
b) Determine si es posible calcular las dimensiones de las baldosas utilizando

alguno de los métodos trabajados anteriormente. Explique su respuesta.

Una forma general de resolver ecuaciones cuadraticas de la forma ax? + bx +

—b++vb%-4ac
2a

c =0, donde a # 0, es a partir de la formula x = , donde a es el

coeficiente de x%, b es el coeficiente lineal v ¢ es el término independiente.

c) Escribe los valores de los coeficientes de la ecuacion del literal a.

d) Aplique la formula cuadrética para determine los valores de las dimensiones
de las baldosas.

6. Expligue en qué casos se pueden aplicar cada uno de los métodos

trabajados en esta situacion.
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3.3. METODOLOGIA DE IMPLEMENTACION

Para la realizacion de esta secuencia se contd con 5 sesiones, cada una con una
duracion de 2 a 3 horas, las situaciones se realizaron en la jornada de la mafiana

en el Colegio de Bachillerato Técnico Comercial Hargadon de El Placer-Cerrito.

Las actividades planeadas integraron el material manipulativo Puzzle Algebraico,
fichas y plenarias, las cuales se realizaron de manera individual. Las personas que
dirigieron las actividades fueron los autores de este trabajo de grado, de modo que
uno de ellos realiza la implementacion y la otra toma los registros audiovisuales.
Permitiendo que participen los estudiantes de manera activa y den a conocer su
opinién frente a la multiplicidad de aspectos en torno a la concepcion de la
ecuacion cuadratica, después de terminar cada situacion, se implementan
preguntas consignadas de cada actividad. Los registros fueron de tres tipos,
principalmente se privilegian los registros escritos consignados por los
estudiantes, el audiovisual en el cual se implementd una cadmara digital para
realizar filmaciones y registros fotograficos; y la toma de nota, realizada por los
investigadores en donde se consigan las opiniones y acciones de los estudiantes

en el desarrollo de las actividades y los registros escritos de los estudiantes.

La secuencia didactica sobre la Ensefianza del Concepto de Ecuacion Cuadratica
en grado noveno se implementd en el periodo comprendido entre el 25 de
noviembre y 13 de diciembre. En la implementacion, los autores realizan un
acompafnamiento a los estudiantes en el desarrollo de las actividades propuestas,

en el cual se resuelven dudas sobre las diferentes formas de pregunta.

En este sentido, la gestién del profesor en la implementacion de la secuencia
didactica en el aula, es contribuir al estudiante en la construccion del conocimiento
sobre la ecuacion cuadratica, movilizar las actividades mismas a través de las
preguntas, orientar a los estudiantes, proponer la reflexibn sobre posibles
conflictos cognitivos, etc. Asimismo al movilizar la secuencia didactica lograr
alcanzar los propésitos de cada situacion problema y el cumplimiento de los

objetivos planteados en este trabajo.
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En este apartado se presentan los principales aspectos, relacionados con la
poblacién y la metodologia de trabajo de aula que se realizé en este trabajo de

grado.

3.3.1. Poblacién

La secuencia didactica fue aplicada a 8 estudiantes, 4 mujeres y 4 hombres de
grado noveno del Colegio de Bachillerato Técnico Comercial Hargadon, los cuales
se encuentran entre los 13 y 15 afos de edad, en este grupo no hay estudiantes
repitentes, siete de ellos vienen juntos desde grado octavo. Dos estudiantes se
integraron a este grupo, una estudiante a principio de afio y la otra estudiante en el
mes de septiembre finalizando el tercer periodo, ambas con algunas deficiencias
en aspectos algebraicos, como operaciones con polinomios y factorizacion. Sin
embargo, las estudiantes cumplieron con un plan de mejoramiento que permitio

nivelarse con el resto de sus comparieros.

Es importante tener en cuenta que estos estudiantes no han tenido continuidad
con el profesor, pues en grado octavo trabajaron con un profesor distinto, con una
intensidad de cuatro horas de clase a la semana, sin horas adicionales para
trabajar otras ramas de las matematicas como geometria y estadistica, situacion

gue se repite para grado noveno.

En este grupo se presentan algunas particularidades en relacion con el desarrollo
de las matematicas, debido a que el colegio es de caracter técnico comercial, se
trabaja el area de contabilidad en el cual se acostumbra a llevar cuentas que
involucran el manejo de formulas y llenado de tablas. Ademéas ocho estudiantes
del grupo fueron capacitados por el Servicio Nacional de Aprendizaje SENA en un
curso de 40 horas de Matematica financiera, el cual aprobaron, este aspecto ha

favorecido el desempefio de los estudiantes en el area de matematicas.
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3.3.2. Gestion en el Aula

El desarrollo de cada una de las situaciones y actividades de la secuencia, se
realizé de forma individual. Las personas encargadas de dirigir las actividades de
la secuencia didactica sobre la ensefianza del concepto de ecuacidén cuadratica,
fueron los autores de este trabajo. Es importante destacar que también se hizo
uso de toma de notas por parte de los autores, con el fin de analizar

detalladamente los procedimientos registrados.

3.4. RESULTADOS Y ANALISIS DE RESULTADOS

En este apartado se presentan los resultados obtenidos en la secuencia didactica
aplicada a los estudiantes de grado noveno del Colegio de Bachillerato Técnico
Comercial Hargadon de El Placer — El Cerrito. Organizados por situacion (S, So,
S3), actividad (A1, Az, Az), Y pregunta (P1, P2, P3, P4, Ps, Pg), para ello se tipifican
las respuestas de cada estudiante por medio de descripciones de los resultados,
teniendo como referentes principales los registros escritos de cada uno de los

estudiantes y algunos registros audiovisuales.

Se utilizan las siguientes notaciones para la identificacion de las tablas

correspondientes a los andlisis de cada una de las actividades:

S(n): Significa n situaciones, donde n= 1, 2, 3. Por ejemplo: S;, corresponde a la

Situacionl.

A(n): Significa n actividades, donde n= 1, 2, 3. Por ejemplo: A;, corresponde a la
Actividad 1.

P(n): Significa n preguntas, donde n=1, 2, 3, 4, 5, 6. Por ejemplo: P;, corresponde

a la Pregunta 1.
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3.4.1. Resultados y analisis de la Situacion 1

» Descripcion general de la aplicacion de la Situacid6 n1l

La Situacion 1, consta de tres actividades, las cuales fueron aplicadas en dos
sesiones los dias 25 y 26 de noviembre del 2013. Las sesiones desarrolladas se
llevaron a cabo en la mafana. En toda la implementacion de esta secuencia se

usan los mismos horarios.

La actividad 1 comienza con una presentacion y explicacion de toda la secuencia.
A continuacion, los estudiantes se organizan en sus puestos individualmente,
registran sus apreciaciones, indican lo conocido y desconocido, indican
dimensiones, completan tabla, y escriben la expresion, todo lo anterior relacionado

con el problema de la situacion. Esta actividad tuvo una duracion de 40 minutos.

Para el desarrollo de la actividad 2, los estudiantes completaron de manera
individual la tabla propuesta con lo realizado hasta el momento y justifican sus
respuestas de acuerdo a lo entendido por el problema. Esta actividad tuvo una

duraciéon de 40 minutos.

En el desarrollo de la actividad 3, los estudiantes registran sus respuestas
individualmente, y hacia el final de la sesion, se realizé una plenaria para discutir
acerca de lo obtenido por cada estudiante. Cabe resaltar que esta sesion duro

aproximadamente una hora.

Esta situacion pretendia que el estudiantes se familiarizaran con los contenidos
matematicos que se van a trabajar. El tipo de actividades que se desarrollan
hacen parte de las actividades introductorias o de inicio planteadas por el modelo
DECA, mencionadas en el marco teorico de este trabajo de grado, donde se le da
la posibilidad al estudiante de exteriorizar sus ideas previas sobre los contenidos
matematicos trabajados en la secuencia y de esta manera se predisponga para el

desarrollo de esta con una actitud positiva.
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Situacionl: Actividad 1, Pregunta 1

Poblacién: 8 estudiantes.

Lea atentamente el siguiente problema y realice las actividades propuestas.

Un apartamento tiene como medida del largo 8metros mas que la medida de su ancho. ¢Cudles

son las medidas de las dimensiones del apartamento si su area es 105 m>?

P;: Escriba las cantidades o datos conocidos y los desconocidos del problema anterior.

Tipos de respuestas Numero de %

estudiantes

T,: Estudiantes que indican como cantidad conocida el area y como 4 50%

desconocidas el largo y ancho del apartamento.

T,:Estudiantes que indican las cantidades del problema 1 12,5%

algebraicamente (x, x + 8, 105 m?)

Ta: Estudiantes que dan como conocido los 8 metros mas de la 3 37,5%
medida del ancho vy el area, y como cantidades desconocidas las
medidas de las dimensiones del apartamento. Algunos en forma

numeérica y otros en forma verbal.

Tabla 8: Tipos de respuesta P, A;, Sy

De acuerdo con los resultados registrados en la tabla anterior se puede observar
que con relacion al 50% de los estudiantes que responden de la forma T1, se
puede observar que logran identificar el valor del area como la Unica cantidad
conocida y los valores de las dimensiones de los lados como las cantidades
desconocidas, lo que significa que reconocen las cantidades conocidas como los
valores numéricos que no dependen de otros valores y las cantidades
desconocidas como los valores que no aparecen en el problema o que dependen

de otros valores (ver anexo 1).

De otra parte, un estudiante expresa las cantidades en forma general,
reconociendo el ancho del apartamento como la cantidad que permite expresar el
largo, asignandole el valor de x y expresando el resto en funcion de esta variable.
De acuerdo a lo anterior se puede decir que este estudiante relaciona los

elementos del problema utilizando un lenguaje mas abstracto, al denotar las
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cantidades correspondientes a las dimensiones del apartamento de forma

algebraica.

Finalmente, en los estudiantes que contestaron de la forma T3 se observa que dan
como cantidades conocidas el valor de 8 que corresponde a la relacion entre el
largo del ancho, es decir, “La medida del largo es 8 metros mas que la medida del
ancho” y el valor del &rea, lo que permite afirmar que para este tipo de estudiantes
lo conocido al parecer corresponde a un valor numérico determinando. Sin
embargo este hecho no siempre se cumple, puesto que en una situacion pueden
estar escritas las cantidades desconocidas en términos de las conocidas y no ser

conocidas.

De lo anterior, se puede decir que la mayoria de los estudiantes logran identificar
claramente las cantidades conocidas y desconocidas del problema, algunos lo
hacen de forma verbal y otros en forma algebraica, sin embargo, existe una
dificultad en algunos estudiantes que asocian las cantidades conocidas a
aguellas en las que se expresa un valor numérico, sin determinar que estas
cantidades pueden estar dependiendo de otro valor. Esto sugiere la necesidad de
trabajar actividades que permitan una mayor reflexion sobre la naturaleza de las

cantidades y las relaciones entre ellas.

Situacionl: Actividad 1, Pregunta 2,3y 4

P,: Indique cuantos metros mas tiene la medida del largo del apartamento en relacién con la

medida del ancho.

Tipos de respuestas Numero de %

estudiantes

T,: Estudiantes que indican que el largo del apartamento tiene 8 8 100%

metros mas que el ancho. Lo indican en forma verbal o0 numérica.

Tabla 9: Tipos de respuestas P,,A1,S;

Ps: Sila medida del ancho del apartamento corresponde a 5 m. Encuentra la medida del ancho.
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Tipos de respuestas Numero de %

estudiantes

T,: Estudiantes que indican que el largo del apartamento 6 75%
corresponde a la suma del ancho mas 8, realizan o no la operacion
obteniendo 13.

T,: Estudiantes que parten de la expresion algebraica que indica la 1 12,5%
relacion entre el largo y el ancho (x + 8) y sustituye 5 para obtener
13.

Ta: Estudiantes que dan como respuesta incorrecta 40(multiplicando 1 12,5%

el largo por la condicién, 5 m x 8 m = 40).

Tabla 10: Tipos de respuestas P3,A;,S;

P,: Sila medida del ancho del apartamento corresponde a 6 m. Encuentra la medida de su largo.

Tipos de respuestas Numero de %

estudiantes

T,: Estudiantes que indican que el largo del apartamento 6 75%
corresponde a la suma del ancho mas 8, realizan o no la operacion

obteniendo 14.

T,: Estudiantes que parten de la expresion algebraica que indica la 1 12,5%
relacion entre el largo y el ancho (x + 8) y sustituye 6 para obtener
14.

Ta: Estudiantes que dan como respuesta incorrecta 48(multiplicando 1 12,5%

el largo por lo indicado 6 m x 8 m = 48).

Tabla 11: Tipos de respuestas P4,A{,S;

Con respecto a la tabla 9, se puede observar que todos los estudiantes logran
identificar la relacion entre el largo y el ancho del apartamento de acuerdo con el

enunciado, lo que es significativo para la comprension del problema.

Por otro lado, en las tablas 10 y 11 se puede observar que el 75% de los
estudiantes logran asociar la operacion suma a la relacién entre las dimensiones
del apartamento y de esta manera encuentran el valor de largo de acuerdo con las
condiciones establecidas en la pregunta (ver anexo 1). Un estudiante ademas
(12.5%), establece esta relacion de manera algebraica escribiendo la expresién
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x + 8 que corresponde a la medida del largo, esto significa que estos estudiantes
ademas de recocer la relacién entre las dimensiones del apartamento logran
aplicarla para encontrar valores en casos particulares, lo cual es un paso

importante en el acercamiento a la solucién del problema.

Solo un estudiante asocié la operacion del producto a la relacidn entre las
dimensiones del apartamento, o que no permitié calcular los valores pedidos, lo
anterior puede deberse al parecer porque el estudiante asocia esta relacion con la
formula que permite calcular el &rea de un rectangulo en este caso del

apartamento.

De acuerdo a lo anterior, en términos de la resolucion de problemas, se puede
afirmar que los estudiantes, al reconocer la primera relacion entre el largo y el
ancho del apartamento, avanzan en la comprension del problema para su puesta
algebraica, es decir, se predisponen a pasar del lenguaje natural a un lenguaje
algebraico. Sin embargo, no todos los estudiantes logran comprenden
completamente esta relacion, debido a que no asocian la operacién adecuada, lo
gue sugiere el acompafiamiento del profesor en el que se logre hacer una mayor

reflexion sobre las condiciones establecidas en el problema.

Situacionl: Actividad 1, Pregunta 5

Ps: Indique si las dimensiones del apartamento encontradas en los puntos 3 y 4, corresponden a

las condiciones del problema (area del apartamento dada). Explique su respuesta.

Tipos de respuestas NuUmero de %

estudiantes

T,: Estudiantes que indican que los valores de las dimensiones 8 100 %
presentadas en los puntos 3 y 4 no corresponden a las condiciones
del problema, debido a que con ellos se calculan valores del area

diferentes al dado en el enunciado.

Tabla 12: Tipos de respuestas Ps,A;,S;

Con relacién a las respuestas de la tabla 12, se aprecia que todos los estudiantes
reconocen que las dimensiones encontradas en los puntos 3 y 4 no coinciden con

las condiciones dadas por el problema, precisando que no son las dimensiones del
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