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RESUMEN

En este trabajo se caracterizaron estados de comprensién, alcanzados por estudiantes de
ingenieria de la Pontificia Universidad Javeriana seccional Cali (Javeriana-Cali), asociados con el

concepto de derivada.

Para lograr este proposito se caracterizd una Estructura Teorico Conceptual (ETC), asociada con
el concepto de derivada, subyacente en la propuesta del texto de Larson (2006), que se utiliza
como guia para la ensefianza del concepto Derivada. Esta estructura se tomo como referencia
para identificar el conjunto de actos de comprension que la apropiacion de dicha estructura le
plantea al alumno y, mediante el cual, se caracteriza la comprensién basica de derivada en dicho
contexto curricular. Con base en estos elementos, se construyd un instrumento de observacion
que finalmente se aplico a un grupo de estudiantes. Utilizando los conceptos de planos y ejes de
referencia para la comprension de un concepto y de estado de comprension, se caracterizaron,
desde una perspectiva tedrica, los posibles estados de comprension y, desde una perspectiva
empirica, con base en las producciones de los alumnos, los estados de comprension que

realmente alcanzaron los estudiantes de la poblacién objeto de estudio.

Dichos analisis revelan que en la poblacion de estudiantes de la Javeriana, estan presentes
problemas similares a los que se resefian en la literatura internacional respecto del aprendizaje del
concepto de derivada, en particular no tienen una interpretacion conceptual de derivada, su
identificacion es operacional, su aprendizaje presenta vacios en la apropiacion de las versiones
fisicas y geométricas de la derivada y de su articulacion con las versiones analiticas. Igualmente
se identifican trazas de algunos de los problemas epistemoldgicos asociados con el desarrollo

historico del concepto de derivada.

Palabras Clave: Estructura tedrico conceptual, actos de comprension, estados de de

comprension.
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INTRODUCCION

Este trabajo, inscrito en la linea de investigacion Formacion Matematica en Contextos
Curriculares, de la maestria en Educacion énfasis en Educacion Matematica del Instituto de
Educacion y Pedagogia de la Universidad del Valle, esta relacionado con aquellos estudios que
abordan la problematica referida a la ensefianza y aprendizaje de conceptos matematicos basicos,

en especial del calculo diferencial e integral.

El desarrollo de este proyecto se oriento a identificar en qué medida los estudiantes de Ingenieria
de la Javeriana-Cali apropian el concepto de derivada después de tomar un primer curso de
calculo, que es ensefiado utilizando el texto de Larson et al. (2006). Como es bien sabido, el
calculo diferencial se construye en términos del concepto de derivada, por lo que las deficiencias
en su aprendizaje van a repercutir negativamente en el aprendizaje del calculo, asignatura central
del curriculo de las carreras de ingenieria. El interés por realizar este estudio, como se indica en
la seccion de antecedentes, tiene que ver con los bajos niveles de comprension que se estan
evidenciando en nuestros cursos de célculo, lo que a su vez parece ser expresion de una realidad
internacional, tal como se desprende de estudios realizados por diferentes autores (Cantoral,
1988; Dolores, 1998; Orton, 1977; Sierpinska, 1985). Al caracterizar, en términos matematicos y
cognitivos los problemas que se presentan en el aprendizaje de la derivada, entre nuestros
alumnos, podremos intentar ajustes en nuestra ensefianza que propicien entre ellos una mejor

comprension de los temas del célculo.

La motivacion inicial para afrontar un trabajo en este campo y en particular con el concepto de
derivada, las preguntas mediante las cuales formulamos el problema de investigacion y los

objetivos mediante los cuales se operacionalizan aparecen en el capitulo 1.

En el capitulo 2, se presentan los planteamientos tedricos y conceptuales desde los cuales
formulamos el problema y abordamos su solucion. Estos planteamientos toman como
fundamento las referencias bibliogréficas: Alvarez y Delgado (2001), Alvarez (2009), Sierpinska
(1992), Tall y Vinner (1981) y Vinner (1991).



Siguiendo a (Alvarez, 2009) se describe que es una Estructura Teérico Conceptual (ETC). “El
concepto de ETC se podria entender como un planteamiento de corte epistemoldgico, respecto de
los elementos constitutivos del discurso matematico” y, desde esta perspectiva define un
constructo mediante el cual se puede caracterizar un saber matematico que subyace a una
propuesta de ensefianza. En nuestro caso, la propuesta de ensefianza sobre la derivada y esta
referida al Texto de Larson et al. (2006).

Siguiendo a (Alvarez y Delgado, 2001; Sierpinska, 1992; Tall y Vinner, 1981 y Vinner, 1991), se
trabajan los planteamientos sobre el papel de la definicion en la comprensién de un concepto y
sobre lo que en definitiva significa comprender un concepto. Elementos de estos planteamientos
subyacen a los planteamientos en (Alvarez, 2009), que afirman que una ETC puede funcionar
como un referente de sentido y significado matematico de un concepto y que la comprension de
un concepto puede estar referida a una ETC que se identifica para tal fin. En este sentido, la
comprension de un concepto es relativa y puede variar segun la ETC de referencia. Introduciendo
conceptos como planos de comprension, estados de comprension, que no son otra cosa que
conjuntos estructurados de actos de comprension, marco interpretativo, Alvarez, J., afirma que la
comprension de un concepto se puede caracterizar como un conjunto de actos de comprension,
entendidos como demandas cognitivas, que la apropiacion de la ETC, le plantea al sujeto que
aprende. Y que tales conjuntos de actos de comprension se pueden estructurar en dos planos de
referencia para la comprension del concepto, uno referido a la comprension de la definicién y el
otro a la apropiacion del marco interpretativo. La metodologia que se pone en marcha para

aplicar estos planteamientos al caso de derivada, se describe en el capitulo 3.

El desarrollo que conduce a la determinacion de los estados de comprension que los alumnos de
ingenieria de la Javeriana-Cali alcanzan respecto del concepto de derivada, después de estudiar

un curso de célculo con el texto Larson et al. (2006), pasa por las siguientes fases:

e La identificacion de la ETC subyacente a la propuesta de ensefianza del texto, que se realiza

en el capitulo 4 y con lo cual se materializa el logro del objetivo 1.



e La construccion del instrumento mediante el cual se proponen indicadores que permitan
inferir si un estudiante, segun sus respuestas, ha alcanzado o no un determinado acto de
comprension y la verificacion de pertinencia de la situacion problematica, todo lo cual se
realiza en el capitulo 5. Estos indicadores articulados con los planteamientos referentes a los
planos de comprension de un concepto, permiten identificar los posibles estados de

comprension a los que puede acceder el sujeto.
e El analisis de las producciones de los alumnos, en los cuales se confrontan que estados de
comprension alcanzan realmente los estudiantes. Este desarrollo se consigna en el capitulo 6,

logrando asi el segundo objetivo del presente trabajo.

Finalizamos el desarrollo de este trabajo describiendo los resultados obtenidos y las conclusiones

en el capitulo 7.
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CAPITULO 1

ANTECEDENTES Y PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DE
INVESTIGACION

1. Antecedentes

Este trabajo de investigacion tuvo su motivacion inicial en la preocupacion por el bajo nivel
académico de los estudiantes de los primeros cursos de calculo universitario que dirijo como
docente en la Javeriana-Cali, a raiz de la poca comprension de conceptos matematicos. Esta

motivacion fue afianzada con la lectura de reportes internacionales sobre el tema.

El problema se plantea en torno a la realidad de los procesos de ensefianza y aprendizaje en el
ambito universitario en nuestro pais, para buscar explicaciones al fendmeno de los bajos niveles
de comprension conceptual que se pone en evidencia cuando los estudiantes son retados a usar
los conceptos en tareas no rutinarias. Se trata entonces de indagar por las variables ligadas, bien a
la naturaleza del conocimiento matemético o, bien al funcionamiento cognitivo o a la

transposicion didactica, para establecer algunas de las causas de este fenémeno didactico.

En mi préctica profesional he podido evidenciar algunas manifestaciones del fendmeno que

acabamos de plantear. Por ejemplo, al realizar calculos que involucran el concepto de derivada:

Ejemplo 1: Cuando a los estudiantes se les pide, hallar la derivada de la funcién y = x**, muchos
de ellos, al indagarlos, han obtenido entre otros, los siguientes resultados: 1) y'= 2x.x*** 0
2) y'=2x%**. En las respuestas se observa que los estudiantes no analizan las caracteristicas

que tiene dicha funcién y realizan generalizaciones abusivas de reglas que son vélidas, bien para

funciones polindmicas (primer caso) o para funciones exponenciales (segundo caso).



Ejemplo 2: Al interrogar a los estudiantes, ¢cual es la derivada respecto a x de una de las
funciones definidas implicitamente por la ecuacién x°+y*=97?, algunos responden
y'=2x+2y=0. Aqui podemos observar que los estudiantes aplican las reglas de

diferenciacion mecanicamente, de nuevo realizando generalizaciones abusivas, sin ser concientes
del problema. Sin embargo, al cambiar la representacion inicial de la ecuacion por

x> +[f(x))°=9, la respuesta de muchos cambia por 2x+2f(x)f'(x)=0 donde
f'(x)=-x/f(x), obteniendo una respuesta correcta. Esta vez notamos la potencia que tiene la

representacion en las acciones del sujeto, pero el problema de fondo se podria ubicar en la
comprension del concepto de funcion, sus relaciones con el concepto de ecuacion y la forma

como se pueden hacer transformaciones en su forma de representacion.

Los ejemplos llamaron mi atencion, pues permiten poner en evidencia que la apropiacion de un
concepto, en muchas ocasiones, es la aplicacion ciega de un algoritmo, pues no contempla la
clase de funciones que de acuerdo a la definicion son derivables de una u otra forma, ademas
surge la inquietud respecto a la inercia que lleva a usar un célculo sin consultar las condiciones

para ser realizado.

No se trata de un simple descuido, pues es un comportamiento observado en colectivos de
estudiantes (no sélo de nuestro pais) que a pesar de las explicaciones y recomendaciones caen en
el error y ademas tienden a aceptar las respuestas como una rutina que no requiere validacién y

por ello las aceptan, sin que ello lleve a preocupacion.

Lo anterior puede estar siendo determinado tanto por las dificultades intrinsecas al conocimiento
mismo (los obstaculos epistemoldgicos) como aquellos que son propios de los fenémenos
asociados a la transposicion didactica (como el método de ensefianza, el enfoque, la influencia de
los textos, etc.), que también pueden obstaculizar o incluso dejar de lado la comprension de los

conceptos.



En relacion con nuestro problema, algunas investigaciones internacionales (Cantoral, 1988;
Sierpinska, 1985) han contribuido a reconocer las dificultades en la comprension de los
conceptos basicos del calculo, reportando que en sus cursos los estudiantes logran un dominio
razonable de los algoritmos para calcular limites y derivadas, pero tienen dificultades
significativas en la conceptualizacion de los procesos subyacentes al limite en la nocion de

derivada y éstas son alin mayores en la resolucién de problemas.

Algunas dificultades ligadas al concepto de derivada, segin Dolores (1998), que han sido

detectadas por los investigadores son:

v' La concepcién griega de tangente desarrollada por los estudiantes desde sus estudios
primarios. Dificulta la formacion de este concepto por la via geométrica (Cantoral, 1988;
Dolores, 1989), ya que puede obstaculizar el paso de una concepcién global a una concepcion
local (propiedad fundamental del célculo), puede dificultar la aceptacion de que la recta
tangente, ademas de tocar, pueda cortar a la curva y ser tangente en la zona del corte. El
carécter estatico de la determinacion de la tangente en la Geometria Euclidiana, pues es dada
como un lugar geométrico, también puede dificultar el arribo a una concepcion dinamica
Como sucesion de secantes.

v Las consideraciones de la derivada como un limite. En Orton (1977), se han obtenido
evidencias de lo dificil que es comprender que por medio de una sucesion de secantes se
obtenga realmente la tangente. A partir del estudio de los obstaculos epistemoldgicos, en el
plano histdrico y con grupos pequefios de estudiantes, en Sierpinska (1985) se sefiala que los
estudiantes manifiestan cierta tendencia a evadir los procesos infinitos, son proclives a
rechazar el paso al limite como una nueva operacién matematica, consideran el limite s6lo
como una aproximacion, presentan serios obstaculos con el manejo de la simbologia
matematica utilizada, consideran que el limite se obtiene simplemente evaluando la funcion

en el punto deseado.

Tomando en cuenta las dificultades mencionadas, Dolores (1998), realiz6 un estudio que tratara

de reflejar lo que realmente los estudiantes aprenden acerca del concepto de derivada en sus



cursos normales. Para tal efecto se disefio y aplico un cuestionario el cual contiene 8 preguntas
que, para el andlisis de las respuestas, fueron organizadas en dos grupos: el primero explora ideas
precedentes a la derivada, y el segundo, explora ideas directamente relacionadas con este
concepto. En el primer grupo se explora la cuantificacion simple de la variacion y la velocidad
media, el segundo grupo de preguntas explora las ideas de los estudiantes acerca de la derivada

como un limite, como pendiente de tangentes y como velocidad instantanea.

Los resultados que se obtuvieron de la aplicacion del cuestionario muestran una escasa presencia
en los estudiantes de las ideas relativas a la variacion, pues solamente el 24% contesto
correctamente a las preguntas que se refieren a la cuantificacion de la variacion y a la velocidad
media. Los estudiantes se mostraron incapaces de reconocer que, mediante la posicion limite de
la secante (tangente), se puede obtener la derivada de una funcion a partir del esquema
comunmente utilizado por los profesores de calculo; en cambio, casi el 50% de los estudiantes
contestaron que la derivada se mide en dos puntos y no en uno solo; solamente el 17.8% la
contestaron correctamente. La mayoria manifiestan confusiones entre la derivada en un punto y el
valor de la funcion en el mismo; los procesos infinitos parecen estar ausentes en sus concepciones
sobre la derivada y, ademas, también se notan confusiones entre la pendiente de la tangente y la

velocidad instantanea con el valor de la funcion.

De todo lo anterior resulta importante, tanto desde la perspectiva del desarrollo de la Educacion
Matematica como disciplina, como desde las necesidades que plantea la bisqueda de maneras
mas efectivas y eficientes para la ensefianza de las matematicas en nuestro medio, explorar, con

cierta sistematicidad, la mediacién del texto en la construccion de significados en el aula.

En esta direccion pretendemos, en primer lugar, estudiar y analizar la presentacion del concepto
de derivada en el texto de Larson, que sirve de guia en cursos de calculo en diferentes
universidades, en particular en las carreras de ingenieria de la Javeriana-Cali. Y, en segundo
lugar, contrastar este analisis con lo que realmente estan construyendo los alumnos después de
haber estudiado un curso de calculo diferencial.



La importancia de nuestra investigacion, sobre el texto escolar y su mediacion en la construccion
de significados, radica en los elementos que puede aportar a las lineas de investigacion que
trabajan en disefios de ingenieria didactica en torno a los conceptos del célculo y en particular a

aquellas que se ocupan de los problemas sobre la comprension de la derivada.

2. Planteamiento del problema

El concepto de derivada es central en los programas de un primer curso de calculo universitario v,
a pesar de los esfuerzos por mejorar su ensefianza, los estudiantes logran calcular derivadas de
funciones algebraicas mediante formulas, pero dificilmente comprenden el porqué de esos
algoritmos vy el significado del concepto. La gran mayoria no logra asociar las ideas claves del
calculo en la resolucion de problemas elementales sobre la variacion. Este problema no es
exclusivo de nuestro pais, se presenta a nivel mundial, documentados por reconocidos autores
(Cantoral, 1988; Dolores, 1998; Tall y Giraldo, 2002).

El problema planteado tiene una explicacién generalizada por parte de muchos profesores, en la
que a veces el estudiante es el Unico protagonista, ya sea por descuido o por los inadecuados
métodos que adoptan para el estudio del célculo diferencial. Ahora, esta explicacion ingenua
tiende ha cambiar, gracias a los resultados de las investigaciones en Educacion Matematica que
muestran varias de las causas que provocan la escasa comprension del concepto de derivada. Asi,
por ejemplo: 1) En el terreno epistemoldgico, dificultades ligadas a la naturaleza misma del
objeto matematico. 2) Las relativas a las distintas formas de representacion semidtica que se
utilizan en el célculo, en especial la simbodlica y la grafica. 3) Un aprendizaje algoritmico
centrado en lo operativo (reglas generales de derivacion), con muy poca consideracion por lo
conceptual, minimizando su significado geométrico y reduciendo casi totalmente su relacién con

los problemas de la variacion.

Esta causa puede estar siendo determinada por un énfasis equivocado en la ensefianza del calculo
y estas causas motivan nuestra investigacion con los alumnos de ingenieria y el texto utilizado

como guia en el curso calculo diferencial en la Javeriana-Cali. Especificamente queremos



caracterizar una estructura teorico conceptual (ETC) subyacente a la presentacion del concepto de
derivada en el texto y caracterizar estados de comprension alcanzados por estudiantes de
ingenieria de la Javeriana-Cali, asociados al concepto de derivada después de estudiar el curso de
calculo diferencial, utilizando el texto de Larson como guia. Nos interesa verificar si entre
nuestros estudiantes se presentan las mismas restricciones y desadaptaciones que las reportadas
internacionalmente, y, en qué medida, estos problemas pueden tener su origen en las restricciones
que impone, a la ensefianza y al aprendizaje, la eleccion y seguimiento de un determinado texto

en el desarrollo del curso.

Las preguntas de nuestro problema de investigacion se concretan de la siguiente manera:

v ¢Qué grados de comprension alcanzan los estudiantes de ingenieria de la Javeriana-Cali,
asociados al concepto de derivada después de estudiar el curso de célculo diferencial,
guiado por el texto “Calculo, de Larson, Hostetler, Edwards, octava edicion” y como se

pueden caracterizar tales grados de comprension?

v' ¢Cbémo se podrian caracterizar los referentes matematicos que permitan determinar los
grados de comprension que alcanzan los alumnos, asociados al concepto de derivada

después de estudiar un curso, guiado por el texto “Célculo, de Larson”?

v' ¢ Qué significa alcanzar una comprension basica de derivada?

3. Objetivos de la investigacion

3.1 Objetivo general.

Identificar los niveles de apropiacion que alcanzan estudiantes de la Javeriana-Cali respecto al
concepto de derivada cuando estudian un primer curso de calculo y proveer informacion empirica
que permitan reorientar los énfasis de la ensefianza de tal concepto en la Javeriana-Cali y, en

general, a nivel universitario.



3.2 Objetivos especificos.

1. Caracterizar una ETC, subyacente a la propuesta de ensefianza del concepto de derivada en el

texto “Célculo, de Larson, Hostetler, Edwards, octava edicion” *

, que sirva como referencia
para:
i) Caracterizar un estado basico de comprension de derivada deseable, en estudiantes
gue toman un primer curso de célculo.
ii) Establecer estados de comprension en alumnos de la Javeriana-Cali que estudian

dicho texto.

2. ldentificar y caracterizar estados de comprension alcanzados por estudiantes de ingenieria de
la Javeriana-Cali, asociados al concepto de derivada después de estudiar el curso de calculo

diferencial, utilizando el texto de Larson como guia.

! Texto de referencia para el curso Célculo diferencial en la Javeriana-Cali a partir del primer periodo del afio 2009.



CAPITULO 2

FUNDAMENTOS TEORICOS

Este capitulo tiene como propdsito presentar los planteamientos tedricos que ayudaran a entender
el desarrollo de la investigacion al estudiar la problematica planteada. Como se ha planteado en la
formulacion del problema, interesa determinar qué grado de comprension alcanzan los
estudiantes de ingenieria de la Javeriana-Cali, asociado al concepto de derivada después de
estudiar el curso de célculo diferencial, guiado por el texto de Larson et al. (2006) y como se
pueden caracterizar los referentes matematicos que permitan determinar los grados de

comprension gque alcanzan dichos alumnos.

La tesis, en la formulacion del problema y en su desarrollo metodologico, se apoya en los
planteamientos consignados en (Alvarez, 2009), en el que se introduce el concepto de Estructura
Tedrico Conceptual (ETC) y se hacen planteamientos en torno al papel que pueden cumplir las
ETC como referente en la comprension de un concepto. Con este fin se introducen los términos
planos y ejes de referencia para la comprension de un concepto y estados de comprension y se
caracteriza la comprension de un concepto, desde la perspectiva de las matematicas, como un
conjunto de actos de comprensién que se estructuran segun dos planos de referencia: el
significado matematico del concepto, dado por la definicion, y el marco interpretativo del mismo.
Tales planteamientos tienen puntos de contacto e inspiracion con los planteamientos que
aparecen en Sierpinska (1992), sobre comprension de un concepto, en especial sobre obstaculos
epistemologicos y actos de comprension y, en Tall y Vinner (1981) y Vinner (1991) sobre el
papel de la definicion en la comprension de un concepto y concepto imagen como requisito en la
apropiacion personal del mismo. Planteamientos a los que se hace referencia en este marco
tedrico. Se presentan también algunas consideraciones sobre los conceptos de definicion personal
estable, definicién personal bien adaptada matematicamente y definicion personal coherente

introducidas por Alvarez y Delgado (2001) con el fin de ampliar algunos de los planteamientos



de Tall y Vinner en lo concerniente al estudio de problemas que se presentan en el aprendizaje

conceptual y que se agrupan bajo la denominacion “La problematica Tall-Vinner”.

1. La definicion en la comprension conceptual

Una pregunta central al tratar de entender que significa comprender un concepto esta relacionada
con el papel de la definicion en dicha comprension. En esta seccion interesa explorar diversos
planteamientos sobre dicha relacion. Nos centramos principalmente en los planteamientos de
(Alvarez y Delgado, 2001; Tall y Vinner, 1981; Vinner, 1991).

Shlomo Vinner afirma que el conocimiento de la definicion matematica del concepto, por si sola,
no garantiza su comprension, pero es importante en los procesos de solucion de situaciones
problema en contextos técnicos como el matematico y por tal razon es necesario que los
estudiantes adquieran conciencia de la importancia de consultar la definicion formal del concepto

en dichos procesos (Vinner, 1991).

En sus trabajos se apoya en lo que denomina, junto con David Tall, concept image (concepto
imagen C.I), ““la estructura cognitiva total, en la mente de un individuo, asociada con cierto
concepto matematico, constituida por todas las representaciones mentales, descripciones
verbales, procesos y propiedades asociadas a dicho concepto™ (Tall y Vinner, 1981). El cual en
interaccion con la definicion interviene en la formacion del concepto en la estructura cognitiva

del sujeto y en dicho proceso diferencia entre contextos cotidianos y contextos técnicos.

Destaca que en contextos cotidianos, usualmente no acudimos a la definicién de los términos
presentes en ella para comprender una frase. Esto sucede porque en dichos contextos los términos
no los hemos conocido a través de una definicion, si es que la tienen, si no a través de su uso. Los
contextos tecnicos, por el contrario, imponen situaciones en las que no consultar la definicion

puede llevar a resultados inadecuados.



Afirma ademés, que cuando se intenta ensefiar un concepto a partir de su definicion y de
ejemplos, se pueden generar algunas desadaptaciones en el aprendizaje conceptual, puesto que el
C.1 que construye el sujeto con frecuencia no refleja todos los aspectos del concepto, pero esta
situacion puede superarse si se tiene conciencia de la necesidad de una interaccion de largo plazo
entre la definicion y el C.1, favorecida por la presentacion de suficientes situaciones y ejemplos

que cubran toda la generalidad de la definicion.

Un problema de ensefianza de las matematicas subyace en estos planteamientos, sobre la
definicion y el pensamiento matematico, relacionado con tratar de cambiar los habitos de
pensamiento en los alumnos, trabajando situaciones que hagan que sus acciones consulten la

definicion.

De acuerdo con los planteamientos anteriores Tall y Vinner afirman que:

“La comprension de un concepto esta referida a la construccion de un concepto

imagen por parte del alumno” (Tall y Vinner, 1981)

Pero debido a la complejidad e inmensidad de esta estructura (C.1) y a su continuo desarrollo a lo
largo de los afios es dificil conocerla en su totalidad, s6lo se puede dar cuenta de ella cuando los
individuos se ven enfrentados a una situacion que involucra cierto concepto matematico a traves
del concepto imagen evocado (C.1.E) definido como “la porcion del concepto imagen la cual es
activada en un caso particular”. Este C.1.E puede diferir, aunque involucre el mismo concepto,

dependiendo de la situacion a la cual se vea enfrentado el estudiante.

Otra definicion dada por los autores, (y que desempefia un papel importante en el estudio de
problemas relacionados con la comprension conceptual) se refieren a la definicion personal en
contraste con la definicion institucional de un concepto “la verbalizacion que utiliza un sujeto
para dar su propia explicacion del C.1.E” esta se conoce como definicion personal del concepto
(D.P), la cual puede diferir de la “definicion del concepto socialmente establecido y compartido
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por la comunidad matematica” definido como definicion formal o institucional del concepto
(D.F).

Asi los tipos de problemas que son estudiados por Tall y Vinner respecto a la comprension

conceptual, utilizando los conceptos definidos anteriormente se resumen de la siguiente manera:

v' El C.I mirado como un todo puede presentar incoherencias, al activarse o ponerse en

juego en diferentes situaciones.

v Entre el C.I que construye el sujeto y el concepto matematico institucional se pueden
presentar desadaptaciones relativas a la forma en que el sujeto apropia el significado

socialmente compartido del concepto matematico.

v' Es frecuente que los estudiantes no dispongan de la D.P de un concepto matematico que
han estudiado; pero aun en el caso de tenerla, y adn si la definicion que verbalizan
concuerda con la D.I, ella puede estar desarticulada del correspondiente C.I sin que tenga

efectos en la accion del sujeto.

En su trabajo, que toma como punto de partida los planteamientos de Tall y Vinner, (1995)
(Alvarez y Delgado, 2001) hacen referencia a los problemas que presenta el conocimiento

conceptual como “Problematica Tall — Vinner”.

Al estudiar esta problematica con el concepto de funcion se encontraron otros tipos de
problemas, los cuales permiten introducir los términos que presentaremos a continuacion, ya que

en nuestro trabajo encontramos algunos de estos problemas con el concepto de derivada.

Una D.P relativa a un concepto matematico, es estable en la medida en que la persona verbaliza
una definicion sobre el concepto en forma consistente y equivalente en diferentes situaciones.
Una D.P estable se llama bien adaptada matematicamente si es equivalente a la D.F del

concepto. La coherencia de la definicion se refiere al grado de articulacion que tiene la D.P con
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la accion del sujeto, es decir con el C.LLE, cuando el estudiante argumenta y opera con el
concepto. Es decir, la definicion controla la accion del estudiante en las situaciones pertinentes.
Se dice que la definicion es global cuando esta referida a distintos contextos y local cuando esta

referida a un solo contexto o situacion.

Los autores afirman que una D.P estable, bien o mal adaptada, no necesariamente es coherente, y

por otro lado una D.P estable mal adaptada puede ser coherente.

De todo lo anterior para Alvarez y Delgado el papel de la definicion es central, pues la convierte
en un elemento que da coherencia a las distintas partes del concepto personal que son evocadas
en diferentes contextos, por lo que es importante la articulacion entre la definicion personal y el
concepto personal como un todo. De esta manera proponen un afinamiento del planteamiento de

Tall y Vinner sobre la comprension de un concepto.

“Comprender un concepto implica construir un concepto imagen asociado con el
concepto, bien constituido mateméticamente, en la medida que el sujeto dispone
de una definicion personal estable del concepto, coherente y bien adaptada a la

definicion matematica del concepto.” (Alvarez y Delgado, 2001)

2. Obstaculos epistemologicos y actos de comprension

Anna Sierpinska plantea que la comprension de un concepto no es un proceso continuo al afirmar
que, “Solamente cuando hemos visto ejemplos de lo que es y de lo que no es el objeto definido,
cuando podemos decir que éste es y eése o aquel no es, cuando tenemos conciencia de sus
relaciones con otros conceptos, cuando advertimos que estas relaciones son analogas a otras que
nos son familiares, cuando descubrimos la posicion que el objeto tiene en una teoria y cuales son
sus posibles aplicaciones, entonces podemos afirmar que hemos comprendido alguna cosa
respecto al concepto” (Sierpinska, 1992). Por lo tanto cree que, al hablar acerca de comprension
en matematicas, debe concentrarse en los cambios cualitativos importantes relacionados con el

conocimiento matematico en la mente humana, saltos desde viejas formas de conocimiento a
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nuevas formas de conocimiento. Para la autora, existen dos maneras complementarias de mirar

dichos saltos.

“Si, conocemos de una nueva manera, al contemplar nuestras viejas formas de conocimiento, lo
que vemos son cosas que nos impedian conocer de este nuevo modo. Algunas de estas formas
pueden ser calificadas como obstaculos epistemoldgicos. Pero si, en lugar de contemplar los
errores del pasado, concentramos nuestra mirada sobre lo que esta frente de nosotros, podemos

describir el salto como una nueva manera de conocer”. (Sierpinska, 1992)

A lo primero lo llama el acto de superacion de una dificultad o un obstaculo; a lo segundo, un
acto de comprension. Y ambas son complementarias porque ninguna de ellas, por si sola, da
cuenta del salto; ambas son necesarias para explicar lo que sucedid. Por lo que concluye que “al
tratar de describir lo que significa comprender un concepto matematico ambas visiones son

necesarias: Actos de comprension y actos de superacion de dificultades u obstaculos”.

Como los obstaculos epistemologicos son inevitables en la construccion de la comprension de los
conceptos, es importante conocer cuales subsisten en sujetos actuales, para ayudar a estudiar la

comprension que un estudiante puede tener de dicho concepto.

Estos conceptos juegan un papel importante en los planteamientos en (Alvarez, 2009), que se
presentan al final del marco tedrico, al elaborar su interpretacion de la comprension conceptual
referida a estructuras tedrico conceptuales. Para Alvarez la comprension de un concepto se
caracteriza mediante actos de comprension, entendidos como demandas cognitivas que la

apropiacion de la ETC de referencia le plantea al sujeto que aprende.
Siguiendo otros autores, Sierpinska identifica los siguientes actos de comprension.
v’ La identificacion de un objeto entre otros objetos. El resultado de este acto es la aparicion,

como imagen principal, de lo que hasta el momento ha sido solo fondo, haciéndose
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merecedor de interés y estudio. Si ya tiene un nombre, lo hace digno de la posicion de

término cientifico, o de tener un nombre, si no lo ha tenido.

v’ Ladiscriminacion entre dos objetos. Nos hace conscientes de la existencia de dos objetos

distintos. Notamos tanto sus diferencias como sus propiedades relevantes.

v" La generalizacién como acto que nos hace conscientes de la posibilidad de extender el
rango de aplicaciones. Descubrimos nuevas posibilidades de interpretacién vy
consideramos irrelevantes algunos supuestos.

v' La sintesis en su papel de reconocimiento de relaciones entre hechos aislados,
conllevando a que hechos, propiedades, relaciones, objetos son agrupados en totalidades

consistentes.

Sierpinska plantea finalmente, contrariando la opinion de Hoyles y Noss (1986), que usar
(aplicacion de un concepto) no es un acto de comprension, pero si una condicion necesaria para

que cualquier acto de comprension ocurra.

Es pertinente citar, finalmente, el siguiente planteamiento de Sierpinska en torno a lo que

significa comprender un concepto.

“Comprender un concepto significara ser capaces de hacer frente a las preguntas,
¢qué dice la definicion del concepto?, ¢a qué hace alusién la definicién? y a la

diversidad de relaciones entre las respuestas.” (Sierpinska, 1992)

No es muy dificil observar que hay una convergencia, entre este planteamiento y los
planteamientos de Vinner, en torno al papel de la definicion en la comprension conceptual. En el
sentido de que el conocimiento de la definicibn matematica no es suficiente para garantizar la
comprension de un concepto y que es fundamental que el sujeto construya un C.1. Pero que a la
vez, es fundamental que la definicidn controle las actuaciones del sujeto cuando enfrenta

situaciones problematicas que requieren del concepto.
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Este equilibro definicion-a lo que hace alusion la definicion, definicion-imagen del concepto que
desde perspectivas diferentes comparten Sierpinska y Vinner, subyace también en los
planteamientos de (Alvarez, 2009), concernientes al concepto de plano de referencia para la
comprension de un concepto, como conjunto conexo de actos de comprension y, especialmente, a
la identificacion de dos planos de referencia para caracterizar la comprension de un concepto
desde las matematicas: Uno referido a la definicion del concepto y el otro a su marco

interpretativo.

3. Estructuras tedrico conceptuales

“La comprension de un concepto se puede caracterizar como un conjunto de
actos de comprension, entendidos como demandas cognitivas, que la
apropiacion de una ETC, le plantea al sujeto que aprende. Tales conjuntos de
actos de comprension se pueden estructurar en dos planos de referencia para la
comprension del concepto, uno referido a la comprension de la definicion y el

otro a la apropiacion del marco interpretativo.” (Alvarez, 2009)
Segun el profesor Jairo Alvarez, una estructura tedrico conceptual matematica (ETC) es un
conjunto estructurado de conceptos, problemas y procesos matematicos, mediante la cual se
caracteriza un saber matematico presente en un discurso matematico especifico, en nuestro caso,

con fines didacticos.

Los elementos constitutivos de una ETC se describen en el siguiente cuadro.
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En estas estructuras se destacan dos relaciones entre los conceptos, los nexos definicionales que
se refieren a las relaciones que se establecen entre conceptos, y los nexos proposicionales como
aquellas relaciones que se dan entre proposiciones, conocidos usualmente en matematicas como

lemas, corolarios y teoremas.

La construccion de un concepto muchas veces exige la introduccion previa de otros conceptos
que so6lo entran en juego para preparar el camino de ese concepto, por tal razon Alvarez afirma
que: “Los conceptos no vienen aislados. Forman nucleos con base en los cuales se van formando

estructuras conceptuales amplias. La definicién o elaboracion de conceptos se apoya en otros

16



conceptos (conceptos componentes o de soporte). Esta concatenacion es fundamental en la

construccion del conocimiento matematico.”

Otro elemento importante de una ETC lo constituyen los problemas de base: “Estan referidos a
los problemas que se espera el alumno esté en capacidad de resolver al culminar el estudio del

tema considerado.”

En la propuesta de Alvarez acerca de la descripcion de un estado béasico de comprension respecto
de un concepto matematico, los problemas de base son centrales en lo que €l ha llamado el marco

interpretativo de los conceptos de la ETC.

Estos pueden ser de orden tedrico, es decir, aquellos problemas que el estudiante debe resolver
como muestra de que ha apropiado la estructura tedrico conceptual o que se convertirdn en
soporte para conceptos matematicos posteriores. Los hay también surgidos desde otras
disciplinas, en este caso se trata de problemas prototipicos que se enmarcan en modelos
socializados de matematizacion que inscriben a la ETC en una practica cientifica o tecnologica

especifica.

Aparecen también como elementos de una ETC los sistemas semiéticos de representacion

3

matematica: “...hacen referencia al conjunto de simbolos, figuras y graficas (registros
semidticos), con sus reglas de manejo, que se ponen en juego en el discurso matematico para
designar o representar conceptos y participar en la expresion de los nexos definicionales y

proposicionales y, por supuesto, en la representacion semioética de los procesos matematicos...”
Para Alvarez el estudio de tales sistemas y registros semidticos es de gran utilidad en el analisis

de los procesos de ensefianza y aprendizaje de las ETC y de los procesos matematicos expresados
en ellas.
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Sugiere Alvarez, para describir las ETC, la técnica de los mapas conceptuales matematicos con el
fin de facilitar su analisis y discusion (Alvarez, 1998). Este concepto se inspira en los mapas

conceptuales de Novak y Gowin (1986).

3.1 ETC como referentes del sentido y significado conceptual en matematicas

Alvarez propone tales estructuras como referentes del sentido y significado mateméaticos de los
conceptos matematicos y de la comprension que logra un sujeto de tales conceptos: “La
comprension, como fendmeno subjetivo, tiene su referente en los significados matematicos e
interpretativos en contexto, que se expresan en dichas estructuras, y que se presentan ante el
sujeto como demandas cognitivas. La comprensién, en su mejor sentido, se entiende como la
apropiacion de dichos significados, en cuyo proceso el sujeto construye sus versiones personales
de tales estructuras.” (C.1, al decir de Tall y Vinner) (Alvarez, 2009)

Respecto de tales versiones personales aclara que pueden estar bien o mal adaptadas
matematicamente. Y como se dijo en un principio, ve la apropiacion de conceptos mas como la
apropiacion de estructuras tedrico conceptuales (que enmarcan el concepto), lo que implica que la
comprension de un concepto siempre esta referida implicitamente a una ETC que se toma como

referencia.

Dicha apropiacion, entonces plantea demandas cognitivas que él entiende como actos de
comprension en el sentido de Sierpinska, y por tanto tal apropiacién representa actos como:
“...identificar objetos o procesos matematicos, o discriminar entre ellos, identificar o reconocer
conexiones entre entidades matematicas, generalizar, sintetizar articulaciones que generan nuevas

totalidades u objetos (etc.)”
La pregunta ¢Que significa comprender un concepto matematico? adquiere entonces un referente

caracterizable desde la perspectiva de las matematicas “mediante un conjunto de demandas

cognitivas, es decir como un conjunto de actos de comprension requeridos por la apropiacion de
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la ETC que sirve de referencia al concepto. La comprension que alcanza el sujeto (su estado de

comprension personal) estara determinado por sus respuestas a tales demandas.”

Siguiendo estas ideas Alvarez propone planos de referencia para la comprension conceptual:
“Un plano de referencia es un conjunto articulado de demandas o actos de comprension que se
consideran necesarios para apropiar aspectos parciales de la ETC que sirve de referencia al

concepto.”

Destaca dos planos en particular, uno relativo al conjunto de actos de comprension requeridos por
la apropiacion del significado matematico del concepto, el cual puede ser presentado mediante
una definicion, no necesariamente la formal. En este primer plano las demandas cognitivas (los
actos de comprension) estan asociadas con el reconocimiento de los conceptos soporte y con la
identificacion de su articulacion y del papel en la generacion del nuevo concepto, asi como del
fruto de dicha articulacion. Siendo la definicion la que da la manera en que se articulan los
conceptos soporte y el papel que desempefian en la construccion del nuevo concepto, es entonces

la que se constituye en referente para este primer plano.

El otro plano esta relacionado con los actos de comprension, o demandas cognitivas, requeridos
en la apropiacion de versiones notables en contexto del concepto y con la identificacion de las
correspondencias entre tales versiones y la versién matematica del concepto. Es a estas versiones

que Alvarez llama marco interpretativo del concepto.

Las versiones en contexto surgen de interacciones entre el concepto y conceptos, matematicos o
no matematicos, siendo en estos Gltimos que se manifiesta la participacion de las matematicas en
la construccion conceptual de otras ciencias y en sus aplicaciones en la vida cotidiana y en el
conocimientos cientifico y/o técnico. Esto hace parte de lo que Alvarez ha llamado la faz externa
del conocimiento matematico y que ejemplifica de la siguiente manera: “Por ejemplo, respecto de
conceptos como integral definido y derivada de una funcién, los conceptos de trabajo y rapidez,
que son conceptos de la fisica, son versiones en contexto, respectivamente, de dichos conceptos y

por lo tanto pertenecen a su marco interpretativo. Pero son también versiones en contexto, de los
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mismos conceptos matematicos, pero al interior de las matematicas, los conceptos de area debajo
de una curva y pendiente de una recta tangente. En realidad estos Gltimos conceptos han sido, en

gran medida, generadores historicos de los conceptos de integral y derivada.”

Alvarez recalca que los dos planos de referencia constituyen una unidad dialéctica en el
desarrollo historico del concepto, por cuanto las versiones en contexto constituyen aquello a lo
que se refiere la definicion y le da sentido al concepto y, “por tanto constituyen referentes de

comprension gue el sujeto debe integrar en el proceso de su construccion personal.”

Afirma también que los marcos interpretativos son abiertos, pero se acotan y se construyen en el
contexto de ensefianza desde la importancia matemaética y la significacion en la préactica

matematica que tengan las versiones notables.

Recomienda, igualmente, que al estudiar estados de comprension debe prestarse especial atencion
a demandas cognitivas que proceden de procesos de abstraccion reflexiva que dan lugar a la

interiorizacion de acciones externas y a encapsulamientos de procesos y objetos en simbolos.

Hay una aclaracion de suma importancia en el documento de Alvarez, la elaboracion de una ETC
para caracterizar lo que significa comprender un concepto en contextos curriculares es un
elemento de importancia para la fundamentacion de propuestas didacticas, pero no plantea
estrategias de ensefianza: “Lo que se plantea es que, para comprender un concepto, no importa
cémo, el sujeto debe constituir, los actos de comprension identificados y mediante los cuales se

concreta el planteamiento sobre lo que significa comprender dicho concepto.”
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CAPITULO 3

ASPECTOS METODOLOGICOS

Esta investigacion es de tipo exploratorio, mediada por un dispositivo que nos permita identificar
y caracterizar estados de comprension que alcanzan los estudiantes de ingenieria sobre el
concepto de derivada. En la construccion de dicho dispositivo y en la caracterizacion de dichos

estados de comprension, juega un papel fundamental el concepto de ETC.

La poblacion objeto de estudio que participd en nuestro trabajo de investigacion, estuvo
conformada por 61 alumnos de ingenieria de la Javeriana-Cali que estudiaron el curso de célculo
diferencial en el primer semestre del afio 2009, bajo la modalidad de una ensefianza tradicional,
utilizando el texto de Larson como guia, a los cuales se les aplicé el instrumento de indagacion

después de estudiar la temética asociada con el concepto de derivada.

En el desarrollo de este proyecto consideramos tres fases. La primera fase se centro en la
caracterizacion de una ETC asociada con el concepto de derivada, que se propone como
fundamento matematico en la propuesta didactica que se comunica en el texto guia. La segunda
se focalizo en la construccion del instrumento de observacion, el cual fue conformado por 9
situaciones, cada una de las cuales confronta, de alguna manera, uno o varios de los actos de
comprension agrupados en los planos de referencia para la comprension de acuerdo con la
caracterizacion y analisis de la ETC que se identifico en la primera fase. Finalmente, en la tercera
fase se analizaron las producciones escritas por los estudiantes para dar respuesta a cada una de
las situaciones propuestas en el instrumento de observacion disefiado en la segunda fase. A

continuacion se describen aspectos centrales de las tres fases.

21



1. Con relacion al objetivo 1

Para caracterizar la ETC, subyacente a la propuesta de ensefianza del concepto de derivada en el
texto de Larson, inicialmente se hizo una revision de los contenidos que desarrolla el texto,
restringida con la tematica para el curso Calculo Diferencial de las carreras de Ingenieria de la
Javeriana-Cali orientada a identificar, especialmente, conceptos objeto de estudio de la propuesta,
conceptos soporte, y sus nexos definicionales que dieron lugar a la identificacion de varios puntos
criticos®, de los cuales se trabajé con sélo uno de ellos (alcanzar el logro del objetivo 2, con todos
los identificados desbordaria una tesis de maestria). Seleccionando el concepto de derivada,
incluyendo su marco interpretativo, no solo por ser justamente el concepto central en la temética
objeto de estudio, sino porgque, como se pone en evidencia en el andlisis de la ETC subyacente a
tal concepto, en el texto de Larson (Ver capitulo 4), son reconocidas, las desadaptaciones y
vacios que presenta en el aprendizaje de los alumnos respecto de este concepto. Finalmente los
elementos centrales de la ETC respecto del punto critico, se representaron de forma esquematica,

a través de mapas conceptuales matematicos (Alvarez, 1998).

Nos preocupamos, luego, por la identificacion y estudio de las demandas matematicas y
cognitivas sobresalientes que le plantea al alumno la construccion de la ETC, es decir, a la
identificacion y anticipacion de posibles problemas que pueda enfrentar el alumno para alcanzar
el estado propuesto de formacion como se indica en (Alvarez, 2007). Fue asi como se focalizaron
procesos constructivos que debe realizar el estudiante y se realizd una revision del estado del arte
relacionada con el concepto de derivada con el fin de identificar problemas epistemologicos que

han sido objeto de estudio y resultados de investigaciones didacticas sobre el tema.

El producto de todo este trabajo derivé en la agrupacion de demandas, entendidas como actos de
comprension en lo que se define como planos de referencia para la comprension del concepto

derivada.

2 un punto critico, en una ETC objeto de estudio, es un concepto, proposicion (teorema), problema de base que, por razones matematicas de
fundamentacién o aplicacion, se le otorga una relevancia en la apropiacion personal de la ETC por parte del alumno y, en esta medida, se
selecciona para confrontar su comprension por parte del alumno. Por regla general, un punto critico le plantea al alumno demandas cognitivas
especiales para su apropiacion, cuya respuesta deficiente se expresa en diversos tipos de desadaptaciones matematicas (Alvarez, 2007).
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2. Con relacion al objetivo 2

Con el fin de caracterizar los estados de comprensién alcanzados por estudiantes de ingenieria de
la Javeriana-Cali, asociados al concepto de derivada después de estudiar el curso de calculo
diferencial, utilizando el texto de Larson como guia se elaboré y aplicé un instrumento de

observacion y se analizaran los resultados obtenidos.

A partir del estudio realizado de la ETC, se definieron los planos de referencia para la
comprension del concepto derivada; éstos permitieron elaborar situaciones que se incorporaron,
en principio, en una prueba piloto y después de un analisis se afinaron y ajustaron, para asi
conformar finalmente el instrumento de observacion que finalmente se aplicd, verificando su
pertinencia, a una cohorte de estudiantes que terminaron el primer curso de célculo en la

Javeriana-Cali, en el afio 2009, utilizando el texto de Larson.

El instrumento de observacidn agrupé 9 situaciones problematicas, que tomaron como referencia,
para su confrontacion, los actos de comprension que se identifican en la comprension béasica de
derivada. La resolucion de estas situaciones provee indicadores que permitieron inferir, a partir
de las respuestas del alumno, si tales estudiantes han alcanzado los actos de comprensién que son
confrontados. El analisis de pertinencia para cada situacion, se puede observar en el Capitulo 5.
Para esto se puso en juego a un solucionador y asi se pudo determinar la pertinencia de cada

situacion para caracterizar los estados de comprension que finalmente se identificaron.
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CAPITULO 4

CARACTERIZACION DE LA ESTRUCTURA TEORICO CONCEPTUAL
DE REFERENCIA EN LA PROPUESTA DE ENSENANZA DEL TEXTO DE
LARSON ASOCIADA CON EL CONCEPTO DE DERIVADA

En esta seccion se presenta una primera aproximacion a la descripcion matematica de la
Estructura Tedrico Conceptual (ETC) que subyace en la propuesta de ensefianza asociada con el
concepto de Derivada en el texto de Larson (2006), con el cual se estudia la tematica asociada a
la derivada en el curso Calculo Diferencial en la Pontificia Universidad Javeriana, Seccional Cali

(Javeriana-Cali).

Con este fin, se identifica en la propuesta de ensefianza, plasmada en el texto y restringida con la
tematica para el curso Calculo Diferencial de las carreras de Ingenieria de la Javeriana-Cali, los
conceptos que ingresan como objeto de estudio; en particular sus nexos definicionales, simbolos,

representaciones semidticas utilizadas y conocimiento matematico de soporte.

En la siguiente tabla se presenta la parcelacion tematica que en la Javeriana-Cali se tiene en
cuenta para el curso Calculo Diferencial, lo que permite tomar en cuenta los siguientes capitulos
del texto: Capitulo 2 (pag.95 a 162. 6 secciones), Capitulo 3 (pag.163 a 197, 209 a 228 y 235 a
241. 7 sec.), Capitulo 5 (pag.322 a 331, 352-353, 362-363, 374 a 379. 4 sec.), Capitulo 8
(pag.567 a 577. 1 sec.).

Medida de angulos

Funciones trigonométricas y trigonométricas inversas
Identidades y ecuaciones trigonométricas
Ley de senos y cosenos

Sucesiones

Sucesiones monétonas y convergentes
Limite de una funcién y calculo de limites
Continuidad de funciones

Funcion derivada

Propiedades de la derivada

Regla de la Cadena
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Derivacion Implicita

Derivadas de exponenciales, logaritmicas y trigopnométricas inversas
Regla de L'Hopital

Teorema del Valor Medio

Razones relacionadas

Extremos de una funcion

Bosquejo de curvas

Optimizacion

Diferenciales

Célculo de Antiderivadas

1. Conceptos que ingresan como objeto de estudio.

En la propuesta de ensefianza del concepto de Derivada en el texto de Larson y restringida con la
propuesta de la Javeriana-Cali para las carreras de Ingenieria, se pueden identificar los siguientes

conceptos que se proponen como objeto de estudio:

Recta tangente (L, ), funcion derivada (f '(x)), funcion derivable, derivada puntual ( f'(c)),

velocidad media (4% ), velocidad instantanea (v (t) ), segunda derivada ( f "(x)), derivadas de

orden superior, aceleracion (a(t)), funcion implicita, ritmo de cambio (%) extremos, extremos

relativos, punto critico, concavidad, punto de inflexion, diferenciales (dx, dy )

Entre los conceptos que se han identificado como objeto de estudio aparecen los conceptos de
velocidad media, funcién implicita, extremos y extremos relativos, posiblemente en otras
propuestas, estos conceptos podrian pensarse como conocimiento de soporte, pero no se han
tomado como tal, ya que en el texto no se asumen disponibles por el estudiante al momento de
estudiar los capitulos de derivada, esto se infiere a raiz del énfasis que se hace en el texto tanto en
la teoria y ejemplos como en el trabajo que se le propone al estudiante en las secciones de

ejercicios.

En nuestro estudio se exploraron varios puntos criticos. La exagerada demanda de trabajo que,

con relacion a una tesis de maestria, implicaria adelantar el logro del objetivo 2, con varios
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puntos criticos, llevo a la conclusion de trabajar con un solo punto critico. Se selecciono el
concepto de derivada incluyendo su marco interpretativo, no solo por ser justamente el concepto
central en la tematica objeto de estudio, sino porque, como se pone en evidencia en el analisis de
la ETC subyacente a tal concepto, en el texto de Larson (Ver capitulo 4), son reconocidas, las
desadaptaciones y vacios que presenta el aprendizaje de los alumnos respecto de este concepto, y
el entronque que algunas de tales desadaptaciones tienen con obstaculos de origen
epistemoldgico. Para efectos de analisis, los conceptos objeto de estudio, se agrupan en dos

conjuntos, asi:

e Funcidn derivada y conceptos relacionados: Funcién derivada, derivada puntual y funcion
derivable.
e Conceptos relativos al marco interpretativo del concepto de funcion derivada: Recta

tangente, ritmo de cambio y velocidad instantanea.

1.1 Funcion derivada y conceptos relacionados

(Funcién derivada, derivada puntual y funcién derivable)

1.1.1 Descripcién matematica
1.1.1.1NEXOS DEFINICIONALES

D1) Funcion derivada y D2) derivada puntual: Se define (pag. 99) como sigue:

Definicion de la derivada de una funcién

La derivada de f en x viene dada por

F66 0 =)
Ax

79 = gim,

siempre que exista ese limite. Para todos los x para los que exista este limite, ' es
una funcidn de x.

|

Observar que la derivada de una funcién de x también es una funcién de x. Esta “nue-
va” funcidn proporciona la pendiente de la recta tangente a la grifica de f en el punto (x,
F(x)), siempre que la grifica tenga una recta tangente en dicho punto.
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Cabe anotar que en otros textos, la definicion de derivada puntual se separa tajantemente de la
definicion funcién derivada, utilizando un simbolismo diferente. Aqui se puede plantear que el
autor define la derivada en un punto y la funcion derivada, de forma simultanea, y lo hace
explicito en los ejemplos y ejercicios, tal como se puede observar en el ejemplo 4 (Pag. 100), ya

que primero se encuentra la funcion derivada para cierta funcion f(x) y después se calcula la
pendiente de la gréafica en el punto (1,1) reemplazando el valor de x =1 en la derivada obtenida,

aungue en principio no simbolice la derivada puntual como f'(1).

En esta misma seccidn, para efectos de explicar la relacion entre continuidad y derivabilidad, usa
una forma alternativa para definir la derivada en un punto (pag. 101), haciendo la observacién del
anclaje de la variable x de dicha definicion en el punto c. Cabe anotar que esta definicion, a la

postre, es la que mas utiliza el autor para la demostracién de muchos teoremas.

Ademas el autor resalta la derivacion como una operacion fundamental del célculo, y antes de
iniciar el estudio del célculo (capitulo 2), el texto contiene la seccion 1.1 (pag. 45) titulada “Una
mirada previa al céalculo”, en la cual se hace una breve introduccion al “problema de la recta
tangente”, resaltando la intervencion del concepto limite, que luego se retoma para relacionarlo
con el concepto de funcion derivada, seccion 2.1 (pag. 96 y 97), esto se hace respondiendo a una
pregunta y apoyandose en la representacion grafica, que explora algunos mitos acerca de las
rectas tangentes en funciones, luego definiendo el concepto de recta tangente apoyado en el
concepto de pendiente de una recta, en particular de una secante y después, trabajando dos

ejemplos del célculo de pendientes en puntos particulares de funciones de la siguiente manera:

; Qué quiere decir que una recta es tangente a una curva en un punto? En una circun-
ferencia, la recta tangente en un punto P es la recta perpendicular al radio que pasa por P.

Sin embargo, ¢n una curva general el problema se complica. Por ejemplo, ;cémo se
podrian definir las rectas tangentes que se observan en la figura 2.2? Afirmando que una
recta es fangente a una curva €n un punto P si toca a la curva en P sin atravesarla. Tal
definicién serfa correcta para la primera curva de la figura 2.2, pero no para la segunda.
También se podria decir que una recta es tangente a una curva si la toca o hace interseccién
en ella exactamente en el punto P, definicién que servirfa para una circunferencia pero no
para curvas mas generales, como sugiere la tercera curva de la figura 2.2.
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y=fix)

i y=Fx)

/ A ;

Recta tangente a una curva en un punto
Figura 2.2

En esencia, el problema de encontrar la recta tangente en un punto P se reduce al de
calcular su pendiente en ese punto. Aproximar la pendiente de la recta tangente usando la
; recta secante® que pasa por Py por otro punto cercano de la curva, como se muestra en
/W At fle+A¥) |2 figura 2.3. Si (¢, f(c)) es el punto de tangencia y (¢ + Ax, f(c + Ax)) es ¢l otro punto
de la gréfica de f, la pendiente e la recta secante que pasa por ambos puntos se encuentra

| flot A flg)=ay  Sustituyendo en la férmula

Ja 7 X
===
1:2 - xl
r ) f(C+ Ax) —f(C) Cambio ay
: Meee = ( s A\) - Cambio en x
feta sezante que pasa por (¢, f(e) y (¢ +
B fle - A)
iera 0.3 My = M—-‘%{)—-ﬂ Pendiente de la recta secante.
X

El miembro de la derecha en esta ecuacidn es un cociente incremental o de diferencias.
El denominador Ax es el cambio (o incremento) en x ¥ el numerador Ay = f(c + Ax) —
f(e) es el cambio (o incremento) en y.

La belleza de este procedimiento radica en que se pueden obtener aproximaciones
mds v mds precisas de la pendiente de la recta tangente tomando puntos de la grifica cada
vez mas proximos al punto P de tangencia, como se muestra en la figura 2.4.

Ay
Ax (¢, flen) }/
A

_ (e F(eD)
Ax—= 0

(e, fleh) 2=

Recta tangente
Recta tangente

Aproximaciones a la recia langente
Figura 2.4
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D3) Funcion derivable:

El proceso de calcular la derivada de una funcién se llama derivacién. Una funcién es
derivable en x si su derivada en x existe, y derivable en un intervalo ahierto (a,b)sies
derivable en todos y cada uno de los puntos de ese intervalo.

Se dice que f es derivable en un intervalo cerrado [a, b] si es derivable en (a, b) y
existen ademds la derivada por la derecha en a y la derivada por la izquierda en b.

En el texto, esta definicion, a diferencia de otras, no se resalta encerrada en un cuadro, y ademas
consta de dos partes definidas en el intermedio de parrafos; la primera, derivable en un intervalo
abierto (pag. 99), inmediatamente después de la definicion de la derivada de una funcion y la
segunda, derivable en un intervalo cerrado (pag. 101), cuando se da la formula alternativa de la

derivada.

La forma no rigurosa como se define este concepto, da lugar a algunos casos que los estudiantes
puede que no identifiqguen y que tienen implicaciones en las demandas cognitivas que la
definicion impone sobre el alumno, como por ejemplo la funcién y su derivada pueden tener

dominios diferentes, casos de los que nos ocuparemos en los analisis didactico y cognitivo.
1.1.1.2Conocimiento matematico de soporte y sus simbolos:

De la revision del texto, con relacion al primer conjunto de conceptos, se identifica el
conocimiento soporte, algunos son objeto de estudio en la propuesta y otros que se asumen

apropiados por el alumno, ademas sus respectivos simbolos:

Funcién numérica ( f), punto del plano (P(c, f(c))), intervalo abierto con extremos a y b

((a,b)), intervalo cerrado con extremos a y b ([a,b]), diferenciaen x (Ax), diferenciaen y
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(Ay), cociente de diferencias (2 ), limites laterales, Iimite de una funcién ( lim f(x)), gréfica

de una funcion (forma operativa).
1.1.1.3Registros de representacién asociados:

Las definiciones que pertenecen a este primer grupo, estdn dadas apoyandose en conversiones
entre diferentes registros de representacion, en particular los registros simbolico y grafico. Por
ejemplo, la definicién del concepto de funcion derivada se apoya alternadamente del registro
verbal escrito y el simbdlico, este Gltimo se utiliza para dar otras notaciones mas comunes para la

derivada de una funcion y = f(x), tales como:

dy

¥ L o i H :
1), T dx[f(:d], D,[y].

Dando la interpretacion en el registro verbal escrito, por ejemplo la notacion dy/dx que se lee
como “derivada de y respecto a x”, esta notacion es conveniente utilizarla cuando en muchos

casos la funcion utilice otra variable independiente distinta de x. Ademas de estas notaciones, en

los ejemplos se utiliza el simbolo f '(c), como notacion funcional de la derivada en un punto,
aclarando que su resultado es la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion f en el
punto (c,f(c)), pero no se dan las representaciones para las derivadas puntuales

correspondientes a las demas notaciones.

Otro caso en el que podemos observar el cambio de registros de representacion, se presenta a
continuacion, cuando se da una formula alternativa de la derivada puntual donde ademas del
registro verbal escrito y simbdlico, también hace presencia de manera importante el registro

gréfico:
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La siguiente forma alternativa como limite de la derivada es dtil al investigar la relacién

i o existe entre derivabilidad y continuidad. La derivada de f en ces
[ ff()_l f(X)"“f((,)
b y=p l’ Ui Xl_}ﬂ} 1= Fitmula alternativa de Ta denvad.

:

| siempre que dicho limite exista (ver la figura 2.10) (en el apéndice A se demuestra Ja
: equivalencia e ambas formulas). Observe que la existencia del [fmite en esta forma alter-
& 5 nativa requiere que los limites unilaterales

Cuando x tiende a c, [a recta secante se

aproxima a la recta tangente £ - fle) 1) - 1)

Figura 2.10 i lim ———
pa = X b et

existan y sean iguales. Estos limites laterales s¢ denominan derivada por la izquierda y
por la derecha, respectivamente,

Cabe anotar que en mi practica, como docente, he evidenciado que los estudiantes, al utilizar esta
forma equivalente, cometen menos errores algebraicos al calcular el cociente de diferencias que
cuando trabajan con la definicion primaria donde deben calcular la expresion f(x+h), lo cual no
les permite llegar a la estimacion correcta de la derivada, pues ese calculo no es necesario en la
definicion equivalencia, aungue ésta trae sus propias dificultades, una de ellas es que necesita el

uso de la factorizacion.

1.1.1.4Visidn esquematica de los Nexos Definicionales y conceptos soporte

Después del anélisis anterior se presenta en la siguiente figura una vision esquemaética de los
nexos definicionales para el primer grupo. En dvalos se encierran un concepto, mientras que en
rectangulo se encierran un grupo de conceptos. Las lineas punteadas determinan las relaciones
entre conceptos por medio de nexos definicionales y por fuera del rectdngulo mas grande
aparecen conceptos soporte que no son trabajados dentro de las secciones que incluyen el estudio

de la derivada.
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Funcién Grafica de —
numérica funciones Limite de
funciones

Intervalo Funcién Derivada

V: Derivada Puntual
Funciéon
derivable

1.1.2 Demandas matematicas

Muchas de las demandas se descargan sobre D1, pues, como se dijo anteriormente, D2 se define
simultanea e implicitamente con D1. Las definiciones se expresan como el limite cuando h se

aproxima a cero del cociente de diferencias de f en x con incremento en h, es decir, las

demandas matemaéticas para acceder al concepto estdn determinadas por el concepto de limite y el
cociente de diferencias que tiene diversas interpretaciones. Asi el concepto de limite de una

funcion se perfila como un concepto que vale la pena confrontar en el aprendizaje del alumno.

Ademas se destacan las demandas asociadas con representaciones analiticas que se expresan
también en representacion en lenguaje verbal escrito y representaciones gréficas; por lo tanto la
elaboracion e interpretacion gréfica asociada con la expresion analitica de la definicion es parte

inherente e importante de la demanda matematica que plantea la apropiacion de tal definicion.

La interpretacion de los simbolos f'(x), dif(x), y equivalentes, plantea una demanda
X

matematica asociada con la apropiacién de la definicion de derivada de una funcion. El aspecto,
quizas méas exigente de esta demanda, esta relacionada con el encapsulamiento del signo que,
como es comun en los simbolos matematicos, participa, en su interpretacion, de la dualidad

proceso objeto, segln las circunstancias.
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En la seccion de ejercicios se puede observar el énfasis en tratamientos y conversiones entre
registros de representacion: Primero, la conversion del registro analitico al gréfico (seccion 2.1,
ejercicios 3, 4 y 53 a 55) donde se le pide al lector que identifique y trace en una figura dada,
imagenes de valores, distancias entre puntos, entre otras, todas ellas cantidades relacionadas con
el cociente de diferencias inmerso en el nexo definicional D1 y graficar una funcion dadas
caracteristicas especificas. Segundo, la manipulacion de la definicion D1 y su forma alternativa
en el registro analitico (ejercicios 5 a 10, 33 a 36 y 71 a 79), donde se pide determinar la derivada
de algunas funciones mediante el proceso del limite. Tercero, trabajo solamente con el registro
grafico (ejercicios 37 a 40 y 43 a 46) donde dadas las graficas de varias funciones y sus
derivadas, se pide seleccionar las graficas que se relacionen, asi como graficar la derivada de

algunas funciones dadas sus graficas.

Se considera que la manera de proponer los ejercicios en el texto, crea las condiciones para que el
alumno pueda construir el proceso de calculo de una derivada de una funcién y la interpretacion

de los simbolos del cociente de diferencias inmerso en la definicion.

1.1.3 Demandas cognitivas:

De todo lo anterior, y centrando el analisis en los conceptos D1 y D2, se puede afirmar que la
construccion de dichos conceptos, por parte de los estudiantes, necesita del conocimiento soporte
de razon, funcién numérica, gréafica y limite de funciones. Ademas se deben tener en cuenta las
demandas cognitivas asociadas con el manejo analitico y sus interpretaciones geomeétricas. En
particular se le demanda al estudiante: 1) Reconocer los conceptos soporte y los roles que ellos
juegan para construir el nuevo concepto; es decir, dar significado a los distintos términos en el
cociente de diferencias involucrado en el limite e identificar la secuencia operativa que resulta de
la composicion del cociente de diferencias, los valores de la funcién definida por tal cociente y el
limite de tal funcion cuando su variable tiende a cero. 2) Reconocer y discriminar los dos
conceptos, productos de la articulacion de los conceptos soporte, derivada en un punto y funcién
derivada (definidos por el autor de forma conjunta), es decir, reconocer el primer producto como

un namero y el segundo como una funcion, ademés se debe disponer del método para calcular
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una derivada en un punto o la funcidn derivada. 3) Interiorizar la secuencia operativa de la

definicion y sus productos y encapsular tales productos en los simbolos f'(x) yf'(c) o

equivalentes, articuladamente con los términos funcion derivada y derivada en un punto. En
conclusion, la comprension de estos nexos supone que los estudiantes sean conscientes de las
demandas exigidas en su construccién, tanto local como globalmente y es una comprensién
bésica, acorde con el nivel matematico del texto y con el tipo de problemas, que segun la

propuesta de ensefianza, se espera que el alumno pueda resolver.

En mi préctica como docente he evidenciado que los estudiantes, al utilizar la forma equivalente

I ) , - . .
||m—x_c , para el calculo de una funcion derivada, cometen menos errores algebraicos que

X—C
cuando trabajan con la definicion D1, pues en el desarrollo del cociente de diferencias de la

definicion equivalente, no deben calcular la expresion f(x+Ax) que aparece en D1, pero cabe

anotar que trae sus propias dificultades, una de ellas la necesidad de factorizar.

Algunas dificultades ligadas al concepto de derivada, relacionadas con lo dicho hasta el
momento, que han sido documentadas por investigadores internacionales y que se deben tener en

cuenta para el aprendizaje del concepto son:

e La fundamentacion del célculo fue el problema principal que quedo sin resolver a lo largo de
todo el siglo XVIII. La mayor parte de los que aplicaban el calculo de Leibniz llegaron a
convencerse de una manera o de otra de que la respuesta a la pregunta ¢Existen cantidades
infinitamente pequefias? era “si”...Leibniz ya tenia sus dudas acerca de la existencia de
cantidades infinitamente pequefias...En el calculo de fluxiones de Newton también habia un
problema de fundamentacion que planteaba el uso de incrementos “pequefios” de las

respectivas variables. (Grattan—Guinness, 1980)

e Los estudiantes logran un dominio razonable de los algoritmos para calcular limites y

derivadas, pero tienen dificultades significativas en la conceptualizacion de los procesos
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subyacentes al limite en la nocion de derivada y éstas son ain mayores en la resolucion de
problemas. (Cantoral, 1988; Sierpinska, 1985; Vinner, 1983)

Las consideraciones de la derivada como un limite. En Orton (1977) se han obtenido
evidencias de lo dificil que es comprender que por medio de una sucesion de secantes se
obtenga realmente la tangente. A partir del estudio de los obstaculos epistemologicos, en el
plano histérico y con grupos pequefios de estudiantes, en Sierpinska (1985) se sefiala que
tanto en el plano del desarrollo histérico de las ideas matematicas relativas al limite como en
los estudiantes de hoy dia, existe la tendencia a evadir los procesos infinitos; En general se
nota que son proclives a rechazar el paso al limite como una nueva operacion matematica,
consideran el limite s6lo como una aproximacion, presentan serios obstaculos con el manejo
de la simbologia matematica utilizada y consideran que el limite se obtiene simplemente

evaluando la funcién en el punto deseado.

El significado cotidiano de la palabra “limite”, que induce concepciones resistentes del limite
como una barrera o el Gltimo término de un proceso, 0 que tiende a restringir la convergencia
a la convergencia monotona. La fuerza de la geometria de las formas, que impide a los
alumnos identificar claramente los objetos implicados en el proceso de limite y su topologia
subyacente. Esto hace que para los alumnos sea dificil apreciar la interaccion sutil entre los
marcos numérico y geométrico en el proceso de limite. (Cornu, 1991; Delgado, 1998;
Sierpinska, 1985).

La doble dimension que tiene los conceptos; proceso-objeto, u, operacional-estructural. Esta
doble dimensién pone de manifiesto la complementariedad de ambos aspectos; tanto a nivel
cognitivo como en el desarrollo histérico conceptual de los objetos matematicos. (Sfard,
1991).

Existen conflictos e inconsistencias entre las construcciones realizadas por los alumnos y los

significados formales presentados por los libros de texto (Ferini-Mundy y Graham, 1994).
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e Se conseguira una comprension completa de la idea de derivada cuando se reconozca y
reconstruya cada una de las ideas de razon, limite y funcién en diferentes contextos. (Zandieh,
2000).

e Existen dificultades en dotar de significado grafico a la derivada de la funcion en un punto,

f '(a), al confundirlo con la ordenadaen x =a, f(a). (Azcarate, 1990).

e Las dificultades de los estudiantes, en relacionar el modo grafico y el modo analitico, también
se ponen de manifiesto cuando, en contextos eminentemente graficos, los estudiantes solicitan
la expresion analitica de la funcion para resolver determinadas cuestiones (Asiala et al.,
1997).

e Esde gran importancia la integracion de los significados de la nocion de derivada en un punto
(f'(a))y lafuncion derivada ( f '(x)). (Badillo, 2003).

1.2 Conceptos relativos al marco interpretativo® del concepto de funcién derivada.

(Recta tangente, ritmo de cambio, velocidad instantanea)

1.2.1 Descripcion matematica:
1.2.1.1NEXOS DEFINICIONALES

D4) Recta tangente: A su pendiente también se le denomina pendiente de la
grafica de f en x=c, este concepto es utilizado para hacer la introduccion al
concepto de funcion derivada como se presentd en el nexo definicional D1, el

texto lo define de la siguiente manera (pag. 97):

% Marco interpretativo del concepto de funcidn derivada esté referido a aquellos conceptos que se definen como derivadas, es
decir, versiones en contexto, del concepto de derivada.
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Definicion de la recta tangente con pendiente m

Si f estd definida en un intervalo abierto que contiene a ¢ y ademds existe el Iimite

o A flet A0 =70 _

Ax—0 Ax Ax—i) Ax

entonces, la recta que pasa por (¢, f(¢)) y cuenta con una pendiente m es la recta
tangente a la grafica de { en el punto (¢, f(c)).

Cabe destacar que esta definicion esta referida a la recta tangente, pero la atencién se centra en la

definicion de la pendiente de la recta tangente y por lo tanto en el limite del cociente de

diferencias.

D5) Ritmo de cambio: No se define en las secciones que tienen que ver con la derivada, sino que

se hace referencia a éste (pag. 113) de la siguiente manera:

Ritmos o velocidades de cambio

Ya se ha visto que la derivada se utiliza para calcular pendientes. Pero también sirve para
determinar el ritmo de cambio de una variable respecto a otra, lo que le confiere utilidad en
una amplia variedad de situaciones. Por citar sélo algunas, son ejemplos los ritmos de
crecimiento de poblaciones, los ritmos de produccién, los de flujo de un liquido, de la

velocidad y de la aceleracidn.

Un uso frecuente de los ritmos de cambio consiste en describir el movimiento de un
objeto que va en linea recta. En tales problemas, la recta del movimiento se suele represen-
tar en posicion horizontal o vertical, con un origen marcado en ella. Sobre tales rectas, el
movimiento hacia la derecha (o hacia arriba) se considera de direccidn positiva y el movi-

miento hacia la izquierda (o hacia abajo) de direccidn negativa,

En realidad este nexo se encuentra al inicio del texto (p4g. 12) cuando se trabajan los modelos

lineales, donde se hace una interpretacion de la pendiente de una recta en ese sentido, como

sigue:
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Razones y ritmos o velocidades de cambio

La pendiente de una recta puede interpretarse ya sea Como una razon o como una
proporcion, o bien como una tasa, ritmo o velocidad de cambio. Si los ejes X y y tienen
la misma unidad de medida, la pendiente no tiene unidades y es una razén o
proporcion. Si los ejes x y y tienen distintas unidades de medida, la pendiente es una
tasa, ritmo o velocidad de cambio. Al estudiar célculo, se encontraran aplicaciones
relativas a ambas interpretaciones de la pendiente.

D6) Velocidad instantanea: Se define (pag. 114) como sigue:

Supongamos que en el ¢jemplo anterior s¢ quisiera encontrar la velocidad instantinea
(0 velocidad, sin mds) del objeto cuando /= 1, aligual que la pendiente ds Ia recta tanger-
te puede aproximarse utlizando las pendientes de rectas secantes, e puede aproximar L2
velocidad en 1 = 1 por medio de las velocidades medias durante un pequeiio intervalo [1
I + A (veren [a figura 2.20). Se obtiene dicha velocidad calculando el limite cvando A
tiende a cero. Al intentar hacerlo se puede comprobar que la velocidad cuando = 1 es de
=32 pies por segundo,

En general, sts = s(f) e la funci6n posicidn de un objeto en movimiento rectilingo, su
velocidad en el instante 1 es

] T it

rizl b \ :
) = lim M = 5. Funcion velocidd.

Lo wloidad el g sl s

le penciente de a recta secante, La

yelocidad instantinea en £ esgual 2l

pendiente de la recta tangente

Figura 2.20

En otras palabras, la funcion velocidad es la derivada de la funcidn posicion, La velo-
cidad puede ser positiva, cero o negativa,

Lo anterior aparece luego de enunciar cinco reglas de derivacion, como uno de los multiples
ritmos de cambio en donde la derivada es de gran utilidad, apoyandose en el concepto de

velocidad media y comparando el trabajo hecho con la pendiente de la recta tangente.
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La velocidad instantanea esta definida via derivada, extendiendo este concepto a una clase més
amplia de objetos que la relativa al concepto inicial, es decir, un concepto que esté por fuera de la
matematica, esta siendo presentado por una definicion matematica. En conclusion, es la manera
como las matematicas aportan al desarrollo del conocimiento cientifico en la construccion de
algunos conceptos. Es asi como pensamos que tanto el concepto de pendiente de una recta
tangente y velocidad se perfilan como conceptos que vale la pena confrontar en el aprendizaje del

alumno.

1.2.1.2Conocimiento matematico de soporte y sus simbolos:

Adicional al conocimiento matemético de soporte que se presentd para el primer grupo de

conceptos tenemos:

Pendiente de la recta (m), ecuacion de la recta punto-pendiente (y-—y, =m(x—Xx,)), recta

horizontal, funcién posicion de un objeto (s(t)).

1.2.1.3Registros de representacion asociados.

Las definiciones que pertenecen a este segundo grupo estan dadas a través de los conceptos de
soporte, los convenios notacionales presentes en cada definicion y las conversiones entre
registros de representacion, enfatizando en el registro grafico. Por ejemplo para los nexos
definicionales D4 y D6, se procede con un discurso que se desarrolla paralelamente, de un lado,
en un registro de representacion analitica y de otro en un registro de representacion gréfica, o sea,
hay un juego permanente de conversiones entre ambos registros de representacion; es asi como,
el nexo definicional D4 estd antecedido por la gréfica de una curva en varias figuras, que
muestran como el cambio en la variable x permite aproximaciones de la recta tangente a una

curva y los simbolos que se utilizan para cada una de estas definiciones son respectivamente

m=f'(c) y v(t)=s'(t).

39



1.2.1.4Visidn esquematica de los Nexos Definicionales y conceptos soporte

La siguiente vision esquematica de la sub-estructura que se toma como referencia para el analisis
del punto critico seleccionado permite ver que ésta se construye a partir de la definicion
matematica del concepto y de su marco interpretativo (pendiente, velocidad). Se puede observar,
también, el conocimiento de soporte de la ETC, segun se identifica en el texto de Larson, y que

ha servido de referencia para la elaboracion del instrumento que se aplicara a los estudiantes.

Raz6 Funcion —
azon numérica Graﬁ_ca de —
funciones lellte de
funciones

Pendiente
de larecta

Derivada
Puntual

Funcion
Derivada

tangente .
d Ritmo de

/ camhio

Velocidad

( derivable > Y
{ Velocidad ;

1.2.2 Demandas matematicas:

De nuevo, como para el primer grupo de conceptos, se destacan las demandas asociadas con
representaciones analiticas que se expresan también en representacion en lenguaje verbal escrito
y grafica, por ejemplo, la definicion de pendiente de una recta tangente introducida al referirse al
problema de la recta tangente, se acompafiada de una explicacion minuciosa que relaciona las
respectivas representaciones, analitica, grafica y en lenguaje verbal y que luego es utilizada para

definir D1 como una generalizacién del célculo de pendientes de rectas tangentes en cualquier
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punto de una funcién y la razon de cambio de una funcion, por lo tanto la interpretacion
geométrica asociada con la expresion analitica de la definicion es parte importante de la demanda

matematica que plantea la apropiacion de tal interpretacion.

En la seccion de ejercicios, primero se pide estimar pendientes de curvas, dada la gréafica, en un
plano cuadriculado, de la funcion y la recta tangente en un punto, luego se pide determinar
pendientes y ecuaciones de rectas tangentes a la gréafica de funciones en puntos dados conocida la
regla de asignacion de algunas funciones, mediante el proceso del limite; esto se hace
practicamente hasta el ejercicio 66, dandole prioridad al significado geométrico de la definicion,
sobre el significado fisico, pues para este Gltimo, aunque se dejen varios ejercicios, todos estan de

la mitad hacia arriba.

1.2.3 Demandas cognitivas:

Para la comprension de D4 y D6 es necesario, ademas de lo dicho para D1 y D2, reconocer la
definicion de derivada en cada situacion, ya que estas versiones en contexto son las que le dan
sentido al concepto y deben estar articuladas con la version matematica, dicha articulacion se
expresa como una conversion entre dos registros de representacion semidtica y, mediante la cual,
se expresan relaciones de correspondencia entre objetos y procesos en los dos marcos de
representacion. También se debe tener en cuenta las demandas que proceden de otros procesos de
abstraccion reflexiva ligados a la interiorizaciéon de acciones y encapsulamientos de procesos y
objetos en simbolos que se proponen para tal fin y que determinan el paso de la apropiacion de
significados hacia la constitucién de representaciones mentales estables y flexibles. En
conclusion, el estudiante debe: 1) Reconocer que el proceso de aproximacion a la recta tangente,
en un punto de la curva, se realiza mediante las rectas secantes ancladas en dicho punto. 2)
Identificar la secuencia operativa que resulta de la composicion de las operaciones involucradas
en la definicion en el registro analitico, con el proceso grafico de las pendientes de rectas secantes
(o velocidades medias) ancladas en un punto. Ademas identificar y distinguir el limite de tal
cociente de diferencias cuando su variable tiende a cero en el registro analitico, con el proceso

grafico de limite de las pendientes de rectas secantes (o velocidades medias) ancladas en un
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punto. 3) Identificar la funcion de: Pendientes de rectas tangentes a una curva o pendientes de una
curva o velocidad, con la funcidn derivada. Y el valor de la pendiente de la recta tangente a una
curva o el valor de la pendiente de una curva o la velocidad, en un punto, como la derivada de la
funcion en dicho punto. 4) Interiorizar el proceso multiple y sus productos, y encapsular en el

simbolo f '(x), articuladamente, con los términos funcion de pendientes de rectas tangentes o
funcion de pendientes de una curva o funcion velocidad y en el simbolo f '(c), con los términos

pendiente de la recta tangente o pendiente de una curva o velocidad instantanea en el punto

X=C.

En mi préactica, como docente, he evidenciado que los alumnos, al estudiar la definicion de
pendiente de la recta tangente a una funcion en un punto, centran su atencion en el énfasis que el
autor del texto hace sobre la relacion que existe entre las rectas secantes ancladas en un punto y la
recta tangente en dicho punto y aunque esta relacion existe, es necesario que a los alumnos se les
enfatice en la relacion entre la pendiente de dichas rectas secantes y la pendiente de la recta
tangente, es decir, la aproximacion, no de la recta tangente como tal, sino de la pendiente de la

recta tangente mediante el limite de rectas secantes.

Algunas dificultades ligadas con lo dicho hasta el momento, que han sido documentadas por

investigadores internacionales son:

e La concepcion griega de tangente desarrollada por los estudiantes desde sus estudios
primarios. Dificulta la formacion de este concepto por la via geométrica (Cantoral, 1988;
Dolores, 1989), ya que puede obstaculizar el paso de una concepcién global a una concepcion
local (propiedad fundamental del calculo), puede dificultar la aceptacion de que la recta
tangente, ademas de tocar, pueda cortar a la curva y ser tangente en la zona del corte. El
carécter estatico de la determinacion de la tangente en la Geometria Euclidiana, pues es dada
como un lugar geométrico, también puede dificultar el arribo a una concepcion dinamica

como sucesion de secantes.
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Existe una escasa presencia en los estudiantes de las ideas relativas a la variacion, pues los
resultados que se obtuvieron de la aplicacion de un cuestionario muestran que solamente el
24% contesto correctamente a las preguntas que se refieren a la cuantificacion de la variacion

y a la velocidad media. (Dolores, 1998)

La ensefianza actual se apoya tanto en una concepcion dinamica del limite, basada en
exploraciones graficas y numéricas, como en técnicas de naturaleza algebraica (Artigue,
1995). Esto permite a los alumnos resolver simples, pero a su vez interesantes, problemas de

variacion y optimizacion.

2. Planos de referencia para la comprension del concepto derivada

De acuerdo a lo anterior se presenta a continuacion los actos de comprension, entendidos como

demandas cognitivas que la apropiacion de la ETC de referencia le plantea al alumno,

estructurados en lo que Alvarez (2009) denomina planos de referencia para la comprension, en

este caso para el concepto de derivada.

1. Significado matemético de derivada: Tiene que ver con la apropiacion del significado

matematico del concepto derivada, comunicado mediante el nexo definicional D1. Aqui se
debe tener en cuenta como se articulan los conceptos soporte y los roles que ellos juegan para
construir el nuevo concepto, ademas de la identificacion y discriminacion de los productos

que dicha articulacién genera. En conclusion, el estudiante debe:

a) Reconocer (local y globalmente) en la representacion analitica de la definicion, la
secuencia operativa que resulta de la composicion de varias operaciones (cociente de
diferencias, valores de la funcién definida por tal cociente y limite de tal funcion cuando

su variable tiende a cero).
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b) Reconocer y discriminar, los dos productos del proceso matematico de la definicion y
establecer la relacion entre ellos. Una funcidn (la funcion derivada. Proceso multiple) y un

numero (el valor de la derivada puntual o valor de la funcion derivada en un punto).

c) Interiorizar el proceso multiple y sus productos, y encapsular en los simbolos f'(x) y
f'(c) o equivalentes, articuladamente, con los términos funcion derivada y derivada en

un punto.

Versiones de derivada en contexto: Las versiones en contexto (en este caso la geométrica y la
fisica) definen el marco interpretativo del concepto derivada que le dan sentido al concepto y
las cuales deben estar articuladas con la version matemaética. La articulacion se expresa como
una conversion entre dos registros de representacion semidtica y, mediante la cual, se
expresan relaciones de correspondencia entre procesos y productos en los dos marcos de
representacion. Aqui se debe tener en cuenta las demandas que proceden de otros procesos de
abstraccion reflexiva ligados a la interiorizacion de acciones y encapsulamientos de procesos
y objetos en simbolos que se proponen para tal fin y que determinan el paso de la apropiacién
de significados hacia la constitucion de representaciones mentales estables y flexibles. En
conclusion, el estudiante debe:

a) Reconocer, en el marco del triangulo curvilineo asociado en un punto arbitrario de la
grafica de una funcion, el proceso de aproximacidn por rectas secantes a la recta tangente,
distinguiendo en el mismo contexto, el proceso de limite asociado de las pendientes de las

rectas secantes a la pendiente de la recta tangente.

b) ldentificar la correspondencia entre: (i) Los objetos, cociente incremental y pendiente de
la recta secante, y (ii) Los procesos de aproximacion con paso al limite de las pendientes
de las secantes a la pendiente de la recta tangente y el de cociente incremental a la
derivada (la variable incremento tiende a cero), valorada en la abscisa correspondiente al

punto de tangencia.
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c) Identificar la correspondencia entre: (i) La pendiente de la recta tangente en un punto (o
velocidad instantanea) con la derivada en dicho punto, y (ii) La funcién de pendientes de

rectas tangentes a la curva (o funcion velocidad) con la funcién derivada.

d) Interiorizar el proceso multiple y sus productos, y encapsular en el simbolo f'(x) (o

equivalentes), articuladamente, con el término funcién de pendientes de rectas tangentes a

la grafica de una funcion f (o funcion de pendientes de una curva o funcion velocidad).
Y en el simbolo f '(c) (o equivalentes), con el término pendiente de la recta tangente a la

graficade f (o pendiente de una curva o velocidad instantanea) en el punto x=c.

Estos actos de comprension caracterizan un estado basico deseable de comprension del concepto
de derivada, para estudiantes de ingenieria, al término de un primer curso de célculo referida a

una ETC del texto de Larson, la cual es bastante general, aplicable a todos los textos de célculo.
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CAPITULOS5

CONSTRUCCION DEL INSTRUMENTO DE OBSERVACION

A continuacion se presentan las 9 situaciones problematicas que se agrupan en el instrumento de
observacion, incluyendo los analisis de pertinencia que se elaboraron teniendo en cuenta las
demandas notables y problemas que la apropiacion personal de la ETC de referencia le plantea al
alumno. Tales demandas y problemas, identificadas en el estudio y analisis de dicha ETC de
referencia, se agruparon en dos planos de referencia para la comprension del concepto derivada
(capitulo anterior). Las que a su vez permitiran caracterizar estados de comprension, que

alcanzan los alumnos con relacion al concepto derivada.

1. Situaciones disefiadas, solucion y analisis de pertinencia segun planos de

referencia para la comprension

Situacion 1)

Dé la definicion de la derivada de una funcion f en x. Utilice la definicion para calcular la

derivada de la funcion g(x) _3 en x =2 . Determine la funcién g"'.
X

Meétodos de solucion:

Método 1:

Pasol: La definicion de la derivada de una funcién es: La derivada de una funcién f en x viene

dada por f‘(x):L@w siempre que exista ese limite. Para todos los x para los que

exista este limite, f' es una funcién de x.
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Paso2: Utilizando la definicion, la derivada de la funcion g(x) = 3 en x =2 seria:
X

3 3 6-6-3n -3h

_lim2th 2 i, 2240 2240 g “lim——_ =3,
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 2h(2 + h) h—0 2(2 + h) 4

-3

. . g(2+h)-g(2
9'(2) =lim .

Paso3: Por reglas de derivacion o por definicion, la funcion g' estaria dada por g'(x) = —iz.
X

Anélisis de pertinencia.

Al escribir; La definicion de la derivada de una funciébn f en x viene dada por

f(x+h)— f(x)
h

f'(x)=1lim

I siempre que exista ese limite. Para todos los x para los que exista
-0

este limite, f' esuna funcion de x” como respuesta a la primera pregunta (dé la definicién de la
derivada de una funcion f en x), es necesario poner en juego la expresion simbdlica mediante

la cual se establece la definicidn institucional de derivada, expresada en términos del simbolo que

se utiliza para representar la funcion involucrada, en este caso f . Para ello se necesita pasar por

la apropiada interpretacion matematica de la pregunta, que supone el reconocimiento de los
términos funcion y derivada, estableciendo la relacion que se da entre ellos en el contexto de la

pregunta, es decir, la forma como la funcion, representada por f , ingresa en la definicion de la

derivada. Esta accion permite inferir que se realiza el reconocimiento global de la secuencia de
operaciones mediante la cual se establece la definicion simbolica de derivada, que aparece como
uno de los actos de comprension establecidos en el proceso de apropiar el significado matematico
del concepto de derivada (referente plano 1a). Sin embargo, cabe la posibilidad que dicho
reconocimiento sea memoristico, que no incluye el significado de las distintas expresiones
simbdlicas que se articulan en la definicion. La respuesta a la segunda pregunta pone a prueba el

posible caracter memoristico de la respuesta.

La respuesta que se consigna en el primer paso del proceso de calculo, que conduce a la respuesta

de la segunda pregunta, supone la apropiada interpretacion matematica de la pregunta (utilice la
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definicion para calcular la derivada de la funcion g(x) = 3 en x =2), Yy que implica, en, primer
X

lugar, discriminar que lo pedido es la derivada en un punto y no la funcion derivada. Es decir,
discriminar la existencia de los dos productos en la definicion de derivada, lo que define un
segundo acto de comprensién en el proceso de la apropiacion del significado matematico del
concepto de derivada y que tiene como referente el plano 1b. En segundo lugar, que para calcular

la derivada de g en 2, se debe utilizar la definicion que se escribi6 en la respuesta a la primera

pregunta y no reglas de derivacion, reconociendo una funcion especifica g, que define la

expresion g(x) = 3 y a la cual se debe transferir el rol de f en la definicion dada. La toma de
X

conciencia sobre esta transferencia (en el caso de un solucionador especifico), es un primer

indicio de que la respuesta mencionada no es memoristica.

El segundo paso, en el proceso de célculo, indica que en la interpretacion de la pregunta 2, al

reconocer la funcién g, también se reconoce, en la expresion que la define, la forma como

funciona su regla de célculo o de correspondencia.

La secuencia de transformaciones posteriores, que modifica la expresion matematica interna,
manteniendo sin efecto el significado del simbolo limite, hasta el Gltimo paso, permite redondear,
(en el caso de un solucionador particular), la inferencia de que la respuesta mencionada no es
memoristica y que existe una coherencia matematica que liga la expresion simbélica mediante la
cual el solucionador expresa la definicion de derivada y las acciones que se ponen en juego para
responder a la pregunta 2. Es decir, que se da reconocimiento global y local de la secuencia de

operaciones mediante la cual se establece la definicion simbdlica de derivada.

Finalmente, al escribir, “que al repetir para un c general, en lugar de 2, el proceso anterior la

funcion g' estaria dada por g‘(c)=—i2 , en la interpretacion matematica de la pregunta
c

(determine la funcion g') se ha reconocido en g' el convenio mediante el cual se denota la

funcion derivada de una funcion dada, aplicado, en este caso, a la funcion g y su separacion
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frente a la derivada puntual en x = 2. Se puede decir, por lo tanto, (en el caso de un solucionador
particular), que ha interiorizado los procesos asociados con las definiciones de funcion derivada y
derivada puntual y los ha encapsulado en los simbolos correspondientes, lo que constituye el

tercer referente (plano 1c) en la apropiacion del significado matematico del concepto de derivada.

Una observacién importante, en los analisis anteriores, es que en el proceso de resolucion exitoso
del item, aparecen, como apoyo fundamental, varios conocimientos matematicos de soporte, que
no son objeto de estudio en el tema de la derivada. En la interpretacion de la pregunta 1, y por lo
tanto en la respuesta, resulta fundamental el concepto de funcion y la forma como se representa
simbdlicamente. Sin reconocer el concepto de funcion la pregunta no toma sentido. En la

respuesta de la pregunta 2, para poder ejecutar apropiadamente los dos primeros pasos se hace

necesario reconocer en g(x) =—, la forma como se define una funcién mediante una expresion
X

matematica variable y como funciona su regla de correspondencia. Finalmente, los pasos

posteriores al 2, en la cadena de célculos que se realiza para calcular la derivada de g en x =2,

aungue nada tienen con la definicion misma de derivada, son indispensables para alcanzar una
respuesta concreta y correcta e implican que se debe disponer de un manejo apropiado de
fracciones algebraicas. Este aspecto es importante en el momento de analizar las producciones de
los alumnos e intentar determinar las posibles causas de las fallas o errores que se puedan

presentar.

Los andlisis anteriores permiten concluir la pertinencia del item 1, para confrontar en el alumno,
la apropiacion del significado matematico del concepto de derivada y que se sefiala en las casillas

correspondientes de la tabla de pertinencia.

Método 2:

Pasol: La definicion de la derivada de una funcién es: La derivada de una funcién f en x viene

f(x+hr)]— f(x) siempre que exista ese limite. Para todos los x para los

dada por f'(x)= ng

que exista este limite, f ' es una funcién de x.
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Paso2: Utilizando la definicion en x, la derivada de la funcion g(x) = 3 seria:
X

3 3 3x—3x-3h -3h
9'(x) = ( +h)—g(x) _imXth X _im X(x+h) . x(x+h) -3h _lim -3 _—_3;.
h h-0 h h—0 h h»O h rHO X(x+h)h  h-0x(x+h) X
Paso3: De donde reemplazando por x =2 en esta Ultima, g'(2) = (5 —%.
Metodo 3:
Pasol: La definicion alternativa de la derivada de una funcion es: La derivada de una funcion f

ences f'(c)=lim————= f(x) ()

X—C

siempre que dicho limite exista.

Paso2: Usando la definicion alterna, la derivada de la funcion g(x) = 3 en c =2 seria:
X

6 —3x
lim—2X_ i =3 =2) _ =3 _ -3

=lim :
x>2 X —2 o2 2X(X—=2) o2 2X 4

X—2

3 3

. - g(x)-g(2) x 2
2)=lim=—>—"—=——~

9'(2) x—2 X—2 X—2

Paso3: Por reglas de derivacion o repitiendo para un ¢ general, en lugar de 2, el proceso anterior

la funcion g' estaria dada por g'(c) = —%.
c

Cabe aclarar que con esta definicion alterna también se puede realizar el procedimiento descrito

en la forma 2.

Respuestas: *) La derivada de g(x) _3 en x=2 es: g'(2)=——
X

*) Lafuncion g' estaria dada por g'(x) =
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Anélisis de pertinencia métodos 2y 3.

Las identificaciones, discriminaciones, interiorizaciones y encapsulamientos que se harian
teniendo en cuenta las estrategias de solucion denominadas método 2 y 3, serian las mismas
realizadas en el método 1, aunque el orden en los célculos sean diferentes, por ejemplo en el
método 2, lo que se calcula primero es la funcion derivada de g y luego la derivada puntual en
X =2, mientras que en el metodo 3 se sigue el mismo orden del método 1, aclarando que la
férmula alterna de la derivada solo se da y se utiliza en el texto, para determinar si una funcion es
0 no derivable en un punto, razon por la cual puede ser probable que ningun estudiante la utilice

en su procedimiento de justificacion.

Situacion 2)
Utilice la grafica de la funcion f (dada al lado izquierdo), para trazar la gréfica de la funcion f'

(al lado derecho). Defina analiticamente f '(x) y calcule f'(-1). Justifique sus respuestas.

wY
|

Meétodos de solucion:

Método 1:

Paso 1: La pendiente m de la recta que contiene al segmento que une los puntos (-3,0) y

(-1,4), y que forma parte de la grafica de f , estd dada por la expresion m = % = % =2,

es decir que f'(x)=2 para x en el intervalo (-3,-1). Por lo tanto, la grafica de f' en el

intervalo (—3,-1) es el segmento de recta (por encima del eje x con ordenada constante 2) que
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se representa en la grafica de la derecha, sin incluir sus valores extremos pues en dichos puntos la

graficade f no tiene una recta tangente.

Paso2: La pendiente m de la recta que contiene al segmento que une los puntos (-1,4) y

4-4 0
=—=0,es
0-(-1) 1

(0,4), y que forma parte de la grafica de f , esta dada por la expresion m =

decir que f'(x)=0 para x en el intervalo (—1,0). Por lo tanto la gréfica de f' en el intervalo
(—1,0) esel segmento de recta (sobre el eje x con ordenada constante 0) que se representa en la
gréafica de la derecha sin incluir sus valores extremos pues en dichos puntos la graficade f no

tiene una recta tangente.

Paso 3: La pendiente m de la recta que contiene al segmento que une los puntos (0,4) y (2,0),

y que forma parte de la gréfica de f, estd dada por la expresion m = g;g = _—3 =-2, es decir

que f'(x)=-2 para x en el intervalo (0,2). Por lo tanto la graficade f ' enelintervalo (0,2)

es el segmento de recta (por debajo del eje x con ordenada constante -2) que se representa en la

gréafica de la derecha sin incluir sus valores extremos pues en dichos puntos la graficade f no

tiene una recta tangente.

Paso 4: El método anterior no calcula los valores de la funcion f'en x=-3,-1,0 y 2, pues en
los puntos (—3,0), (—1,4), (0,4) y (2,0) la grafica tiene un punto angular o anguloso, es decir,
no tiene una recta tangente y por lo tanto f' no esta definida en dichos valores de x, y asi los
puntos respectivos no hacen parte de la grafica de f' y los trazos en dichos puntos seran

representados  por puntos abiertos. Consecuentemente las derivadas  puntuales
f'(=3), f'(-1), f'(0) y f'(2) no existen.
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En conclusion, la gréafica de la funcion f' quedaria como aparece arriba al lado derecho de la
grafica de f 'y su regla de correspondencia estd dada por la expresion

2 si —-3<x<-1
f'(x)=4 0 si -1<x <0 Y f'(-1) noexiste.
-2 si O0<x<?2

2 si —-3<x<-1
Respuestas: *) f'(x)=9 0 si -1<x <0 *) f'(-1) No existe.
-2 si O0<x<?2

Analisis de pertinencia.

Para escribir los pasos 1, 2, 3 en el proceso de solucion, se ha debido interpretar apropiadamente

la primera parte del problema (Utilice la gréafica de la funcion f , para trazar la grafica de la
funcion f '), lo cual implica reconocer, el concepto de funcién (no tendria sentido la pregunta sin

este reconocimiento), y en el simbolo f ' la funcion derivada de f .

Implica, de otro lado, asociar, para efectos de su calculo, la funcién derivadade f (f') con la
funcion de pendientes de rectas tangentes en la gréfica de f, que por la configuracion de la
grafica de la funcién f mediante segmentos rectilineos resulta constante a trozos, igual a la
pendiente del correspondiente segmento rectilineo, en el trozo indicado del dominio de f . Esta

asociacion es uno de los actos de comprension que demanda la apropiacion del significado

geométrico de la derivada y que tiene como referente el plano 2c.

El éxito de la accién que conduce al trazado de la grafica de f' depende de la utilizacion y

adecuada aplicacion de la formula para el célculo de pendientes de un segmento de recta y a la

interpretacion geometrica, en los trozos considerados del dominio de f , de la expresion analitica

f'(x) =k, k constante.
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La estrategia de calculo utilizada, anticipa que en los pasos 1, 2, 3 no se calculan los valores de

f' en los puntos donde x=-3,-1,0 y 2,y que dichos puntos requieren de un tratamiento

diferente. La indicacion de que “es necesario calcular la pendiente de la recta tangente a la grafica

f en x=-3,-1,0 y 27, supone la identificacion en el contexto geométrico, de la pendiente de

la recta tangente en un punto de la gréfica con derivada en el valor correspondiente en el dominio

de f, lo que a su vez representa un segundo acto de compresion que se ha asociado con la

apropiacion del significado geométrico de la derivada (referente plano 2c). La discriminacién
sobre una gréfica entre puntos que tienen y no tienen tangente, que permite determinar que la

graficade f no tiene una recta tangente en los puntos (-3,0),(-1,4),(0,4) y (2,0), y la asociacion

entre pendiente de la tangente y derivada en un punto, permiten la conclusion de que
f'(3), f'(-D, f'(Q) y f'(2) no existen.

La respuesta a la segunda parte del problema (Defina analiticamente f'(x) y calcule f'(-1)),

simplemente capitaliza los resultados obtenidos en el proceso de trazado de la gréfica, a partir del

reconocimiento de lo representado por los simbolos f'(x) y f'(-1) e implica poner en juego el

esquema semidtico de definicion analitica, por partes, de una funcion.

Es importante destacar que en el proceso de solucion exitosa del problema ingresa un
conocimiento soporte que vale la pena identificar: i) EI concepto de funcién, el reconocimiento

de su grafica y el simbolismo g, g(a) para representar, respectivamente, una funcion como un

todo y como un valor de ella en un punto de su dominio. ii) El concepto de pendiente de una recta
y la formula que permite calcularla mediante las coordenadas de dos puntos sobre ella. iii) La

interpretacion gréafica de la expresion analitica f'(x) =k. iv) El esquema semidtico mediante el

cual se define una funcion a trozos.

Es también pertinente observar que en el proceso de solucion se hace necesario discriminar entre

lo que representan matematicamente, en el marco de la definicion de derivada, los simbolos f', 0
f'(x) y f'(-1), f'(0), discriminacion asociada al acto de comprension en la apropiacion del

significado matematico de la definicion de derivada (referente plano 1b). De otro lado, la
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coherencia entre las acciones realizadas para el célculo de la funcion f' y los valores tipo f(a)

y las asociaciones correspondientes a la funcion de pendientes y pendiente de la tangente en un
punto dado de la grafica indican, en el caso de un solucionador particular la adecuada
interiorizacion y encapsulamiento. Y que son referentes en la apropiacion tanto del significado

matematico como geomeétrico del concepto de derivada.

Método 2:

El problema también se puede resolver sin poner en juego las correspondencias descritas en el eje
de referencia 2c. Considerando el mismo nimero de pasos del método 1, pero utilizando la
pendiente de cada segmento de recta calculada (pasos 1, 2 y 3), para hallar la respectiva ecuacion

en el dominio dado, y asi determinar analiticamente la regla de correspondencia de la funcion f
a trozos, luego calcular f ' utilizando las reglas de derivacién y por ultimo analizar las derivadas
puntuales en x =-3, -1, 0 y 2 (paso 4), ya sea utilizando la formula alternativa de derivada o

recurriendo a la gréfica de la funcion f dada.

Cabe aclarar que para determinar analiticamente la regla de correspondencia de la funcion f a

trozos, podria no ser necesario hacer referencia a la pendiente de cada segmento, sino calcular

directamente la ecuacién de cada uno de ellos utilizando la formula y -y, =2-%(x-x,), pero

X=X,

esto podria indicar la ausencia del concepto basico de pendiente de una recta.

2Xx+6 si —3<x<-1
Aplicando dicho proceso, tal como se indico, se tiene que f(x)={ 4 si —1<x<0, Y

—-2X+4 si 0<x<2

2 si —3<x<-1
f'(x)=4 0 si -l<x<0,lacualnoestadefinidaen x=-3,-1,0y 2 pues la funcion f no

-2 si O<x<?2

es derivable en dichos valores ya que los limites laterales en cada valor son diferentes:
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i -3 (2x+6)-0_ . 2(x+3) _

Para x=-3, = lim 2=2, mientras que
x—>—3" X+3 x—>—3" X+3 x>-3" X+3 x—>—3"
. f(x)-f(-3 . . g
lim ()—3() no existe, debido a que f no esta definida para x < 3.
x—>—3" X+
Para x=-1, lim TO=TED _ y @404 2424 2(x+1):2’ mientras  que
x>-1" x+1 x—>1  X+1 x>1 X+1 x>-1 X+1

lim T _ i 24 o,

x—>-1" x+1 x>-1" X+1
Para x =0, lim T0-1O) _ Iim4_4=0, mientras que |imwz |imw=_2”
x—0" Xx—0 =0~ X x—0* x—0 x—0* X
Para x=2, lim T0=1@) _ iy X0 _ ;) —2x=2) lim-2=-2, mientras que
X—2~ X—2 X—2" X—2 x—>2~ X— X—2"
Iimsz(z) no existe, debido a que f no esté definida para x> 2.
x—2* X—

Cabe resaltar que la no derivabilidad de la funcion f en los valores ya mencionados, se puede
concluir recurriendo a la gréafica de la funcion f dada, ya que su gréfica no tiene una recta
tangente en los puntos (-3,0),(-1,4),(0,4) y (2,0). Asi utilizando cualquiera de las
alternativas, se concluiria que f'(-1) no existe y la grafica de la funcion f' quedaria como

aparece al lado derecho de la grafica de f.

Anélisis de pertinencia método 2.

Como en el método 1, los planteamientos iniciales del proceso de solucion sefialan el
reconocimiento del concepto de funcién, y del simbolo f' como la funcién derivada de la
funcion f, ademas la utilizacién y adecuada aplicacion de una formula para el célculo de
pendientes de un segmento de recta, asi como la gréfica de una funcién lineal a trozos. Pero a
diferencia de éste, no se pone en juego la correspondencia entre la funcion de pendientes de
rectas tangentes a la curva con la funcion derivada (referente 2cii), en su reemplazo, se utilizan y

aplican formulas para calcular ecuaciones de rectas y asi definir correctamente los trozos de la
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funcion f con sus respectivos dominios que harén parte de la expresion analitica de la regla de
correspondencia de la funcion. Por otro lado, es necesario el reconocimiento de f como una

funcion numérica definida a trozos, lo cual conduce a que la funcion derivada se calcule por
partes, por derivacion directa mediante reglas, y al mismo tiempo, que los valores de

x=-3, -1, 0 y 2 no deben pertenecer a su dominio ya que en dichos valores la funcion derivada

no existe, lo cual puede suponer, de un lado, si se utiliza la formula alternativa de la derivada, el
reconocimiento global y local de la representacién analitica de la definicion de derivada y la
secuencia operativa que se debe poner en juego y que constituye el primer acto de comprensién
asociado con la apropiacién del significado matematico de la derivada (referente 1a) y por ende
requiere de la disponibilidad del concepto de limite y del esquema de célculo con funciones
definidas a trozos y, por implicacion, una apropiacion del significado matematico de la definicién

de derivada. Y del otro lado, si se recurre a la grafica de la funcion f, la identificacion en el

contexto geometrico, de la pendiente de la recta tangente en un punto de la grafica con derivada

en el valor correspondiente en el dominio de f , lo que a su vez representa un acto de compresion

que se ha asociado con la apropiacion del significado geometrico de la derivada (referente 2ci).

Las consideraciones anteriores permiten concluir que la pertinencia del item 2, para confrontar en
el alumno la apropiacion que ha realizado del concepto de derivada, presenta variaciones segun el
método de solucion utilizado. Ambos métodos requieren de la apropiacion parcial del significado
matematico de la derivada en lo que respecta a los referentes 1b) y 1c). Mientras que en el
método 1, se ponen en juego, ademas, otros actos de comprension relacionados con la
interpretacion geomeétrica de la derivada, referentes 2cii y 2d. Por su parte el método 2, podria
suponer la apropiacion del significado matematico al poner en juego los otros actos de
comprension agrupados en el referente 1a) o la apropiacion parcial del significado geométrico de

la derivada en lo que respecta al referente 2ci. Tal como se indica en la matriz de pertinencia.
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Situacion 3)

2x—4 si x<£2
Dada la funcion f(x)= . . Determine, de ser posible, la funcion Yy y los
4-2x si x>2

valoresde f'(0) y f'(2). Justifique sus respuestas.

Meétodos de solucién:

Método 1:

Puesto que f es una funcién definida a trozos calculamos su funcion derivada Y también a

dx

trozos, aplicando la definicion de derivada.

Paso 1: Aplicamos la definicion para valores x en el dominio de f tales que x<2,

. 2X+2h—-4-2x+4 . 2h .
lim =lim—=Ilim2=2.
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

Y i SN = ) i 20 —4—-(2x-4)
dx h-o0 h

Paso 2: Aplicamos la definicion para valores x en el dominio de f tales que x>2,

ﬂ:“m f(x+h)—f(x) :“m4—2(x+h)—(4—2x) :“m4—2x—2h—4+2x :“m—Zh Clim_2— 2.

dx h-o0 h h—0 h h—0 h h—»0 h h—0

Paso 3: Aplicamos la definicion para x =2,
lim T )= 1Q@) _ i X=4)=0_ ;1 2=2) _ o)

X2~ X—2 x—2~ X—2 X2~ X—2 x—2~ y
lim 1= 1@y 422070 _ o 22072 _ oy 5 o)
x—2* X — x—2* X — x—2* X — x—2*

Como los limites laterales no coinciden, la funcidén no es derivableen x=2.
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De donde podemos concluir que —= 5 s 5 la cual no estd definida en x=2.
-2 si x>

dy | 2 si x<2
dx

Consecuentemente, f '(2) no existe y como f'(0) es el valor de la funcion % en x=0 se

X

puede concluir que f'(0)=2.

Analisis de pertinencia.

Los planteamientos iniciales en el proceso de solucion sefialan, explicitamente, de un lado, el

reconocimiento del simbolo d_y como la funcion derivada de la funcién f vy, de otro, el

X
reconocimiento de f como una funcién numérica definida a trozos, lo cual conduce a que la
funcion derivada se calcule por partes. Los pasos en los que se estructura el plan de solucién de la
situacion permiten inferir con toda claridad que se realiza el reconocimiento global y local de la
representacion analitica de la definicion de derivada y la secuencia operativa que se debe poner
en juego y que constituye el primer acto de comprension asociado con la apropiacion del
significado matematico de la derivada (referente 1a). Los procesos de calculo pasan por la
interpretacion del rol de la funcion f en dicha expresion y la forma como se calcula con ella,
segun su definicién a trozos. El paso 3 en el que se calcula el valor de la funcién derivada en
x = 2, permite inferir que se reconoce que los valores de la funcion f siguen reglas diferentes a

la izquierda y derecha de 2y, por lo tanto, el calculo del limite que define derivada en 2, no se
puede aplicar como en los pasos 1y 2, por lo que se aplica el método de los limites laterales. Es
decir, este proceso de célculo requiere de la disponibilidad del concepto de limite y del esquema
de célculo con funciones definidas a trozos y, por implicacion, una apropiacion del significado

matematico de la definicion de derivada.

La respuesta f'(0) =2, permite inferir que se identifica lo representado por los simbolos % y
X

f',yque f'(0) sereconoce como el valor puntual de la derivada en 0. En la respuesta “ f '(2)

no existe”, se capitaliza el resultado del paso 3, mediando de nuevo las identificacion de lo
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representado por los simbolos % y f',yque f'(2) sereconoce como representacion de un
X

posible valor puntual de la derivada en 2. El proceso de solucion utilizado supone, por lo tanto, la
discriminacion de los dos productos de la definicion de derivada, lo que constituye el segundo
acto de comprensién que se asocia con la apropiacién del significado matematico de la derivada
(referente 1b). Es claro también, a posteriori, que en el caso de un solucionador particular que
utilizara esta manera de enfrentar el proceso de solucion de la situaciéon 3, ha debido realizar los
procesos de abstraccion reflexiva contemplados en el referente 1c, relacionados con la

apropiacion del significado matematico de derivada.

Es importante destacar la importancia del conocimiento soporte requerido para que el proceso de
solucion tenga éxito. En primer lugar el concepto de funcién y la apropiacion del concepto de
limite. En segundo lugar la disponibilidad del esquema de definicion, por partes, de una funcion

numeérica.

Meétodo 2:
El problema también se puede resolver sin poner en juego la definicion de derivada.
Considerando el mismo numero de pasos del método 1, pero tendiendo en cuenta que “la funcién

f es una funcién definida a trozos y cada trozo es un polinomio de grado uno, entonces la
funcion es derivable en todo punto excepto posiblemente enx=2", por lo que la funcion

derivada d_y de f puede calcularse aplicando formulas de derivacion segun las expresiones que
X

definen las diferentes partes de la funcion f (en los pasos 1y 2) y analizando separadamente su
valor en x =2 (paso 3), para lo cual se recurre a la grafica de la funcion f .
I Aplicando reglas de derivacion, tal como se indico, se tiene

N dy {2 si x<2

. que —= = ) , la cual no esta definidaen x=2
-2 si x>2

\ pues la grafica de f no tiene una recta tangente en el punto

. (2,0) y por consiguiente no es derivable en x=2. Es
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decir f'(2) no existe y puesto que f'(0) es el valor de la funcion % en 0 se puede concluir
X

que f'(0)=2.
Analisis de pertinencia método 2.

Como en el método anterior, los planteamientos iniciales del proceso de solucion sefialan el

reconocimiento del S|mbolo—y como la funcion derivada de la funcién f vy, de otro, el

dx

reconocimiento de f como una funcién numérica definida a trozos, lo cual conduce a que la

funcion derivada se calcule por partes, pero en este caso, el proceso de célculo, pasos 1y 2, no
pasa por la aplicacion de la definicion de derivada, sino por la derivacion directa mediante reglas
(polinomios). En el paso 3 tampoco se recurre a la definicion de derivada y al calculo del limite
involucrado mediante limites laterales. En este caso se recurre a la construccion de la grafica de

la funcion f reconociendo que las expresiones que definen sus trozos corresponden a lineas
rectas que se cortan en el punto (2,0) tal como se indica en la grafica. EI argumento utilizado

para concluir sobre la no existencia de la derivada en x =2, plantea explicitamente el
reconocimiento de la correspondencia entre la derivada de una funcion en un punto y la pendiente
de la recta tangente a la gréfica de la funcion en el punto correspondiente, que constituye un acto
de comprension asociado con la apropiacion parcial de la interpretacion geometrica de la

derivada (referente 2ci).

Como en el método de solucion 1, el seguimiento posterior de las respuesta dada permite inferir

que se identifica lo representado por los simbolos % y f',yque f'(0) se reconoce como el

X
valor puntual de la derivada en 0, y que por lo tanto se discriminan los dos productos de la
definicion de derivada, que constituye el segundo acto de comprension que se asocia con la
apropiacion del significado matemético de la derivada (referente 1b). Igualmente, que en el
solucionador particular se ha debido realizar los procesos de abstraccion reflexiva contemplados

en el referente 1c, relacionados con la apropiacion del significado matematico de derivada.
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En este caso, el conocimiento soporte que se debe poner en juego no incluye el concepto de

limite, pero emerge el proceso de construccion de la grafica de f que implica el reconocimiento

de la gréfica de sus trozos a partir de sus correspondientes expresiones analiticas.

Otras alternativas de solucién: Es posible identificar tres alternativas méas de solucion de este
item. El que podriamos Ilamar método 3, podria tomar como base el metodo 1, es decir siguiendo
los mismos pasos 1y 2, pero en el paso 3, en lugar de definir el calculo de la derivadaen x =2,
utilizando la definicion, se definiria mediante consideraciones geométricas, paso 3 del metodo 2
para este caso, es decir recurriendo a la grafica de la funcion f . En este caso el proceso de
solucion supone actos de comprension relacionados con los referentes 1a, 1b, 1c; implicaria,
adicionalmente, un acto de comprension asociado con la apropiacién parcial de la interpretacion

geométrica de la derivada (referente 2ci).

El que llamariamos método 4, toma como base el método 2, pero, en lugar de definir el calculo
de la derivada en x =2 mediante consideraciones geométricas, se definiria siguiendo el mismo
procedimiento del método 1, es decir en forma analitica y no se necesitaria recurrir a la gréfica de
la funcion f . En este caso el proceso de solucidn supone actos de comprension relacionados con
los referentes 1a, 1b, 1c; implicaria, adicionalmente, conocimientos sobre céalculo de derivadas de

polinomios.

El método que Ilamariamos método 5, seria una aproximacion radicalmente geometrica y partiria

de la construccion de la grafica de f. A partir del reconocimiento de Y como la funcién

dx
derivada y su identificacion con f', la funcion derivada se calcularia siguiente los tres pasos
indicados pero en cada caso apoyandose en la interpretacién geométrica de la derivada. De esta

manera los actos de comprension involucrados estarian asociados a los referentes, 1b, 1c, 2c, 2d.

Las consideraciones anteriores permiten concluir que la pertinencia del item 3; para confrontar la
apropiacion que el estudiante ha realizado del concepto de derivada, presenta variaciones segln

el método de solucién utilizado. Todos los métodos requieren de la discriminacion de los dos
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productos en la definicion de derivada (referente 1b), y los procesos de abstraccion reflexiva que
se asocian con el referente 1c (ambos relacionados con la apropiacion del significado matematico
de la derivada). En el método 1, se pone en juego todos los actos de comprension relacionados
con el significado matematico de la derivada. En el método 2, ademas de los que forman parte del
nacleo comun se pone en juego el acto de comprension que asocia pendiente y derivada puntual
(referente 2ci). En el método 3 igual que en el método 1 y adicionalmente el acto de comprension
que asocia pendiente y derivada puntual (referente 2ci). En el método 4 igual que en el método 1.
En el método 5, ademas de los que forman parte del nicleo comun se pone en juego los actos de
comprension relacionados con las versiones en contexto (referentes 2c y 2d). Este espectro de la
pertinencia de la situacion 3, segin el método de solucion se puede visualizar en la matriz de

pertinencia.
Hay también variaciones en el conocimiento de soporte requerido en cada método.

Situacion 4)
La recta tangente a la grafica de una funcion y = g(x) en el punto (2,—3) pasa por el punto

(5,6). Encontrar g(2) y g'en x = 2. Justifique sus respuestas.

M¢étodo de solucion:

Como la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion y = g(x), en el punto (2,-3),

esta dada por la derivada de g, g', en x=2, basta calcular la pendiente de la recta tangente que

pasa por el punto de tangencia (2,—3) y el punto (5,6) utilizando la formula m :u, de
Xy =%

donde g'(2)=6;—(_23)=g=3. Y puesto que (2,—3) es el punto de tangencia a la gréfica, la

ordenada —3 dael valor de g en laabscisa 2. Estoes g(2) =-3.

Respuestas: *) g(2)=-3 y *) g'en x=2es 3.
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Anélisis de pertinencia.

En el proceso de solucion de la situacion, al identificar la pendiente de la recta tangente en el
punto (2,—3) con la derivada de la funcion g en x=2, g'(2), y calcular la pendiente de la recta
tangente a la gréfica en el punto (2,—3) y que pasa por el punto (5,6), se observa como
explicito el acto de comprension i) incluido en el proceso de apropiar las versiones en contexto
del concepto de derivada (referente plano 2c). Y teniendo en cuenta ademas la identificacion de
g(2) como el valor de la funcion g en 2,y g' en x=2 como el valor de la funcion derivada de
g en 2, se hace visible igualmente, el reconocimiento de g' como la funcion derivada de g y su
distincion de la derivada puntual g'(2), que constituye el acto de comprension mediante el cual
se define el plano de referencia para la comprension 1b (discriminacion de los dos productos de

la definicion de derivada).

En segundo lugar, el reconocimiento de los simbolos g'y g'(2), constituye por lo menos, un

indicio parcial de que se han realizado los procesos de interiorizacidn y encapsulamiento a que se

hace referencia en los planos de referencia 1c y 2d.

En conclusion, el item 4, se puede considerar pertinente para confrontar parcialmente en el
alumno la apropiacion de la interpretacion geometrica del concepto de derivada, en particular, la
identificacion de derivada en un punto, con la pendiente de la recta tangente en dicho punto
(referente plano 2ci) y el proceso de interiorizacion y encapsulamiento a que se hace referencia
en (plano 1c y 2d). Esta pertinencia del item frente a la confrontacion se registra en la Tabla de

pertinencia.

Es importante destacar que, tanto en la interpretacion del problema, como en la solucién exitosa,

hay una presencia importante del conocimiento que hemos denominado “de soporte” tales como:

L LT3 L LT3

“funcion definida como y = g(x) ”, “gréafica de una funcion”, * g(2) como el valor de la funcion
g en 2” y “pendiente de una recta y formula para calcularla con base en las coordenadas de dos

puntos sobre ella”.
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En el proceso de solucion se pueden identificar varios actos de comprension que se realizan
poniendo en juego conocimiento soporte. Tal es el caso de los actos de comprension de
“discriminar” entre la informacion dada (situacion, contexto del problema) y la pregunta que
debe resolver en dicho contexto (dandole sentido al problema), “sintetizar” una representacion

personal de la recta tangente a la grafica de la funcion g, a partir del reconocimiento del
significado de las expresiones “funcion definida como y = g(x) ”, “recta tangente a la grafica de
una funcion”, “punto (2,—3) como coordenadas del punto de tangencia”, “puntos de
coordenadas (2,-3) y (5,6) como determinantes de la recta tangente” y “reconocimiento” de

g(2) como el valor de la funcion g en 2.

El acto de “identificar” pendiente de la recta tangente en el punto (2,—3) con la derivada de la
funcion g en 2”, organiza la accion del sujeto que implica el célculo de la pendiente. Igualmente,

el “identificar” el rol de las ordenadas y las abscisas en la configuracion de la formula también es

un acto de comprension, fundamental para poder realizar el calculo correcto.

Se observa, de otro lado, que el concepto de “recta tangente a la grafica de una funcion”, la forma
como se ubica el punto de tangencia respecto a la gréafica y la recta tangente como punto comdn”
estan relacionados con la definicion de pendiente de la recta tangente que se formaliza mediante
la derivada y que viene a ajustar el concepto de tangente que todos nos formamos en el estudio de

la geometria euclidiana.
Situacion 5)
La distancia, medida en pies, que recorre un cuerpo en caida libre sobre la superficie terrestre esta

dada aproximadamente por la formula s(t) =5t?, donde t representa el tiempo en segundos.

Responda las siguientes preguntas y justifique su respuesta:

a) ¢Cudl es la formula para la funcion velocidad del cuerpo en caida libre?
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b)

M¢étodo de solucion:

Como la funcion velocidad esta definida por la funcion derivada de la funcion posicion s(t),

entonces la funcion velocidad esta dada por v(t) = s'(t) =10t, medida en pies por segundo.
Respuesta: La funcion velocidad es v(t) =10t , medida en pies por segundo.

¢ Cuél es la velocidad del cuerpo en el tercer segundo?

Método de solucion:

Utilizando la funcién velocidad determinada en el literal a), se puede calcular la velocidad del

cuerpo en el tercer segundo como Vv(3) =10*3 =30 pies por segundo.
Respuesta: La velocidad del cuerpo en el tercer segundo es de 30 pies por segundo.
¢Cudl es la velocidad media del cuerpo entre el tercer y cuarto segundo?

M¢étodo de solucion:

Como la velocidad media esta dada por la formula cambioen ladistancia _ As _s, =S, entonces
cambioeneltiempo At t, -t

la velocidad media del cuerpo entre el tercer y cuarto segundo serad

As _s(4)-s(3) _90-45

= 45 pies por segundo.
At 4-3 1 PIesp g

Respuesta: La velocidad media del cuerpo entre el tercer y cuarto segundo es de 45 pies por

segundo.

66



Anélisis de pertinencia.

En la respuesta a la pregunta a) (¢Cual es la formula para la funcion velocidad del cuerpo en
caida libre?) planteada por la situacion, se hace explicita, la identificacion de la correspondencia

entre la funcion velocidad y la derivada de la funcion posicion s(t), acto de comprension ii)

incluido en el proceso de apropiar las versiones en contexto del concepto de derivada (referente

plano 2c). Cabe aclarar que en la respuesta no es indispensable introducir el simbolo s'(t), pero

en el caso de ser utilizado, se puede inferir el reconocimiento y encapsulamiento en el simbolo

s'(t), con el término funcion derivada de s(t) o funcion velocidad v(t) = s'(t), que constituye el

acto de comprension mediante el cual se define el plano de referencia para la comprension 2d.

Al responder la pregunta b) (¢ Cudl es la velocidad del cuerpo en el tercer segundo?), se puede
inferir la identificacion de la correspondencia entre la funcién velocidad en el tercer segundo, con
el valor de la derivada de la funcion posicion en t =3, que constituye el acto de comprension i)
incluido en el proceso de apropiar las versiones en contexto del concepto de derivada (referente
plano 2c). Ademas cabe destacar que fundamentalmente un acto de comprension recae sobre el
concepto soporte de funcion, especialmente en el calculo de imagenes a travées de la regla de

correspondencia dada analiticamente.

Por altimo, al responder la pregunta c) (¢Cual es la velocidad media del cuerpo entre el tercer y
cuarto segundo?), se observa la identificacion de la formula que define la velocidad media de un
cuerpo, resaltando que, el identificar en dicha férmula el papel que juegan tanto los dos valores
del tiempo, como sus imagenes, es decir las respectivas distancias recorridas en dichos tiempos,
es un acto de comprension fundamental para realizar el calculo correcto de la velocidad media
pedida. De esta manera este item confronta solamente conocimiento que se ha denominado “de

soporte”.

En conclusion, la situacion 5, se puede considerar pertinente para confrontar parcialmente en el

alumno la apropiacion de la interpretacion fisica del concepto de derivada, en particular, la
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identificacion de derivada con la velocidad (referente plano 2cii) y dependiendo de las
producciones de los estudiantes, el proceso de interiorizacion y encapsulamiento al que se hace

referencia en el plano 2d. Esto se encuentra registrado en la tabla de pertinencia.

De otro lado, se puede observar que en la solucién de los items b) y c); de esta situacion, como se
dijo anteriormente, aparece la identificacion de varios actos de comprension que se realizan
poniendo en juego conocimiento soporte: “funcion” especialmente en el calculo de imagenes a
traves de la regla de correspondencia dada analiticamente, disponibilidad y adecuada aplicacion

de la formula para el célculo de la velocidad media de un cuerpo.

Situacion 6)
Teniendo en cuenta que el dibujo que aparece a continuacion se utiliza para explicar el porque la

derivada de una funcion y=f(x) en un punto se define como jim 4Y _ jjm T *A0=106) () |
AX

Ax—=0 AX Ax—0
si este limite existe. Seleccione la respuesta correcta o responda cada pregunta, en cualquier caso

justifique claramente:

g +Ax)

Filxg)

a) ¢En qué punto de la grafica, la formula (*) da la derivada de la funcion?

i) En P i) En Q. iii) EnPy Q. iv) En R.

Justificacion 1 de la eleccion: En la gréafica segun la formula, cuando Ax — 0, se tendré que

X, + AX — X, , de donde f(x, +Ax) —> f(x,) y asi el punto Q tiende al punto P, por lo que

la formula (*) dard la derivada de la funcion en el punto P.
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b)

Justificacion 2 de la eleccion: Ya que la expresion (*) se interpreta geométricamente
como la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion y = f(x) en un punto, en

este caso P(x,, f(x,)).

¢Cuél es la interpretacion geométrica de la expresion (*) que define la derivada de una

funcion en un punto? De su representacion grafica en el dibujo dado.

Respuesta y Justificacion:

fGx + A} La expresion (*), se interpreta geomeétricamente como la

pendiente de la recta tangente (recta representada en

color rojo en el dibujo) a la grafica de la funcién

ﬁ y = f(x) enel punto P(X,, f(X,)). Ya que la recta que
. pasa por P y Q es una recta secante cuya pendiente
. Bt podemos calcular sustituyendo en la formula

- f(x, +A)—f f(x, +A)—f
m:u, de donde m,.= 0o +&9 (XO): G+ &9~ ) y asi, en el limite cuando

X, =% (% +)—X, AX
AX — 0 se tendra que x, +AXx —> X, Yy f(X, +Ax) — f(x,) de donde, el punto Q tiende al
punto P, lo que implica que la recta secante PQ se aproxima a la recta tangente a la gréfica
de la funcion f en P y, consecuentemente, la pendiente de la recta secante se aproximara
cada vez més a la pendiente de la recta tangente a la grafica de f en el punto P, siendo esta

la posicién limite.

¢Cuéndo AX tiende a 0 qué pasa con el cociente A%X ?

i) Seanula. i) Es un ndmero infinitamente pequefio.

iii) Tiene por limite un numero. iv) Se indetermina.
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Justificacion de la eleccion: Como la pregunta propuesta es equivalente a ¢Que pasa con

Aleinc)&y ?, y segun el enunciado de la situacion, dicho limite define la derivada de la funcion

y=f(x) en un punto, en este caso el punto P(x,, f(X,)), entonces el nimero que da el valor

de la derivada de la funcion f, enel punto P sera el limite de A%x cuando AX tiende a 0.

d) La derivada definida anteriormente, se obtiene si en el cociente A%X
i) Ax=0. i) Ax=0.

iii) Ax esun ndmero infinitamente pequefio. iv) Ninguno de los anteriores.

Justificacion de la eleccion: La derivada de la funcion f en un punto, definida en el

enunciado del problema, requiere del concepto de limite, el cual se entiende como el nimero

al cual tiende A%X cuando AXx tiende a 0, como a su limite, es decir sin alcanzar el 0, esta

interpretacion no se compagina con ninguna de las tres primeras opciones y, por lo tanto la

opcion correcta es la iv).

Anélisis de pertinencia.

Cuando para la pregunta 6a (¢En qué punto de la grafica, la formula (*) da la derivada de la

funcién?), se selecciona la opcion i) (En P), y se tiene en cuenta la justificacion denominada 1,
se puede inferir, de un lado, que se realiza el reconocimiento global, mediado por la
representacion grafica, de la secuencia de operaciones mediante la cual se establece la definicion
simbolica de derivada, que aparece parcialmente, como uno de los actos de comprension
establecidos en el proceso de apropiar el significado matematico del concepto de derivada
(referente plano 1a). De otro lado, el reconocimiento, como limite, de la definicion de derivada de
una funcion en un punto, (uno de los productos de la definicion de derivada) pues ello implica
que debe ser un numero, acto parcial de comprension requerido para la apropiacion del

significado matematico de la derivada (referente 1b). Ademés dicha justificacion se apoya
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fuertemente en el concepto de limite de una funcion numérica en un punto dado de su dominio,

identificacion del desplazamiento del punto genérico Q hacia el punto P mediante la
interpretacion geométrica sobre la grafica de f, de las expresiones X,+AX—>X,, VY
f(x,+M)—f(x,), o que supone, como soporte, la interpretacion analitica del simbolo f(x,+Ax).

Ahora, teniendo en cuenta la justificacion denominada 2, se pueden inferir los mismos actos de
comprension descritos para la justificacion 1 (referentes plano la y 1b), pero dichos

reconocimientos estan mediados por la identificacion de la correspondencia entre la formula (*)

y la pendiente de la recta tangente a la gréfica de la funcion en un punto (referente plano 2ci).

Cuando se responde a la pregunta 6b (¢, Cual es la interpretacion geométrica de la expresion (*)
que define la derivada de una funcion en un punto?) que la expresion (*), se interpreta
geométricamente como la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcién y = f(x) enel
punto P(x,, f(X,)), cabe la posibilidad que dicho reconocimiento sea memoristico, que no

incluya las identificaciones de las correspondencias expresadas en algunos planos de referencia
para la comprension de las versiones de derivada en contexto. Este caracter memoristico se
descarta cuando dicha respuesta se justifica, pues es explicito el reconocimiento del proceso de
limite de las rectas secantes a la recta tangente en el punto P de anclaje, y en la discriminacion
de este proceso de limite, del limite asociado con la aproximacion de la pendiente de las rectas
secantes a la pendiente de la recta tangente, reconocimiento y discriminacion que definen un
primer conjunto de actos de comprension asociados con la interpretacion geométrica de la
derivada (referente 2a). Ademas se puede inferir, el reconocimiento de la correspondencia entre
el cociente incremental y la pendiente de la recta secante que pasa por los puntos P y Q, y entre el
proceso de aproximacion de la pendiente de la recta secante a la pendiente de la recta tangente en
el punto P, y el reconocimiento de la secuencia de operaciones en la representacion analitica de la
definicion, reconocimientos que definen actos de comprension que tiene como referentes los
planos 2b y la. La justificacion reconoce finalmente la correspondencia entre la derivada en el

punto P dada por la expresion (*) y la pendiente a la grafica de la funcion en dicho punto

(referente 2ci).
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Adicionalmente la justificacion se apoya en algunos conocimientos de soporte, en particular, i)
reconocimiento de las coordenadas de un punto en el plano, ii) concepto de pendiente aplicado a
la recta secante que pasa por los puntos P y Q, iii) el concepto de limite de una funcion numérica

en un punto dado de su dominio, iv) identificacion del desplazamiento del punto genérico Q
hacia el punto de anclaje P mediante la interpretacion geométrica sobre la grafica de f, de las
expresiones X, +Ax—X,, Y f(x+A)—f(x), lo que supone, como soporte, la interpretacion
analitica del simbolo f(x,+Ax), v) reconocimiento y trazado de la recta tangente a la grafica de una

funcion en un punto.

La justificacion de la respuesta seleccionada (opcidn iii): (Tiene por limite un nimero), a la

pregunta 6¢ (¢Cudndo AX tiende a 0 qué pasa con el cociente A%x ?), se fundamenta en el
concepto de limite y en el reconocimiento, como limite, de la definicion de derivada de una
funcién en un punto, (uno de los productos de la definicion de derivada) pues ello implica que
debe ser un nimero. En esta manera de sustentar la respuesta elegida no ingresan consideraciones
geométricas. Se requiere de actos parciales de comprension requeridos para la apropiacion del
significado matematico de la derivada (referentes planos la y 1b), parcialidad que se registra en
la tabla de pertinencia, resaltando el papel importante que juega la apropiaciéon del concepto

soporte de limite de una funcién numérica en un punto dado de su dominio.

En la justificacion de la respuesta seleccionada en d), se hace explicito el reconocimiento de la
operacion limite, aplicado sobre la funcién que define el cociente incremental cuando Ax tiende

a cero (definicion puntual de derivada), el concepto de limite hace el resto. De alguna manera lo

que se pide es, como es la variacion de Ax cuando se escribe que IlmoA—y existe.
AX— X

Cabe resaltar el papel fundamental que juegan varios conocimientos matematicos de soporte,

tanto en las interpretaciones de las preguntas, como en las respuestas, resulta central el concepto

de limite del cociente incremental, pues sin dicho concepto las preguntas no toman sentido.
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Ademas de conceptos como distancia, funcion, razon, pendiente de una recta y gréfica de

funciones.

Situacion 7)
Diga si la grafica de la funcion f(x) = x* —8x* + 2 tiene recta tangente en los puntos (2,-14) y/o

(3,11), en caso afirmativo encuentre la ecuacion de la recta tangente en él o los puntos indicados.

Meétodo de solucion:

La grafica de la funcion f(x)=x*—8x*+2 tendra recta tangente en los puntos (2,-14) y/o
(3,12), si la derivada de la funcion f existe en x=2 y/o x=3, pues dicha existencia de las
derivadas puntuales definen cada una de las pendientes de las rectas tangentes en los puntos
dados. Como al calcular la derivada se obtiene f'(x) =4x® —16x, para la cual tanto f'(2) y
f '(3) existen, entonces la grafica de la funcion tiene recta tangente en los puntos dados. Ademas
como f'(2)=0y f'(3) =60 representan las pendientes de las rectas tangentes en los puntos
(2,-14) y (3,11) respectivamente, entonces las ecuaciones de las rectas tangentes se determinan
utilizando la formula punto-pendiente de una recta dada por y—y, =m(x—x,). Asi:

» La recta tangente que pasa por (2,—14) y tiene pendiente m=0 esta dada por:

y+14=0(x—2), por lo tanto y=-14.

> Larecta tangente que pasa por (3,11) y tiene pendiente m=60 esta dada por:

y—11=60(x-3), por lo tanto y=60x—169.

Respuestas: *) ¢La grafica de la funcion tiene recta tangente en el punto (2,-14)?
NO: . SI: __ X . Ecuacion: y=-14.

*) ¢La gréfica de la funcion tiene recta tangente en el punto (3,11)?

NO: : SI: X . Ecuacion: y=60x-169.
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Anélisis de pertinencia.

En el proceso de solucion de la primera parte de la situacion (Diga si la gréfica de la funcion
f(x) = x* —8x*+2 tiene recta tangente en los puntos (2,-14) y/o (3,11)), al identificar las
pendientes de las rectas tangentes en los puntos (2,-14) y (3,11) con la derivada de la funcion
f en x=2y x=3, se puede inferir claramente que se produce el acto de comprensién i) que hace

parte del proceso de apropiar las versiones en contexto (version geometrica) del concepto de
derivada (referente plano 2c). Se puede inferir adicionalmente la discriminacion entre los dos
productos de la definicion, funcion derivada y derivada puntual (referente plano 1b), pues se
calcula la funcion derivada y se utiliza para calcular derivadas puntuales. Es interesante agregar
que la discriminacion de los dos productos se puede inferir aun asi el solucionador no recurriera a

la utilizacion de los simbolos f'(x), f'(2) y f'(3), realizando la interiorizacion y

encapsulamiento apropiados, por lo menos parcialmente. Cabe aclarar que aunque el uso de estos
simbolos no es indispensable en el proceso de solucién de la situacion, en caso de ser empleados,

por ejemplo, teniendo en cuenta la identificacion de f'(2) y f '(3) como el valor de la funcion
derivada de f en x=2 y x=3, permite inferir que se han realizado los procesos de

interiorizacion y encapsulamiento a que se hace referencia en los planos de referencia 1c y 2d.

Al responder la segunda parte de la situacion (en caso afirmativo encuentre la ecuacion de la
recta tangente en el o los puntos indicados), ademas de inferir los actos de comprension descritos
en el plano de referencia 2c, el proceso de célculo de las ecuaciones de las rectas tangentes,
conlleva los actos de comprension de identificar la formula que permite calcular la ecuacion de la
recta tangente y los roles que desempefian la pendiente y las coordenadas del punto en la

constitucién de la férmula.

En conclusion, la situacion 7, se puede considerar pertinente para confrontar en el alumno la
apropiacion de la interpretacion geométrica del concepto de derivada (referente plano 2ci), la
identificacion y discriminacion de los objetos funcion derivada y derivada puntual (referente

plano 1b) y dependiendo del procedimiento que utilice un solucionador, el proceso de
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interiorizacion y encapsulamiento a que se hace referencia en los planos 1c y 2d. Esta pertinencia

del item frente a la confrontacion se registra en la tabla de pertinencia.

Por otro lado, el conocimiento soporte involucrado en el proceso de solucién de la situacién que
aparece como apoyo fundamental es: recta tangente a la gréafica de una funcion, célculo de
imagenes a través de la regla de correspondencia de una funcion dada analiticamente e
identificacion de la formula y el papel que juega la pendiente y un punto para determinar la

ecuacion de una recta.

Situacion 8)
La siguiente grafica representa la distancia recorrida, en millas, por el conductor de un movil que

conduce durante cierto tiempo, en horas, para llegar a su destino.

Distancia (en millas)

Tiempo (en horas)

a) ¢Cudl de las siguientes graficas, da una representacion mas apropiada de la funcion

velocidad:

i) ii) L)

b) Justifica la repuesta escogida y por qué la NO ELECCION de las otras dos opciones.
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Justificacion:

La eleccion de la grafica ii) como respuesta correcta, se debe a que la grafica dada, representa
una funcién posicion, y como la grafica a seleccionar debe ser, la que de las tres, represente
apropiadamente la funcién velocidad, se tuvo en cuenta que la funcién velocidad es una
funcion derivada, para este caso, la derivada de la funcion posicién. Pero a su vez, la funcion
derivada define también, para la gréfica de la funcion, la funcién de pendientes de las rectas
tangentes a la gréafica. Eso quiere decir, que la pendiente de la recta tangente a la gréfica de la
funcion posicion, en un punto, da la velocidad del mévil en el instante dado por la abscisa de
dicho punto. O sea, que las ordenadas de la funcién velocidad vienen dadas por los valores de
las pendientes de las rectas tangentes. Por lo tanto, el comportamiento de dicha funcion
velocidad lo daré el comportamiento de las pendiente de las rectas tangentes a la gréfica de la
funcion posicion, las cuales son positivas y crecientes a medida que el tiempo aumenta, es

decir que la gréfica de la funcion velocidad debe ser positiva y siempre creciente.

La no eleccion de las otras dos graficas i) y iii), se debe al hecho que la grafica de la funcion
velocidad, como se dijo anteriormente, debe ser siempre creciente, y ninguna de las dos

graficas cumple con esta condicion.

Anélisis de pertinencia.

Realmente la eleccién que se pide hacer en el item a), por si sola no permitiria confrontar

ninguno de los planos de referencia para la comprension del concepto de derivada que se han

definido, pues se podria seleccionar una opcion sin necesidad de realizar ningun tipo de analisis,

simplemente actuando al azar. Mientras que en la justificaciéon de la eleccion que se pide en el

item b), se observa la asociacion de la funcion derivada de la posicion, con la funcion velocidad y

a la vez con la funcidn de pendientes. Esta asociacion, involucra, por partida doble, uno de los

actos de comprensién que demanda la apropiacion del significado en contexto (fisico y

geométrico) de la derivada y que tiene como referente el plano 2cii. Pero el argumento relevante

que conduce a la justificacion correcta de la eleccion de la opcidn ii), depende de la interpretacion
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de los signos y el comportamiento de las pendientes de las rectas tangentes a la gréfica de la
funcidn posicion en su dominio, asocidndolas ademas adecuadamente con las derivadas puntuales
en dicho dominio, acto de comprension que se ha asociado con la apropiacion del significado
geométrico de la derivada (referente plano 2ci). Las dos asociaciones descritas anteriormente
requieren implicitamente, el reconocimiento y la discriminacion de los objetos, funcion derivada

y derivada en un punto, actos de comprensién que tienen como referente el plano 1b.

Se resalta que en el proceso de justificacion de la situacion ingresa el conocimiento soporte de
pendiente de una recta, en particular la identificacion y comparacién grafica del signo de muchas

de ellas.

Las consideraciones anteriores permiten concluir la pertinencia de la situacion 8 para confrontar
en el alumno, la apropiacion de las versiones en contexto del concepto derivada, referente 2c, y la

apropiacion parcial de su significado matematico, tal como se indica en la matriz de pertinencia.

Situacion 9)
Sea A el area de un circulo de radio r variable:

a) Determine el ritmo de cambio del &rea respecto al radio.
Metodo de solucidn:

El ritmo de cambio del area respecto al radio se interpreta como la derivada del area A

. dA . . ,
respecto al radio r, y se puede representar como T Como el &rea A de un circulo de radio
r

r esta dado por la formula A=z r?, al derivar el 4rea A respecto del radio se obtiene que

dA d d )
—=—(A)=— =2rr.
dr dr( ) dr(m) r

Respuesta: El ritmo de cambio del area respecto al radio es 2z r .
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b) Si el radio del circulo esta creciendo a razon de 3 centimetros por minuto. Calcular el ritmo

de cambio del area cuando el radio es de 6 centimetros.
Meétodo de solucion:

Si el radio r cambia con el tiempo, quiere decir que se puede identificar como funcién del

tiempo, y por lo tanto, la funcion ritmo de cambio respecto del tiempo esta definida por su

. . . dr
funcion derivada respecto del tiempo, que se puede representar como T En este caso, la

. . : r .
funcion es constante e igual a 3, es decir % =3 /.. De otro lado, como el area A del

circulo es funcion del radio, segun la formula A= zr?, por composicion de funciones, se

puede concluir que también A es funcion del tiempo y la funcion ritmo de cambio esta

definida por su derivada respecto del tiempo, que se puede representar como ?j—':‘ Aplicando

la regla de la cadena se obtiene que 9A = i(A) = i(7r r’)=2x rﬁ. Cuando el radio es de
dt dt dt dt
6cm, reemplazando en la expresion anterior, se tendra que C:j—'? =27(6)(3) =367, es decir

r=6

que el area aumenta a razén de 36 7 cm?/min cuando el radio es de 6cm.

Respuesta: Cuando el radio es de 6cm, el &rea aumenta a razén de 36 7 cm?/min.
Analisis de pertinencia.
Al escribir: “El ritmo de cambio del &rea respecto al radio se interpreta como la derivada del
area A respecto al radio r” como parte de la solucion a la primera pregunta (Determine el ritmo
de cambio del area respecto al radio), se hace explicita la identificacion de la correspondencia

entre la funcion ritmo de cambio del area respecto al tiempo y la derivada de la funcidn area, que

corresponde al acto de comprensidn ii) incluido en el proceso de apropiar la interpretacion fisica
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que hace parte de las versiones en contexto del concepto de derivada (referente plano 2c).
Ademas, la utilizacion del simbolo 3—A 0 equivalentes, para representar la derivada del &rea
r

respecto al radio, y definir a la vez el ritmo de cambio del &rea respecto al radio, permite inferir
que se han realizado procesos de interiorizacion y encapsulamiento a que se hace referencia en

los planos de referencia 1c y 2d.

Al responder la segunda parte de la situacion (Si el radio del circulo esté creciendo a razon de 3
centimetros por minuto. Calcular el ritmo de cambio del &rea cuando el radio es de 6

centimetros), son explicitas las identificaciones que se hacen entre la funciones derivadas del

. . dr . .
radio respecto del tiempo (representada como a) y del area respecto del tiempo (representada

dA : . . . . : :
como E) y las funciones ritmo de cambio del radio y el &rea, respectivamente, correspondientes

al acto de comprensién 2cii, que también identificamos en la resolucién de la pregunta a).
Ademas al calcular el ritmo de cambio del area cuando el radio es de 6 centimetros, se infiere la
identificacion entre la derivada puntual y el ritmo de cambio instantdneo (referente plano 2ci). La

utilizacion apropiada de los simbolos %i—? y la doble interpretacion que se asocia con ellos,

remite a los procesos de interiorizacion y encapsulamiento que se mencionan en los planos de

referencia 1c y 2d.

Se resalta que en el proceso de solucion de la situacion ingresa el conocimiento soporte de “area
del circulo en términos del radio”, “funcion” (identificacion A (area) como funcion de r,

identificacion de A (area) y r (radio) como funciones del tiempo), composicion de funciones.

En conclusion, la situacion 9, se puede considerar pertinente para confrontar en el alumno la
apropiacion de la interpretacion fisica del concepto de derivada (referente plano 2c) y los proceso
de interiorizacion y encapsulamiento a que se hace referencia en los planos 1c y 2d. Esta

pertinencia de los items frente a la confrontacion se registra en la tabla de pertinencia.
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2. Matriz de pertinencia.

Esta matriz de 14 x 7, se realiz6 teniendo en cuenta el analisis de pertinencia de cada una de las
situaciones que hacen parte del instrumento de observacién principal, aqui se puede leer de forma
resumida cual o cuéles son los planos de referencia para la comprension que estan siendo
confrontados en cada uno de los items del instrumento, por ejemplo: El simbolo x que esta en la
entrada (1,1) de la matriz, significa que el plano de referencia 1a) se confronta en el item 1 del
instrumento sin importar los diferentes procedimientos para la solucion correcta de la situacion,
mientras que el simbolo [x] que aparece en la entrada (3,1) significa que el plano de referencia
1a) se confronta en el item 3 pero dependiendo del procedimiento utilizado en la respuesta
correcta de la situacién, y el simbolo x_ que esté en la entrada (7,1), sin corchetes, significa que
s6lo una parte del plano de referencia 1a) se confronta en el item 6a del instrumento, sin importar
los diferentes procedimientos para la solucién correcta de la situacion. Las letras, que en todos los
casos acompafiaran este ultimo simbolo, representan la parte del plano de referencia para la
comprension que esta siendo confrontado, asi, la letra g en la entrada (7,1) significa que la parte
del plano 1a) que se confronta en el item 6a, es aquella donde se debe reconocer globalmente en
la representacion analitica de la definicidn, la secuencia operativa que resulta de la composicion
de varias operaciones. La letra n en la entrada (7,2), significa que la parte del plano 1b) que se
confronta en el item 6a, es aquella donde se debe reconocer y discriminar, como objeto, el
namero (derivada puntual) que resulta del proceso matematico de la definicion. Por otro lado, las
letras i y ii, en las entradas (3,6) y (5,6) respectivamente, significan que la parte del plano 2c)
que se confronta en los items 3y 5a, es aquella donde se deben identificar las correspondencias, i)
pendiente de la recta tangente en un punto — derivada en dicho punto, y ii) funcion de pendientes
de rectas tangentes a la curva — funcién derivada. Por ultimo, las letras que se encuentran entre

paréntesis, (p), (v) y (r), como en la entrada (5,6), significan que la version de derivada en
contexto que confronta el item, es la geométrica (como pendiente), letra (p), y la fisica (como

velocidad o ritmo de cambio), letras (v) y (r).
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Plano 1 Plano 2
Significado Matematico de la derivada Versiones de derivada en contexto

la 1b 1c 2a 2b 2¢C 2d
item 1 X X X
item 2 [X] X X [X] [X]
item 3 [x] X X [x]_i [X]
item 4 X X X_i X
item 5a X_ii(v) | x(v)
item 5b x_i(v) | [X](v)
item 6a X_g X_n [x]_i
item 6b X X X X_i
item 6¢ X_g X_N
item 6d X_g
item 7 X [x] X_i [X]
item 8 X X(p-v)
item 9a X x_ii(r) X
item 9b X x(r) X

Observando la matriz de pertinencia asi construida, se puede determinar que el plano 1a) esta
confrontado completamente en 4 items (1, 2, 3 y 6b), aclarando que la confrontacion en los items
2 y 3 depende del método de solucion usado, mientras lo que respecta a uno de los actos de
comprension que lo definen, particularmente el de “reconocer globalmente en la representacion
analitica de la definicidn, la secuencia operativa que resulta de la composicién de varias
operaciones” se confronta en 3 items mas (6a, 6¢ y 6d), es decir, en 7 items en total. El plano 1b)
es confrontado completamente en 6 items (1, 2, 3, 4, 7 y 8), mientras lo que respecta al acto de
comprension “reconocer como objeto, el nimero, resultado del proceso matematico de la
definicion” se confronta en 2 items mas (6a y 6c), es decir, 8 items en total. Por su parte el plano
1c) es confrontado totalmente en 7 items (1, 2, 3, 4, 7, 9a y 9b). Asi los items disefiados para
confrontar el significado matematico del concepto derivada (plano 1), cumplen su propésito, lo
que permitira realizar inferencias plausibles en las producciones de los estudiantes respecto a los
actos de comprension que lo caracterizan, resaltando que la variedad de items que confrontan
cada uno de los aspectos, permitira constatar, complementar o refutar las inferencias que se hagan

sobre alguno de ellos en particular.
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En lo que respecta al plano 2 podemos decir que: El plano 2c) es el més confrontado,
completamente se confronta en 3 items (2, 8 y 9b), mientras lo que respecta a los actos de
comprension i y ii que lo definen, se confrontan en 6 items mas para el primero (3, 4, 5b, 6a, 6b
y 7) y 2 items mas para el segundo (5a y 9a). El plano 2d) es confrontado en 8 items (2, 3, 4, 5a,
5b, 7, 9a y 9b), aunque aclarando que en 4 de ellos dicha confrontacion depende del proceso de
solucion que se utilice. Por su parte los planos 2a) y 2b) se confrontan en el item 6b, pero es
suficiente para realizar inferencias en las producciones de los estudiantes sobre si se han
alcanzado los actos de comprension que los definen, aclarando que no habria forma de contrastar
dichas inferencias por ser solo un item el que lo confronta. Asi los items disefiados confrontan
correctamente los actos de comprensién que definen las versiones en contexto del concepto

derivada (plano 2).

En conclusion, las 9 situaciones que hacen parte del instrumento principal disefiado, confrontan
apropiadamente los aspectos que se han identificado necesarios en el aprendizaje del alumno

respecto al concepto de derivada de una funcion incluyendo su marco interpretativo.

Por otro lado la matriz de pertinencia también permite identificar muchos focos de informacion,
el escoger algunos de ellos, depende de lo que interese analizar en las producciones de los
estudiantes, por ejemplo uno de esos focos, observando horizontalmente la matriz, es que los
items 2, 3, 4, 6b y 7, confrontan la mayor cantidad de planos de referencia para la comprension (4
0 5 planos), pero a pesar de esto en las situaciones 3 y 7, la confrontacion de algunos planos
depende del método de solucion usado, es decir que si no se utiliza un método en particular, la
situacion en realidad podria confrontar 2 planos. Esta lectura de la matriz sugeriria que los
andlisis de las producciones de los alumnos comiencen por las respuestas dadas a algunos de los

items mencionados.

Como nuestro interes es confrontar el aprendizaje del alumno respecto al concepto de derivada de
una funcion, incluyendo su marco interpretativo, se debe tener en cuenta por un lado, la
apropiacion del significado matematico del concepto derivada comunicado mediante el nexo

definicional D1 (referente plano 1), y por el otro su marco interpretativo (versiones en contexto,
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la geométrica y la fisica) (referente plano 2), asi que, teniendo en cuenta la matriz de pertinencia,
se centrara el analisis en las producciones de los estudiantes para dar respuesta a las preguntas de

los siguientes items:

v' Item 1, pues es el que confronta por completo el plano 1. Los demés items (2, 3, 4,6, 7,8y 9)
que confrontan aspectos del mismo plano, servirian para clarificar las conclusiones que a

partir de la primera situacién se den.

v tems 6b, 2, 7, 5a y 9b que confronta la mayor cantidad de planos del segundo aspecto, los

tres primeros referidos a la version geométrica y los dos ultimos referidos a la version fisica.

Todo lo anterior permitira inferir si los alumnos han superado apropiadamente el conjunto de
actos de comprension identificados en los planos de referencia y que son requeridos para alcanzar

una adecuada comprension del concepto derivada.

La forma como se utilizard la informacion almacenada en la matriz de pertinencia, vista de
manera vertical, sera la siguiente: Supongamos por ejemplo que, analizando las producciones de
los estudiantes para dar respuesta a las preguntas del item 1, surgen algunas inferencias referentes
al significado matematico del concepto derivada, particularmente las relacionadas con el plano
1b, entonces dichas inferencias se podran clarificar (complementar o ratificar) analizando los
otros items que confrontan el mismo plano, para este ejemplo, otros 5 items, que hacen que el

plano haya sido suficientemente confrontado, como lo son los items 2, 3, 4, 6a, 6c, 7y 8.
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CAPITULO®6

CARACTERIZACION DE ESTADOS DE COMPRENSION
RESPECTO DEL CONCEPTO DE DERIVADA

A continuacion se caracterizan los posibles estados de comprension respecto del concepto
derivada segun los dos planos de referencia para dicha comprension definidos en el capitulo 4
(pp.43-45), basados en los indicadores que provee el instrumento. Cada estado se representa
mediante una pareja de letras mayusculas, la primera de ellas indicara el estado de comprension
respecto del significado matemaético de la definicién de derivada (plano de referencia 1) y la
segunda indicard el estado de comprension respecto a la apropiacion de su marco interpretativo
(plano de referencia 2). De acuerdo a lo anterior y con el fin de dar claridad a dicha
caracterizacion, se explica por separado, lo que significa segun el instrumento utilizado, alcanzar
los estados de comprension A, B, C y D en cada uno de los dos planos de referencia, utilizando
los actos de comprension que se estructuran segun sus ejes de referencia. Asi el estado de

comprension AA concreta la caracterizacion del estado deseable de comprension bésica.

1. Caracterizacion de estados de comprension respecto del significado

matematico.

Estado A.

A.1 Alcanza los actos de comprensidn caracterizados en 1a*.

Indicadores:

e Exhibe la definicion del concepto derivada y la aplica correctamente (item 1).

e Identifica apropiadamente los puntos interiores del dominio donde la funcién dada no es

derivable (item 3).

* Reconocer (local y globalmente) en la representacion analitica de la definicion, la secuencia operativa que resulta de la
composicion de varias operaciones.
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(No se da credito especial a la no identificacion de derivabilidad en los puntos de frontera de
la funcion puesto que en el texto no se trabaja suficientemente el concepto de derivabilidad
lateral)

e Selecciona la opcidn correcta y justifica apropiadamente (items 6c, d).

A.2 Alcanza los actos de comprensién caracterizados en 1b°.

Indicadores:

e Identifica correctamente los simbolos asociados con la funcion derivada y con la derivada

puntual segun las preguntas que se realizan (items 1, 2, 3, 4).

Estado B.

B.1 Alcanza parcialmente actos de comprension caracterizados en la.

Indicadores:

e Exhibe la definicion del concepto derivada y la aplica correctamente (item 1).

e Identifica apropiadamente los puntos interiores del dominio donde la funcién dada no es
derivable (item 3).
(No se da credito especial a la no identificacion de derivabilidad en los puntos de frontera de
la funcion puesto que en el texto no se trabaja suficientemente el concepto de derivabilidad
lateral)

e Selecciona la opcidn incorrecta y/o no justifica apropiadamente (items 6c, d).

B.2 Alcanza los actos de comprension caracterizados en 1b.

Indicadores:

e Identifica correctamente los simbolos asociados con la funcion derivada y con la derivada

puntual segun las preguntas que se realizan (items 1, 2, 3, 4).

Estado C.
C.1 Alcanza aproximaciones a los actos de comprension caracterizados en 1a.
Indicadores:

e Exhibe la definicidn del concepto derivada y puede o no aplicarla correctamente (item 1).

> Reconocer y discriminar, los dos productos del proceso matematico de la definicién y establecer la relacion entre ellos. Una
funcion (la funcién derivada.) y un nimero (el valor de la derivada puntual o valor de la funcién derivada en un punto)
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e No identifica los puntos interiores del dominio en donde la funcién dada no es derivable (item
3).

e Selecciona la opcidn incorrecta y/o no justifica apropiadamente (items 6c, d).

C.2 Alcanza los actos de comprension caracterizados en 1b.
Indicadores:
e Identifica correctamente los simbolos asociados con la funcion derivada y con la derivada

puntual segun las preguntas que se realizan (items 1, 2, 3, 4).

Estado D.

D.1 No alcanza los actos de comprensién caracterizados en 1a.

Indicadores:

e No exhibe la definicion del concepto derivada (item 1).

e No identifica los puntos interiores del dominio en donde la funcién dada no es derivable (item
3).

e Selecciona la opcidn incorrecta y/o no justifica apropiadamente (items 6c, d).

D.2 Alcanza parcialmente los actos de comprension caracterizados en 1b.

Indicadores:

e Alcanza la identificacién de funcion derivada y derivada puntual como célculo de 'y

f '(a) mediante reglas de derivacion (items 1, 2, 3, 4).

2. Caracterizacion de Estados de Comprension respecto del marco

interpretativo.

Estado A.

A.1 Alcanza los actos de comprensién caracterizados en 2a°.

6 .z a1 . . - L . . .,

Reconocer, en el marco del triangulo curvilineo asociado en un punto arbitrario de la grafica de una funcion, el proceso de aproximacion por
rectas secantes a la recta tangente, distinguiendo en el mismo contexto, el proceso de limite asociado de las pendientes de las rectas secantes a la
pendiente de la recta tangente.
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Indicadores:

e Responde correctamente y justifica apropiadamente su respuesta (item 6b).
A.2 Alcanza los actos de comprensién caracterizados en 2b’.

Indicadores:

e Responde correctamente y justifica apropiadamente su respuesta (item 6b).

A.3 Alcanza los actos de comprension caracterizados en 2c®.

Indicadores:

e Construye la gréafica de la derivada utilizando las correspondencias entre derivada puntual
(funcion derivada) pendiente de la recta tangente (funcién de tangentes) (item 2).

¢ Identifica pendiente de la recta tangente como interpretacion geométrica de derivada puntual
y justifica correctamente (item 6b).

e Resuelve problemas utilizando la correspondencia derivada puntual-pendiente de la recta
tangente (items 4, 7).

e Selecciona la opcion correcta y justifica apropiadamente utilizando las correspondencias
derivada puntual-pendiente de la recta tangente—velocidad instantdnea y funcion derivada—
funcion de pendiente de rectas tangentes—funcion velocidad (item 8).

e Resuelve utilizando las correspondencias derivada puntual-velocidad y funcion derivada—
funcion velocidad (item 5).

e Calcula apropiadamente los ritmos de cambio (item 9).

Estado B.
B.1 No alcanza los actos de comprension caracterizados en 2a.
Indicadores:

e Respuesta incorrecta y/o vacios en la justificacion de su respuesta (item 6b).

" Identificar la correspondencia entre: (i) Los objetos, cociente incremental y pendiente de la recta secante, y (ii) Los procesos de
aproximacion con paso al limite de las pendientes de las secantes a la pendiente de la recta tangente y el de cociente incremental
a la derivada (la variable incremento tiende a cero), valorada en la abscisa correspondiente al punto de tangencia.

8 |dentificar la correspondencia entre: (i) La pendiente de la recta tangente en un punto (o velocidad instanténea) con la derivada
en dicho punto, y (ii) La funcion de pendientes de rectas tangentes a la curva (o funcién velocidad) con la funcién derivada.
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B.2 No alcanza los actos de comprension caracterizados en 2b.

Indicadores:

e Respuesta incorrecta y/o vacios en la justificacion de su respuesta (item 6b).

B.3 Alcanza los actos de comprension caracterizados en 2c.

Indicadores:

e Construye la gréafica de la derivada utilizando las correspondencias entre derivada puntual
(funcion derivada) pendiente de la recta tangente (funcion de tangentes) (item 2).

e Identifica pendiente de la recta tangente como interpretacion geométrica de derivada puntual
y no justifica correctamente (item 6b).

e Resuelve problemas utilizando la correspondencia derivada puntual-pendiente de la recta
tangente (items 4, 7).

e Selecciona la opcion correcta y justifica apropiadamente (item 8).

e Resuelve utilizando las correspondencias derivada puntual-velocidad y funcion derivada—
funcion velocidad (item 5).

e Calcula apropiadamente los ritmos de cambio (item 9).

Estado C.

C.1 No alcanza los actos de comprension caracterizados en 2a.

Indicadores:

e Respuesta incorrecta y/o no justifica apropiadamente su respuesta (item 6b).

C.2 No alcanza los actos de comprension caracterizados en 2b.

Indicadores:

e Respuesta incorrecta y/o no justifica apropiadamente su respuesta (item 6b).

C.3 Alcanza algunos actos de comprension caracterizados en 2c.

Indicadores: (Cumple con algunos de los indicadores sefialados, desde una perspectiva tanto
conceptual como operativa)

e Construye la gréafica de la derivada utilizando las correspondencias entre derivada puntual

(funcion derivada) pendiente de la recta tangente (funcion de tangentes) (item 2).
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e Resuelve problemas utilizando la correspondencia derivada puntual-pendiente de la recta
tangente (items 4, 7).

e Selecciona la opcion correcta y justifica apropiadamente (item 8).

e Resuelve utilizando las correspondencias derivada puntual-velocidad y funcion derivada—
funcion velocidad (item 5).

e Calcula apropiadamente los ritmos de cambio (item 9).

Estado D.

D.1 No alcanza actos de comprension caracterizados en 2a.

Indicadores:

e Respuesta incorrecta y/o no justifica apropiadamente su respuesta (item 6b).

D.2 No alcanza actos de comprension caracterizados en 2b.

Indicadores:

e Respuesta incorrecta y/o no justifica apropiadamente su respuesta (item 6b).

D.3 Alcanza algunos actos de comprension caracterizados en 2c, parcialmente.

Indicadores: (Vacios o fallas en todos de los indicadores geométricos o fisicos. Cuando cumple

con algunos lo hace desde una perspectiva operativa)

e Construye la gréfica de la derivada utilizando las correspondencias entre derivada puntual
(funcion derivada) pendiente de la recta tangente (funcion de tangentes) (item 2).

e Resuelve problemas utilizando la correspondencia derivada puntual-pendiente de la recta
tangente (items 4, 7).

e Selecciona la opcion correcta y justifica apropiadamente (item 8).

e Resuelve utilizando las correspondencias derivada puntual-velocidad y funcion derivada—
funcion velocidad (item 5).

e Calcula apropiadamente los ritmos de cambio (item 9).
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3. Estados de comprension respecto del concepto derivada.

De acuerdo con el planteamiento inicial, los estados de comprension respecto del concepto
derivada, se representan como parejas ordenadas de letras, que denotan los planos de referencia
(significado matematico — marco interpretativo). Por analisis combinatorio, los posibles estados
de comprension serian: AA, AB, AC, AD, BA, BB, BC, BD, CA, CB, CC, CD, DA, DB, DC y
DD. De donde los estados CA y DA son inviables, ya que alcanzar el estado de comprension A,
referido al marco interpretativo, requiere el logro de todos los actos de comprensién que lo
caracterizan, entre los cuales se encuentran los agrupados en los ejes de referencia 2a y 2b, los
cuales no se lograrian con los actos de comprension que se alcanzan en los estados C y D
referidos al significado matematico.

4. Descripcion y analisis de los estados de comprension respecto del concepto

de derivada que realmente alcanzan los alumnos

El andlisis de las producciones de los alumnos revela que varios de los estados de comprension
identificados, no se presentan en la practica; en particular no se presentan los estados AA, AB,
AC, AD, BA, BB, BD, CB, CC, DB y DC. Por lo tanto los estados de comprension, que se
presentaron en la practica son los estados BC, CD y DD. Para caracterizar estos estados de
comprension, se toman como referencia los estados de comprension A, B, C y D, que se
definieron para cada uno de los dos planos que sirven como referencia para la comprension del
concepto de derivada, plano 1 (Significado matematico de la definicién) y plano 2 (Apropiacion
del marco interpretativo). Se realiza también un contraste con el estado basico de comprension de
derivada deseable AA, con este fin, se inicia el andlisis realizando una caracterizacion de dicho
estado de comprension. La documentacion empirica de cada uno de estos estados, identificados
en la préctica, se realiza mediante el analisis detallado de las producciones de un alumno, que se
toma como representante del grupo de estudiantes que alcanza dicho estado, incluyendo algunas
consideraciones de las variaciones que se presentan en torno a este representante. Este analisis

aparecera al final de la caracterizacion de los estados de comprension mencionados.
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4.1 Analisis del estado de comprension AA.

Se sustenta en la caracterizacion del estado A respecto del significado matematico de derivada y
el estado A respecto de su marco interpretativo, descritos anteriormente. Es el estado basico de
comprension del concepto de derivada que se establece como deseable en alumnos que estudien

un primer curso de calculo utilizando el texto de Larson.

Con relacion al significado matemético: De acuerdo a lo anterior, teniendo en cuenta los actos de
comprension que se definen en el plano de referencia 1, segun ejes de referencia 1la y 1b, y las
situaciones que se utilizan para confrontar la comprension del alumno, un estudiante habra
alcanzado el estado de comprensién A, respecto del significado matematico de la definicion de

derivada si:

Reconoce global y localmente, en la representacion analitica de la definicion, la secuencia
operativa que resulta de la composicion de varias operaciones, en el sentido de disponer de una
definicion simbolica de derivada, bien adaptada matematicamente, que utiliza e interpreta
adecuadamente cuando se ve confrontado a usar la definicion en el calculo de una funcién

derivada (reconocimiento que pone en juego al resolver las preguntas del item 1).

Igualmente, interpreta de forma apropiada lo que pasa en dicho proceso de limite (items 6a y 6b)
y es consiente de la condicion de derivabilidad de una funcién, por lo tanto identifica y justifica
puntos de no derivabilidad en el célculo de la derivada de una funcién cuando la funcién esta

definida por partes (item 3) (hasta aqui eje 1a).

Asimismo, reconoce y discrimina los dos productos del proceso matematico de la definicion y
establece la relacion entre ellos, es decir, es consiente que la definiciobn produce
independientemente dos objetos diferentes, una funcion (la funcién derivada) y un nimero (la
derivada puntual), pero que estan relacionados, pues la segunda es un valor particular de la

primera (items 1, 2, 3, 4, 6a, 6¢, 7 y 8) (hasta aqui eje 1b).
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Con relacion al marco interpretativo: De acuerdo con los actos de comprension que se definen
en el plano de referencia 2, ejes 2a, 2b y 2c, y segun las situaciones que se utilizan para
confrontar la comprension del alumno, un estudiante habré alcanzado el estado de comprension A

respecto del marco interpretativo si:

Reconoce los procesos de aproximacion geométricos, rectas secantes a la recta tangente y
pendiente de la recta secante a la pendiente de la recta tangente, (eje 2a) y su articulacion con el
proceso de aproximacion del cociente incremental a la derivada puntual, fundamentado en la
correspondencia, pendiente de recta secante — cociente incremental, (eje 2b). Reconocimiento que
pone en juego al resolver las preguntas de los items 6a y 6b. Ademas de la identificacion de la
correspondencia entre los productos de los procesos de aproximacion anteriores, productos
geométricos — analiticos, (eje 2c), que pone en juego al resolver distintos items (2, 4, 6b, 7,8 y
9).

Con relacion al conocimiento matemético de soporte: Para alcanzar el estado de comprension
AA un estudiante debe disponer de un conocimiento matemético de soporte apropiado para
resolver los items con los cuales se confronta la comprension del alumno. Este conocimiento
actua, en gran parte, de manera integrada para los items que confrontan tanto el significado
matematico como el marco interpretativo del concepto derivada. Dentro del conocimiento que

hace parte del nicleo comun, podemos identificar el reconocimiento del simbolismo f y f(a)

para representar, respectivamente, una funcion como un todo y como un valor de ella en un punto
de su dominio, en particular aplicado a funciones algebraicas definidas mediante una expresion
matematica variable definida en forma homogénea o a trozos, reconocimiento de su dominio y
manejo apropiado de su regla de correspondencia, interpretaciones en el contexto de una grafica

de funcion e interpretacion apropiada de lo que pasa en el proceso de limite.

Respecto de este nucleo comin se puede observar, sin embargo, que aspectos relativos al
concepto de limite tales como: EIl reconocimiento del simbolismo de limite, la aplicacion
apropiada en el manejo del calculo de limites de funciones algebraicas y la interpretacion

apropiada de lo que pasa en el proceso de limite. Y aspectos algebraicos tales como: El manejo
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de fracciones algebraicas y la determinacion del dominio de una funcién y el calculo de valores
de funciones algebraicas definidas a trozos, juegan un papel mas destacado en el contexto del
significado matematico, mientras que aspectos tales como: El andlisis y construccion de la gréfica
de una funcién, concepto y célculo tanto de la ecuacion como la pendiente de una recta y la
férmula para el &rea del circulo, juegan un papel mas destacado en los aspectos concernientes al

marco interpretativo.

4.2 Andlisis del estado de comprension BC.

Se sustenta en la caracterizacion del estado B respecto del significado matematico de derivada y
el estado C respecto de su marco interpretativo, descritos anteriormente. Es el estado de
comprension mas alto en la poblacion de estudiantes que participo en la prueba. Fue alcanzado
aproximadamente por 13.12% de dicha poblacion (8 de los 61 estudiantes). Su representante es el

estudiante numerado 6.

La comprension de un estudiante que alcanza el estado BC se caracteriza en términos generales
por una comprension cercana al estado ideal AA, en lo relativo al significado matematico, y una

comprension baja respecto a la apropiacion del marco interpretativo.

Con relacion al significado matematico, un estudiante que alcanza el estado de comprension B,
practicamente alcanza todos los actos de comprensién que caracterizan el estado ideal A, excepto
por deficiencias en la interpretacion del concepto de limite en que se soporta el concepto de
derivada. Mientras calcula el limite del cociente incremental para la funcion propuesta en el item
1, no interpreta de forma apropiada lo que sucede en dicho proceso de limite, lo que marca una

contradiccion en torno a la comprension respecto a dicho concepto.

Con relacién al marco interpretativo, un estudiante que alcanza el estado de comprensién C, no
accede a los actos de comprension relativos a los procesos aproximativos en el marco geométrico
(ejes de referencia 2a y 2b). Con relacion al eje de referencia 2c, alcanza los actos de

comprension asociados con lo geometrico, pero presenta vacios o fallas con algunas variaciones,
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asociados con la interpretacion fisica (velocidad, ritmos de cambio). Ver analisis de las
producciones del representante de este estado, estudiante 6. Cabe destacar que, por lo menos un
estudiante, estad por encima de nuestro representante, en la medida en que alcanza el acto de
comprension relacionado con la correspondencia entre funcion deriva y funcién velocidad,

mediado por reglas de derivacion.

Con relacion al conocimiento matematico de soporte, un estudiante que alcanza este estado de
comprension, dispone basicamente del mismo conocimiento soporte que exhibe un estudiante que
alcanza el estado ideal AA, excepto por deficiencias en la comprension del concepto de limite,
aqui descritas. Estas deficiencias debilitan el logro de los actos de comprension que se agrupan en
el eje de referencia 1a (reconocimiento local y global de la secuencia operativa en la definicion) y

en los ejes de referencia 2a 'y 2b (procesos de aproximacion geometricos).

4.3 Andlisis del estado de comprension CD.

Se sustenta en la caracterizacion del estado C respecto del significado matematico de derivada y
el estado D respecto de su marco interpretativo, descritos anteriormente. Este estado de
comprension fue alcanzado por aproximadamente 40.98% de los estudiantes que participo en la

prueba (25 de los 61 estudiantes). Su representante es el estudiante numerado 54.

La comprension de un estudiante que alcanza el estado CD se puede describir como una
comprension con diferencias considerables con relacion al estado ideal AA, tanto en lo relativo al

significado matematico, como a la apropiacion del marco interpretativo.

Con relacion al significado matematico, un estudiante que alcanza el estado de comprension C,
logra los actos de comprension que se agrupan en el eje de referencia 1b, pero exhibe deficiencias
notables en los actos de comprension referente 1a, pues aunque esboza una definicién de derivada
que puede o no desarrollar con éxito (item 1), en ningun caso es consciente de los puntos de no
diferenciabilidad de la funcidon, como tampoco interpreta lo que sucede en el proceso de limite, lo

que marca la misma contradiccion que se resefio en el analisis de estado de comprension BC.
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Con relacién al marco interpretativo, un estudiante que alcanza el estado de comprension D, no
accede a los actos de comprension relativos a los procesos aproximativos en el marco geométrico
(ejes de referencia 2a y 2b). Con relacion al eje de referencia 2c, no alcanza los actos de
comprension asociados con lo geométrico o fisico, desde una perspectiva conceptual (items 2, 4 'y
8), pero los alcanza desde una perspectiva operativa, es decir, liga derivada puntual con pendiente

de recta tangente o velocidad instantanea, sélo cuando media un calculo de f' mediante reglas

de derivacion (items 7, 9).

Con relacion al conocimiento matematico de soporte, un estudiante que alcanza este estado de
comprension, presenta deficiencias, no sélo en la comprension del concepto de limite, sino las
relacionadas con su manejo algebraico. Estas deficiencias junto con vacios en: 1) el

reconocimiento del simbolismo f y f(a) para representar, respectivamente, una funcion como

un todo y como un valor de ella en un punto de su dominio, 2) la identificacién del dominio de
una funcion, 3) el manejo de operaciones y simplificaciones de expresiones algébricas, impiden
la apropiacién tanto de su significado mateméatico como de su marco interpretativo. Aunque con
relacién al marco interpretativo, en algunos casos, son capaces de analizar y construir la grafica
de una funcién, calcular tanto de la ecuacion como la pendiente de una recta y recordar la
férmula para el area del circulo.

4.4 Andlisis del estado de comprension DD.

Se sustenta en la caracterizacion del estado D respecto tanto del significado matematico de
derivada como a su marco interpretativo, descritos anteriormente. Es el estado de comprension
mas bajo en la poblacion de estudiantes que participd en la prueba, el cual fue alcanzado por
45.90% de dicha poblaciéon (28 de los 61 estudiantes). Y cuyo representante es el estudiante

numerado 6.

La comprension de un estudiante que alcanza el estado DD se puede describir como una

comprension algoritmica del concepto deriva, que no alcanza practicamente ninguno de los actos
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de comprension que caracteriza el estado ideal AA, tanto en lo relativo al significado matematico,

como a la apropiacion del marco interpretativo.

Con relacién al significado matematico, un estudiante que alcanza el estado de comprension D,
logra parcialmente los actos de comprension relacionados con el eje de referencia 1b, pero a

través de la identificacion de funcion derivada como célculo de f ' mediante reglas de derivacion

y derivada puntual como valor particular de dicha funcion.

Con relacion al eje de referencia 2c, no alcanza los actos de comprension asociados con lo
geométrico, desde una perspectiva conceptual (items 2, 4), pero los alcanza desde una perspectiva
operativa, es decir, asocia derivada puntual con pendiente de recta tangente, s6lo cuando media

un calculo de f' mediante reglas de derivacion (items 7, 9).

Cabe resaltar que la ausencia de lo conceptual referido al concepto de derivada, obliga a estos
estudiantes a buscar una expresion analitica para la regla de correspondencia que le permita
aplicar una regla de derivacion para calcular tanto la pendiente de una recta tangente como una
velocidad instantanea, este estado de comprensidn, le permitiria resolver con éxito algunas de las

situaciones planteadas en el instrumento de observacion.

Con relacion al conocimiento matematico de soporte en un estudiante que alcanza este estado de
comprension, no se tendrian elementos suficientes para concluir sobre su apropiacion, a
excepcion de la no interpretacion de lo que sucede en el proceso de limite, ya que en sus
respuestas no exhibe dicho conocimiento. Por lo tanto, el no alcanzar los actos de comprension
agrupados en los planos de referencia 1y 2, no podria atribuirse a uno en particular, mas bien a la

forma como se deben articular para construir el concepto derivada.
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5. Analisis de las producciones de los estudiantes respecto a los planos de

referencia para la comprension.

En adelante se presenta la documentacion empirica de cada uno de los estados, identificados en la
practica, realizando un analisis detallado de las producciones de un alumno, que se toma como
representante del grupo de estudiantes que alcanza dicho estado. Los resultados del andlisis se
presentan en una tabla, al inicio del mismo, que tiene las mismas caracteristicas que la Matriz de
Pertinencia. En cada celda de la tabla se recoge un resultado de sintesis sobre el desempefio del
alumno en el item que se indica en la fila y el acto (o los actos) de comprension a que alude la
columna que codetermina la celda. Los siguientes son los convenios notacionales para interpretar

los resultados que se presentan en la tabla sobre dicho desempefio.

Convenios para la lectura de la tabla de sintesis del desempefio del alumno.

Si en la celda aparece el simbolo (z), donde z es el mismo simbolo que aparece en la matriz de
pertinencia, quiere decir que el alumno realiz6 un proceso de resolucion del item que permite
inferir que el alumno ha alcanzado el o los actos de comprension a que alude la celda respecto de

la comprension del concepto de derivada.

Si en la celda aparece el simbolo P(z), incluyendo entre paréntesis el mismo simbolo z que
aparece en la matriz de pertinencia, quiere decir que el alumno realiza un proceso de resolucion
del item que permite inferir que el alumno ha alcanzado parcialmente el o los actos de
comprension a que alude la celda respecto de la comprension del concepto de derivada, por
ejemplo podria obtener respuestas acertadas pero sin la debida sustentacion y por lo tanto se
pueden realizar inferencias incompletas o parciales sobre si el alumno ha alcanzado o no el o los

actos de comprensién a que se alude en la celda.

Si en la celda aparece el simbolo N(z), incluyendo entre paréntesis el mismo simbolo z que
aparece en la Matriz de Pertinencia, quiere decir que el alumno realiza un proceso de resolucién
del item que no permite hacer inferencias, sobre si el alumno ha alcanzado, el o los actos de

comprension a que se alude en la celda.
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Si los simbolos anotados aparecen con un asterisco (z)*, P(z)*, N(z)* quiere decir que se
identifica algin tipo de problema (obstaculo, desadaptacion matemaética, vacio) asociado con la
comprension del alumno, o en general alguna observacion relevante al respecto que puede ser
leida en los analisis correspondientes que aparecen mas abajo (texto limitado por dos asteriscos)
y que sirven de sustento a los resultados que se presentan en la tabla y a la sintesis asociada con

ella sobre la comprension del alumno respecto del concepto de derivada.

Si en la celda aparece el registro ----- , quiere decir que el alumno no contestd el item y que no

hay informacion que pueda ser analizada.

En cuanto a los simbolos (z), en negrilla y cursiva, que aparecen en celdas en las cuales no se
reporta ningun registro en la matriz de pertinencia quiere decir que en la solucion del item que
incluye la celda, el alumno realizé algan tipo de solucion en la que, sin ser necesaria, introdujo
informacion que permite hacer inferencias respecto del acto de comprension que codetermina la
celda.

5.1 Anélisis de las producciones alumno 6, representante del estado de comprension BC.

Plano 1 Plano 2

Ejela | Ejelb | Ejelc | Eje2a | Eje2b Eje 2¢c Eje 2d
item 1 (x)* () (X)
item 2 (x)* (x) (IxD* (x)
item3 | (XD)* | (0* () N(X]_1) | N(Ix])
Item 4 (X) (X) (X) P(x_i)* x)*
items | | e e
itemsb | | | e e
item6a | (x g) (x_n) (IX1_1)
ftem 6b | P(X)* PO)* | POO* | N(Xi)
item 6¢c | N(x_g)* | N(x_n)*
item 6d | N(x_g)*
item 7 PX)* | (X)) POi)* | (IXD*
item 8 N(X)* N(X(p-v))*
item 9a () (x_iir)* | (x)*
item 9b (x) (x(r)* (x)*
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De acuerdo con la tabla anterior y los analisis sobre los cuales se sustenta, se puede inferir que el
estudiante (6):

A] Respecto del significado matematico del concepto de derivada. Ha logrado el estado de

B]

comprension B, que se ha identificado como cercano al estado deseable de compresion basica

A, del significado matematico de la derivada, segln se expresa en su definicion. En efecto:

Con relacion a los actos de compresion agrupados en el eje de referencia 1a, se puede
concluir que el estudiante los reconoce parcialmente, pero la falta de apropiacion
profunda del concepto de limite, obstaculiza, en algunas ocasiones, el reconocimiento

total.

Respecto al conjunto de actos de comprension que se agrupan en el eje de referencia 1b,
hay registros suficientes que permiten concluir que el estudiante reconoce, discrimina y
establece la relacion entre los productos, funcion derivada y derivada puntual, del proceso
matematico de la definicion, pero en ciertas situaciones, existen dificultades asociadas con
la determinacion del dominio de la funcion derivada (ya sea por las limitaciones en la
compresion del concepto limite o la confusion que le genera la definicion de punto
critico).

iii) Referente a los actos de compresion, agrupados en el eje de referencia 1c, se puede inferir

que interioriza el proceso multiple y sus productos, y encapsula en simbolos apropiados

los términos funcion derivada y derivada en un punto.

Respecto de la apropiacion de las versiones en contexto del concepto de derivada, alcanza el

estado de comprension C, pues no ha logrado plenamente los actos de comprension que

hemos identificados como requeridos para alcanzar la interpretacion de la derivada en los

contextos que se utilizaron para definir su marco interpretativo. El estudiante posee una

version de la derivada en el contexto geometrico no muy bien estructurada y no posee su
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interpretacion en el contexto fisico, conclusion a la que se pudo llegar teniendo en cuenta las

siguientes observaciones:

i) Las respuestas que da el estudiante a los items que confrontan los actos de comprension
que se resefian como ejes 2a y 2b, y las limitaciones del instrumento de observacion, en
cuanto a la cantidad de items que los confrontaron, no permite decir con certeza si el
estudiante logra dichos actos objeto de anélisis, pero vislumbran el problema de reconocer

el proceso de aproximacion por rectas secantes a la recta tangente.

ii) Existen registros suficientes en los cuales identifica las correspondencias entre la
pendiente de la recta tangente en un punto con la derivada en dicho punto, y la funcion de
pendientes de rectas tangentes a la curva con la funcidon derivada, y encapsulado en
simbolos apropiados dichos terminos (ejes 2¢ y 2d), pero a veces existen dificultades en

reconocer algunos puntos en donde la derivada no existe, al no existir recta tangente.

iii) Caso opuesto a la version geometrica, pues de los 5 items que confrontaban la apropiacion
de la version fisica del concepto, el estudiante no responde a 2 de ellos y responde

inadecuadamente a uno.

C] Cabe afiadir que el estudiante dispone del conocimiento soporte necesario para alcanzar los
actos de compresion relacionados con este plano, excepto por las limitaciones mencionadas

respecto a la comprension del concepto de limite.

EN CONCLUSION: El alumno no alcanza plenamente la comprension del concepto de derivada
respecto de la ETC que hemos propuesto como referencia. Asi el estado de comprension
alcanzado es el caracterizado como BC, en el cual existen deficiencias tanto en la apropiacion del
concepto de limite, como de las versiones en contexto de la derivada que se utilizaron para definir
su marco interpretativo, especialmente en el contexto fisico en el que tal interpretacion es
practicamente inexistente. Este es uno de los estados de comprension mas alto que se encuentra

en la poblacion de estudiantes cuyas producciones fueron analizadas. Agregando que entre los
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errores que comete el estudiante, el mas significativo se da cuando se pretende reconocer la
derivabilidad de una funcion en puntos “angulosos”, donde en algunos casos la falta de

fundamentacion del concepto soporte limite incide en ellos.
Analisis especifico respecto a cada eje de referencia.

Eje de referencia la.

Se analizan a continuacion las respuestas del estudiante a los items 1, 3, 6a, 6b, 6¢c y 6d que
confrontan actos de comprension agrupados en el eje de referencia la: La produccion del
estudiante para dar respuesta a los items sefialados se muestra en las figuras 1.1 (sin tener en

cuenta la flecha y el asterisco afiadidos), 2.1y 3.1:

1) D€ la definicién de la derivada de una funcion f en x. Utilice la definicién para calcular la derivada de la

3
funcién gi{x) == en x =2 . Determine la funcién g'.
x

Procedimiento ¥ Justificacion:

M= G
Fn s | 2 —3 "“
= & 1 T
=T ;'xjj]-'q) :_8:1_ - T T e 3¢ =X h
et It = o) h
3 e =3
—fim iR = = e
nie B h>0 %{x%xh)
5 i &
) - f:—.;ﬂ?r. ) b S DG i P o
> @ T p
e ST g 3
r ey
] YD =-3/4
. 3 e
Respucstas: *} Laderivadade g(x)=—enx=2 es: ~'/H !
x »
*) Lafuncién g'es: /W |
Figura 1.1
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3) Dada la funcidn #{x) ={

1
1

A 4o 3

2x—4 si x=2
4—-2x s x>=2
F'(2) . Justifique sus respuestas.
Procedimiento v Justificncién:

1 ‘,'S—{ Y =2 Li..-Z({‘ih)-‘f'\"?-x

] € loo = iﬂg e T T T
= ok -~ A
N o = tim B Bhp e
j ; e

B P

——

. ] TR
N -~ R R e i

<> 2

. Determine, de ser posible, Ia funcién % ¥ los valores de ' ()

)

(( = Oy

2 = 5 : =) Por loduate 1 = = 2

Flooe 20y = =0 T b o waa Fod?2-=2 s <1
- : 3

£'00 = ZRE2R it 3o £lcn=Yer e : ;-}* >
v . 3 (O o Pl T T e i

Bespuiasiass . S0 Se .7 5 o =_2— ¥ *y J’"(2)=Q-

el L e :
Figura 2.1

6) Teniendo en cuenta que el dibajo que aparcce acontinuacion se utiliza para explicar el porque la derivada de una
o A - Xy + Ax) - (X
funcién ¥ = f(x) en un punto se Jdefine como  lun - 2 limn M;—(A—g} (*)
Axa0 Ay Al Ax

Seleccione la respuesta correcta o responda cada pregunta, en cualquier caso justifique clararmente:

. si este limite existe.

= a) iEn qué punto de la grafica, la formula (*) da la derivada de la funcidn?
L A REn P. i) En Q. iii) En Py Q. iv) En R

Justificacién de la eleccidn:

7o q—"’e e’ ei V{i(ar- 0?€ 2&\ P»"’\Jfao-!;‘é‘
d‘e (:('x‘) &y ele par?

g

X x,+Ax
b} ;Cual es la interpretacién geométrica de la expresion (*) que define la derivada de una funcién en un punto? De

su representacién grafica en el dibujo dado.
Respuesta v Justificacidn:

- < R 4 £ ro 50~ ‘C.}.ﬂa\'!“ BS £ ey, & R==B RV L P 7 >
FA i Ao dooide e esta variauco el
£ } pé)ﬁj.gnja J 43 l..:;PR

j » b A
valor dle 9{ il A ,f‘nfh/\&tf(ﬂ'\,ﬁw—*
\fc\n@ Com biup> o bt .gi’ym_'ra’ C}f lea P"""‘"'f:’a"i-r
¢) gCuando Ax riende a O qué pasa con el cociente A%x 2
i) Seanula. %] Es un ni O infini Peg
iii) Tiene por limite un nimero. iv) Se indetermina.
Justificacion de la eleccion:

7’@. q.uf:'.
—o e e olomdle i oinige O AwACa o CrSe- €5
S ro puedr S5€¢ (e Ya Goee SR r-'_xc.l-e'hﬂrmr‘—:ﬂr

Lo~ o Fu,bra
ﬁx’.’&)ﬁ a‘:o.n,,_\ VM(MPS e~y Pra‘gcn-r—ﬂ" e X

= 2 % i s = A
d)} La derivada definida anterionmente, se obtiene si en el cociente yA:“.

iy Ax=0. i) Ax=0.
L Ax es wn sinero infinifaménte peqgucis. iv) MNinguno de los anteriores.
Justifi ion de la el im:

3:AX = eslvonadvrorte )t'.}r~)"‘"-'“ =

St Ax= o s
a cere L By, 0
C~ocos I Ty~

- Cial AX) ~€oxo) . ESKa)=FMe— S e .
S E = —

i e

Al § Lr

¢ -__),.‘; [=] gjph- c {
valer o / e "—_Q/f&m -Lf

« rects 'ilicﬂ\:} Vo B

Figura 3.1
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item 1 (fig. 1.1):

El procedimiento seguido para dar respuesta a las preguntas planteadas es equivalente con el
método 2, utilizado por el solucionador ideal, excepto que no responde la primera pregunta,
pero utiliza la definicion en el célculo de g' para responder la tercera pregunta, este modo de
proceder permite inferir que el estudiante logra los actos de comprension objetos de analisis y
descritos en el analisis de pertinencia del método 2 para esta situacion.

El no dar la definicion de la derivada de una funcién f en x, exigida en la primera pregunta,
pero escribirla para la funcion g ', permite inferir que el alumno no ve necesaria la respuesta a
la primera pregunta, pues cree que es suficiente con haberla escrito para la funcién g cuando
determind g'; indica, ademas, que posee una definicion personal del concepto.

Al escribir la definicion de derivada para la funcion g (*sin advertir que el limite debe
existir*) se comete un error de signo en la expresion interna (identificado en la fig. 1.1 con
una flecha), sin embargo lo escrito en los items 3 (fig. 2.1) y 4 (fig. 5.1) donde la definicion
también se utiliza, permite inferir que el error, que resulta compensado con un error
algebraico (identificado en al fig. 1.1 con un asterisco), puede tomarse como asintomatico y
por lo tanto el estudiante dispone también del conocimiento soporte requerido e identificado

en el analisis de pertinencia de esta situacion.

item 3 (fig. 2.1):

El procedimiento seguido para dar respuesta a las preguntas planteadas es equivalente con el
método 3 utilizado por el solucionador ideal, lo que permite inferir que el estudiante logra los
actos de comprension objetos de analisis y descritos en el andlisis de pertinencia del método 3
para esta situacion.

*Al utilizar la definicion para calcular la derivada de la funcion f dada a trozos, sin que el

item se lo exija* (al igual que en el item 4 figura. 5.1), permite inferir que la definicion
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personal del concepto derivada que posee el alumno, tiene cierto grado de estabilidad®, es
coherente™ y esta bien adaptada matematicamente™”.
*En el proceso de resolucion seguido por el estudiante se puede inferir la toma de conciencia

sobre el problema de derivabilidad de la funcion f en x=2, el cual intenta sortear

utilizando el registro grafico de la funcion, que fue fundamental para lograr un relativo exito
en la respuesta al item 2 (ver figura 4.1, ovalo rojo) y llenar algunos vacios utilizando el
registro analitico, pero que esta vez lo lleva a la justificacion incorrecta de la derivada puntual
en x=2 al confundirse en la definicion de punto critico. Se puede inferir, ademas, que
dichos vacios utilizando el registro analitico pasan por la no toma de consciencia en la
variacion del h en la nocion de limite, es decir, la derivada estd condicionada por la

comprension del concepto de limite.*

Items 6a, 6b, 6¢ y 6d (fig. 3.1):

En el item 6a se selecciona y justifica correctamente la respuesta siguiendo la justificacion 2
dada por el solucionador ideal.

*Aparentemente no se responde a la pregunta del item 6b, pero en realidad se hizo al
justificar la eleccion del item 6a, quiz& por tal razon el estudiante no vio la necesidad de
repetir lo escrito y solamente dio una justificacion en donde identifica correctamente las
variaciones de los puntos Q, R y el angulo en el punto P dada por la interpretacion grafica de
la formula que se le da en el item, pero no da la representacion grafica de dicha
interpretacion.*

Con la forma de proceder del estudiante en los dos primeros items, se confirma el logro de los
actos de comprension objetos de analisis y descritos en el andlisis de pertinencia items 6a-

justificacion 2 e item 6b.

® Una definicién personal, relativa a un concepto, es estable en la medida en que la persona verbaliza una definicién sobre el
concepto en forma consistente y equivalente en diferentes situaciones. (Alvarez-Delgado, 2001).

10 |_a coherencia de la definicion se refiere al grado de articulacién que tiene la definicién personal con la accién, es decir, con el
concepto imagen evocado. Se dice global cuando esta referida a distintos contextos, y local, a uno sélo. (Alvarez-Delgado, 2001).

1 Una definicién personal estable se llama bien adaptada o bien ajustada matematicamente si es equivalente a la definicion
institucionalizada. (Alvarez-Delgado, 2001).
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*En el item 6¢ la eleccion de la respuesta es incorrecta, pues no se toma el limite como el
nimero al cual tiende el cociente 2. Y la justificacion, aunque plantea argumentos correctos,

exhibe dificultades en la compresion del concepto limite.*

En el item 6d pasa algo similar al item 6c, es decir, se guarda cierta coherencia entre las
elecciones y justificaciones dadas.

El estudiante con su forma de proceder en los items 6¢ y 6d, *muestra dificultades en la
compresion del concepto limite pues algunas veces piensa en el limite como un valor
aproximado y extremadamente pequefio, dificultad que se puede comparar con la dificultad
que se tuvo en el célculo, tanto de Leibniz como de Newton, y que tenia que ver con el
problema de la fundamentacion del calculo, el cual quedd sin resolver a lo largo de todo el
siglo XVIIL.*

El problema principal que quedd sin resolver a lo largo de todo el siglo XVIII fue el de la
fundamentacion del calculo. Que ahi habia un problema era cosa bien sabida, lo cual no era muy
sorprendente cuando uno se para a considerar la cantidad de propiedades obviamente contradictorias
consigo mismas que se le atribuian al concepto fundamental del calculo, el de diferencial... Esto nos
conduce a la siguiente cuestion fundamental del célculo, tal como la vieron muchos matematicos
desde Leibniz: ¢Existen cantidades infinitamente pequefias? La mayor parte de los que aplicaban el
calculo de Leibniz llegaron a convencerse de una manera o de otra de que la respuesta es <<si>>...
Leibniz ya tenia sus dudas acerca de la existencia de cantidades infinitamente pequefias... Asi pues,
su pregunta fundamental era: ;Se puede garantizar que es seguro el uso de cantidades infinitamente
pequefias en el calculo? A esta pregunta Leibniz no le encontré una respuesta satisfactoria.

Newton afirmaba que su calculo no dependia de la existencia de las cantidades infinitamente
pequefias; su concepto fundamental era el de fluxion,... en el uso concreto del célculo fluxional, lo

gue es importante no son las fluxiones en si (de hecho quedan indeterminadas), sino sus razones...
Newton explicaba ademas que la razén de las fluxiones y/x es igual a la <<primera>> 0 a la
<<Ultima>> de las razones de los incrementos o decrementos de Y y de X respectivamente...
considera la razén Ec/CE cuando Ec y CE disminuyen ambos hacia cero o aumentan ambos

desde cero. En el primer caso habla de su razén ultima, que alcanzan justamente antes de
desvanecerse en el cero o la nada, y en el segundo caso habla de su razén primera, que es la que
tienen justamente al llegar al ser, nada mas surgir del cero a de la nada. (Grattan-Guinness, 1980,
pp.116-118)
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Conclusiones:
v Con relacién a los actos de compresion agrupados en este eje de referencia se puede concluir
que el estudiante los reconoce parcialmente, pero la falta de apropiacion profunda del

concepto de limite, condiciona en algunas ocasiones, el reconocimiento total.

Eje de referencia 1b.

Se analizan a continuacion las respuestas del estudiante a los items 1, 2, 3, 4, 6a, 6¢, 7 y 8 que
confrontan aspectos del eje de referencia 1b: La produccién del estudiante para dar respuesta a
los items 1, 3, 6a y 6¢ se mostro en las figuras 1.1, 2.1 y 3.1. La produccion para los items 2, 4, 7
y 8 se muestra a continuacion respectivamente en las figuras 4.1, 5.1, 6.1 y 7.1:

2) Utilice la grifica de la funcion J (dada al lado izquierdo), para trazar la grifica de la funcién f' (al I+ «
derecho). Defina analiticamenie f’(.ﬂ ¥y cdlcule f‘(-l] . Justifique sus respuestas.
¥

Ly
v
o
z (pr—————
e
| 1 Faie ¥ I 1 1
BT 1 5 x
e I_ 1 2 X =R
] D 2 |-
Procedimiento y Justificacidn: ; 1
n’\(:‘s oy = H4-O F G =2, B> Rha guncien o Tro2oR
(1 ‘:_-‘:‘J‘ R . 2 3L XL
: zAA=-2 ”'("‘)cio;-aﬂéxf_o
G \~Z oLK<E-2
..‘Y\C"':."\) =t s_:)
¢ -l 3 , >
&3 ens Mosyrees e o
oy A= -2 Nasy A 30olo Ve lo—
(2.0 %
L &r Pura ;"e“‘xf___?__,
; | ey
ﬁ )-ESX €1
A O;N<xXLO

P,
Respuesia:  ¥) -f”“t-z‘ kLD D f'(--l)=&..,§-“_z_-

Figura 4.1
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4) La recta tangente a la grifica de una funcién y = g(x) en el punto (2,~3) pasa por el punto (5,0). Encontrar

2(2) v g'en x=2. Justifique sus respuestas. i
Jocks) = 20

cjlogﬁ {r an

Procedimiento v Justificacién: s
p Lo hoo ,
(o pasa POFK"{ J—j’) N (5,6 % i ik e
¥-ED=304%)  gio. ua sOHia-09)
n— o "

RN i
MS&:)" -2 Y43 =36 o)

Mow=d. 3 | y=3r-1 T e
960 =277 Yoy 3

9(z)= =

Respuestas: ¥) 2(2)= - S ; y *) glenx=2es 3 :

Figura 5.1

7) Diga si la grafica de la funcion f(x) = x* —8x” + 2 tiene recta tangente en los puntos (2.—14) wo (3.1
caso afirmativo encuentre la ecuacion de la recta tangente en el o los puntos indicados.
FProcedimiento vy Justificacidn:
3
€ o= 9 %3 16X
it T2 (T
e - 24 — 1G>
G, g = S
gl [

las =~

=
=

€ \coy= ) - 162
fluoname "~

A
F czD> = <3
Respuestas: *) ;La grafica de la funcién tiene recta tangente en el punto {2,—14) 7
™NO: = SI: __. Ecuacitn: 2! fav=< .
*) il graflica de la funcion tiene recta tangente en el punto (3,117

SI: ¢ . FBcuacion: & {2 = ——

™NO:

Figura 6.1

La siguiente grifica representa la distancia recorrida, en millas, por el conductor de un mévil que conduce durante

By
cierto tiempo, en horas, para llegar a su destino.

Distancis (en rilas)

T Ticmpo fen hores)
a} ;Cual de las siguientes grificas, da una representacién mas apropiada de la funcion velocidad:

= I r) [ Fi) I ﬁ
b} Justifica la repuesta escogida y por qué la NO ELECCION de las otras dos opciones.
Lt graccca T niciea oesde onriba , St miramc)

=
{an PPt Ere Quet i€ G on VQ".!-"-"'..—- = -
> Mm] vk, d‘e Ve {0(‘-’:/'-40’

Leta yre gy IT
dl ll\panla-"“?l, &s deci~ G =t Et®an pore Ve :A.Ct”ﬁ'-”?-'wl-?
W= focr ;/c.e w"’

€5 [ TP v gue (o fencea

Ay ] L= P

(‘f-’—; i ;f.;_- & . = BN o € Mc_,) 3 Por o !‘“I =
lor poncian ctce (@ weccam i Ao
\

taddo L O e S
‘e 5 oo~ o

de len wvelecidacd = cansbon :
t et {en £ Ccan ue(cC‘fa‘(uaf e f diagal

Figura 7.1
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items1,2,3,4y7:

En los items 1, 2 y 3 (figs. 1.1, 4.1 y 2.1) se sigue un procedimiento equivalente al utilizado
por el solucionador ideal, y aunque no pase lo mismo en los items 4 y 7 (figs. 5.1 y 6.1), en
todos ellos primero se determina la funcién derivada y luego la derivada puntual
reemplazando en dicha funcion el valor de x dado, sin importar que en el enunciado de la
pregunta se le pida primero o solamente el calculo de la derivada en un punto, ver por
ejemplo items 1y 4, esto permite inferir que el estudiante logra los actos de comprensién que
son objetos de analisis.

En las respuestas a los items 2 (fig. 4.1) y 3 (fig. 2.1), donde se reconoce la derivada como
una funcion, *existen dificultades asociadas con su dominio, en el item 2 una de las
dificultades se da al graficar la funcion derivada, pues aunque existen 4 valores en donde la
funcion no es derivable, no se reconocen 2 de ellos, particularmente los extremos x=-3 y
x =2, lo que hace que en la grafica de la derivada existan sus imagenes, este hecho tiene que
ver con que la derivada estd condicionada por la comprension del concepto de limite*
(dificultad reconocida en el andlisis del item 3 para el plano 1a), pero en este caso solamente
se falla en los valores en donde uno de los limites laterales no existe. *La otra dificultad se
observa en la incongruencia del dominio entre la grafica de la funcién derivada y su regla de

correspondencia escrita analiticamente, dificultad que radica en el cambio de registros.*

items 6a, 6¢ y 8:

Como se dijo anteriormente, en el item 6a (fig. 3.1) se selecciona y justifica correctamente la
respuesta siguiendo la justificacion 2, dada por el solucionador ideal, es decir que se ratifica
la inferencia del reconocimiento de la derivada puntual como un numero, identificada en los
items anteriores. Mientras que las selecciones equivocadas y las justificaciones inadecuadas
en los items 6¢ (fig. 3.1) y 8 (fig. 7.1) no permiten realizar inferencias sobre los actos de

compresion objetos de analisis.

Conclusiones:

v" Con relacién a los actos de compresion agrupados en este plano de referencia se puede

concluir que el estudiante reconoce, discrimina y establece la relacion entre los productos,
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funcion derivada y derivada puntual, del proceso matematico de la definicion, pero en ciertas

situaciones, existen dificultades asociadas con la determinacién del dominio de la funcién

derivada.

Eje de referencia 1c.
Ahora se analizan las respuestas del estudiante a los items 1, 2, 3, 4, 7, 9a y 9b, los cuales

confrontan aspectos del plano de referencia 1c: La figura 8.1 que aparece a continuacion muestra

la produccion del estudiante para dar respuesta a los items 9a y 9b, las otras producciones se

encuentran en figuras anteriores.

9) Sea A el drea de un circulo de radio » variable:
a) Determine ol ritmo de cambio del drea respecto al radio.

Procedimiento v Justificacion:

b} Si el radio del circulo esta creciendo a razén de 3 centimetros por minuto. Calcular el ritmo de cambio del area
cuando el radio es de 6 centimetros.

Procedimicnto v Justifjcpcign:

jl_Li 7 Ca~ds == A2 . de
- A d+t

Respuesta:

Figura 8.1
items 1,2, 3,4,7, 9y 9b:
e Enelitem 1 (fig. 1.1) a pesar de que se le pide calcular la derivada puntual en los términos
“calcular la derivada de la funcion g(x)=§ en x=2 y determinar la funcion g'”, el
X

estudiante las representa respectivamente como g'(2) y g'(x). También lo hace cuando se

escriben formas equivalentes para la funcion derivada, tal es el caso de la respuesta al item 3
(fig. 2.1) en la cuél se le pide determinar la funcion % y el estudiante escribe f'(x),yenla
X

interpretacion de expresiones dadas en lenguaje verbal en los items 9a y 9b (fig. 8.1) donde al
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hablarle en términos de ritmo de cambio del area respecto al radio y razon de cambio del

radio respecto al tiempo, escribe respectivamente 9A  or

dr ~ dt’

e En el item 2 (fig. 4.1) procede de forma “inversa” al punto anterior, es decir, interpreta
correctamente los simbolos dados en el enunciado f'(x) y f'(-1) con los términos funcién
derivada y derivada puntual.

e Lo analizado en los puntos anteriores permite inferir que el estudiante ha logrado los actos de
compresion objetos de analisis, mientras que los procedimientos utilizados en los items 4 (fig.

5.1) y 7 (fig. 6.1) no permiten realizar inferencias sobre dichos actos de compresion.

Conclusiones:
v" Con relacién a los actos de compresion agrupados en este plano de referencia se puede
concluir que el estudiante interioriza el proceso multiple y sus productos, y encapsula en

simbolos apropiados los términos funcion derivada y derivada en un punto.

Teniendo en cuenta los analisis anteriores, podemos inferir respecto al significado matematico de
la derivada (plano 1) que, el estudiante (6) posee una definicion personal que coincide con la
institucional (sin precisar la necesidad de que el limite exista); expresa la formula contenida en la
definicion, interpreta y calcula correctamente las imagenes contenidas en el cociente de
diferencias, identifica y discrimina, como objetos, los dos productos del proceso matematico
subyacente en la definicion, relacionandolos adecuadamente, ademas ha interiorizado el proceso

maltiple y sus productos, y los ha encapsulado en los simbolos f'(x) y f '(c) o equivalentes,

articuladamente, con los términos funcion derivada y derivada en un punto. Es asi como
considerando las exigencias en cada uno de los planos y las cuales se le plantean en las
situaciones analizadas, el estudiante alcanza el estado de comprension B, respecto del significado
matematico de la derivada, pero vacios identificables en la apropiacion del concepto soporte
limite, del cual tiene un dominio algebraico, pero le falta la fundamentacién matematica de mas
fondo, en cuanto a la necesidad de que los limites laterales existan y sean iguales, para la

existencia de la derivada (tratada de superar con la utilizacion del registro grafico) o pensar en el
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limite como un valor aproximado, no le permite alcanzar el estado de comprension A respecto del

significado matematico de la definicion.

Ejes de referencia 2a 'y 2b.
Se analizan en adelante los items relacionados con los ejes que hacen parte de las versiones de
derivada en contexto, comenzando por las respuestas del estudiante al item 6b (fig. 3.1), que

confronta aspectos de los ejes de referencia 2a 'y 2b:

e Como se destaco en el analisis de esta situacion para el plano de referencia 1a, aparentemente
el estudiante no responde a la pregunta, pero en realidad lo hizo parcialmente al justificar la
eleccion del item 6a (fig. 3.1), pues le falto realizar la gréfica pedida, pero *se observa el
reconocimiento de variaciones importantes en la grafica (estatica), dados por la formula (*), y
por lo tanto es muy probable, pero no absolutamente seguro (pues no hay otros items que
confronten este aspecto), que el estudiante disponga de los actos de compresion aqui
analizados, pero tenga limitaciones en explicarlos verbalmente. Por lo que el problema puede
ubicarse en la conversion entre representaciones. En este caso, de las representaciones
mentales del sujeto a la manera como representa semidticamente tales representaciones
mentales; es decir, el estudiante puede tener representaciones mentales apropiadas en un
momento dado vy, sin embargo, no tener la forma de expresion adecuada en términos del

lenguaje verbal.*

Conclusiones:
v Con relacion a los actos de compresion agrupados en estos ejes de referencia no se puede
decir con certeza si el estudiante los logra, pero vislumbran el problema de reconocer el

proceso de aproximacion por rectas secantes a la recta tangente.

Eje de referencia 2c.
Se analizan a continuacion las respuestas del estudiante a los items 2, 3, 4, 5a, 5b, 6a, 6b, 7, 8, 9a
y 9b que confrontan aspectos del eje de referencia 2c: Las figuras 4.1, 2.1, 5.1, 3.1, 6.1, 7.1 y 8.1,

antes presentadas, muestran la produccién del estudiante para dar respuestas a los items 2, 3, 4,
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6a, 6b, 7, 8, 9a y 9b. Aclarando que el estudiante no respondio las preguntas de los items 5a y 5b,

como se observa en la siguiente figura:

5) La distancia, medida en pies, que recorre un cuerpo en caida libre sobre la superficie terestre esti dada
aproximadamente por la fGimulg $(r) = jfl} dande # representa el tiempo en segundos. Responda las siguientes
preguntas y justifique su respuesta.

a) ;Cugl es la férmula para la funcién velocidad del cuerpo en caida libre?
I’rm:edimie_uiﬂ y Justificacion:

Respuesta: PO . i 0 0 vl e e g

b) ;Cudl es la velocidad del cuerpo en el tercer segundo?
Procedimiento y Justificacion: :

Figura 9.1

items 2, 3,4, 6a,6by 7:

Al seguir un procedimiento equivalente al del solucionador ideal para dar respuesta al item 2
(fig. 4.1), se puede inferir que el estudiante identifica las correspondencias descritas en el
plano de compresion objeto de analisis, pues *define analiticamente la funcién derivada

utilizando el célculo del valor de la pendiente para cada trozo de la funcion f dada

graficamente y, aunque no identifique dicha correspondencia s6lo en los extremos del
intervalo, pues en puntos interiores donde esto pasa, la representacion gréafica es fundamental
para dar la respuesta correcta (ver ovalo rojo, fig. 4.1), las dificultades se pueden atribuir al
vacio descrito en analisis anteriores (item 3 para el plano 1a) respecto al concepto de limite.*
El logro del acto de compresion i) objeto de andlisis se confirma al observar la respuesta
equivalente a la del solucionador ideal para el item 6a (fig. 3.1), y sigue siendo vélida aun
cuando *el procedimiento para dar respuesta al item 4 (fig. 5.1) no sea correcto, pues lo que
sucede realmente es que el estudiante interpreta la funcion de forma equivocada como la recta
tangente.*

*En el item 7 (fig. 6.1), se infiere que el estudiante actia mecanicamente ante este tipo de
preguntas pues aunque deriva y reemplaza correctamente en los puntos dados, no reconoce

que una tangente es horizontal, pues en su respuesta dice que no hay recta tangente y sin
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embargo escribe la derivada puntual calculada como la ecuacion, lo que parece estar ligado
con lo realizado en el item 3, en el que asocia que la funcion cuando la derivada es cero, no
existe recta tangente en el punto, resultando un esquema erréneo, y en la otra respuesta
aunqgue dice que si existe rectan tangente, tampoco da la ecuacion correcta y vuelve a escribir
la derivada puntual calculada.*

e El procedimiento seguido para dar respuesta a los items 3 (fig. 2.1) y 6b (fig. 3.1) no permite

realizar inferencias con relacion al eje objeto de anélisis.

items 5a, 5b y 8:

e El no responder a los items 5a y 5b (fig. 9.1) y *el verbalizar que la derivada de la funcion
distancia es la velocidad, pero no conectar esto con lo pedido, dando respuestas inadecuadas
al item 3 (fig. 7.1)*, no permite realizar inferencias con relacion a los actos de comprension
objeto de analisis.

items 9a y 9b (fig. 8.1):

e *En el item 9a aunque cambie correctamente la expresion dada en el registro verbal al
analitico y a medias en el item 9b, por lo analizado hasta ahora en la version fisica del
concepto, podemos inferir que se logra actuando memoristicamente y por tal razén no

responde a la pregunta planteada en este ultimo item.*

Conclusiones:

v Con relacién a los actos de compresion agrupados en este eje de referencia se puede concluir
que existen registros suficientes en los cuales identifica las correspondencias entre la
pendiente de la recta tangente en un punto con la derivada en dicho punto, y la funcion de
pendientes de rectas tangentes a la curva con la funcidon derivada, pero a veces existen
dificultades en reconocer algunos puntos en donde la derivada no existe, al no existir recta

tangente.
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Eje de referencia 2d.

Por altimo, se analizan las respuestas del estudiante a los items 2, 3, 4, 5a, 5b, 7, 9a'y 9b, en lo

que concierne a los aspectos del eje de referencia 2d:

items 2,3,4y7:

De la produccién del estudiante para los items 2 y 4 (figs. 4.1 y 5.1), se puede inferir el logro
de los actos de compresion objeto de andlisis y referidos a la interpretacion geométrica del
concepto derivada, *aclarando que en el item 7 (fig. 6.1), si bien el procedimiento de
resolucion comienza por buen camino, pues encuentra la funcion derivada y luego reemplaza
apropiadamente los valores de x determinando las derivadas puntuales correctas, no las
asocia con las pendientes de las rectas tangentes en dichos valores y aunque este hecho parece
ir en contravia de la inferencia realizada, no es tal el caso, pues como se dijo en el analisis
para el plano 2c el problema parece estar ligado con lo realizado en el item 3 (fig. 2.1), donde
el resultado cero para la derivada puntal vuelve a desviar la atencién del estudiante hacia la
utilizacion incorrecta de la definicion de valor critico*, por lo demas el procedimiento
utilizado para dar respuesta al item 3 no permite realizar inferencias con relacion al plano

objeto de analisis.

items 5a, 5b, 9a 'y 9b:

La verbalizacion que hace correctamente en el item 8 (fig. 7.1) y algunas asociaciones
correctas en la situacion 9 (fig. 8.1), no tienen incidencia sobre la accion del estudiante para
dar respuestas a dichos items, *por lo que se infiere que el estudiante no ha realizado los
encapsulamientos referidos a la interpretacion fisica, ratificando dicha inferencia al no dar

ninguna respuesta a los items 5a y 5b (fig. 9.1).*

Conclusiones:

v Con relacién a los actos de compresion agrupados en este eje de referencia se puede concluir

que ha encapsulado en simbolos apropiados los terminos pendiente de la recta tangente en un

punto y funcion de pendientes de rectas tangentes a una curva.
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Teniendo en cuenta los andlisis anteriores respecto a las versiones de derivada en contexto (plano
2), el estudiante (6) alcanza el estado de comprension C respecto de la apropiacion del marco
interpretativo del concepto derivada que le da sentido al concepto, pues, aunque tiene un dominio
aceptable de la versién geométrica, se observan algunas dificultades, pero definitivamente no hay

un dominio de la version fisica.

Como conclusion general, de acuerdo a lo analizado en todos los items, se puede afirmar que el
estudiante 6 alcanza el estado de comprension BC. En donde las deficiencias en la compresion
conceptual de ciertos aspectos ya descritos, recaen basicamente sobre conocimiento soporte y la
dificultad para exteriorizar verbalmente lo que piensa. A pesar de esto, logra reconocer
variaciones dadas por la formula (*) en la graficas estatica del item 6, que segun los reportes de
investigacion internacionales ya referenciados, es algo que la mayoria de estudiantes no logra.
Ademas se revela un notorio dominio de la version geométrica sobre la version fisica que puede

ser consecuencia del énfasis que hacen no solo los textos, sino los docentes.

En relacion con el conocimiento soporte que el estudiante pone en juego para responder a las
preguntas de los items se puede inferir que: Reconoce en una situacion el concepto de funcion y
su dominio, esboza algunas funciones graficamente y sabe como funciona la regla de
correspondencia que la define analiticamente, incluyendo funciones a trozos; maneja
apropiadamente las operaciones con fracciones algebraicas, utiliza y aplica adecuadamente la
férmula para el célculo de pendientes de un segmento de recta y ecuacion de una recta, traza la
grafica de una funcion a trozos. Pero existen vacios en el concepto de limite, particularmente
limites laterales y algunas veces el limite se piensa como un valor aproximado y extremadamente
pequefio. En algunas ocasiones el estudiante puede tener representaciones mentales apropiadas v,
sin embargo no tener la forma de expresion adecuada en términos del lenguaje verbal, por lo que

el problema puede ubicarse en la conversion entre representaciones.
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5.2 Andlisis de las producciones alumno 54, representante del estado de comprension CD.

Plano 1 Plano 2
Ejela | Ejelb | Ejelc | Eje2a | Eje2b Eje 2c Eje 2d
Iitem 1 P(X)* POX)* | N(X)*

[tem 2 ®* | (0* NG)* | N(X)
item3 | Nx) [ 0* | (0* Nx i) | N(X)
Item 4 N | N N i) | NX)
item 5a N(_ii(v)* | N(x(V))
item 5b NX_i(v))* | N(x(v))
item 6a | N(x_g)* | N(x_n) N(x_i)

itemeéb | — | | | | |

item 6c | N(x_g)* | N(x_n)*
item 6d | N(x_g)* | N(x_n)*

Iitem 7 (x)* () P(x_i)* P(X)*
item 8 N(x) N(X(p-v))

item 9a P(x)* N(x_ii(r))* | P(x)*
item 9b (x)* (x(r)* x)*

De acuerdo con la tabla anterior y los anélisis sobre los cuales se sustenta, se puede inferir que el
estudiante (54):

A] Respecto del significado matematico del concepto de derivada. Ha logrado el estado de

comprension C, identificado en los analisis. En efecto:

i) Con relacion a los actos de compresion agrupados en el eje de referencia la, puede
reconocer globalmente la secuencia de operaciones en la representacion analitica de la
definicion de derivada, pero no hay un reconocimiento local de la misma, debido a la no
apropiacion del concepto de limite y vacios en otros conceptos soporte, descritos en el

andlisis.

i) Respecto al conjunto de actos de comprension que se agrupan en el eje de referencia 1b,

reconoce, discrimina y establece la relacion entre los productos, funcion derivada y
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derivada puntual, del proceso matematico de la definicion, en muchas ocasiones mediada

por reglas de derivacion, no identificando la derivabilidad de una funcién en un punto.

B] Respecto de la apropiacion de las versiones en contexto del concepto de derivada, alcanza el

C]

estado de comprension D, es decir:

No logra los actos de comprension agrupados en 2a y 2b, es decir, no reconoce la
variacion y el proceso de aproximacion por rectas secantes a la recta tangente (su posicion
limite), resultados que son similares a los obtenidos en otras investigaciones,

particularmente comentadas en el analisis de estos mismos ejes para el estudiante 24.

Con relacion a los actos de compresion agrupados en el eje 2c, identifica las
correspondencias entre la pendiente de la recta tangente en un punto con la derivada en
dicho punto, cuando éstas estan referidas a interpretaciones geometricas que involucran la
aplicacion de reglas de derivacion, no identifica dichas correspondencias referidas a
interpretaciones fisicas (velocidad instantanea y funcion velocidad), reconociendo que
existe una leve identificacion, también desde una perspectiva operativa, cuando la funcion

velocidad se expresa en términos de razones o ritmos de cambio.

En relacion con el conocimiento soporte que el estudiante pone en juego para responder a las

preguntas de los items se puede inferir que: Reconoce en una situacion el concepto de

funcion, pero no identifica su dominio, esboza algunas funciones graficamente y sabe como

funciona la regla de correspondencia que la define analiticamente incluyendo funciones a

trozos, no muestra un manejo de las operaciones con fracciones algebraicas, pero utiliza y

aplica adecuadamente la férmula para el célculo de pendientes de un segmento de recta y

ecuacion de una recta, y existen vacios en el concepto de limite.

EN CONCLUSION: EI alumno alcanza el estado de comprension caracterizado como CD, en el

cual existen deficiencias, tanto en la apropiacion del concepto de limite, como de las versiones en

contexto de la derivada que se utilizaron para definir su marco interpretativo, especialmente en el
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contexto fisico en el que tal interpretacion es practicamente inexistente. Agregando que el logro

de algunos actos de comprension agrupados en 1b y 2c, se desplaza hacia una perspectiva

operativa.
Analisis especifico respecto a cada eje de referencia.

Eje de referencia la.
Las producciones del estudiante para dar respuesta a los items 1, 3, 6a, 6b, 6¢c y 6d que
confrontan los actos de comprension agrupados en este eje de referencia se muestran en las

figuras 1.2, 2.2y 3.2:

1) De la definicién de la derivada de una funcién f en x. Utilice la definicién para calcular la derivada de la
- 3 ; :
funcién g(x) == en x = 2. Determine la funcién g'.
x

Procedimiento v Justificacidn:

4= J.. 9K %)rﬂi > [ fé_) L {,ﬁ)
\/-, h?o Y-\a 2 4
I
Respuestas: *} La derivada de g(x):% en x=2 es .:T -
*)} Lafuncion g'es:
Figura 1.2

2x—-4 s x=2
4-2x si x>2
F'(2). Justifique sus respuestas.
Procedimiento v Justificacjog:

- d 7 :
3) Dada la funcién f{x) —{ . Determine, de ser posible, la funcién é y los valores de {'(0)

ds £'0)-{ oy T l .
?—Kié B=2 0 5 xs3 e Lo Goale) porgoe e he
R i) :
\‘-'l St X >L .‘5( (Z\:Z C”Ié’r’{ﬂtioaw,-fﬁ X< 7
dy (2 3 XLl

Respuestas: *) -=-

o R R

¥ fr=_1

Figura 2.2
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6) Teniendo en cuenta que ¢l dibijo que aparcee a tonlinuacion se utiliza para explicar el porque la derivada de una
. Ay L, (xy, + Ax)— 1(x

lirn 2 _ fim £ 5% )= I(xa) *)

Ar—s0 Aoe Ar—sD Ax

Seleccione la respuesta comrecta o responda cada pregunta. en cualguier caso justifique claramente:

v

funcién 1 = (X} en un punte se Jefine coma . si este limite existe.

a) LEn qué punto de la grafica, la férmula (*) da la derivada de la funcién?
i)EnP. ii} En Q. }QEn Py Q. iv} En R.

Justificacién de Ia eleccién:

f{oy goe Do Ay p:);\‘.t?j.!oj Q;JQ - B2 drﬂ

FOq # A ooy

O

E n+ax
b} Cuidl es la interpretacién geométrica de la expresion (*) que define la derivada de una funcién en un punto? D

su representacion grifica en el dibujo dado.
Resp ¥ Justifi i

c) ¢Cuindo Ax riende a 0 qué pasa con el cociente A%x T
i} Se anula. ii) Es un namero infinitamente pequefio.
iii) Tiene por limite un nimero. )(j Se indetermina.
- Juslificacion de Ia eleccidn: _

Po - gow .91'-r -J—aao.f g _;‘-\/.-g',o‘; o frf;i .;_.J,,,{ = |[ O‘{Q

e e f]
r ¥
comEel oo Ve g e by pomc = se coadefe s
: = 2 % = . Ay
d) La derivada definida anteriormente, se obtiene si en el cociente Ax
i) Ax=0. B Ax=0.
iii)  Ax es wn rmisnero infinifamente peqguciio. iv) MNinguno de los anteriores.
Justificacion de la eleccion: T ' ) gi
o g O oyt ticflo got la Jde v WVad g S53€ & W S VI B PR
Figura 3.2

En el item 1 (fig. 1.2), el estudiante da la respuesta s6lo a una de las tres preguntas planteadas
(pregunta dos), pero no da justificacion alguna sobre como la obtuvo, aunque se puede inferir
que fue con la utilizacién de las reglas de derivacion. Ademas escribe la definicion de

derivada, no como respuesta a la primera pregunta, sino al tratar de determinar g' y en dicho

proceso realiza un segundo paso que no desarrolla. Esto permite inferir, de un lado, que el
estudiante no ve necesaria la respuesta a la primera pregunta, pues cree que con haberla

escrito para la funcion g es suficiente. De otro lado, que no hay reconocimiento local de la

secuencia de operaciones involucrada en la definicion, pues en el segundo paso que escribe,
no calcula correctamente una de las imagenes que aparece en el numerador del cociente de
diferencias y no modifica la secuencia de operaciones interna en la definicion. Por lo tanto,
logra parcialmente los actos de comprension objetos de analisis, en particular el referido al
reconocimiento global de la secuencia de operaciones en la representacion analitica de la
definicion de derivada, ya que establece la relacion que se da entre la funcion y su derivada al

ingresar la funcion representada por g, en dicha definicion.
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La ultima inferencia se podria corroborar cuando el estudiante escribe la justificacion de su
eleccion en el item 6d (fig. 3.2), a pesar de que la eleccion sea incorrecta, pues esto se puede

deber posiblemente a la asignacion de un significado equivalente a los simbolos Ax~0 vy

i , Ay T+ AX) — (X
AXx—0, este Ultimo que aparece en la formula lim=Y = lim (% + 49 = (%)
Ax—0 A&x—0 AX

dada en el

enunciado de la situacion.

El item 6¢ (fig. 3.2) por su parte permitiria reafirmar de un lado el no reconocimiento local de
dicha secuencia al responder que la derivada de la funcion se da en los puntos Py Q. Y del
otro, el problema de significado que el estudiante asigna a ciertos simbolos, en este caso Ax
tiende a 0 equivalente con Ax=0.

Las respuestas dadas a los items 3 (fig. 2.2) y 6a (fig. 3.2) no permiten realizar inferencias
sobre los actos de compresion que se analizan en este plano. Al igual que el item 6b (fig. 3.

2), debido a que el estudiante no lo responde.

Conclusiones:

v’ El estudiante alcanza aproximaciones a los actos de comprensidn objetos de analisis, es decir,

puede reconocer globalmente la secuencia de operaciones en la representacion analitica de la
definicion de derivada, pero no hay un reconocimiento local de la misma.

Con relacion al conocimiento soporte que el estudiante pone en juego para responder cada
una de las preguntas se puede inferir que: Reconoce en una situacion el concepto de funcion y
aunque calcula incorrectamente una imagen en el item 1, hay registros suficientes para decir
que sabe como funciona la regla de correspondencia que la define analiticamente incluyendo
funciones a trozos. Los vacios en la apropiacién del concepto de limite y en el manejo de
fracciones algebraicas, que son conocimiento soporte confrontado por las situaciones aqui

analizadas, influyen en el logro de los actos de comprension analizados.

Eje de referencia 1b.

Se analizan a continuacion las respuestas del estudiante a los items 1, 2, 3, 4, 6a, 6¢, 7 y 8 que

confrontan aspectos del plano de referencia 1b: La produccion del estudiante para dar respuesta a
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los items 1, 3, 6a y 6¢ se mostro en las figuras 1. 2, 2.2 y 3.2. La produccion para los items 2, 4, 7

y 8 se muestra a continuacion respectivamente en las figuras 4.2, 5.2, 6.2y 7.2:

2) Utilice la grafica de la funcion [ (dada al lado izquierdo), para trazar la grafica de la funcién f' (al |

derecho). Defina analiticamente £’ (x) y calcule £'(-1), Justifique sus respuestas.
Y g ¥

(Yj"‘”.——*f-" { Doy $_1 1 e
"t
d - _(.wc.....l 2=
2> rl&x.—:—.ﬁ
Fhex
1 g P | b 4 1 1
-3 ZF o T x
CaE RN -

gl 1 2 x Ll E‘(K-;.a- X «
Procedimiento v Justificacitn: { ! 'U(‘] =)
_ i e o e i
I =faris 5> e
k| ,_1 —T“:-'XE:'} ,7;.»{ (K‘}' :

S R IR

(w4 (o

Figura 4.2

# .
4) Larecta tangente a la gréfica de una funcién y = g(x) en ¢l punto (2,—3) pasa por el punto (5,6). Encontrar
2(2) y g'en x =2 _Justifique sus respuestas.

Procedimicnto y Jusfificacion:
. o

Respuestas: *) g(2)= ¥ A oglenx=2es :
Figura 5.2

121



7) Diga si la gréfica de la funcién f{x)=x" —8x> +2 tiene recta tangente en los puntos (2,—14) y/o (3,11}, en
caso afirmativo encuentre la ecuacion de la recta tangente en el o los puntos indicados.

Procedimiento y Justificacién: LQ 5 o s,
= lee.\e_ !Qr.‘l-Q ‘]f-‘-"':)e\' - 29 v Pp"\-’ /—" e i
id s

&Qm!q,u? Q_E-Jd/\ ”173&0-" (-0; Lo “-‘{re: 5 = =
QU e s @) aGE el srpsa o (T

Y, = (%) { ; _"‘--\\_..

y }; A (= Y 71 By QA=) + (-'“}vb,i'}’: =11

(34 (!u);-.qm-m »{ )= qla)- 1603) <L - ‘0?"? = 60
v x-%)t 1+ yzeoly-3+11 %:;/ gox - l_ec:/“)

£

Respuestas: *) ;La grifica de la funcién tiene recta tangente en el punto (2,—14)?

NO: <5 SE_ N/ . Feuacién: Y= v =--14
T

*) ¢l grafica de la funcion tene recta tangente en el punto (3,11)7?

NG st_X . Ecuacién: y—_C.o'X&ﬂf §9

Figura 6.2

8) La siguiente grafica representa la distancia recorrida, en millas, por el conductor de un mévil que conduce durante
cierto tiempo, en horas, para Ilegar a su destino.

Distaneia (en millas)
1

Ticmpo (e homs) |

a) ;Cuél de las siguientes graficas, da una representacion més apropiada de la funcién velocidad:

I o T }(’ 1 o

b} Justifica la repuesta escogida ¥ por qué la NO ELECCION de las otras dos opciones.
L . U T ) J@
o gos S gpRon The sy va @"‘T{”“ a o RS ;

Gcig"‘/“,l =} & i < A ’:-":I’?-‘ Vs d= Cwe 'i"[f'&-.’-ﬁb )/ &7 &

3

. 1 :
s Va w2 cigel fo . =-;J'<.‘>f/-ro .AQ e e
& ’

Figura 7.2

items1,2,3y7:
e En la produccion del estudiante, para dar respuesta a los items 2, 3,y 7 (figs. 4.2, 2.2 y 6.2
respectivamente), se puede observar que hace la diferencia entre lo que representan

matematicamente los simbolos f'(x), % y f'(-1), f'(0), pues siempre determina
X
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primero la funcion derivada y luego la utiliza para calcular derivadas puntuales, lo que
permite inferir que el estudiante logra los actos de comprension que son objetos de analisis.
Cabe aclarar que en la poca produccién para responder el item 1 (fig. 1.2), el estudiante, sin
justificar de donde la obtiene, da una respuesta correcta para la derivada puntual exigida y en
la produccion del item 6d (fig. 3.2), sin ser necesario, introdujo cierta informacion que
permite ratificar la inferencia del reconocimiento, como nimero, del proceso matematico de
la definicion.

Es importante sefialar que en las respuestas a los items 2 (fig. 4.2) y 3 (fig. 2.2), donde se
reconoce la derivada como una funcién, existen dificultades asociadas con su dominio. En el
item 2 la dificultad se observa en la gréfica elaborada de la funcién derivada, pues al indicar

la existencia de las imagenes f(-3), f(-1), f(0) y f(2), el estudiante no reconoce los 4
valores en donde la funcion f no es derivable. Mientras que en el item 3, la dificultad se
observa en la regla de correspondencia escrita analiticamente para f ' al incluir en el dominio
a x=2, valoren el cual f no es derivable. Estos hechos tienen que ver con que la derivada

estd condicionada por la comprension del concepto de limite. Por otro lado en el item 2, es
evidente la necesidad que tienen algunos estudiantes de tener una funcion como una regla de

correspondencia en forma analitica para poder calcular asi la funcion derivada.

items 4, 6a, 6¢ y 8 (figs. 5.2, 3.2 y 8.2):

Lo realizado para dar respuesta a estos items no permite inferir, con relacion a los actos de
comprension, objetos de analisis, pero esto no va en contra via con la inferencia hecha antes,
pues aunque el estudiante debe hacer uso de dichos actos de comprension en los items aqui
analizados, éstos no se manifiesten, pues en realidad las respuestas estan condicionadas por
las conversiones entre registros de representacion y la comprension a priori de otros
conceptos, en particular el concepto de limite en el item 6a, y el concepto de velocidad en el
item 8. Ademas de los problemas de significado que el estudiante asigna a ciertos simbolos ya

analizados en 1la.
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Conclusiones:

v" Con relacién a los actos de compresion agrupados en este plano de referencia se puede

concluir que el estudiante reconoce, discrimina y establece la relacion entre los productos,

funcion derivada y derivada puntual, del proceso matematico de la definicion, en algunas

ocasiones mediada por reglas de derivacion, ademas no identifica la no derivabilidad de una

funcion en un punto.

Eje de referencia 1c.

Ahora se analizan las respuestas del estudiante a los items 1, 2, 3, 4, 7, 9a y 9b, los cuales

confrontan aspectos del plano de referencia 1c: La figura 8.2, que aparece a continuacion,

muestra la produccion del estudiante para dar respuesta
producciones se encuentran en figuras anteriores.

9) Sea A el drea de un circulo de radio r variable:
a) Determine el ritmo de cambio del 4rea respecto al radio.
Procedimiento y Justificacién:

Ko o
da_ A 0 Y

Respuesta:

a los items 9a y 9b, las otras

b) Si el radio del circulo estd creciendo a razén de 3 centimetros por minuto. Calcular el ritmo de cambio del area

cuando el radio es de 6 centimetros.
Procedimiento v Justificacian:

s . o
—O|Z~_"} M/ﬁ’w Ve B
d«ﬁ TE 2 /b] 200G )
= - i = \l} -
et \
Figura 8.2

items 1,2, 3,4,7, 9y 9b:

dy

e En el item 3 (fig. 1.2) donde se le pide determinar la funcion o el estudiante escribe la

X

forma equivalente f'(x), también lo hace en el item 7 (fig. 6.2) para determinar las

pendientes de las rectas tangentes en puntos dados y utiliza otras formas para representar la

derivada, en la interpretacion de expresiones dadas en lenguaje verbal en los items 9a y 9b

(fig. 8.2), donde al hablarle en terminos de ritmo de cambio del &rea respecto al radio y razon
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de cambio del radio respecto al tiempo, escribe respectivamente 3—A y % Lo que permite
r

inferir segin los analisis de pertinencia para estos items, que el estudiante ha logrado los

actos de compresion objetos de analisis. Cabe aclarar que en el proceso de célculo de la razén

. dA — N . .
de cambio o no se observa una toma de consciencia sobre el significado de dicho simbolo,
r

pues deriva respecto al tiempo y no respecto al radio, lo que presume que en cierto sentido el
proceso para calcular dichas razones de cambio se realiza de forma mecénica.

La inferencia anterior, sobre el logro de los actos de comprension objetos de analisis, se
ratifica al observar lo escrito en el item 2 (fig. 4.2), donde procede de forma “inversa”, es
decir, interpreta correctamente los simbolos dados en el enunciado, f'(x) y f'(-1), con los
términos funcion derivada y derivada puntual.

La inferencia no se ve alterada por la no respuesta a los items 1 (fig. 1.2) y 3 (fig. 2.2), donde
el estudiante debe hacer uso de dichos actos de comprension, pues en el primero la respuesta
estd condicionada por la simplificacion de expresiones algebraicas, las cuales segun analisis
en 1a, no logra, y en la segunda, a un analisis previo que depende de la conversion entre

registros de representacion.

Conclusiones:

v

Con relacion a los actos de compresion agrupados en este plano de referencia se puede
concluir que el estudiante interioriza el proceso multiple y sus productos, y encapsula en
simbolos apropiados los términos funcion derivada y derivada en un punto, ademés de un

resultado por reglas de derivacion.

Teniendo en cuenta los andlisis anteriores, podemos inferir, respecto al significado matematico de

la derivada (plano 1), que el estudiante (54) alcanza el estado de comprension C. Es capaz de

expresar la formula contenida en la definicion de derivada en términos del simbolo utilizado para

la funcién original, reconociendo como funciona su regla de correspondencia, pero incapaz de

modificar la expresion matematica interna en dicha definicién y tiene problemas de asociacion de

significado, particularmente con el simbolo Ax—0, logra un reconocimiento global pero no local
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de la secuencia de operaciones en la definicidn, pero reconoce y discrimina los dos productos del
proceso matematico subyacente en la definicién, relacionandolos adecuadamente, ademas ha

interiorizado el proceso multiple y sus productos, y los ha encapsulado en los simbolos f '(x)
y f'(c) o equivalentes, articuladamente, con los términos funcion derivada y derivada en un

punto, mediado en ocasiones por reglas de derivacion. Es asi como considerando las exigencias
en cada uno de los planos y las cuales se le plantean en las situaciones analizadas, el estudiante
alcanza el estad de compresion C respecto del significado matematico de la derivada, en donde
vacios identificables en la apropiacion del concepto soporte limite, del cual tiene un dominio
algebraico, pero le falta la fundamentacion matematica de mas fondo, para la derivabilidad de
una funcién en un punto y los problemas de asociacion de significado ya descritos, junto con los
problemas de conversiones entre registros de representacion, no permite que alcance un estado de

comprension mayor del significado matematico de la definicion.

Ejes de referencia 2a 'y 2b.
Se analizan en adelante los items relacionados con los planos que hacen parte de las versiones de
derivada en contexto, comenzando por las respuestas del estudiante al item 6b (fig. 3.2), que

confronta aspectos de los ejes 2a 'y 2b:

e El estudiante no da respuesta al item analizado y ademas, si se tiene en cuenta la respuesta al
item 6a (fig. 3.2), se puede inferir que no logra los actos de comprension objeto de andlisis.
Anotando que, aunque el estudiante reconoce y discrimina los dos productos de la definicion
(andlisis 1b), y utiliza correctamente la derivada para calcular la pendiente de una recta
tangente a la grafica de una funcién (item 7, fig. 6.2), no es capaz de realizar las

correspondencias a nivel geométrico de procesos y productos.

Conclusiones:

v’ El estudiante no logra los actos de comprensién agrupados en 2a y 2b, es decir, no reconoce
la variacion y el proceso de aproximacion por rectas secantes a la recta tangente (su posicion
limite), resultados que son similares a los obtenidos en otras investigaciones, particularmente

comentadas en el anélisis de estos mismos ejes para el estudiante 24.
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Eje de referencia 2c.

Se analizan a continuacion las respuestas del estudiante a los items 2, 3, 4, 5a, 5b, 6a, 6b, 7, 8, 9a

y 9b que confrontan aspectos del eje 2c: Las figuras 4.2, 2.2, 5.2, 3.2, 6.2, 7.2 y 8.2 antes

presentadas, muestran la produccion del estudiante para dar respuestas a los items 2, 3, 4, 6, 7, 8

y 9. La figura 9.2 siguiente, muestra la respuesta del alumno a las preguntas de los items 5a y 5b.

5) La distancia, medida en pies, gue recorre un cuerpo en caida libre sobre la superficie terresire esta dada

aproximadamente por L [imula £(0) = 5i1,, dende # representa el tiempo en segundos. Responda las siguientes
preguntas y justilique su respuesta:

a} ¢Cual es la formula para la funcién velocidad del cuerpo en caida libre?
Procedimiento y Justificacion:

- s
V- 3 V= g_'g_j gtc.'.‘-/‘,_" »)
+ L
Respuesta: Les I‘qu-cm '!\/!ln L.'.!\{o\oog 63 .)? \(_uw{pp‘ on £ ': ';Q& @) S_{: (ﬂeJ;/\gn

v
b) ;Cudl es la velocidad del cuerpo en el tercer segundo?
Procedimiento y Justificacion:

UL‘Q -'ilrfl W‘;a'
=
V) :sb) 45

Respuesta: _:’___L,.. _uo_[aa_«_«p_gcy__{'@_.,m €5 e/ il m;uﬂ.d‘.‘a_-?ﬁ i

Figura 9.2

items 2, 3,4, 6a,6by 7:

El procedimiento seguido para dar respuesta al item 2 (fig. 4.2), no permite inferir si el
estudiante logra identificar las correspondencias objeto de anélisis, pues para calcular la
derivada de la funcion f, dada graficamente en este item, primero calcula su regla de
correspondencia en forma analitica, siendo necesario el calculo del valor de la pendiente para
cada trozo de la funcién; al calcularlas, no se identifican con las derivadas en los intervalos
correspondientes, mientras que en el item 7 (fig. 6.2) lo hace al calcular la derivada puntual y

Ilamarle al nimero resultado, m, pero se infiere que lo hace desde una perspectiva operativa,

pues es uno de los ejercicios a los que mas hace referencia el texto.
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La inferencia se confirma al no responder adecuadamente las preguntas de los items 4 (fig.
5.2) y 6a (fig. 3.2) donde los actos de comprension son requeridos. Mientras que el
procedimiento sequido para dar respuesta al item 3 (fig. 2.2) y la no respuesta al item 6b (fig.

3.2) no permite realizar inferencias con relacion al eje 2c objeto de analisis.

items 5a, 5b y 8:

Los procedimientos, fuera de contexto, seguidos para dar respuesta a los items 5a y 5b (fig.
9.2) y la seleccion de la respuesta correcta en el item 8 (fig. 7.2) sin una justificacion clara,
permiten ratificar las inferencias anteriores e inferir ademas que el estudiante no posee los
actos de comprension objeto de andlisis con relacion a la interpretacion fisica del concepto

derivada.

items 9a y 9b (fig. 8.2):

Aunque en el item 9b cambie la expresion dada en el registro verbal al analitico y calcule
correctamente lo pedido, lo realizado en 9a y lo analizado hasta ahora en la version fisica del
concepto, permite inferir que se logra actuando desde una perspectiva operativa
(memoristicamente) y por tal razon se confirma la inferencia hecha en el analisis para los
items 5a, 5b y 8.

Conclusiones:

v Con relacion a los actos de compresion agrupados en este eje, se puede concluir que identifica

las correspondencias entre la pendiente de la recta tangente en un punto con la derivada en
dicho punto, cuando la pregunta se formula de manera equivalente al item 7, es decir que
identifica las correspondencias descritas en 2c, cuando éstas estan referidas a interpretaciones
geométricas que involucran un la aplicacion de reglas de derivacion, no identificando dichas
correspondencia referidas a interpretaciones fisicas (velocidad instantanea y funcion
velocidad), reconociendo que existe una leve identificacion desde una perspectiva operativa

cuando la funcidn velocidad se expresa en términos de razones o ritmos de cambio.
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Eje de referencia 2d.
Por altimo se analizan las respuestas del estudiante a los items 2, 3, 4, 5a, 5b, 7, 9a 'y 9b, en lo

que concierne a los aspectos del eje 2d:

e En concordancia con lo analizado hasta el momento, el logro de los actos de comprension

asociados se alcanza desde una perspectiva operativa.

Conclusiones:

v Con relacién a los actos de compresion agrupados en este plano de referencia se puede
concluir que ha encapsulado, en simbolos apropiados, los términos pendiente de la recta
tangente en un punto y funcion de pendientes de rectas tangentes a una curva, desde una

perspectiva operativa.

Teniendo en cuenta los andlisis anteriores respecto a las versiones de derivada en contexto (plano
2), el estudiante (54) alcanza el estado de comprension D, respecto de la apropiacion del marco
interpretativo, pues cuando logra, en algunas ocasiones, los actos de comprension, lo hace desde
una perspectiva operativa, en donde se observa el no reconocimiento de la version fisica, cuando

se habla en términos de velocidad, pues la asocia con formulas vistas en el bachillerato.

Como conclusion general, con lo analizado en todos los items, se puede afirmar que el estudiante
54 alcanza un estado de comprension CD. No interpreta lo que sucede en el proceso de limite, lo
que imposibilita el logro de los actos de comprension agrupados en 1a, 2a y 2b. Tampoco es
consciente de los puntos de no diferenciabilidad de una la funcion, y el logro de los actos de

comprension agrupados en 1b y 2c, se desplaza hacia una perspectiva operativa.

En relacion con el conocimiento soporte, que el estudiante pone en juego para responder a las
preguntas de los items, se puede inferir que: Reconoce en una situacion el concepto de funcion,
pero no identifica su dominio; esboza algunas funciones graficamente y sabe como funciona la
regla de correspondencia que la define analiticamente incluyendo funciones a trozos; no muestra

un manejo de las operaciones con fracciones algebraicas, pero utiliza y aplica adecuadamente la

129



férmula para el calculo de pendientes de un segmento de recta y ecuacion de una recta, y existen
vacios en el concepto de limite, ademéas de la asignacion de significados incorrectos a los

simbolos que éste utiliza.

5.3 Andlisis de las producciones, alumno 24, representante del estado de comprension DD.

Plano 1 Plano 2
Ejela | Ejelb | Ejelc | Eje2a | Eje2b Eje 2c Eje 2d
item 1 N(x)* (x)* (X)*

item 2 (x)* (X) P(X)* P(X)
item 3 N(x)* (X)* (X) NG i)* | NX)*
item 4 (X)* (X) N i)* | NX)*
item 5a N(X_ii(v)) | N(x(v))
item 5b N(Ci(v)) | N(x(v))
item6a | - | - | | || e

ftem6b | N(X)* N)* | NX)* | N(x_i)*

item 6¢ | N(x_g)* | N(x_n)*
item 6d | N(x_g)*

item 7 (X) (X) P(x_i)* P(X)
item 8 N(x)* N(x(p-v))

item 9a (X)* o ii))* | (0*
item 9b (X)* (x(r))* (X)*

De acuerdo con la tabla anterior y los anlisis sobre los cuales se sustenta, se puede inferir que el
estudiante (24):

A] Respecto del significado matematico del concepto de derivada. Ha logrado el estado de
comprension D, que se puede caracterizar como un estado de comprension algoritmico del

significado matematico de la derivada, mediado por reglas de derivacion. En efecto:

i) Con relacion a los actos de compresion agrupados en el eje de referencia 1a, se puede
concluir que no reconoce globalmente la definicion de derivada como un limite de
cociente de diferencias, pero la forma de proceder para dar respuesta a las preguntas de
los items analizados no permite realizar inferencias respecto al reconocimiento local de la
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secuencia operativa de la definicion. Sin embargo se puede observar que asocia la

derivada con las reglas de célculo.

i) Respecto al conjunto de actos de comprension que se agrupan en el eje de referencia 1b,
reconoce, discrimina y establece la relacion entre los productos, funcion derivada y
derivada puntual, del proceso matematico de la definicion, pero a través de la su relacion
con procesos de aplicacion de reglas de derivacion. Cabe resaltar que la no se identifican

los puntos de no derivabilidad de una funcion.

iii) Referente a los actos de compresion agrupados en el eje de referencia 1c, se puede inferir
que logra parcialmente los actos de compresion objetos de anélisis, pues no interioriza el
proceso multiple en la definicion de derivada, pero ha interiorizado términos relacionados
con funcion derivada y derivada en un punto y los ha encapsulado en los simbolos

apropiados.

B] Respecto de la apropiacion de las versiones en contexto del concepto de derivada, alcanza el

estado de comprension D, es decir:

i) No logra los actos de comprension agrupados en los planos de referencia 2a 'y 2b, es decir,
no reconoce la variacion y el proceso de aproximacion por rectas secantes a la recta
tangente (su posicion limite), resultados que son similares a los obtenidos en otras

investigaciones. (Orton, 1977)

i) Con relacion a los actos de compresion agrupados en el eje 2c, identifica parcialmente las
correspondencias con la derivada puntual y la funcion derivada referidas a
interpretaciones geométricas (Pendiente de la recta tangente en un punto y la funcion de
pendientes de rectas tangentes), pero a través de la su relacion con procesos de aplicacion
de reglas de derivacion. Y no identifica dichas correspondencias cuando estan referidas a
interpretaciones fisicas (velocidad instantanea y funcion velocidad).
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C] Con relacion al conocimiento matemaético de soporte, no se tendrian elementos suficientes
para concluir sobre su apropiacion, a excepcion de la no interpretacion de lo que sucede en el
proceso de limite, ya que en sus respuestas no exhibe dicho conocimiento. Por lo tanto, el no
alcanzar los actos de comprension agrupados en los planos de referencia 1 y 2, no podria
atribuirse a uno en particular, mas bien a la forma como se deben articular para construir el

concepto derivada.

EN CONCLUSION: EIl alumno alcanza el estado de comprension caracterizado como DD. Es el
estado de comprension mas bajo que se encuentra en la poblacién de estudiantes cuyas
producciones fueron analizadas, pues tiene éxito en algunas situaciones, a través de la relacion
con procesos de aplicacion de reglas de derivacion, por medio de los cuales logra relacionar los
términos “pendiente” o “tangente” con los simbolos adecuados, pero sin una fundamentacion
conceptual, mientras que las correspondencias referidas a la version fisica, no se logra cuando al
estudiante se le habla en términos de “velocidad”, y logra un reconocimiento memoristico cuando

se le habla en términos de “razén de cambio”.
Anélisis especifico respecto a cada eje de referencia.

Eje de referencia la.
Las producciones del estudiante para dar respuesta a los items 1, 3, 6a, 6b, 6¢c y 6d que

confrontan este eje de referencia se muestran en las figuras 1.3, 2.3 y 3.3:

1) De la definicién de la derivada de una funcién f en x. Utilice la definicion para calcular la derivada de la
3
funcion gi{x) = en x = 2 _ Determine la funcion g'.
x

Procedimiento v Justificacidn:

Respuesias: *3y Laderivada de g(x) :i en x =2 es:__
x

*) Lafuncién g' es:

Figura 1.3
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2x—4 si x=x2

3) Dada la funcidén f(x) = {4 s : 5
—-2x 51 x>

. Determine, de ser posible, 1a funcidn % ¥ los valoresde f (D) +

S '(2). Justifique sus respucstas.
Procedimiento y Justificacjig:

Respuestas: *) -= = Ly WS {1Y =_ ¥ ¥) A= T
Figura 2.3

6) Teniendo en cuenta que ¢l dibjo que aparece @ continuacidn se uliliza para explicar el porque la derivada de una

sl oAy L flg A - S0n) ok
funcién y = f{x) tnun punto se define como tl\:]:E]fIJEx = ET&% ( )

Seleccione la respuesta correcta o responda cada pregunta, en cvalquier caso justifique claramente:

. 51 este limite existe.

a) ¢En qué punto de la grafica, la formula (*) da la derivada de la funcién?
i) En P. i) En Q. i) EnPy Q. iv) En R.
Justificacién de la eleccidn:

Flog +Az)

Al

b} ;Cudl es la interpretaciém geométrica de la expresién (*) que define la derivada de una funcién en un punto? De

su representacion grifica en el dibujo dado.
Respuesta v Justificacién:

L L O | -

7 o
z : : . Ay,
¢} ¢Cuindo Ax riende a 0 qué pasa con el cociente AX ?
i) Se anula. ii) Es un nimero infinitamente pequeiio.
(Tii), Tiene por limite un niimero. iv) Se indetermina.
Justificacion de la eleccidn:

CrTAtCrO il e oy Wy

d) La derivada definida anteriormente, se obtiene si en el cociente d%
D) Ar=10. i) Ar=0.
i) Ax es wn niimern infinifamente pequcio., iv) Ninguno de los anteriore:
Justificacion de la eleecion:

dor

T
e AN Yo

Figura 3.3
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item 1 (fig. 1.3):

El estudiante no responde la primera pregunta, es decir, no da la definicion de la derivada de
la funcion exigida, ni la utiliza para responder la pregunta 2.

Al responder la pregunta 3, el estudiante calcula g' utilizando las reglas de derivacion;

procedimiento correcto puesto que en la pregunta no se pide calcular la derivada por un
método particular. Pero utiliza este calculo para responder la pregunta 2, sin importar que no
sea por el método exigido.

Esta forma de proceder permite inferir que el estudiante no tiene una definicion personal de
derivada, no hay por lo tanto un reconocimiento global de la definiciébn como un limite de
cociente de diferencias, pero no se pueden hacer inferencias respecto al reconocimiento local
de la secuencia operativa de la definicion. Se puede observar adicionalmente una actitud muy
generalizada en los estudiantes, donde lo que importa es el resultado por encima de un

método, aun cuando se pueda entender una pregunta se responde con lo que se sabe.

item 3 (fig. 2.2)

La estrategia de solucion seguida es coherente con lo realizado en el item 1, pues determina la
derivada de la funcion a trozos utilizando las reglas de derivacion, procedimiento equivalente
con el método 2 utilizado por el solucionador ideal, pero pasa por alto el problema de
derivabilidad que tiene la funcion en x=2. Asi dicha estrategia no pone en juego los actos

de comprensidn objetos de analisis.

Items 6a, 6b, 6¢ y 6d (fig. 3.3):

*El estudiante no responde al item 6a y no entiende la pregunta del item 6b pues confunde lo
que significa la interpretacion geométrica de la formula (*) con el cambio al registro verbal
escrito*. Esto no permite hacer inferencias sobre el acto de comprension que se confronta,
simplemente no interpreta en la grafica la formula aun dandosela pues no tiene la
correspondencia geométrica de procesos y productos.

En la respuesta al item 6c selecciona la respuesta correcta, pues al decirle que la formula da la

derivada en un punto, se infiere que el analisis que hace es que el resultado del limite debe ser
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un namero, pero no siendo clara la justificacion, se puede inferir que asocia la formula con la
notacion simbolica adecuada cuando la ve escrita y asociada con la derivada puntual, pero no
es capaz de reproducirla como se puede observar en el analisis al item 1 (fig. 1.3).

e En la respuesta al item 6d, selecciona la respuesta incorrecta, asi que el proceso de
aproximacion no lo tiene claro, aungue distinga como un numero el resultado de la derivada
puntual, que es una de las incoherencias que se producen en las respuestas de los alumnos
exhibiendo dificultades con el concepto de limite, lo cual esta relacionado con lo dicho para

el estudiante 6 en el andlisis de este mismo item.

Conclusiones:

v' El estudiante no reconoce globalmente la definicién de derivada como un limite de cociente
de diferencias, pero la forma de proceder para dar respuesta a las preguntas de los items
analizados no permite realizar inferencias respecto al reconocimiento local de la secuencia
operativa de la definicién, mientras lo que si se puede observar es que lo asociado con la
derivada son las reglas de célculo.

v Con respecto al conocimiento soporte que el estudiante pone en juego al responder las
preguntas de los items 1 y 3 se puede inferir que maneja exponentes negativos
adecuadamente, reconoce la forma como se define una funcidon mediante una expresion
matematica variable y sabe como funciona la regla de correspondencia que la define
incluyendo funciones a trozos, tiene dificultades con el concepto de limite y no realiza la
respectiva interpretacion geométrica en el item 6a, lo que significa la no identificacion de lo

que varia en la grafica segun las expresiones en la formula (*).

Eje de referencia 1b.

Se analizan a continuacion las respuestas del estudiante a los items 1, 2, 3, 4, 6a, 6¢, 7 y 8 que
confrontan aspectos del eje de referencia 1b: La produccién del estudiante para dar respuesta a
los items 1, 3 y 6 se mostro respectivamente en las figuras 1.3, 2.3 y 3.3. La produccion para los

items 2, 4, 7'y 8 se muestra a continuacion respectivamente en las figuras 4.3, 5.3, 6.3y 7.3:
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2) Utilice la gréfica de la funcioh [ (dada al lado izquierdo), para trazar la grafica de la funcion [ (al la
derecho). Defina analiticamente £'(x) y edlule f Y(=1) . Justifique sus respuestas.
. ¥

1,4 i . s

1 | -
=3 =2 -l X
-1 = S

Procedimiento v Justificacidn:

N e Te

Figura 4.3

4) La recta tangente a la gréfica de una funcién y = g(x) en el punto (2,—3) pasa por el punto (5,6). Encontrr
£(2) ¥y g' en x = 2. Justifique sus respuestas.
Procedimiento v Justificacidn:

=)
Respuestas: *) g(2)= ~ — ¥ *) g'lenx=2 es: _.:_n__._-

Figura 5.3

7) Diga si la gréfica de Ia funcién F(x)=x* —8x? + 2 tiene recta tangente en los puntos (2,—14) y/o (3,11).,
caso afirmativo encuentre la ecuacién de la recta tangente en el o los puntos indicados.

Procedimiento y Justificacidn:

Y - ks bd

Respuestas: *) ;La grifica de la funcién tiene recta tangente en el punto (2,—14)7

In L8 e v SI: __ ¢ . Ecuacidn:
*} ila grafica de la funcion twene recla tangente en el punto (3,117
T e SE 801 Bcuacionz L i
Figura 6.3
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8) La siguiente grafica representa la distancia recorrida, en millas, por el conductor de un mévil que conduce durante
cierto tiempo, en horas, para llegar a su destino.

/.
/
&

Tiempo (& baras)

a} ;Cudl de las siguientes grificas, da una representacién més apropiada de la funcidn velocidad:

Distancia (en millas)

=2
I o I €] I Ly
b) Justifiea la repuesta escogida y por qué la NO ELECCION de las otras dos opciones.

Figura 7.3

items 1,2, 3,4y 7 (figs. 1.3, 4.3, 2.3,5.3y 6.3):

Aunque el proceso de solucién, seguido para responder la pregunta 2 del item 1, no sea el
exigido y las respuestas a los items 2, 3, 4 y 7 no sean del todo correctas, el determinar,
primero, en todos los items (excepto en 4), la funcion derivada y utilizarla para reemplazar el
valor de x, dado para calcular la derivada puntual, permite inferir que el estudiante logra los
actos de comprension que son objetos de analisis, relacionados con reglas de derivacion.

Es importante sefialar que en lo escrito por el estudiante en el item 3 y la gréfica realizada
incorrectamente en el item 2, existe dificultad en la definicion del dominio de la funcion
derivada, pues el estudiante algunas veces no es consciente de la inexistencia de la derivada
en algunos puntos del dominio de la funcion, sobre todo si no cuenta con la representacion
grafica de la funcién, por ejemplo en el item 2 al representar analiticamente la funcién
derivada se extraen del dominio 2 de los 4 valores donde la funcion original no es derivable y
aunque esto no coincida con la grafica de la derivada trazada, se infiere que dicho
reconocimiento estd mediado por los “puntos angulosos o picos” que posee la representacion

grafica de la funcion original, ratificando dicha afirmacion al responder que “ f '(-1) no se

puede determinar”, mientras en el item 3, donde se define analiticamente la funcion f y no

137



se le da la gréafica de la funcidn original, responde que f '(2) =2 y en realidad dicha derivada

puntual no existe.

items 6a, 6¢ y 8:

Como se dijo anteriormente, para el item 6¢ (fig. 3.3) se selecciona la respuesta correcta, pues
se analiza que por ser una derivada puntal, el cociente pedido tiene por limite un nimero, es
decir, que se pude ratificar la inferencia del reconocimiento de la derivada puntual como un
namero, identificada en los items anteriores, teniendo en cuenta que el punto de alguna
manera lo induce.

A pesar de que el item 6a (fig. 3.3) no se responde y no se justifica claramente la seleccion
correcta para el item 8 (fig. 7.3), las inferencias sobre el logro de los actos de comprension
objetos de andlisis, relacionadas con reglas de derivacion, no se ven afectadas, pues aunque el
estudiante debe hacer uso de dichos actos de comprensidn, estos no se manifiesten, pues este
punto no es de corte operatorio, donde las respuestas estdn condicionadas por las
conversiones entre registros de representacion y la comprension a priori de otros conceptos,

en particular el concepto de limite en el item 6a, y el concepto de velocidad en el item 8.

Conclusiones:

v Con relacién a los actos de compresion agrupados en este eje de referencia se puede concluir

que el estudiante reconoce, discrimina y establece la relacion entre los productos, funcién
derivada y derivada puntual, del proceso matematico de la definicion, pero a traves de la su
relacion con procesos de aplicacion de reglas de derivacion. Cabe resaltar que en ciertas
situaciones, existen dificultades en el reconocimiento de la derivabilidad de una funcion en un
punto.

El conocimiento soporte que el estudiante utiliza correctamente para la solucion de las
preguntas de los items analizados, sin incluir aquellos referidos en el andlisis del plano 1a,
son los siguientes: Reconocimiento del concepto de funcidn, utilizacion y adecuada
aplicacion de la formula para el célculo de pendientes de un segmento de recta. Mientras que
falla el trazado de la grafica de una funcién a trozos y no expresa la formula para el calculo de

la ecuacion de una recta.
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Eje de referencia 1c.

Ahora se analizan las respuestas del estudiante a los items 1, 2, 3, 4, 7, 9a y 9b, en lo que respecta
a los aspectos del eje de referencia 1c: La figura 8.3 que aparece a continuacion muestra la
produccion del estudiante para dar respuesta a los items 9a y 9b, las otras producciones se

encuentran en figuras anteriores.

9) Sea A el &res de un circulo de radio r variable:
2) Determine el ritmo de cambio del area respecto al radii
Procedimienio v Justificacion:

Respuesta:

b) Si el radio del circulo esta creciendo a razén de 3 centimetros por minuto. Calcular el ritmo de cambio del drea
cuando el radio es de 6 centimetros.

Procedimiento y Justificacidn:

Respuesta:

Figura 8.3

items 1,2, 3,4,7, 9y 9b:
e Segun el analisis para el eje 1a, el estudiante no cuenta con la definicion de derivada como
limite de cociente de diferencias, asi que no ha interiorizado dicho proceso, pero a pesar de

esto, en el item 1 (fig. 1.3) cuando se le pide calcular la derivada puntual en los términos
“calcular la derivada de la funcion g(x):E en x=2 Yy determinar la funcion g'”, el
X

estudiante las representa respectivamente como ¢g'(2) y g'(x), esto permite inferir que el
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estudiante lo que ha interiorizado son términos relacionados con el mismo objeto, les ha
asignado un proceso de calculo y los ha encapsulado en los simbolos apropiados.
e La inferencia anterior se reafirma al proceder de la misma forma cuando se escriben formas

equivalentes para la funcion derivada; tal es el caso de la respuesta al item 3 (fig. 2.3) en la

cual se le pide determinar la funcion % y el estudiante escribe f '(x), en el procedimiento
X

seguido para dar respuesta al item 7 (fig. 6.3) y en la interpretacion de expresiones dadas en

lenguaje verbal en el item 9b (fig. 8.3) donde al hablarle en términos de ritmo de cambio del

, , . . . . da dr s
area y razon de cambio por minuto, escribe respectivamente m y &t aunque esto ultimo se

infiere que se hace memoristicamente, pues en la interpretacion del ritmo de cambio del area
. ] . . da . .
respecto al radio en el item 9a (fig. 8.3), escribe g sin reconocer que la variable

independiente es r. Ademaés interpreta simbolos que representan la funcion derivada y

derivada puntual correctamente en el enunciado del item 2 (fig. 4.3).

Conclusiones:

v Lo analizado en los puntos anteriores permite inferir que el estudiante logra parcialmente los
actos de compresion objetos de andlisis, pues no interioriza el proceso mdltiple en la
definicion de derivada, pero ha interiorizado términos relacionados con funcion derivada y

derivada en un punto y los ha encapsulado en los simbolos apropiados.

En general, con los analisis de los planos 1a, 1b y 1c, podemos inferir respecto al significado
matematico de la derivada que, el estudiante (24) asocia la derivada de una funcion con procesos
de célculo (reglas de derivacion), no expresa la formula contenida en la definicion del concepto
derivada y por lo tanto no reconoce la definicion como un limite de cociente de diferencias,
reconoce tipos de funciones y calcula correctamente las imagenes de valores conocida la regla de
correspondencia que la define, identifica y discrimina, como objetos, los dos productos del
proceso matematico subyacente en la definicion (sin que esto quiera decir que reconoce dicho

proceso), relacionandolos adecuadamente, ademas no ha interiorizado dicho proceso multiple,
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pero si terminos relacionados con funcién derivada y derivada en un punto y los ha encapsulado

en los simbolos f'(x) yf'(c) o equivalentes, articuladamente, con los términos funcion

derivada y derivada en un punto, tiene dificultades en determinar el dominio de una funcion
derivada, particularmente si la funcion original se define solamente de forma analitica. Es asi
como considerando las exigencias en cada uno de los planos y las cuales se le plantean en las
situaciones analizadas, el estudiante alcanza el estado de comprension D, respecto del significado

matematico de la derivada.

Ejes de referencia 2a 'y 2b.
Se analizan en adelante los items relacionados con los planos que hacen parte de las versiones de
derivada en contexto, comenzando por las respuestas del estudiante al item 6b (fig. 3.3), que

confronta aspectos de los planos de referencia 2a 'y 2b:

« Como se dijo anteriormente, el estudiante no interpreta geomeétricamente la formula (*), sino
que traduce al registro verbal escrito algunos de sus componentes, lo que permite inferir que

el alumno no logra los actos de compresion objetos de analisis.

Conclusiones:

v El estudiante no logra los actos de comprension agrupados en los planos de referencia 2a y
2b, es decir, no reconoce la variacién y el proceso de aproximacion por rectas secantes a la
recta tangente (su posicion limite), resultados que son similares a los obtenidos en otras

investigaciones:
“...se han obtenido evidencias de lo dificil que es comprender para los estudiantes de que por medio
de una sucesién de secantes se obtenga realmente la tangente.” (Orton 1977, citado en Dolores, C.,
1998)

Eje de referencia 2c.
Se analizan a continuacion las respuestas del estudiante a los items 2, 3, 4, 5a, 5b, 6a, 6b, 7, 8, 9a
y 9b que confrontan aspectos del eje de referencia 2c: Las figuras 4.3, 2.3, 5.3, 3.3,6.3,7.3y 8.3

antes presentadas, muestran la produccion del estudiante para dar respuestas a las situaciones 2,
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3,4, 6,7, 8y 9 respectivamente. La figura 9.3 siguiente, muestra la respuesta del alumno a las

preguntas de los items 5a 'y 5b.

5) La distancia, medida en pies, que recorre un cuerpo en caida libre sobre la superficie terrestre estd dada
aproximadamente por la [Gimula $(/) = 5t1, donde # representa el tiempo en segundos. Responda las siguientes
preguntas y justilique su respuesta

a) Cual es la formula para la funcién velocidud del cuerpo en caida libre?
Procedimiento v Justificacién: ; :

Respuesta:

b) ;Cuil es la velocidad del cuerpo en el tercer sepundo?
Procedimiento v Justificacién:

Respuesta: —

Figura 9.3

items 2, 3,4, 6a, 6b y 7:

En la respuesta al item 2 (fig. 4.3), el estudiante sigue en principio un procedimiento
equivalente al método 1 del solucionador ideal, pues define analiticamente la funcion
derivada utilizando el célculo del valor de la pendiente para cada trozo de la funcion f dada
graficamente, pero en los puntos donde la funcién no tiene una recta tangente, dicha
correspondencia a veces no se identifica, sobre todo en los extremos del intervalo, pues en

puntos interiores donde esto pasa, la representacion grafica de f parece fundamental para dar

la respuesta correcta (ver andlisis plano de referencia 1b), ademas es incapaz de trazar la
gréafica de la funcion derivada, lo que permite inferir que el estudiante identifica parcialmente
las correspondencias descritas en el plano de referencia objeto de anélisis y que las
dificultades con el dominio de la funcion derivada y las incongruencias entre las distintas
representaciones se pueden atribuir de un lado a los vacios en el significado matemaético de la
derivada descrito en los analisis del plano de referencia 1, en particular derivabilidad lateral
(o concepto de limite) y del otro a las dificultades en representar graficamente funciones

constantes y a trozos.
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La inferencia anterior se ratifica al observar los procedimientos para dar respuesta a los items
4 (fig. 5.3) y 7 (fig. 6.3), pues en el item 4 identifica que hay relacion entre la recta tangente y
la derivada puntual pero es incapaz de reconocerla claramente, mientras que en el item 7,
parece proceder de forma memoristica, pues deriva y calcula las derivadas puntuales
correctamente pero no responde las preguntas planteadas.

La inferencia sigue siendo valida a pesar de no utilizar los actos de comprension para
responder a los items 3 (fig. 2.3) y 6a, 6b (fig. 3.3), pues lo que sucede es que en el item 3, el
estudiante inicia el calculo de la derivada utilizando reglas de derivacion al observar que la
funcion dada esta definida analiticamente y esto no permite su énfasis en la derivabilidad de
la funcion. Mientras que en los items 6a y 6b, dichos actos deben pasar por el reconocimiento
de la aproximacion por rectas secantes a la recta tangente, que tampoco logra (ver analisis eje

de referencia 1b).

items 5a, 5b, 8, 9a 'y 9b:

Observando los procedimientos totalmente descontextualizados para dar respuesta a los items
5a y 5b (fig. 9.3), la justificacién incompleta y falta de fundamentacién para la seleccién
correcta en el item 8 (fig. 7.3), y los procedimientos memoristicos en la resolucion de los
items 9a y 9b (fig. 8.3) como se comentd antes en el andlisis relacionado con el plano de
referencia 1c, se infiere que el estudiante no identifica las correspondencias, funcion
velocidad con funcion derivada y velocidad en un instante con derivada puntual.
Reconociendo que existe una leve identificacion cuando la funcién velocidad se expresa en

términos de razones o ritmos de cambio.

Conclusiones:

v Con relacién a los actos de compresion agrupados en este plano de referencia se puede

concluir que el estudiante identifica parcialmente las correspondencias con la derivada
puntual y la funcion derivada referidas a interpretaciones geometricas (Pendiente de la recta
tangente en un punto y la funcidén de pendientes de rectas tangentes), pero a través de la su

relacion con procesos de aplicacion de reglas de derivacion, sin identificar los puntos en
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donde una funcion no es derivable. Y no identifica dichas correspondencias cuando estan

referidas a interpretaciones fisicas (velocidad instantanea y funcién velocidad).

Eje de referencia 2d.

Aqui se analizan las respuestas del estudiante a los items 2, 3, 4, 5a, 5b, 7, 9a y 9b, en lo que

concierne a los aspectos del eje de referencia 2d:

items 2,3,4y7:

Como se dijo en el analisis del eje de referencia 1c, el estudiante no cuenta con la definicion
de derivada como limite de cociente de diferencias, asi que no ha interiorizado el proceso
multiplo en dicha definicion, pero a pesar de esto, relaciona de alguna manera (se infiere

memoristicamente) los términos “pendiente” o “tangente” con los simbolos f'(x) y f'(c),

esto se puede observar en el proceso de resolucion del item 2 (fig. 4.3) cuando obtiene cada
trozo de la funcion derivada, calculando las pendientes de cada uno de los segmentos que
hacen parte de la gréfica de la funcién original, pero no asi en la resolucion del item 4 (fig.
5.3), donde al leer que la recta tangente pasa por el punto (5,6), asocia la ordenada de dicho
punto, con la derivada puntual pedida, g'(2), y no es coherente con el proceso del item 2. Lo
que permite inferir que el estudiante logra parcialmente los actos de compresion objetos de
analisis referidos a la version geométrica de derivada, pues relaciona los términos “pendiente”
0 “tangente” con los simbolos ya descritos, pero mediados por procesos de aplicacién de
reglas de derivacion, que le permiten tener éxito en algunas situaciones.

La inferencia se ratifica al observar el proceso de resoluciéon del item 7 (fig. 6.3) donde
calcula derivadas puntuales al leer en el enunciado la oracion recta tangente, pero no saber
qué hacer con dichos resultados. Mientras que el proceso de resolucién seguido para
responder a las preguntas del item 3 no permite realizar inferencias con relacién al plano

objeto de analisis.
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items 5a, 5b, 9a'y 9b:

e Como se dijo en el analisis del plano de referencia 2c, los procedimientos totalmente
descontextualizados para dar respuesta a los items 5a y 5b (fig. 9.3), y los procedimientos
memoristicos en la resolucion de los items 9a y 9b (fig. 8.3), permiten inferir que el
estudiante identifica parcialmente las correspondencias objetos de anélisis referidas a la
version fisica, pues no se logra cuando al estudiante se le habla en términos de velocidad (fig.
9.3), y se logra un reconocimiento, a través de procesos de aplicacion de reglas de derivacion,
cuando se le habla en términos de ritmos de cambio (fig. 8.3).

Conclusiones:

v' El estudiante logra con demasiadas restricciones los actos de compresion objetos de analisis
referidos a la version geomeétrica de derivada, pues tiene éxito en algunas situaciones, a través
de la relacion con procesos de aplicacion de reglas de derivacion, en las cuales logra
relacionar los términos “pendiente” o “tangente” con los simbolos adecuados, pero sin una
fundamentacion conceptual, mientras que las correspondencias referidas a la versién fisica,
no se logra cuando al estudiante se le habla en términos de “velocidad”, y de nuevo logra un

reconocimiento memoristico cuando se le habla en términos de “razén de cambio”.

Teniendo en cuenta los analisis anteriores respecto a las versiones de derivada en contexto (plano
2), el estudiante (24) alcanza el estado de comprension D caracterizado antes. Posee un
conocimiento con muchas restricciones de la version geométrica (mediada por reglas de
derivacién) y un conocimiento casi nulo de la version fisica. En particular las restricciones de la
version geomeétrica pasan por el no reconocimiento del proceso de aproximacion por rectas
secantes a la recta tangente y el reconocimiento en funciones dadas graficamente y no asi
analiticamente, algunos valores en donde una funcion no es diferenciable por la no existencia de
una recta tangente. Y en la version fisica lo Unico que logra identificar, aunque
memoristicamente, es que cuando se le habla de algun ritmo o razon de cambio, se debe
interpretar como una derivada y no asi para velocidades.
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Como conclusion general, con lo analizado en todos los items, se puede afirmar que el estudiante
alcanza el estado de comprension DD, caracterizado anteriormente, pues, tanto el significado
matematico del concepto derivada, como el conocimiento de las versiones en contexto no son
claros para el estudiante, en muchos casos debido a la no apropiacion de los conceptos soporte ya
descritos, pero el logro parcial de algunos actos de comprensién, mediados por un proceso de
calculo a través de reglas de derivacion, le permiten tener relativo éxito en la resolucion de

algunas situaciones.
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CAPITULO 7

RESULTADOS Y CONCLUSIONES

Con relacion al objetivo 1:

1.1)

1.2)

1.3)

Utilizando el concepto de Estructura Teorico Conceptual (Ver marco tedrico), la tesis
caracterizd (cap. 4) el saber matematico, que puede ser tomado como referente para
caracterizar un estado bésico deseable de comprension de derivada, para estudiantes de
ingenieria, segun la propuesta de ensefianza del texto Larson para dicho concepto. Y,
consecuentemente, para determinar estados de comprension que alcanzan estudiantes que

toman un primer curso de calculo, con el texto mencionado, respecto del mismo concepto.

La identificacion de los actos de comprension, entendidos como demandas cognitivas que
la apropiacion de dicha ETC de referencia le plantea al alumno, estructurados segln
planos de referencia para la comprension, permitio caracterizar, un estado deseable de
comprension basica, respecto del concepto de derivada, para estudiantes de ingenieria, al

término de un primer curso de célculo.(ver pp. 43-45).

De igual manera, la identificacion de subconjuntos en tal conjunto de actos de
comprension, estructurados segun ejes de referencia para la comprension, permitid

caracterizar, posibles estados de comprension respecto del concepto de derivada. (Cap. 6).

Con relacion al objetivo 2

2.1)

Se construy6 un instrumento de observacion, verificando su pertinencia, constituido por 9
situaciones problematicas, que toman como referencia, para su confrontacion, los actos de
comprension que se identifican en la comprension bésica de derivada. La resolucion de

estas situaciones provee indicadores que permiten inferir, a partir de las respuestas del
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2.2)

2.3)

2.4)

alumno, si tales alumnos han alcanzado los actos de comprension que son confrontados.
(Cap. 5)

La aplicacion del instrumento anterior y la confrontacion de resultados respecto de los 16
estados posibles de comprensién identificados, permitié constatar, que en la poblacion de
estudiantes, objeto de estudio, s6lo se tipificaron tres de tales estados de comprension,
BC, CD y DD, todos ellos distantes del estado deseable de comprension AA. (Cap. 6).

Los pares ordenados de letras mediante los cuales se representan los estados de
comprension, respecto del concepto de derivada, implica que tales estados se estructuran
con base en estados de comprension relativos a los dos planos de referencia que se
prescriben para caracterizar la comprension de un concepto matematico. En el caso que
nos ocupa, la primera letra se refiere al estado de comprension asociado con el significado
matematico de la derivada y, la segunda letra, se refiere al estado de comprension

asociado con su marco interpretativo. (Pp. 84-89)

Los estados de comprension alcanzados fueron BC, (Cap.6, pp. 93-94) que caracteriza el
nivel mas alto de comprension en la poblacion de estudiantes objeto de estudio. Este nivel
fue alcanzado por el 13.12% de dicha poblacion (8 de los 61 estudiantes). El estado de
comprension CD (pp. 94-95) que caracteriza el segundo nivel ce comprension en la
poblacion estudiada, fue alcanzado por el 40.98% de dicha poblacion (25 estudiantes). Y
el estado de comprensién DD (pp. 95-96) que caracteriza el nivel de comprensién mas

bajo en la poblacion de estudiantes, fue alcanzado por el 45.90% (28 estudiantes).

Se puede destacar, finalmente, como un resultado importante de la tesis, la metodologia
que se elabora para caracterizar un estado de comprension bésica de derivada, y
caracterizar estados de comprension que alcanzan estudiantes en torno a una propuesta de
ensefianza. Esta metodologia es extensible al estudio de otros conceptos matematicos

importantes del célculo.
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Conclusiones generales

1)

2)

3)

4)

La comprension que alcanzan los estudiantes de ingenieria de la Javeriana-Cali, después de
tomar un primer curso de calculo, presenta deficiencias agudas. Tales deficiencias se pueden
identificar cuando se comparan, los estados de comprension BC, CD y DD, que tipifican los
niveles de comprension alcanzados por los estudiantes, con el estado AA (cap. 6), que tipifica
el estado de comprension deseable, segun la propuesta de ensefianza que se agencia en el
texto de Larson et al. (2006).

De acuerdo con lo anterior, se puede afirmar que el 87% de los estudiantes de la poblacion
objeto de estudio (estados CD y DD) alcanzan una comprension de derivada muy deficiente e
inapropiada para el estudio del célculo, tanto en lo que respecta a la comprension del
significado matemaético de la derivada como a la apropiacion de su marco interpretativo. Se
puede afirmar, que en esta poblacidn mayoritaria, los estudiantes no tienen tiene una
interpretacion conceptual de derivada, su identificacion es operacional, es decir, alcanzan la
identificacion de funcion derivada y derivada puntual como célculo de f'y f'(a) mediante
reglas de derivacion.

Para los estudiantes que alcanzan el estado BC (13 % de la poblacion) el nivel de
comprension alcanzado es menos critico, especialmente en lo que respecta a la comprension
del significado matematico de derivada, pero presenta deficiencias graves en lo relativo a la
apropiacion del marco interpretativo.

Las mayores deficiencias se presentan en los actos de comprension asociados con la
apropiacion del marco interpretativo. Estas deficiencias se refieren tanto a la version
geométrica de pendiente de la recta tangente, como a la version fisica de velocidad y a la

version general de ritmo de cambio.

La comprension de los alumnos, incluyendo los que alcanzan el estado de comprension méas

alto BC, en lo que concierne al marco interpretativo, practicamente se restringe a la
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5)

apropiacion parcial de los actos de comprensién que se agrupan en 2c)*?. Esta comprension es
mas parcial y deficiente a medida que nos desplazamos del estado BC a los estados CD y DD.
En lo que respecta al marco interpretativo, en la comprension de todos los estudiantes, estan
ausentes los actos de comprension que se agrupan en 2a) y 2b) y que conciernen,
respectivamente, a la identificacion y discriminacion de los procesos geométricos de
aproximacion (recta secante a recta tangente; pendiente de la secante a pendiente de la
tangente) y a la identificacion de la correspondencia existente entre estos procesos
geométricos de aproximacion y los procesos analiticos de limite del cociente incremental, que

define derivada puntual.

En lo que concierne a la apropiacion del significado matemaético de la derivada, s6lo los
estudiantes que alcanzan el estado de comprension BC (13% de la poblacion objeto de
estudio) (por lo de la letra B) exhiben un nivel de comprension cercano al estado AA (por lo
de la primera letra A) que se postula como deseado (pp. 91-93). Las producciones de estos
alumnos permiten inferir que han alcanzado los actos de comprension que se agrupan en
1b)", 1c)** y en gran medida los que se agrupan en 1a)™. En este Gltimo eje de referencia
para la comprension, el restrictivo de la comprension, se refiere al significado matemaético del
concepto de limite. A pesar de que los alumnos que alcanzan este estado de comprension
disponen de una definicion personal de derivada, estable, bien adaptada mateméaticamente y
coherente, es decir que la aplican con éxito en diferentes situaciones, incluyendo la
identificacion de puntos de indefinicion de la funcidon derivada, cuando esta pide ser
calculada, el estudiante no tiene claro el significado matematico del proceso aproximativo

mediante el cual, el cociente incremental, define el valor de la derivada, cuando existe.

12 |dentificar la correspondencia entre: (i) La pendiente de la recta tangente en un punto (o velocidad instantanea, ritmo de
cambio) con la derivada en dicho punto, y (ii) La funcién de pendientes de rectas tangentes a la curva (o funcion velocidad,
funcion ritmo de cambio) con la funcion derivada)

13 Reconocer y discriminar, los dos productos del proceso matematico de la definicion y establecer la relacién entre ellos. Una
funcion (la funcién derivada.) y un nimero (el valor de la derivada puntual o valor de la funcién derivada en un punto)

¥ Interiorizar el proceso multiple y sus productos, y encapsular en los simbolos f '(x) ¥ f'(c) oequivalentes, articuladamente,
con los términos funcion derivada y derivada en un punto.

1% Reconocer (local y globalmente) en la representacién analitica de la definicién, la secuencia operativa que resulta de la
composicion de varias operaciones.
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6)

7)

El vacio anterior, relacionado con la comprension del significado matemaético del concepto de
limite, que aparece como un concepto soporte central para la comprension del significado
matematico de la derivada, estd presente no solo en los estudiantes que alcanzan el estado de
comprension BC, sino en todos los alumnos que tomaron la prueba. El punto sefiala pues una
deficiencia importante en la formacion previa de los alumnos.

La forma como los estudiantes responden los items 6c, 6d, asociados con la confrontacién de
este acto de comprension, expresa una conexion con el obstaculo epistemoldgico que enfrento
Newton con el problema de la razén ultima (ver Grattan-Guinness, 1980, pp.116-118) y que,
sin duda, en aquel momento tenia que ver con la ausencia de un concepto de limite

fundamentado matematicamente.

En los estudiantes que alcanzan los otros estados CD (por C) y DD, (por la primera D), la
comprension del significado matemaético de derivada se torna bastante precario y tiende a
restringirse a los actos de comprension que se agrupan en 1b (discriminacion de los productos
de la definicion de derivada) pero desde una perspectiva operacional. Aunque en el estado CD
(por C), algunos alumnos alcanzan a exhibir una definicion personal, bien adaptada, su grado
de coherencia presenta vacios que debilitan la apropiacion del significado matemaético de la
definicion de derivada.

En este sentido, un punto que establece una diferencia importante es que el estudiante, cuando
se le solicita calcular una funcidon derivada, pueda identificar, de acuerdo con las
caracteristicas de la funcién, en qué puntos de su dominio la funcidon derivada no esta
definida, es decir pueda calcular exitosamente la funcion derivada. El éxito en la resolucion
de este tipo de problema estd dirigido por el acto de comprension asociado con la
identificacion de la condicion de derivabilidad en la definicion de funcién derivada y la toma
de conciencia de que esta derivabilidad no se obtiene necesariamente mediante las reglas de
derivacion sino que puede requerir la aplicacion misma de la definicién de derivada. Calculo
que, a su vez, puede exigir de una apropiacion relativamente fina del concepto de limite. Los
estudiantes que alcanzan los estados de comprension, CD y DD no apropian este acto de
comprension, que si lo apropian los alumnos que alcanzan el estado de comprension BC
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9)

Desde esta perspectiva se podria concluir que en lo concierne al significado matematico, la
falencia mas notable entre los estudiantes esta relacionada con la apropiacién de los actos que
se agrupan en 1a) y que se revelan en el hecho de que el 78% de los alumnos no exhibe una
definicion personal estable, bien adaptada mateméaticamente y coherente.

Entre los problemas para lograr una buena adaptacién matemética en lo que concierne a la
definicion personal, se destaca la del vacid en la apropiacion de la condicion de derivabilidad
que se refleja en los problemas de identificar puntos no derivables.

En este contexto la falta de una debida apropiacion del concepto de limite emerge como el
concepto soporte que determina mayores implicaciones negativas en la comprension del

concepto de derivada.

Se puede concluir finalmente, que el método que se ha puesto en juego para caracterizar un
estado bésico de comprension de un concepto y determinar estados de comprension que
alcanzan los alumnos en el contexto de una propuesta de ensefianza determinada, puede ser
una ayuda importante en la prevencion y superacion de obsticulos cognitivos de tipo
didactico en la ensefianza del concepto. Hay obstaculos didécticos que pueden provenir de
que ciertos actos de comprensién no sean puestos como referentes de aprendizaje en la
propuesta de ensefianza. Un ejemplo viene al caso. Planteamos que la apropiacion de los
actos de comprension que se agrupan en las lineas de referencia 2a y 2b permitiria superar el
obstaculo de “obtener la tangente por medio de una sucesion de secantes”. (Orton, 1977;
citado en Dolores, 1998).
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