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RESUMEN

Se propone, a partir de una perspectiva semidtica y cognitiva, un trabajo para el desarrollo
del pensamiento espacial, en particular, un acercamiento a las figuras geométricas como un
modo de ilustrar las posibilidades de una propuesta para la ensefianza de la geometria. Se
parte del reconocimiento de tres procesos cognitivos fundamentales para el desarrollo de la
actividad geométrica: la visualizacion, el razonamiento y la construccion. Cada uno de
estos procesos tiene condiciones particulares y caracteristicas que determinan su lugar en el
desarrollo del conocimiento geométrico, ademas requieren de aprendizajes independientes
y actividades que permitan avanzar hacia su articulacién. Todos estos elementos se
conjugaron en el disefio de actividades de clase de geometria en sexto grado, las cuales
hacen parte de un disefio experimental que bajo la metodologia de Experimentos de
Ensefianza fueron aplicadas y analizadas por el equipo de investigacion que acompafia este
proyecto.

En dicho equipo participan, ademéas de los profesores de la linea de investigacion en
Lenguaje, Razonamiento y Comunicacion de Saberes Matematicos del Area de Educacion
Matematica, estudiantes del pregrado en la Licenciatura en Educacién Basica con énfasis

en Matematicas y de la Maestria en Educacion con énfasis en Educacion Matematica.

Se identificaron algunas caracteristicas para el disefio de situaciones de aprendizaje que
favorecen la formacion del pensamiento espacial, mediante las actividades cognitivas de
construccién, visualizacién y razonamiento, al inicio de la educacion basica secundaria;
esto ha de apoyar la formulacion de propuestas de trabajo en clase de geometria a partir de
la divulgacion de los resultados en escenarios de formacion de maestros, tanto en las

licenciaturas como en diversos programas de cualificacion.

PALABRAS CLAVES: Visualizacion, construccion, razonamiento, geometria, aprendizaje,

disefio, experimento de clase.
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INTRODUCCION

La ensefianza de la geometria es uno de los campos de trabajo en educacion matematica
con mayores necesidades de intervencion mediante la investigacion. Los resultados de los
estudiantes en distintos escenarios de evaluacion dejan ver el bajo nivel de logro alcanzado
en los aprendizajes escolares. La ensefianza tradicional de la geometria, que alejo a los
estudiantes de acercamientos heuristicos y ligados a sus practicas cotidianas por intentar un
acercamiento demasiado formal, el cual privilegiaba los elementos estructurales de la
geometria como centro de la ensefianza, ha mostrado su poca efectividad en la construccion
de un conocimiento geométrico en los estudiantes que les permita desarrollar habilidades
especificas, poseer una comprension general de sus aplicaciones y ciertas habilidades de

razonamiento.

Se propone, a partir de una perspectiva semiotica y cognitiva, un trabajo para el desarrollo
del pensamiento espacial, en particular, un acercamiento a las figuras geométricas como un
modo de ilustrar las posibilidades de esta propuesta para la ensefianza de la geometria. Se
parte del reconocimiento de tres procesos cognitivos fundamentales para el desarrollo de la
actividad geométrica: la visualizacién, el razonamiento y la construccion. Cada uno de
estos procesos tiene sus condiciones particulares y unas caracteristicas que determinan su
lugar en la construccion del conocimiento geométrico, ademas que requieren de

aprendizajes independientes y actividades que permitan avanzar hacia su articulacion.

Todos estos elementos se conjugaron en el disefio de actividades de clase de geometria en
sexto grado del Colegio Jefferson, las cuales hacen parte de un disefio experimental que
bajo la metodologia de Experimentos de Ensefianza fueron aplicadas y analizadas por el
equipo de investigacion que acompafia este proyecto, en dicho equipo participan
estudiantes del pregrado en la Licenciatura en Educacion Bésica con Enfasis en

Matematicas y de la Maestria en la misma linea, ademas de los profesores de la linea de



investigacion en Lenguaje, Razonamiento Y Comunicacion De Saberes Matemaéticos del
Area De Educacion Matematica.

Se espera con este proyecto determinar las caracteristicas para el disefio de situaciones de
aprendizaje que favorezcan la formacion del pensamiento espacial, mediante las actividades
cognitivas de construccion, visualizacion y razonamiento, al inicio de la educacion bésica
secundaria. Esto ha de apoyar la formulacion de propuestas de trabajo en clase de
geometria a partir de la divulgacion de los resultados en escenarios de formacion de

maestros, tanto en las licenciaturas como en diversos programas de cualificacion.

Este trabajo se organizO alrededor de la pregunta ¢(De qué manera las actividades
cognitivas de construccion, visualizacién y razonamiento pueden aplicarse en la
formulacién de una propuesta para el desarrollo del Pensamiento Espacial al inicio de la
educacion basica secundaria del Colegio Jefferson? Los elementos tedricos que guiaron el
trabajo estuvieron centrados en la propuesta que para el aprendizaje de la geometria ha
formulado Raymond Duval, ademéas de un conjunto de posturas tedricas que permitieron
avanzar en la comprension de aspectos curriculares, matematicos, didacticos vy

metodolégicos, fundamentales para el desarrollo del mismo.

La propuesta metodoldgica de los Experimentos De Ensefianza y la teoria que se constituyo
para sustentar el desarrollo de los aprendizajes en geometria, centraron la atencion en el
concepto de trayectoria de aprendizaje como el constructo que permite dar sentido al disefio
de los Experimentos De Ensefianza. Dicha trayectoria permitié establecer unas metas, unas
formas de evolucion de los aprendizajes, sustentadas en el desarrollo de las actividades
propuestas. Todo esto se fundamentaba en la idea de conjetura, otro concepto central en la
propuesta metodoldgica.

La conjetura permitia establecer una ruta para el proceso que seguian los estudiantes, daba
orientaciones en relacion con lo que habria que ensefiar (dimension del contenido de la

conjetura) y con la forma de ensefiarlo (dimensién pedagdgica de la conjetura). Para este



trabajo se formuldé una conjetura general, con sus dos dimensiones, la cual se fue

particularizando para cada una de las situaciones que se disefiaron.

Los analisis locales dieron cuenta del avance en las trayectorias de aprendizaje en relacion
con las caracteristicas que iba tomando la conjetura. La formulacion de las conjeturas se
apoyé en tres trabajos de pregrado que exploraron las actividades cognitivas para el

aprendizaje de la geometria, desde el disefio de situaciones y el analisis de textos escolares.

El andlisis final de la implementacién de las situaciones en la clase de geometria dio lugar a
la formulacién inicial de una nueva trayectoria de aprendizaje, que recoge los resultados de
estos andlisis y permite hacer recomendaciones en relacion con el disefio de nuevas

trayectorias para el trabajo en las clases de geometria del colegio.

El presente informe se organizo entonces de la siguiente manera: En el primer capitulo se
describen los elementos considerados para el planteamiento del problema de investigacion,
se formulan los objetivos del mismo y se dan argumentos que sustentan la propuesta de

trabajo.

En el segundo capitulo se hace un recorrido por los conceptos y posturas teéricas que
orientaron el desarrollo del trabajo; se hace una descripcion general de una perspectiva
semiotica y cognitiva para el aprendizaje de las matematicas y de la geometria. A partir de
la propuesta curricular del MEN para el desarrollo del pensamiento espacial y la del
Colegio Jefferson, se hace una descripcién de la geometria escolar que se considera para el
trabajo en las clases. Finalmente se hace una propuesta de organizacién tedrica que ha de

acompafiar tanto el disefio de las actividades como sus analisis posteriores.

El tercer capitulo presenta las caracteristicas de los experimentos de ensefianza, los cuales
determinan la metodologia con la que se desarrollé el proyecto. Después se describen las
actividades que se disefiaron y las particularidades de su implementacion. El cuarto capitulo

presenta el andlisis de los datos; los resultados obtenidos en dichos andlisis se recogen y



organizan en términos de una propuesta de trayectoria de aprendizaje, se dan
recomendaciones para desarrollos futuros del trabajo.

En la parte final se describen las conclusiones a las que se llegaron con la implementacion
del experimento de ensefianza, en relacion con las posibilidades que para el trabajo en clase
de geometria tiene la puesta en juego de una propuesta de ensefianza basada en procesos

cognitivos.



CAPITULO 1. ASPECTOS GENERALES DEL PROYECTO

En este capitulo se presentan los elementos que permitieron formular el problema de
investigacion; se hace un recuento de algunas de las caracteristicas que tiene el trabajo en
geometria, las condiciones particulares que este tiene en la educacion basica secundaria y se
precisan algunos referentes tedricos que lo orientan. Se formulan los objetivos del trabajo, y
se dan elementos que permiten acercarse a las razones que justifican su elaboracion asi

como los sustentos sobre los cuales se realiza esta propuesta de trabajo.

1.1 Presentacion y contextualizacion del problema

La Ley 115 de 1994 sentd las bases para un nuevo proceso de transformacion de la
ensefianza de las matematicas en el pais, entreg6é a las escuelas la autonomia sobre el
desarrollo de sus propuestas de formacién, en el marco de un acompafiamiento que se ha
estado construyendo desde aquel entonces y que se concreta fundamentalmente en los
documentos: Lineamientos curriculares de matematicas (MEN, 1998) y Estandares basicos
de competencias (MEN, 2006).

Los maestros colombianos han estado entonces en un proceso de implementacion de toda
esta nueva perspectiva para la ensefianza de las matematicas, sin embargo los resultados
que estan teniendo la mayoria de escuelas del pais, a partir de los datos que arrojan las
pruebas nacionales, no son satisfactorios: se encuentran desempefios promedio por debajo
de los esperados, en lo nacional, regional y local, con algunas acentuaciones en lo rural y en

lo publico.

Para atender el complejo grupo de dificultades que representa enfrentar dicho proceso, un
paso inicial es centrar la reflexion o la practica sobre uno de los pensamientos, y de ahi
sobre algunos de los procesos y sistemas que se les asocia, tal delimitacion parece una
condicion necesaria en la busqueda de construir alternativas posibles de trabajo. En el caso
particular de este trabajo se asume que “...La ensefianza de la geometria es mas compleja y
con frecuencia menos exitosa que la ensefanza de las operaciones numéricas o el algebra”

(Duval, 2001) como un argumento inicial en la seleccion de una orientacion.



Es en este contexto -el de una escuela que sigue buscando alternativas para el trabajo diario
en clases- en el que se formula esta propuesta de incluir reflexiones de orden cognitivo y
semidtico en la organizacion de una parte del curriculo escolar de matematicas: el
desarrollo del pensamiento espacial y los sistemas geométricos; se propone, en particular,
que las tres actividades cognitivas involucradas en el trabajo con geometria (visualizacion,
construccion y razonamiento) sean el centro de dichas reflexiones. Para el disefio,
implementacién y evaluacion de dicha propuesta, centrada en elementos cognitivos y no
Unicamente en criterios matematicos, es necesario resolver algunos interrogantes iniciales

que permitan construir y definir los insumos con los que se trabajara.

Inicialmente, se propone una perspectiva semidtico cognitiva del aprendizaje de las
matematicas, como aquella teoria sobre la cual sustentar el disefio de las situaciones
propuestas. Ademas, el disefio y la implementacion de las actividades se fundamentan,
junto con esta perspectiva en las practicas pedagdgicas del colegio, ya que se asume que el
conocimiento que la institucion ha construido es un elemento fundamental para la puesta en
escena de las actividades, esto ha de tomar particular relevancia en el anélisis que se llevara

a cabo.

Lo anterior implica ampliar lo sefialado mas arriba respecto de la naturaleza del trabajo en
geometria, en el sentido de asumir (Duval, 2001) que de todos los dominios de
conocimiento en los cuales los alumnos deben entrar, la geometria es aquel que exige la
actividad cognitiva mas compleja; ya que ella se debe construir, razonar y ver, en un

complejo entramado de actividades y situaciones problema.

Se requiere entonces poner el acento en las exigencias cognitivas a las que se enfrenta un
estudiante en clase de geometria. Estas tienen que ver con la caracterizacion de los diversos
procesos de visualizacion que dicha actividad impone, la determinacion de las condiciones
de construccién y exploracion de figuras geométricas, y la implementacién de situaciones
que favorezcan la presentacion, analisis y construccion de razonamientos. Se plantea que el
estudio de estas exigencias permite establecer condiciones para la formulacion de una

propuesta de organizacion de las actividades de clase.



La visualizacion en matematicas estd relacionada con una actividad cognitiva que es
diferente a la requerida en otras areas de conocimiento, ya que son solo las representaciones
lo que puede verse y que todo parecido entre estas representaciones matematicas y los
objetos reales de la experiencia sensible es fortuito o no pertinente para la actividad
matematica propuesta. La misma diferenciacion es necesaria para el caso de los enunciados
en geometria, no por el conocido eufemismo que asocia a las matematicas en general y a la
geometria en particular, un lenguaje ‘“abstracto”, sino por el reconocimiento de un
funcionamiento discursivo diferente al comunicar ideas y procedimientos geométricos al
requerido en otros intercambios comunicativos por fuera de las matematicas. Entonces, el
tipo de funcionamiento cognitivo de la visualizacion y el discurso es diferente, sin embargo
su articulacion es fundamental para el aprendizaje de la geometria ya que el aprendizaje de

la geometria descansa sobre dicha articulacion.

La geometria es el campo sobre el cual se centran las reflexiones de este trabajo, pero se
debe reconocer que el trabajo que con ella se adelanta en la escuela tiene connotaciones
particulares y especificaciones precisas respecto de su articulacion en una organizacion
curricular. Siguiendo esta perspectiva, se afirma que para el trabajo en los primeros grados
no es muy relevante la medicion (SEDUCA, 2005), en relacion con cuantificar las
magnitudes, sino que se da prioridad al estudio de las relaciones entre los objetos del
espacio, y la ubicacion y relaciones del nifio con dichos objetos. Es mas adelante que
aparece la necesidad de incluir no solo las medidas sino un manejo mas complejo de los
objetos y sus relaciones, lo que da lugar a la entrada a sistemas geométricos, de tal manera
que estos se constituyen en herramientas potentes de exploracién y representacion del

espacio.

Con el desarrollo de dichos sistemas se hace énfasis en el desarrollo del pensamiento
espacial, “considerado como el conjunto de los procesos cognitivos mediante los cuales se
construyen y se manipulan las representaciones mentales de los objetos del espacio, las
relaciones entre ellos, sus transformaciones, y sus diversas traducciones a representaciones
materiales” (MEN, 1998, p.56). Es entonces sobre esta mirada de la geometria, en relacion

con el desarrollo del pensamiento espacial y los sistemas geométricos, que se espera



avanzar en este proyecto, haciendo énfasis en el estudio de las figuras y su papel en dicho
desarrollo.

Las consideraciones anteriores se vinculan con las preocupaciones que a todo profesor de
matematicas en el colegio le surgen en la basqueda de formas de trabajo en clase, que les
permita a los estudiantes acercarse de manera significativa al pensamiento espacial, al
mismo tiempo que se involucran en actividades de clase en las cuales puedan participar y

aportar. La siguiente pregunta orienta este proceso de busqueda:

¢De queé manera las operaciones cognitivas de construccion, visualizacion y razonamiento
pueden aplicarse en la formulacion de una propuesta para el desarrollo del pensamiento

espacial al inicio de la educacion basica secundaria del Colegio Jefferson?

1.2 Objetivos

1.2.1 General:

e Determinar las caracteristicas del disefio de situaciones de aprendizaje que
favorezcan la formacion del pensamiento espacial, mediante las actividades
cognitivas de construccion, visualizacidn y razonamiento, al inicio de la educacién

béasica secundaria del colegio Jefferson.

1.2.2 Especificos:

e Determinar las condiciones necesarias para el desarrollo de los procesos de
visualizacion requeridos en el trabajo con figuras geométricas para garantizar la
articulacion entre los procesos discursivos y figurales.

e Identificar los elementos teoricos y practicos requeridos en el proceso de
construccion de figuras que permitan un acceso significativo a la comprension de

sus propiedades.



e Establecer condiciones para el disefio de un conjunto de situaciones de aprendizaje
de figuras geométricas que pongan en juego los procesos cognitivos de
visualizacion, construccion y razonamiento.

e Indicar algunas condiciones para la formulacion de situaciones de aprendizaje en
relacion con el desarrollo del pensamiento espacial al inicio de la educacion basica

del Colegio Jefferson.

1.3 Contextualizacion y Justificacion del Problema

Aprender matematicas es un imperativo de las sociedades modernas. Sin embargo, se
encuentran diversas aproximaciones a lo que se ha de entender cuando se habla de dicho
aprendizaje; se pasa de afirmaciones que tienen que ver con el desarrollo y manejo de las
técnicas y procedimientos bésicos de la disciplina matemética, a otras que proponen el
desarrollo de habilidades para la resolucion de problemas que se fundamentan en
conocimientos y destrezas matematicas, hasta propuestas en las que el aprender
matematicas tiene que ver mas con la participacion de los estudiantes en las actividades y

procedimientos propios de la comunidad matemaética.

En cada una de estas, por lo tanto, se definen distintas alternativas que han de orientar a los
maestros en el trabajo con sus estudiantes, de tal manera que se alcancen dichos
aprendizajes. Sin embargo, en unas y en otras, se encuentra recurrentemente con el hecho
de que dichos aprendizajes no son alcanzados (logrados, desarrollados, etc.) por la mayoria

de los estudiantes.

Este panorama invita a re-pensar el problema del aprendizaje de las matemaéticas, a intentar
caminos alternativos, o, recorrer los mismos dando pasos mas largos 0 mas pequefios,
poniendo atencién a elementos que no fueron contemplados en los recorridos anteriores,
etc., de tal manera que la busqueda por aproximaciones pertinentes y eficaces, tanto para
maestros y estudiantes, se constituye en un tema de investigacion constante en la educacion

matematica actual.



Para el caso particular de la geometria la reflexion discurre por una senda similar; la
historia reciente de la ensefianza de la geometria ilustra un sinnimero de consideraciones
que tendrian que hacerse antes de iniciar cualquier trabajo de ensefianza de la misma. Se
puede iniciar con las preguntas: ;Qué es geometria? ;Donde o en qué momento del
curriculo ensefarla? ¢Qué geometria ensefiar? Para ilustrar solo algunas de las cuestiones

que han de atenderse con el fin de contextualizar esta propuesta.

En Alsina y otros (1992) se encuentra un grupo de reflexiones en este sentido, de las cuales
se retoman aqui algunos elementos. La denominacion de geometria no encuentra ningdn
problema para aquellos que estdn por fuera de las matemaéticas, se puede buscar en una
enciclopedia y encontrar “parte de las matematicas basada en la intuicion del espacio” o
algo parecido, esta definicion evocara en ellos palabras como puntos, rectas, etc., y
recordaran trabajos relacionados con formas, figuras, formulas, entre otras. Pero para los
profesores, el problema central seria poder sefialar lo que no es geometria, ya que el saber
geométrico encuentra relacion con el algebra lineal, los sistemas de ecuaciones, la
topologia, geometrias finitas, etc. Es la busqueda de un punto medio de estas dos posturas

lo mas importante para responder a la pregunta.

Se sefiala el trabajo de Malkevitch (citado por Alsina, 1992) en el que se hace una lista de
los diferentes apartados de las matematicas que pueden relacionarse con la geometria:
geometria euclidea, geometrias no euclideas, geometria proyectiva, y asi en una lista que
alcanza las 50 entradas. Con lo cual se llega a la conclusion de que la palabra geometria
esconde multitud de apartados de interés matematico, reconociendo al mismo tiempo que

tiene un nimero amplio y versatil de aplicaciones.

Lo anterior permite entender el largo y complejo proceso que ha realizado la comunidad de
educadores matematicos para llegar a las propuestas de ensefianza de la geometria en la
escuela en la actualidad, las cuales contemplan al menos: “la geometria como ciencia del
espacio, la geometria como método para visualizar conceptos y procedimientos
matematicos y la geometria como punto de encuentro entre la matematica como teoria y
como modelo” (ICMI, 1994. p. 347).
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Estos son algunos aspectos que han de ser privilegiados para el desarrollo de este proyecto,
ya que en este se asume no solamente a la geometria como otro topico de las matematicas,
sino que se entiende que su naturaleza y papel, como disciplina, le dan una posicion Unica.
Probablemente no hay mejor lugar que la geometria para dilucidar y discutir el concepto y
el papel del razonamiento y de la demostracion en matemaéticas. El espectro completo de
ver, entender o aceptar una afirmacion o una linea de pensamiento, asi como sugerir,
convencer o persuadir, se puede encontrar e investigar en diversos campos geomeétricos
(Samper, 2001).

Pero este trabajo con la geometria en la escuela ha tenido diferentes aproximaciones, todas
ya bastante conocidas. La mas recordada y cuestionada es aquella formulada con base en
los trabajos del grupo Bourbaki; ya no hace falta recordar el célebre grito de Jean

b

Dieudonné “jAbajo Euclides;” en el seminario de Royaumont, en la cual se exalto el
cultivo del rigor, la construccién formal de los conceptos y el intento de considerar para la

ensefianza los problemas de la disciplina.

Esta historia reciente ha dado lugar a reformas en las cuales la geometria intenta volver a
ocupar el lugar perdido gracias a la reforma sefialada. En estas lo comudn es que nadie
propone como obligatoria una forma particular de desarrollo de la geometria; todos estan de
acuerdo en que se debe ensefiar, y desde muy temprano en la escolaridad, pero no es facil
encontrar posturas generales y unificadas. Es en el marco de estas nuevas busquedas en la
que se instala esta propuesta de trabajo con la geometria, en la que procesos cognitivos

como el razonamiento y la visualizacion orienten el disefio de las situaciones de clase.

Pero esta aproximacion requiere una vision también diferencial del aprendizaje; si la
geometria sufrid cambios, la idea de aprender también se ha modificado un poco. En la
escuela tradicional la geometria quedd relegada a aspectos métricos como el célculo de
areas o perimetros, entre otros pocos conceptos, todos enmarcados en trabajos de solucién
de ejercicios. Lo anterior exigia del estudiante la atencion maxima para identificar y
recordar los procesos del profesor y le excluia de una participacion activa, en la que él
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pudiera reconocer los problemas como genuinos y el conocimiento geométrico como una

elaboracion social de la cual él hacia parte y que le serviria para resolver dichos problemas.

Se propone entonces una aproximacion que le dé un papel central a la concepcion del
aprendizaje de las mateméticas como un asunto de comunicacion (Sfard, 2008), es decir,
aprender matematicas es aprender a comunicarse en los términos de la comunidad. Leer los
textos que la comunidad produce, producir textos que la comunidad comprenda; discutir y
resolver los problemas a los que se enfrenta o se ha enfrentado la comunidad, valorar las
respuestas que otros miembros dan, comprometerse con las blsquedas y retos que la
comunidad enfrenta, hacer que la comunidad avance. Sera necesario, sin embargo,
presentar la forma en que se estd entendiendo la comunicacion y los elementos que se le
asociaron: leer, discutir, valorar (emitir juicios) y otros, de tal manera que la aproximacion

se entienda en los términos de esta propuesta.

Para alcanzar esa comprension de lo que pasa en el salén de clase, que serd uno de los
niveles en los que se expresa la naturaleza de dicha comunidad, es imprescindible dar una
mirada a lo que ocurre en las clases; el andlisis de estas situaciones de clase proveera los
elementos para valorar el alcance de la propuesta presentada. Para llevar a cabo lo anterior,
la clase sera entonces analizada con base en las distintas actuaciones de los participantes
cuando se enfrentan a actividades relacionadas con el desarrollo del pensamiento espacial,
las cuales tienen a la construccion, la visualizacion y el razonamiento como las operaciones

sobre las cuales se han organizado dichas actividades.

Se espera que dicho andlisis permita encontrar el conjunto de caracteristicas que estas
actividades deben tener para propiciar el aprendizaje de aspectos relacionados con el
desarrollo del pensamiento espacial y los sistemas geométricos en los estudiantes del grado

sexto del colegio Jefferson.

Las clases de geometria del colegio se proponen como el escenario en el cual se desarrollen
estas reflexiones, por lo tanto se requiere de una metodologia de investigacion que permita

tener en cuenta las condiciones particulares de dicho trabajo. La revisién y analisis de las
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opciones de trabajo muestran que los Experimentos de Ensefianza (Cobb, 2000) son una
alternativa potente para el estudio de una intervencion en clase, en la que la experiencia y
condiciones particulares de los participantes se conjugan con los aportes teoricos de la
investigacion en educacion matematica para disefiar e implementar una propuesta de

trabajo en clase de matematicas.

Los resultados obtenidos por los estudiantes del colegio en las pruebas SABER, los cuales
muestran una disminucion en los desempefios de los estudiantes al pasar de la educacion
basica primaria a la bésica secundaria, dieron los primeros argumentos para seleccionar el
grado sexto como el momento escolar en el cual situar la propuesta; esto implico, ademas,
que el autor del presente proyecto fuese el profesor de dicho grado. Asi, la planeacién de
las actividades, la seleccidon de conjeturas y la determinacion final de las situaciones que
habrian de ponerse en juego en el salon de clase, se articularon con los desarrollos
respectivos de la propuesta pedagdgica que el profesor trabajé en dicho grado.

La articulacion de este proyecto con las reflexiones que se siguen en la linea de
investigacion en Lenguaje, Razonamiento y Comunicacion de Saberes Matematicos,
permitié que se propusieran tres trabajos de pregrado de la Licenciatura en Educacion
Bésica con Enfasis en Matematicas para ser desarrollados en relacion con la misma
problematica; todos tomaron como centro de la reflexion los tres procesos cognitivos
asociados a la actividad geométrica. Dos de estos trabajos (Bahamoén & Bonelo, 2015;
Hoyos, 2015) se centraron en el trabajo de clase con situaciones que pusieran en juego
dichos procesos, y el tercero se centrd en revisar algunos aspectos de éstos en los textos
escolares (Bustamante & Giraldo, 2015); los tres trabajos de grado estuvieron bajo la

direccion del autor de este trabajo de maestria.

La puesta en accion del trabajo que se acaba de sefialar, requiere la constitucién de una
serie de elementos tedricos y metodoldgicos que apoyen el desarrollo de la misma; la

presentacion de dichos elementos es el proposito del siguiente capitulo.
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CAPITULO 2. FUNDAMENTOS TEORICOS DEL PROYECTO

Este trabajo se centra en la caracterizacion de los procesos cognitivos involucrados en el
aprendizaje de la geometria: construccion, visualizacion y razonamiento; cada uno presenta
particularidades en relacion con el aprendizaje de la geometria y, a la vez, entre ellos se
evidencian relaciones y diferenciaciones cuya comprension y desarrollo es fundamental
para el desarrollo del conocimiento geométrico. Se presentan algunos elementos que a este
respecto ha formulado Raymond Duval (2001, 2003, 2004b, 2005).

Dicha caracterizacion pasa por determinar el papel que cada uno de estos procesos, junto
con sus relaciones y diferenciaciones, juega al momento de ensefiar y aprender geometria.
Esta no se puede hacer al margen de un trabajo directamente relacionado con la practica de
ensefiar geometria, es decir, se espera que la puesta en juego de actividades de clase sirva,
en una especie de vinculo dialéctico, para actualizar aspectos relevantes de tal
caracterizacion y al mismo tiempo ampliar, precisar o corregir otros aspectos que pudieran
haberse omitido. Para llevar a cabo este trabajo se requiere un conjunto de elementos

metodoldgicos que acomparian el disefio y analisis de las situaciones.

Se presentan entonces en este capitulo las caracteristicas de una perspectiva semidtica y
cognitiva para el aprendizaje de las matematicas, y de la geometria en particular, que se han
de tener en consideracion para la formulacion de la propuesta; junto con esta se determinan
elementos curriculares que para el desarrollo del pensamiento espacial ha formulado el
Ministerio de Educacion Nacional y algunas de las condiciones particulares de estos, que se
proponen al interior del colegio en el plan de area de matematicas. Posteriormente se hace

una descripcién de los procesos cognitivos que se han propuesto como el centro del trabajo.

Finalmente, se presentan los elementos fundamentales de la propuesta metodologica de los

experimentos de ensefianza, en particular las trayectorias y la conjetura.
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2.1 Una perspectiva semiotica y cognitiva del aprendizaje de las
matematicas

En el estudio del aprendizaje de las matematicas desde un punto de vista cognitivo se parte
de una caracterizacion de la actividad matematica; se sefiala que los procesos matematicos
se constituyen a partir de una serie de trasformaciones que involucran el uso de multiples y
diversos sistemas de representacion, los cuales a su vez permiten el acceso a los objetos
matematicos; esta consideracion hace pensar sobre la naturaleza y la particularidad de
dichos sistemas. Se trata, en ultimas, de estudiar las exigencias que la actividad matematica

le impone a quienes la aprenden (Duval, 2004b).

Para el analisis de los procesos de pensamiento que estan involucrados en la actividad
matematica es necesario reconocer dos asuntos esenciales. Primero, la variedad de sistemas
de representacion ha de estudiarse en las relaciones de una doble oposicidn, ya que hay dos
tipos de sistemas de representacion si se tiene en cuenta su funcionamiento: aquellos en los
que el sistema en estudio es empleado de forma exclusiva en la actividad matematica y
aquellos sistemas que se utilizan tanto en matematicas como en otros dominios de
conocimiento; esto es, registros mono y plurifuncional respectivamente. Segundo, existen
otras dos formas de clasificar dichos sistemas de representacion: si las representaciones se
organizan en una dimension que, en forma de una lengua, obliga a una lectura secuencial o
si, por el contrario, permiten una mirada sinoptica de los objetos representados; esto es,

registros discursivo y no discursivo respectivamente (Duval, 2004a).

Al cruzar estas dos oposiciones se tienen cuatro tipos fundamentales de sistemas de
representacion. Uno de los asuntos centrales que deja ver esta clasificacion es que el trabajo
en los sistemas de representacion plurifuncionales se enfrenta a dificultades asociadas a las
concepciones que tienen los estudiantes respecto de su funcionamiento: se cree que
funcionan de la misma manera, incluso de maneras mas simples, en la actividad matematica

gue en otros dominios.

En el caso particular de la geometria, se tiene un registro plurifuncional discursivo (la

lengua natural) y un registro plurifuncional no discursivo (las figuras); lo anterior implica
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que en geometria aparezca de manera recurrente la necesidad de distinguir los
funcionamientos de dichos registros al interior y por fuera de las matemaéticas. Es decir,
parte del trabajo con los estudiantes ha de estar centrado en el reconocimiento de las
particularidades que adopta el trabajo con cada uno de estos cuando se aborda una actividad
geométrica. Dicho reconocimiento se basa en el conocimiento del funcionamiento de cada

registro y de las representaciones que en ellos se producen.

Las representaciones semioticas tienen un lugar preponderante en la actividad matematica,
ya que dichas representaciones, al permitir el acceso a los objetos matematicos y garantizar
las posibilidades de transformacion de las mismas, determinan de manera singular el
trabajo en matematicas: no hay otra rama de estudio en la cual las representaciones jueguen

un papel tan fundamental como en matematicas.

Sin embargo, el trabajo con dichas representaciones determina dos retos para los que
estudian el aprendizaje de las matematicas (Duval, 2004b); por un lado, hay una paradoja
que surge del hecho de que la Gnica forma de acceder a los objetos matematicos es a través
de sus representaciones y sin embargo se exige que no se confunda un objeto con su
representacion. Por otro lado, en matematicas hay un amplio nimero de sistemas de
representacion para los objetos matematicos, todos con caracteristicas especificas, que
imponen a la actividad matematica el manejo de esta multiplicidad de sistemas y de las

relaciones entre ellos.

Mas alla de las posibilidades de representacion que ofrece cada sistema particular, lo que
interesa en el trabajo en matematicas son las posibilidades de transformaciéon de las
representaciones que son producidas, estas transformaciones dan a los sistemas sus
potencialidades para la realizacion del mismo. Las transformaciones que permiten un
sistema de representacién son de dos tipos: aquellas que producen otra representacion en el
mismo sistema (tratamientos) y aquellas que por el contrario producen otra representacion
en un sistema distinto (conversiones). La no distincion entre estos dos tipos de
transformaciones y de las particularidades que tiene la conversion, son una fuente de

incomprension en matematicas. Las posibilidades de hacer trazos sobre una figura dada
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seria un ejemplo de un tratamiento en el registro de las figuras; la construccion de una
figura a partir de unas instrucciones dadas en lengua natural serian un ejemplo de
conversion; se vera gque estas y otras trasformaciones son esenciales para el trabajo en clase

de geometria.

Finalmente, si se quieren atender las dificultades que presentan los estudiantes en la
actividad matematica se debe avanzar en la comprension de la siguiente hipotesis: la
comprension en matematicas implica la coordinacion (puesta en correspondencia) de al
menos dos sistemas de representacién para el objeto matematico en estudio. Esta
coordinacion se enfrenta, al menos, con las dos dificultades sefialadas: el funcionamiento en
matematicas de los registros plurifuncionales y las condiciones particulares que la actividad
de conversion le impone a las matematicas. Lo anterior implica para el trabajo en geometria
el estudio de las condiciones que en ella tiene la coordinacion de discurso y figura, ya que

en este campo dicha coordinacion tiene condiciones especiales.

2.1.1 Una perspectiva para el trabajo en geometria

A partir de las consideraciones anteriores, que de manera general intentaban sefialar las
caracteristicas que tiene el trabajo en matematicas, se puede hacer un ejercicio similar para
la geometria. Para ello se retoman los trabajos de Duval (2001, 2003, 2004b, 2005) los
cuales han logrado constituir una serie de reflexiones y afirmaciones que dan sentido a una
propuesta a tener en cuenta cuando se trata de usar elementos semidticos y cognitivos en el

disefio de actividades para el trabajo en clase de geometria.

Las actividades geométricas se caracterizan por involucrar al menos dos registros de
representacion, de manera articulada y simultanea. En el registro de la lengua natural, por
ejemplo, se presentan las proposiciones sobre las propiedades de los objetos y sus
relaciones, los nombres de las figuras, o se combinan proposiciones para dar explicaciones
y presentar soluciones a problemas. Por su parte las figuras constituyen un sistema de

representacion caracteristico del trabajo en geometria; con ellas se representan objetos,
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arreglos o combinaciones de ellos que determinan problemas o situaciones de trabajo; el

uso de figuras es una constante en la geometria escolar.

Estos dos registros de representacion encuentran en la geometria escolar una coordinacion
especial, ya que en la mayoria de situaciones de clase se pasa de uno a otro casi de manera
instantanea y sin dedicar mayor atencion a este proceso; dicha coordinacion se torna
fundamental en muchas situaciones de trabajo, ya que la constitucion de las figuras como
representantes de un problema pasa muchas veces por las posibilidades de significacion que
se desprende gracias al enunciado que acompafia a dicha figura. De hecho, se pueden tener
situaciones muy distintas basadas en la misma representacion figural si se cambia el

enunciado que le acompafia.

Esta cercania despierta en los estudiantes lo que Duval (2004b) ha llamado falsa
proximidad. Es decir, el hecho de que ambos registros sean plurifuncionales les dota de una
cercania con la experiencia de la mayoria de los estudiantes, cercania que crea la sensacién
de que el funcionamiento de estos registros es similar en sus usos y contextos a los que ya
son conocidos por los estudiantes. Una de las tareas de la escuela es ensefiar a los
estudiantes las especificidades del funcionamiento de cada uno de estos registros en la
actividad geométrica y construir diferenciaciones con los funcionamientos por fuera de las

matematicas.

El analisis que desarrolla Duval (2001) de estas caracteristicas de la actividad geométrica se
basa en considerar que hay tres procesos cognitivos que participan de manera directa en los
aprendizajes de geometria: la visualizacion, la construccion y el razonamiento. El estudio
de cada uno de estos procesos, y de otros que les son conexos, es la clave de la propuesta
para el trabajo en clase de geometria.

Se puede iniciar haciendo entonces una reflexion en relacion con los procesos de
visualizacion involucrados en la actividad matematica, como un marco general sobre el

cual presentar las formas tradicionales de trabajo en clase de geometria y terminar con una
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forma alternativa, que a manera de propuesta, recoja este grupo de reflexiones; los parrafos
siguientes se dedican a esto ultimo; los procesos se describiran en un apartado posterior.

El trabajo que se propone en geometria esta asociado necesariamente con el desarrollo de
las capacidades de visualizacion que debe construir un estudiante. Una primera
caracterizacion de este proceso sefiala dos tipos de visualizacion: la icénica y la no iconica
(Duval, 2010).

La visualizacion iconica supone un acceso a las figuras geométricas del mismo modo que
en otras representaciones graficas por fuera de las matematicas; esto se constituye en una
dificultad en el aprendizaje de la geometria pues se ha mostrado que el funcionamiento de
tales representaciones no es el mismo en estos dos planos de la actividad humana. Una de
las caracteristicas de las figuras en geometria, por ejemplo, es que han de ser construidas
con la ayuda de instrumentos, lo cual establece una diferencia fundamental, aunque inicial,

con el funcionamiento de las figuras por fuera de la geometria.

Esta visualizacion procede por asociacion de la representacion con el parecido de esta con
algun objeto real ya conocido. Para el caso de las representaciones graficas, cuando vemos

el dibujo siguiente:

La reconocemos como la representacion de una clase general de objetos (una paloma), con

ciertas caracteristicas (un ave, generalmente blanca, pequefia, etc.); aunque si asociamos
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esta representacion con procesos de paz, del pasado colombiano, eso sera otra cosa distinta

a una mirada iconica sobre el dibujo’.

Ya en el campo de las matematicas, se puede ejemplificar este tipo de visualizacion con
ciertas miradas que se dan sobre representaciones graficas de funciones realizadas por
aprendices o por aquellos que no han logrado construir una significacion adecuada de las

mismas, por ejemplo:

d (m)

x4+

En la gréfica se presenta el recorrido de
dos moviles A y B, ¢cudl de ellos iba mas
rapido?

t1 12 t (seg)

Una mirada icdnica sobre la gréfica haria que se necesitaran valores para realizar calculos y
responder la pregunta, por ejemplo. Es decir, esta se centraria en las caracteristicas de
algunos puntos, como el de partida y llegada, y no sobre una mirada global de la grafica.
Dicha mirada global, que seria un ejemplo de visualizacion no iconica, permitiria entender
la inclinacién de las gréaficas como una descripcién del valor de la rapidez y con ello

deducir facilmente que el objeto A iba mas rapido.

En geometria el reconocimiento iconico de las figuras requiere de “una figura particular
que sirve de modelo, y las otras figuras son reconocidas segun su grado de parecido con
este modelo” (Duval, 2004. p. 168). Basta con pedirle al lector que piense en un rectangulo

para darse cuenta que es probable que haya pensado en una figura como esta:

' En Colombia, el proceso de paz llevado a cabo en la administracion del gobierno de Virgilio Barco us6 este
simbolo (de nuevo, en el sentido de Pierce) para representar el estado de cosas que se avecinaban tras dicho
proceso, haciendo uso de una significacion ampliamente aceptada del mismo.
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Y no necesariamente en una como esta:

Es decir, el reconocimiento se basa en la semejanza del objeto percibido con otro ya
conocido, en el marco de un proceso de ensefianza que inicia con la designacion del objeto
mismo o de sus partes o propiedades (Moriena & Scaglia, 2003, 2005). Asi, las formas
reconocidas se consideran como un perfil, en el que el contorno juega un papel central, al
punto de que es este el que retiene la mayor cantidad de informacion que se puede
recuperar de la forma percibida; lo cual implica que otras propiedades que pudiese tener el
objeto, pero que estén ligadas a elementos diferentes del contorno, pasen desapercibidas.

Sin embargo, el asunto fundamental en la entrada iconica a la visualizacion de una figura,
en geometria en particular, tiene que ver con el hecho de que en esta entrada las formas
reconocidas aparecen estables (Duval, 2005), es decir, aparecen como si no fueran
susceptibles de trasformaciones; al ser representaciones y sabiendo que la potencia de toda
representacion no esta solo en el hecho de poder dar acceso a cierta informacion, sino que
su potencia como signo radica en el hecho de poder transformarse y expresar de modos
distintos, esta estabilidad que la visualizacion no iconica da a las figuras se convierte en un
impase que ha de ser superado para realizar un aprendizaje significativo de la geometria
(Duval, 2010). La base de la actividad en geometria esta en la posibilidad que tenga el
estudiante de descomponer una figura (en unidades figurales elementales o en una red de
rectas) como accion inicial antes de hacer construcciones o resolver una situacion

problema.
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Es claro pues que uno de los primeros retos que ha de enfrentar una propuesta de trabajo en
clase de geometria es la de apoyar el desarrollo de habilidades que le permitan al estudiante
alejarse de una visualizacion iconica de las figuras. Un primer paso en este sentido es

entonces comprender la naturaleza de la visualizacion no iconica.

Podria bastar para presentar la visualizacion no icénica una descripcion en términos de la
negacion simple: pues es todo lo que no es visualizacion icénica. Parece mejor dar
ejemplos como la mirada simbdlica sobre la paloma de la paz, o aquella que permite ver la
velocidad en la grafica de los dos moviles, o un rectdngulo en el que se resaltan las
caracteristicas de sus diagonales y los triangulos que ellas describen. Sin embargo tal grado
de ilustracion podria no ser suficiente, por lo tanto se retoma una de las definiciones que

presenta Duval (2004c):

(La visualizacion no iconica permite) reconocer las formas, bien en virtud de

las limitaciones internas de organizacién que hacen imposible ciertas

deformaciones o ciertas aproximaciones, bien en virtud de deducciones

efectuadas discursivamente en funcion de las propiedades que hayan sido

enunciadas en las definiciones o en los teoremas que declaran lo que representa

una figura. (p. 168)
Aparece en la definicion un elemento que no estd de mas resaltar: toda figura para
constituirse como tal requiere de un enunciado en el cual se presenten los elementos del
problema del que dicha figura hace parte, o un enunciado en el que se determinen las
condiciones o caracteristicas del objeto que se representa con la figura. Es decir, si las
propiedades geométricas presentes en tales enunciados dirigen el analisis de la
representacion visual, se dice que hay una subordinacion de dicha representacion visual a la

informacion que se da en tales enunciados.

Sin embargo dicha subordinacion no se da de manera espontanea; hay multiples elementos,
entre los que podria sefialarse la visualizacion iconica, que pueden hacer prevalecer la
informacion dada por la representacion visual. Esa subordinacion ha de ser construida por
los estudiantes (Duval, 2005). Para conseguirla los estudiantes deben reorganizar su

percepcion de las formas; han de tener una mirada no icénica a las figuras, esto es, poder
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dejar a un lado la percepcion de los contornos y fijarse en las unidades visuales de una
dimension (1D) pues es sobre ellas que descansa el discurso, al menos el que se refiere a
figuras planas, toda vez que en dicho discurso sobresale el establecimiento de relaciones

entre tales unidades de dimension uno.

La mirada que se hace sobre las figuras puede entonces, como se vio, estar en relacion con
el discurso que acompafa a las figuras, o con los posibles procesos de solucién a un
problema que dicha mirada desencadena, o simplemente con las condiciones visuales que la
figura como representacion gréfica determina. Estas formas de ver una figura reciben los
nombres de aprehensidn discursiva, operatoria y perceptiva. Se presentan a continuacion

algunas de sus caracteristicas (Torregrosa & Quesada, 2007).

La aprehension perceptiva se puede definir como aquello que se deja ver al primer golpe de
vista, con la primera mirada, sobre una figura. Ese reconocimiento es de dos clases, la
primera tiene que ver con el simple reconocimiento de una sefial o una marca que se
distingue del contorno; discriminar seria la clase de proceso al que se alude en esta clase.
La segunda esta relacionada con la identificacion de objetos que corresponden a formas ya
conocidas; esta es comparable con la visualizacion iconica de una figura. Sin embargo,
ninguno de estos dos tipos de reconocimiento escapan a la iconicidad que ya se discuti
mas arriba; dicha iconicidad no apoya los procesos de mirar las figuras que se requieren en

la actividad geométrica.

La aprehensién discursiva tiene que ver con aquella mirada sobre una figura que esta
comandada por un enunciado que acompafia a la figura. Ya se sefialo también que el
enunciado que acompafie a una figura puede hacer que la representacién que se asocie a
dicha figura cambie. Se pueden formular problemas distintos acompafiando a una misma
figura en dos enunciados diferentes. En ultimas, lo que se quiere sefialar es que se pueden
establecer relaciones entre las miradas posibles sobre una figura y los enunciados que las
acomparian; sin embargo, se ha mostrado que hay cierto predominio de lo visual sobre lo

discursivo, es decir, hay ciertas formas que se reconocen independientemente de lo que el

23



enunciado presente. Se afirma entonces que hacer ver a los estudiantes lo que es necesario

ver para resolver un problema debe estar asociado a otra aprehension, la operatoria.

En la aprehension operatoria sobre una figura, que esta asociada o determina a un
problema, lo que se ve da pistas sobre qué operaciones realizar para encontrar la respuesta a
dicho problema. Asi, esta seria una de las aprehensiones sobre las cuales parece necesario

centrar una actividad de ensefianza (Marmolejo, 2003).

Desarrollar en los estudiantes esta forma de ver que activa, por decirlo de alguna manera, la
realizacién de tratamientos sobre las figuras que pueden conducir a la solucion de un
problema, o que por lo menos dan lugar a procedimientos de busqueda de dicha solucién,
se constituye en el objetivo que se quiere alcanzar en el proceso de aprendizaje de la

visualizacion en geometria.

Duval (2010) estudia en dos grandes grupos este tipo de transformaciones sobre las figuras.
Las primeras tienen que ver con descomponer una figura en otras figuras (subfiguras); las
segundas tienen que ver con la posibilidad de descomponer una figura en unidades figurales
de una dimension inferior. Las primeras se conocen como modificaciones mereoldgicas y

las segundas como un proceso de deconstruccion dimensional.

Las modificaciones mereoldgicas son de dos clases: heterogéneas y no heterogéneas; esto
tiene que ver con el tipo de subfiguras obtenidas: si dichas subfiguras tienen la misma
forma se dira que es homogénea, si no tienen la misma forma son heterogéneas. Esta
distincion al mismo tiempo genera otra subdivision de las homogéneas: si las subfiguras y
la figura son de la misma forma se dice que la modificacién es estrictamente homogénea.

Las siguientes figuras ilustran lo anterior; se toma como figura de base un rectangulo:
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Modificacion homogeénea Heterogénea
Estrictamente homogeénea No estrictamente
A B An B A E B
] L]
E F
D 1 (. o c
O

D C

A A B B A B
E
E F
E F
D Cc
D C 3 .
D D C

Tabla 1. Modificaciones mereoldgicas

La deconstruccion dimensional de formas tiene que ver con la posibilidad de vencer la
predominancia que tienen las formas 2D sobre las formas 1D, es decir, se trata de poder
reconocer las unidades 1D que componen una figura 2D (esto limitando el analisis a las
figuras planas, pues se podria hablar de una deconstruccion 3D en 2D); esta forma de ver
ha de permitir, ademas, ver las diferentes rectas — por ejemplo- que estan asociadas o son

asociables a una figura simple como un tridngulo. Las figuras siguientes ilustran este punto.

Problema: Dado un triangulo, hallar un

paralelogramo de area igual.
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La deconstruccion dimensional tiene que ver con la posibilidad de ver la red de rectas que
en este caso se asocian con la figura del triangulo (Duval, 2004c). A partir de esa

deconstruccion identificar las subfiguras que resuelven el problema es un asunto trivial.

B V

Si el ejemplo parece demasiado elaborado se puede hacer uso de una deconstruccion menos
elaborada, pero igual de potente para resolver un problema que se present6 a un estudiante.

Problema 2. Usando los instrumentos que
se te entregaron (regla y escuadra)

construye la figura que se muestra:

Las posibilidades de uso, para resolver el problema, de los instrumentos entregados son

mas potentes si el estudiante logra ver la figura bajo la siguiente deconstruccion:

—
T~

Es importante sefialar que la deconstruccion dimensional no es una mera estrategia de
trabajo. Ademas de los sustentos cognitivos que se han presentado vale sefialar uno de los

argumentos de Duval:

26



No es superfluo recordar que las primeras definiciones que da Euclides de una linea o
de una superficie son una descripcién de la deconstruccién dimensional de las figuras:
“Los limites de una superficie son lineas” (definicion 6). ”Una figura es lo que esta
contenido por algunos limites” (definicion 14). Euclides coloca la deconstruccion
dimensional de las figuras al comienzo de la geometria, como el umbral que hay que
atravesar para entrar en la construccion o el descubrimiento de conocimientos
geométricos. (2010, p.109)

La deconstruccion dimensional de formas requiere un funcionamiento distinto a los
procesos espontaneos de identificacion visual de formas; lo anterior implica que en la
ensefianza de la geometria se desarrollen en los estudiantes capacidades de analisis visual
de las figuras (Duval, 2010).

Sin embargo, la ensefianza de la geometria en la escuela se ha desarrollado por caminos que
no conducen al logro de este proposito; Duval (2004c; 2005) ha hecho una categorizacion
de los tipos de trabajo en la clase de geometria. Identifica cuatro y propone una quinta que
seria la que permitiria el acceso a este tipo de transformaciones. Se presenta a continuacién

una sintesis de estos planteamientos.

La categorizacion resulta de aplicar cuatro criterios; los tres primeros tienen que ver con las
figuras, en particular con los procesos de identificacion perceptiva e identificacion
interpretativa de las mismas; el cuarto criterio tiene que ver con la utilizacion o no de las

propiedades expresadas por los enunciados que acompafan las figuras.

Con base en estos criterios, el primer tipo que se identifica es llamado el “botanico”, el cual
remite al trabajo en clase que se dedica al reconocimiento perceptivo de las formas
elementales usadas en geometria, dado que en este las propiedades de las figuras se asocian
con caracteristicas visuales. Es un trabajo tipo taxonomia, de ahi el nombre que se le asocia,
ya que el trabajo que se hace con las figuras es similar al que se hace en clase de ciencias

naturales al clasificar las hojas de los arboles.

En el segundo tipo tiene que ver con las actividades que involucran medidas, las cuales se
toman de elementos del entorno y que luego se han de llevar a una representacion a escala

en una hoja de papel; se tiene un trabajo caracterizado por la necesidad constante de
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cambiar de escalas; las figuras tienen un papel iconico asociado con la conservacion de la

forma del objeto que se ha de representar.

El tercer tipo se asocia con el trabajo en clase que se organiza con base en el uso de
instrumentos de construccion o materiales que apoyen los procesos de exploracion de los
estudiantes; en estos procesos los estudiantes se acercan a la idea de figura como una

representante de ciertas propiedades geométricas.

En el cuarto tipo aparecen las tareas en los que los estudiantes deben hacer modificaciones
sobre las figuras, asociadas a la solucion de un problema; estas modificaciones pueden ser
manuales o gréaficas, pero sobre todo el punto esta en que no hay un trabajo que las oriente,

se deja a la exploracion y a la génesis casi experimental de conductas favorables.

Finalmente, la quinta forma de trabajo es la que se formula como propuesta; en ella, las
figuras aparecen como representantes de propiedades geomeétricas y las modificaciones son
de carécter grafico solamente; ademas, se propone como objeto de ensefianza la génesis de
formas de actuacion que lleven a desarrollar los procesos necesarios para entender las
figuras en este sentido. Con tareas de construccion se apoya el primer rol asociado a las
figuras y de ahi se pasa a los procesos de visualizacion no iconica para apoyar el desarrollo
de las modificaciones mereoldgicas y de deconstruccion dimensional. Es esta quinta forma
de trabajo la que orienta el desarrollo de este proyecto.

2.1.2 Aspectos curriculares de la propuesta de trabajo

La geometria euclidiana es parte importante en el trabajo que sobre el pensamiento espacial
se hace en la escuela (De Villiers, 1998), sin desconocer que se incorpora cada vez con
mayor fuerza algunos elementos de geometria proyectiva, descriptiva, etc., y las
tradicionales reflexiones sobre la geometria analitica y la trigonometria. Asi, la formacion
de los estudiantes se organiza —segun lo sefialado por los estandares- en relacion con los
sistemas geométricos “Los puntos, lineas rectas y curvas, regiones planas o curvas

limitadas o ilimitadas y los cuerpos sélidos o huecos limitados o ilimitados pueden
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considerarse como los elementos de complicados sistemas de figuras, transformaciones y

relaciones espaciales: los sistemas geométricos.” (MEN. 2006, p. 62)

Estos sistemas estan constituidos a partir de tres componentes: los elementos que los
constituyen, las operaciones entre ellos y las trasformaciones de las que son susceptibles;
dichos sistemas:

... pueden modelarse mentalmente o con trazos sobre el papel o el tablero y describirse
cada vez méas finamente por medio del lenguaje ordinario y los lenguajes técnicos y
matematicos, con los cuales se pueden precisar los distintos modelos del espacio y
formular teorias mas y mas rigurosas. Estos modelos con sus teorias se suelen Ilamar
“geometrias”. (MEN, 2006, p. 62)

El MEN asume entonces considerar a la geometria euclidiana como el punto de encuentro
entre las matematicas como una practica social (ICMI, 1994) y como una teoria formal; en
ella estos dos aspectos toman connotaciones significativas, ya que como practica social
permite el estudio del espacio fisico y el espacio geométrico aportando a la comprension de
ciertas caracteristicas del mundo que nos rodea (Salin, 2004). Como una teoria formal la
geometria permite avanzar en la comprension del razonamiento matematico, para formular
y defender afirmaciones en relacién con los objetos y relaciones involucrados en la
actividad geométrica, gracias a que en geometria estos procesos encuentran un lugar

privilegiado.

En ese sentido, la propuesta que hace el MEN (2006) en los estdndares para el grupo de
grados de la educacion bésica secundaria (sexto-séptimo y octavo —noveno) se concreta en
un grupo de 11 estandares, de los cuales ocho pueden clasificarse facilmente en cada uno de
los tres componentes de los sistemas geométricos (objetos, relaciones y transformaciones),
dos quedan como transversales a estos (por estar centrados en la resolucién de problemas) y
uno hace alusién a localizacién en sistemas de coordenadas que escapa a la identificacion
con alguno de estos elementos; esto no es de extrafiar pues el cruce con otros sistemas y

pensamientos es natural.

En relacion con los objetos del sistema se sefialan los estandares:
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Identifico y describo figuras y cuerpos generados por cortes rectos y transversales de
objetos tridimensionales.

Represento objetos tridimensionales desde diferentes posiciones y vistas.
Clasifico poligonos en relacion con sus propiedades. (MEN, 2006, p. 84)

En esta parte se encuentra el estdndar sobre el cual se centra este trabajo (clasificar
poligonos), toda vez que es uno en el cual se expresa de manera directa el trabajo con
figuras geométricas, aspecto que se ha propuesto como la base de las discusiones para la

ensefianza de la geometria en el ciclo 6°- 7°.
Para las relaciones del sistema: las de semejanza y congruencia, se incluyen los estandares:

Conjeturo y verifico propiedades de congruencias y semejanzas entre figuras
bidimensionales y entre objetos tridimensionales en la solucién de problemas.

Reconozco y contrasto propiedades y relaciones geométricas utilizadas en
demostracion de teoremas basicos (Pitagoras y Tales).

Aplico y justifico criterios de congruencias y semejanza entre triangulos en la
resolucion y formulacion de problemas.

Resuelvo y formulo problemas que involucren relaciones y propiedades de semejanza
y congruencia usando representaciones visuales. (MEN, 2006, p.84 y 86)

Finalmente, para las transformaciones del sistema: homotecias, rotaciones y traslaciones, se

incluye el estandar:

Predigo y comparo los resultados de aplicar transformaciones rigidas (traslaciones,
rotaciones, reflexiones) y homotecias (ampliaciones y reducciones) sobre figuras
bidimensionales en situaciones matematicas y en el arte. (MEN, 2003, p.84)

Los otros estandares que se sefialan como transversales son:

Resuelvo y formulo problemas usando modelos geométricos.

Uso representaciones geométricas para resolver y formular problemas en las
matematicas y en otras disciplinas.

Identifico caracteristicas de localizacion de objetos en sistemas de representacion
cartesiana y geografica. (MEN, 2003, p.84 y 86)
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Aunque el trabajo que se realizd no alcanza a tener en cuenta todo este conjunto de
estandares, si se realiza un trabajo directo en clase en relacion con el estandar sefialado, y
en la parte final se hacen propuestas en relacion al trabajo con el segundo grupo de estos
(relaciones), con la esperanza que en futuros trabajos se aborde el desarrollo de lo que resta.

Esa es la razén de incluir en esta parte el grupo total de estdndares de estos ciclos.

Toda esta propuesta de estandares para desarrollar el pensamiento espacial se hace en un
marco curricular mas amplio, que ha de atender asuntos conexos como los contextos o los
procesos generales. Es decir, que cada uno de los aspectos sefialados para los sistemas
geométricos, debera aparecer enmarcado en el trabajo de clase con algin proceso general,
como la resolucion de problemas o la modelizacion, y en algin contexto como el de las
matematicas o el de la vida cotidiana. Estos elementos se consideran en los disefios
propuestos de manera general, es decir, se decide que sobre el proceso de resolucion de
problemas y un contexto matematico, que no se desarrollan en profundidad, se enmarca el

trabajo con el estandar seleccionado y con los estandares que involucra la propuesta final.

Para alcanzar lo propuesto por el MEN las escuelas definen acciones que se estructuran
fundamentalmente desde una mirada conceptual, es decir, se organiza la propuesta de
ensefianza alrededor de las exigencias que la estructura formal del concepto presenta; esta
decision que esta ampliamente sustentada ha logrado darle sentido a las practicas escolares
en los dltimos afios; sin embargo, parece posible ampliar la mirada e incluir en estas

exigencias aquellas que la actividad geométrica le impone a los que la realizan.

En este sentido, el trabajo que se realizd intentd definir criterios cognitivos con los cuales
desarrollar una propuesta para el trabajo del pensamiento espacial y los sistemas
geométricos. Es decir, la seleccion de actividades y situaciones estuvo dirigida al desarrollo
de los tres procesos cognitivos sefialados, de tal manera que esto le diera sentido a un

aprendizaje con sentido de los conceptos propuestos.

Las actividades fueron llevadas al colegio al inicio del afio escolar, por lo cual se necesitd

que ellas trataran sobre los elementos que se contemplan en el curriculo del mismo para
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esta parte del afio. Asi que una revision a los programas del colegio, y los fundamentos de
este que se encuentran en los Estandares del MEN, arrojo que el estdndar a desarrollar
seria: “Construyo y clasifico poligonos en relacion con sus propiedades”, el cual en el

colegio se expresa en los dos indicadores siguientes:

Identifico los elementos y caracteristicas de los poligonos.
Clasifico poligonos segun el numero de lados, la longitud de los mismos y su
forma.

Con lo cual se procedi6 a la busqueda de situaciones y actividades en las cuales se pudieran

hacer confluir tanto los elementos tedricos seflalados mas arriba como estos indicadores.

Con base en los trabajos de Camargo, Leguizamén & Samper (2003) y Duval (2010) se
formuld el primer grupo de tres situaciones; en la primera situacion, que contenia 5
actividades, cada actividad consistia en la reproduccion de un poligono (cuadrado y
triangulos) con la ayuda de instrumentos no convencionales (moldes rotos, reglas no
graduadas, etc.). Esta primera situacion se centrd en reflexiones sobre las dos formas de
iniciales de visualizacién, con la ayuda de dichos instrumentos. La segunda y tercera
situacion, se trabajaron con los cuadrilateros como la familia de poligonos sobre la cual se
centro la reflexion. Se buscd desarrollar las caracteristicas de estos en relacion con los
procesos de construccion y visualizacion que se vienen desarrollando, ademéas de una

exploracion del proceso de razonamiento asociado al trabajo con figuras.

El segundo grupo de tres situaciones, se centra en las relaciones entre figuras planas y lo
que se deriva de considerar dichas relaciones como un factor para hacer comparaciones
entre figuras; se abordan de nuevo algunos poligonos como tridngulos, cuadrados,
rectangulos y paralelogramos, junto con el trazo de algunas lineas sobre estos como

diagonales y transversales.

2.2 Los tres procesos cognitivos para el aprendizaje de la geometria

El trabajo en geometria exige la articulacién de dos registros de representacion: primero, el

de la lengua con el cual se presentan las propiedades, relaciones asociadas a las figuras y
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los problemas de los que trata la actividad geométrica; y segundo, la visualizacion de
formas para representar el espacio (Duval, 2004b, 2005). Las relaciones entre discurso y
visualizacion en geometria implican un cambio en el nimero de dimensiones que han de
tenerse en cuenta: se ve en una dimension superior a la que se usa en el discurso. Esta
separacion dimensional es uno de los aspectos a tener en cuenta en la actividad geométrica.
La construccién de figuras con instrumentos aparece como el primer proceso de la
actividad cognitiva que se debe considerar en los cambios que se requieren en el
aprendizaje de la geometria; con la aplicacion de situaciones de clase en las que esta
actividad juegue un papel central, se puede dar inicio a reflexiones sobre las diversas
formas de mirar una figura y las relaciones entre dichas miradas y el discurso que la

actividad geométrica exige.

Por tener un lugar privilegiado en los disefios de las actividades, es oportuno hacer una
ampliacién de cada uno de estos procesos cognitivos, a la vez que se va particularizando la
forma en que se espera que cada uno de ellos participe en tales disefios; es decir, al ser
procesos complejos en cuyo desarrollo se pueden tomar varios afios para alcanzar diversos
elementos de los mismos, es necesario intentar precisar algunos de sus rasgos y en

particular aquellos que se espera poder desarrollar en las clases.

2.2.1 Visualizacién

En la consolidaciéon de los elementos cognitivos que han de guiar el trabajo en clase de
geometria se encuentra en los trabajos de R. Duval, la propuesta para el desarrollo de
maneras de ver las figuras que sean pertinentes para el desarrollo de una actividad
geométrica significativa. Se propone como una primera forma de ver aquella que esta
centrada sobre las posibilidades de construccion de las figuras con la ayuda de
instrumentos, dado que con esta entrada se ha de garantizar que los estudiantes vean las
figuras como representaciones figurales de ciertas propiedades, aquellas que los

instrumentos les han garantizado.
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Una segunda forma de ver esta relacionada con el enriquecimiento heuristico de una figura,
es decir, que los estudiantes reconozcan las posibilidades de construccion de nuevos trazos
sobre las figuras que les permitan ver lo que antes no se podia ver, de tal manera que la
posibilidad de hacer modificaciones mereoldgicas, por ejemplo, aparezca como una forma

de actuar natural en el trabajo de los estudiantes.

Se espera, ademas, que en el desarrollo de los procesos de visualizacion que se requieren en
la actividad geométrica, se pueda avanzar en el trabajo con una tercera forma de ver, la cual
esta relacionada con la posibilidad de ver en una figura las unidades figurales que la
componen; para esto se requiere construir capacidades que le permitan al estudiante
descentrar su mirada de los contornos e identificar elementos visuales de dimensiones
inferiores a los que se ven al primer “golpe de ojo”. Este cambio del nimero de

dimensiones debe ser el objetivo central de una mirada geométrica sobre las figuras.

Un trabajo que apunte al desarrollo de estas maneras de ver se enfrenta a diferentes
consideraciones que trae consigo la actividad geométrica en la escuela. La primera de ellas
tiene que ver con el acceso natural que han tenido los estudiantes a las representaciones
graficas de figuras; como ya se sefiald, esta supuesta naturalidad de dichas representaciones
es un obstaculo inicial que debe ser atendido. Es decir, se deben procurar actividades a los
estudiantes en los que la visualizacién iconica se ponga en cuestion y que el trabajo con las
actividades le permita reflexiones que apunten al desarrollo de formas alternas de ver
(Duval, 2005). Dicho cuestionamiento a la iconicidad de las formas iniciales de ver puede
tener como base una reflexion en relacién con la naturaleza de las figuras; ellas no
representan un objeto ya conocido por los estudiantes sino que para constituirse como tales
deben atender las definiciones o las propiedades que se les atribuyen; este reconocimiento
de las propiedades que caracterizan a las figuras es entonces el punto de inicio del trabajo

propuesto.

Luego, para la seleccion de una actividad para los estudiantes en la cual poner en juego la
reflexion anterior, se enfrenta a una decision en dos sentidos. Se debe decidir con qué tipo

de tareas trabajar y cudl modo de actividad se privilegiara (Duval, 2005). En el primero se
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tienen, como opciones posibles, tareas de construccion con un instrumento, tareas de
medicién sobre un terreno, de reproducciéon con base en un modelo y de descripcion o
interpretacion de enunciados presentes en un problema. En el segundo, se tienen como
opciones dos tipos de actividad, aquellas que tienen que ver con la manipulacién de piezas
0 una actividad llamada concreta, y aquellas que tienen que ver con la produccion gréfica
de figuras o una actividad representacional.

Cruzando algunas de estas dos variables se puede decidir sobre cada una de las actividades
para presentar a los estudiantes; en el primer sentido sefialado, se decidié por tareas de
reproduccion y de comunicacion; en el segundo sentido propuesto, se decidié que todas las

actividades involucraran actividades representacionales (Duval, 2010).

Asi, en la situacion 1 se proponen actividades de reproduccion con base en instrumentos de
construccion no convencionales (moldes y plantillas); en la situacion 2 se mantiene el uso
de instrumentos no convencionales y se agrega la escuadra como instrumento convencional.
En la tercera situacién el énfasis se pone en tareas de comunicacion, y la construccion se
guia por instrumentos convencionales. Finalmente se proponen las situaciones 4 a 6, que

incluyen actividades de construccidon, de modificacion de figuras y de comunicacion.

En estas situaciones el papel de las figuras en la actividad geométrica se considera central;
se explotan diferentes tipos de actividad sobre las formas visuales; se varian las funciones
de las representaciones; se emplean diversos tipos de operaciones para atender las tareas
propuestas y se ponen en juego modos distintos de movilizar propiedades geométricas. Se
pueden asi tener actividades centradas sobre el reconocimiento visual de propiedades en las
que la representacion se asume como un soporte, Y otras en las que las tareas se centren en

la visualizacion en una figura de cierta propiedad geometrica.x

2.2.2 Construccion

Una caracteristica que distingue a las figuras geométricas de otra clase de figuras es que
estas pueden ser construidas con instrumentos, ya sea con lapiz y papel o con un software.

Este segundo caso no sera objeto de reflexidn en este trabajo dado que la introduccion de
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un software implicaria reflexiones ontoldgicas y didacticas que no hacen parte de las
consideraciones tenidas en cuenta en el desarrollo inicial de este trabajo; sin embargo, es
claro que es un trabajo que queda abierto y sobre el cual seguramente habra que volver en

nuevos proyectos.

En la construccion de una figura la produccion de un trazo esta asociada a dos elementos:
una instruccién que recoge un pedido en relacion con aquello que se quiere construir y la
movilizacién de una propiedad geométrica en relacion con el o los instrumentos que se van
a emplear. Estos elementos dan lugar a lo que Duval (2005) ha Ilamado trazos auxiliares,
que son aquellos sobre los cuales se apoya la construccion de una figura pero que no
terminan siendo parte de ella; los dos circulos con los cuales, a partir de un segmento, se

traza un triangulo equilatero son un ejemplo representativo de esta situacion.

Sin embargo, cuando se resuelve un problema en geometria hay otro tipo de trazo que se

torna fundamental: los trazos reorganizadores. Duval (2005) los presenta asi:

Il s’agit évidemment d’une déconstruction qui est sans rapport avec la

déconstruction impliquée dans la construction des figures. Car le choix de ce

tracé est indépendant de la maniére dont le triangle peut étre construit et il n’y

a rien de commun entre ce tracé supplémentaire a trouver et les traces

auxiliaires. Nous appellerons «tracés réorganisateurs» tous les traces

permettant de réorganiser une figure donnée en vue d’y faire apparaitre des

formes non reconnaissables dans cette figure donnée. (p. 12)
Se tiene aqui un punto de encuentro entre la construccién y la visualizacion: las
posibilidades que un estudiante tiene de ver los trazos reorganizadores necesarios para
resolver un problema dependen de las capacidades de visualizacion que haya construido; se
puede decir inicialmente que una mirada iconica sobre las figuras claramente no apoya la
construccién de ningln trazo reorganizador. Ademas, la préactica tradicional de ensefianza
de la geometria, en la cual las figuras se consideran evidentes y acabadas, ha dejado por
fuera la ensefianza de algunos tratamientos basicos en el registro de las figuras; poder hacer
un trazo que la figura no tenia, tan simple como suena, no es una practica comun en las

clases de geometria.
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Esta posibilidad de tratamiento sobre las figuras puede ser un punto clave para apoyar la
soluciéon de problemas en geometria. Ademaés, la construccion de dichos trazos puede
permitir la visualizacion de propiedades o figuras que antes no aparecian; se establece asi

una relacion de interdependencia entre la construccion de trazos y la visualizacion.

Por ejemplo, al pedir a los estudiantes la reproduccién de una figura simple, como un
triangulo o un rombo, usando un instrumento como la escuadra (para trazar angulos rectos
y lineas rectas) el recurso a trazos reorganizadores abre un amplio campo de opciones de

solucion al problema propuesto, por ejemplo:

Actividad 1 (situacion 2). Usando los
instrumentos que se te entregaron
(escuadra) construye el triangulo que se
muestra:

La construccién de la altura, sin que se recurra necesariamente a ella por su nombre,

permite que surjan estrategias de reproduccién posibles con el instrumento que se tiene.

Figura dada (sin el trazo de la altura)

s Reproduccion de la anterior, realizada por
s 0 un estudiante.

Sobre el triangulo de arriba, dado en la actividad, el estudiante traz6 la altura, la cual
reprodujo en la parte inferior y con base en ella pudo terminar el trazo de los demas lados

del triangulo (aunque en este caso el estudiante ha borrado, o no trazd, las rectas que
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contenian los lados y dejoé solamente los segmentos, aspecto que puede afectar la
subsecuente deconstruccion dimensional que se busca en esta actividad). Otro ejemplo del

papel de estos trazos en la solucion de un problema de reconstruccion es el siguiente:

Actividad 3 (situacion 2). Usando los
instrumentos que se te entregaron
(escuadra) construye la figura que se
muestra:

Siguiendo un procedimiento similar al anterior un estudiante obtiene la siguiente solucién:

Figura dada (sin el trazo de la altura)

\ Reproduccion de la anterior, realizada por
\ un estudiante.

Este procedimiento muestra un trazo sobre la figura de base que permite reproducir el
rombo, al menos la parte superior del mismo, ya que de la parte inferior no hay trazos
auxiliares que garanticen su construccion. Independientemente de los procesos de
visualizacion necesarios para que estos trazos surjan, se ve la potencia que tienen estos

trazos como estrategias que apoyan la identificacion de propiedades en las figuras.
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La construccion de figuras, o su utilizacion heuristica, solo tiene sentido en la medida en
que apoye la visualizacion matemaética. En particular, la utilizacion heuristica de una figura
depende de la capacidad de ver los trazos reorganizadores posibles para una figura dada. Lo
anterior implica que aunque se cambie el tipo de enunciados que acomparia una figura hay
algunos elementos de lo visualizado que no cambian; hay ciertas gestalt, ciertas
organizaciones, que van a predominar. En razén de lo anterior es que se deben conducir
aprendizajes relacionados con las formas de ver una figura; lo cual no conlleva a que se
deba abandonar una reflexion sobre el tipo de enunciados que han de emplearse o sobre las

operaciones discursivas que han de potenciarse en el aprendizaje de la geometria.

DECOMPOSITION d'une «figure » de départ
en unités figurales

Par introduction de SANS introduction
TRACES (méme implicite ou
SUPPLEMENTARES « mentale» ) de tracés
/\ supplementaires
AUXILIAIRES REORGANISATEURS 7
pour constuire une figure pour résoudre un probléme

Cela dépend des instruments utilisés. Cela est indépendant des
(Ici nous nous limitons aux instruments instruments utilisés pour
producteurs de tracés D1/D2) construire la figure

lHustracion 1. Duval 2005 p.13. Formas de descomposicion de una figura.

Dichos aprendizajes, aquellos que conducen a superar la evidencia perceptiva, han de llevar
a los estudiantes a desarrollar estrategias de exploracion visual de las figuras. La
construccion con ayuda de instrumentos sera el primer paso en la busqueda de actividades
gue apoyen la constitucién de las figuras como representaciones de objetos geométricos con

propiedades.

En las actividades propuestas a los estudiantes se ponen en juego dos tipos de instrumentos
de construccion: convencionales y no convencionales (Duval, 2010). Los primeros son

moldes o plantillas, que permiten reproducir lineas rectas o angulos; también pueden ser
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usados para transferir medidas de segmentos. Tienen como caracteristica central el hecho
de permitir un solo trazo caracteristico, un lado y dos &ngulos fijos adyacentes a este 0 un
angulo particular, por ejemplo. Se usan en diversas combinaciones en cada una de las
actividades, una plantilla de un angulo y el molde que produce lineas rectas, dos moldes,
etc. Se espera que su uso active en los estudiantes diferentes reflexiones que los lleven a

nuevas formas de visualizacion.

Los segundos, la regla y la escuadra tradicional, se usan de manera usual; aunque la
escuadra puede verse como el molde que permite trazar un angulo recto. La regla también
servird para trasportar medidas, aunque seguramente se usaran medidas tomadas con dicha

regla, se espera que esto no altere significativamente el uso del instrumento.

Dentro de las tareas de construccién se pueden sefialar las de reproduccion. Estas tareas
imponen la deconstruccion instrumental de las formas visuales reconocidas, esto es, frente a
la tarea de reproducir una figura, un tridngulo por ejemplo, el estudiante debe poder
descomponer su vision del triangulo en primitivas asociadas a los instrumentos de los que
dispone. Cuando se le da una plantilla que contiene un angulo, que coincide con uno del
triangulo a reproducir, este ahora es visto como formado por dicho angulo y otros trazos, es
decir, en la reproduccion se iniciara con el angulo y luego se exploran otras estrategias para

finalizarla.

2.2.3 Razonamiento

El término razonamiento, como muchos otros en didactica de las matemaéticas, tiene
multiples acepciones y asociaciones en posturas teoricas diferentes y hasta disimiles. A esta
variedad habria que agregarle las particularidades de este término en el trabajo en
geometria en general y en esta propuesta de trabajo en particular. Se puede empezar por
esta Gltima parte; los disefios de situaciones que este trabajo propone no asumen el
desarrollo de formas particulares de razonamiento (en cualquier acepcion gque se asuma),
toda vez que se entiende que un trabajo tal supera ampliamente las posibilidades del

mismo; sin embargo si se espera estudiar las producciones discursivas de los estudiantes al
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momento de presentar una solucion. Para el estudio de estas producciones discursivas es
que se proponen las siguientes consideraciones en relacion con el razonamiento en

geometria.

En el trabajo en geometria se puede considerar al razonamiento como un conjunto de
proposiciones que se producen con el fin de presentar un punto de vista en relacion con una
situacion particular, la solucion a un problema o las razones por las cuales se dio un tipo
respuesta; estas se dan en el contexto de la comunicacion ordinaria de un salon de clases,
por ejemplo. También se encuentran en el trabajo en geometria formas especificas de
razonamiento asociadas a un discurso teorico, en las cuales la deduccién de proposiciones
que tienen un estatus especifico dentro del marco tedrico que se haya establecido, se hace
con base en determinadas reglas y condiciones particulares, ya no propias de la que se ha

llamado una comunicacion ordinaria.

Al estar centrado este trabajo en el inicio de la educacion basica secundaria se espera que el
tipo de razonamiento que se encuentre en los estudiantes esté asociado al primer tipo
sefialado; se sabe que el desarrollo del segundo tipo de razonamientos, o algunas formas de
este, se puede proponer como una tarea para el final de la escuela; es posible encontrar
varios trabajos que se dedican a este asunto (Duval, 1991, 1993, 2000; Samper, 2001 -por

sefialar solo algunos).

Sin embargo, y dejando latentes las complejidades del segundo tipo, es claro que la
descripcion de las particularidades del primer tipo son al menos igual de complejas. En este
se encuentran diferentes funciones a las cuales los estudiantes han de recurrir para la
elaboracion de su discurso en clase; el desarrollo de estas funciones en geometria requiere
de formas discursivas con las cuales se pueda identificar los objetos y relaciones de los que
tratan la geometria, ademas se necesitan formas que permitan hacer afirmaciones que
involucren dichas relaciones y objetos, para luego con estas organizar las descripciones o

explicaciones asociadas a la actividad geométrica realizada.

En el estudio de la geometria los estudiantes se ven enfrentados a una gran cantidad de
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términos que se emplean en esta area; al inicio de la educacion basica secundaria ya se
deben manejar varias decenas de términos distintos (Duval, 2005). Sin embargo, no es la
cantidad el asunto que mas interesa en este analisis, sino el hecho de que estos son diversos;
solo para identificar los objetos es posible sefialar cuatro clases de dichos términos. Se
tienen aquellos que estadn asociados a un trazo visual: lado, diagonal, etc. Los que estan
asociados a una relacion: paralela, perpendicular, simétrico, etc. Los que estan asociados a
una organizacion visual: segmento, triangulo, circulo, etc. Y los que estan asociados a una

propiedad: punto medio, isdsceles, convexo, etcétera.

Los dos altimos tipos funcionan de la misma manera en matematicas que por fuera de ella,
en el sentido de como son usados para describir o que uno ve. Los dos primeros tipos se
usan de manera especifica en matematicas, ya que su funcionamiento se ubica entre el
reconocimiento perceptivo inmediato de las formas y la identificacion de los objetos
matematicos correspondientes a dichas formas. Ademas el uso de los otros tipos parece
estar supeditado al uso de los dos primeros. Esta complejidad deja ver las dificultades

iniciales a las que se enfrenta la sola operacion de identificar un objeto en geometria.

Para la segunda clase de funciones que ha de cumplirse en el desarrollo de un discurso en
geometria, decir algo en relacion con los objetos ya identificados, el problema al que se
enfrentan los estudiantes tiene que ver con el sentido de las proposiciones que se formulan.
Este sentido no se consigue solamente a partir del conocimiento de los significados de las
palabras o términos que se emplean para construir dichas proposiciones, asunto que como
ya se vio tiene sus propias dificultades, pues el sentido no descansa necesariamente en una
yuxtaposicion de los significados individuales de los términos empleados, sino que se
construye a través de un complejo conjunto de condiciones que regulan los intercambios
comunicativos. Determinar si una proposicion enunciada es verdadera o falsa, o si es al
menos posible su afirmacién en el contexto de una explicacion, es un asunto que en
geometria adopta condiciones particulares pues todos estos asuntos dependen de las
relaciones que se establezcan entre dichas proposiciones y las figuras o los procesos que las

acomparian.
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Finalmente, se espera que los estudiantes usen estas proposiciones para construir
explicaciones o descripciones de sus procedimientos de solucion, para comunicar a otros la
forma en que resolvieron un problema, y que dicho procedimiento pueda ser sometido a la
revision o valoracion de sus compafieros o del profesor. Estos serian los razonamientos
propiamente dichos de los que trata este apartado; pero se ha visto que solo los
requerimientos previos a la formulacion de estos razonamientos ya hacen compleja la

actividad discursiva en geometria.

Una de las principales fuentes de dificultad a la que se enfrenta la elaboracion de estos
razonamientos tiene que ver con que ellos se han de producir en una interrelacién con la
visualizacion. Lo que se ve determinara las posibilidades de formular un razonamiento.
Pero se ha mostrado (Duval, 2005) que las formas que se reconocen en dos dimensiones,
por ejemplo, se han de nombrar con términos que aluden a una dimension, y viceversa: lo
que se define usando términos de una dimension se identifica visualmente con objetos de
dos dimensiones. Es decir, frente a la imagen de un cuadrado, una definicién del mismo
diria “...est4d formado por cuatro lados...”, no hay correspondencia entre las dimensiones

que se usan en el discurso y las que se perciben en la visualizacion.

Se tratard entonces de identificar las formas en que los estudiantes logran cumplir estas
funciones al momento de expresar sus desarrollos en clase de geometria. Se asume que no
hay en las actividades una propuesta para el desarrollo de dichas funciones sino que se

espera solamente recoger informacidn que permita caracterizar su uso.

2.2.4 Procesos cognitivos puestos en juego en las actividades

Las condiciones cognitivas para el aprendizaje de la geometria se constituyen en el centro
del disefio de las actividades en este trabajo. Se afirma en particular que la visualizacion y
la produccion de enunciados en geometria requieren de funcionamientos cognitivos que son
diferentes y mas complejos que cuando se usan por fuera de la geometria. Es por esto que
su desarrollo y coordinacion deben ser considerados como objetivos de ensefianza tan

esenciales como los conocimientos matematicos mismos. Porque en la geometria la
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comprension de los contenidos no puede ser construida sino a partir de una sinergia entre
visualizacion y lenguaje (Duval, 2004), la cual se asume en este proyecto mediada por las

actividades de construccion.

Asi, la visualizacion tiene que ver con las posibilidades de reconocimiento de
configuraciones visuales regidas por leyes particulares del registro semidtico de las figuras,
y con diversas formas de aprehension (perceptiva, discursiva, operatoria) de dichas figuras
que estan ligadas, en cada caso, a la percepcion, al discurso en lengua natural y a las
posibilidades heuristicas de las figuras. Esta operacion se constituyd en el centro de la
propuesta para el disefio de situaciones de clase; todas las actividades disefiadas ponen en
juego esta operacion. Se inicia con un trabajo que procura hacer avanzar a los estudiantes
de la visualizacion icénica a la no icénica, y se termina con la formulacion de una
propuesta de trabajo que haga entrar a los estudiantes en la aprehension operatoria, en
particular, que puedan desarrollar modificaciones mereoldgicas sobre las figuras y finalicen

con formas de ver las figuras que les permita la deconstruccion dimensional de las mismas.

La construccion tiene que ver con los procesos de objetivacion necesarios para darle
sentido a las representaciones de los objetos geométricos. Tales procesos aparecen en las
acciones que se pueden realizar sobre estos mediante los procesos de construccién guiados
por diversos instrumentos: lapiz y papel, reglas, moldes o algun software; las posibilidades

de mediacion semidtica se sustentan inicialmente en mediaciones instrumentales.

En el disefio de las actividades de este trabajo se inicié con tareas de reproduccién, como
una forma de construccion que ha de apoyar la consideracion de las figuras, por parte de los
estudiantes, como constituidas como tales gracias a que tiene ciertas propiedades
geométricas; esto a su vez apoya el reconocimiento de las posibilidades de tratamiento
sobre las figuras que haran aparecer propiedades que no estaban explicitas, y finalmente se
consider6 a la construccion como una forma potente de lograr los primeros avances en la

visualizacion, sefialados arriba.
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El razonamiento tiene que ver con el conjunto de demarches discursivas que aparecen en la
actividad con geometria, desde las primeras tareas de reconocimiento y determinacién de
las propiedades de las figuras a través de los enunciados que las acompafian hasta aquellas
que organizan y dan sentido a los argumentos y demostraciones que validan la produccion
de nuevos resultados. La actividad geométrica que es interesante desde un punto de vista
cognitivo es aquella que es discursiva, es decir, aquella que se sustenta en una organizacion
compleja de estatus tedricos para las proposiciones que involucra dicha actividad, y tal
organizacion depende del reconocimiento y puesta en marcha de procesos de razonamiento
(Duval, 2004b).

En el disefio de las primeras situaciones, en particular la 3, el razonamiento aparece en
términos de reconocer las posibilidades de comunicacion que los estudiantes han construido
hasta el momento, en relacién con la expresion de sus procedimientos y formas de
actuacion en las tareas propuestas; en el disefio de las Ultimas tres situaciones se propone
como una herramienta fundamental para el desarrollo de procedimientos y soluciones a los
problemas propuestos; en particular se proponen las operaciones de designar, describir y

explicar como las que han de caracterizar los desempefios de los estudiantes.

Entre estos tres procesos se tejen relaciones diversas y complejas: ciertas construcciones
requieren de procesos complejos de visualizacion y sin embargo esta no depende de la
construccion ya que se accede a las figuras independientemente del proceso que llevo a su
construccion, por ejemplo. El punto importante es que el aprendizaje de la geometria
requiere de su coordinacion, la cual se fundamenta en el desarrollo independiente de cada
uno de estos procesos, en momentos y con acciones distintas, es decir, se requieren
aprendizajes diferenciales en cada uno de estos procesos para que finalmente se les pueda

poner en comunicacion para favorecer la actividad en geometria.

2.3 Trayectorias de aprendizaje

El concepto de trayectoria de aprendizaje tiene ya al menos 20 afios. Se uso para dar forma

a un trabajo que articulara las maneras en que las concepciones de los estudiantes progresan
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de un estado informal hacia uno mas elaborado. Siendo un concepto tan nuevo, como
ocurre con tantos otros en educacion matematica, no se encuentra aun un consenso entre los
miembros de la comunidad en relacion con su definicion y alcance. En este trabajo se parte

de la acepcion de trayectoria de aprendizaje dada por Confrey & Maloney (2009)

... a researcher-conjectured, empirically-supported description of the ordered

network of constructs a student encounters through instruction (i.e., activities,

tasks, tools, forms of interaction and methods of evaluation), in order to move

from informal ideas, through successive refinements of representation,

articulation, and reflection, towards increasingly complex concepts over time.

(p. 347)
Al estar fundamentada en dos perspectivas, una sociocultural y una psicologica, la idea de
trayectoria de aprendizaje hace énfasis en que la comprensién de los estudiantes esta
influenciada por el proceso de ensefianza en el que ellos estan inmersos (sociocultural) y
que asimismo dicha comprension esta basada en una organizacion de las experiencias
individuales de los estudiantes (psicologica). Es decir, se postula como una propuesta que
intenta darle un lugar a la organizacién adecuada del proceso de ensefianza y al mismo
tiempo reconoce las particularidades que el aprendizaje tiene para los estudiantes en una
disciplina especifica. Esta dualidad es fundamental al momento de planear y ejecutar las

diferentes componentes de la trayectoria de aprendizaje.

Las trayectorias de aprendizaje se han empleado como fundamento en diversos trabajos.
Confrey et al (2012) reportan su progreso en construir evaluaciones diagnosticas disefiadas
alrededor de trayectorias de aprendizaje que fomentan el aprendizaje de los estudiantes. En
su trabajo disefian una plataforma de evaluacidn para el salon de clase. Se rescatan de esta
reflexion las tres funciones claves que sefialan para las evaluaciones en el salén de clases:
monitoreo curricular, evaluacion formativa, evaluacion diagnostica. Clements, D., Wilson,
D., & Sarama, J. (2004) crean una trayectoria hipotética de aprendizaje basada en
investigaciones previas sobre la composicién de figuras geométricas en estudiantes de
preescolar, ademas disefian instrumentos para identificar el progreso de los estudiantes en
dicha trayectoria; emplearon diversos metodos como la investigacion accion con profesores

y estudios que involucraban un amplio grupo de estudiantes; reportan el avance de los
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estudiantes en el desarrollo de habilidades para componer y recomponer figuras

bidimensionales.

Otros estudios, como el de Wilson, Mojica y Confrey (2013), formulan un conjunto de
trayectorias para trabajar con profesores en formacion como un curso de métodos de
ensefianza. Con ellas se mostraba como estas trayectorias pueden ser usadas para que los
profesores en formacion aprendan sobre los procesos de razonamiento de sus futuros
estudiantes; basados en el hecho de que estos profesores no tenian experiencia con el
trabajo en clase, la conjetura afirmaba la dificultad que ellos enfrentarian al intentar
describir dichos procesos de razonamiento. Muestran finalmente que el trabajo con estas
trayectorias y conjeturas apoya la construccion de modelos para los tipos de razonamientos

que pueden desarrollar los estudiantes.

Las nuevas aproximaciones para el trabajo en clase de matematicas han buscado que este
trabajo, organizado y dirigido por el maestro, permita estimular las ideas matematicas de
los estudiantes a traves de tareas cuidadosamente seleccionadas, en ambientes de clase en
los que se alienta a los estudiantes a intercambiar sus ideas, con un compafero o con la
clase en general y con el profesor, como una estrategia que les ayude a darle sentido a las
mismas. Ademas, ponen especial atencion a la comprension que van alcanzando los
estudiantes de los temas en estudio como un elemento mas en la planeacion de las
actividades de clase. Por lo anterior, el conocimiento que tenga un profesor de estas formas
de trabajo se considera fundamental para el éxito de estas nuevas aproximaciones. Las
trayectorias de aprendizaje se constituyen asi en un mecanismo potente de poner en accion

todas estas consideraciones y por lo tanto en un recurso valioso para los profesores.

En ellas el profesor tiene un papel central en el proceso en la medida que es él quién orienta
el trabajo con las tareas y herramientas que se disefiaron —para el experimento de clase; es
quien da forma y garantiza las diferentes interacciones discursivas en el salon de clase, al
fomentar el uso del lenguaje necesario para construir y presentar ideas, sugerir nuevas
formas de enfrentar un problema, sefialar errores y ofrecer alternativas de trabajo, etc. Las

trayectorias de aprendizaje pueden proveer a los maestros con una estructura que apoya sus
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capacidades para atender el progreso de sus estudiantes, ya que permite ajustar la ensefianza
a las particularidades de su clase y conseguir los desarrollos conceptuales propuestos.

Wilson et al (2013) afirman que las trayectorias de aprendizaje permiten estructurar ideas
generales para el trabajo en clase y al mismo tiempo tienen la flexibilidad que permite
hacer adecuaciones a las particularidades de algunos grupos. De esta manera las
trayectorias pueden asociarse con los estandares, apoyar la organizacion curricular, en
general pueden apoyar el trabajo del profesor. Estas pueden describir el aprendizaje de los
estudiantes como un proceso que va sefialando los desarrollos de los estudiantes, como un

conjunto de posibilidades mas no como un grupo de prerrequisitos.

Reconocen la experiencia de los estudiantes como un recurso que debe ser usado en la
planeacion de las actividades; permiten tener en cuenta las exigencias l6gicas de las
matematicas al mismo tiempo que las exigencias cognitivas para el desarrollo de los
conceptos. Se reconoce una relacion directa entre el aprendizaje de los estudiantes y los
procesos de ensefianza en los que ellos participan; este aprendizaje no se desarrolla de
manera espontanea sino a través de la participacién de los estudiantes en experiencias
cuidadosamente disefiadas. Esta participacion se aprovecha mejor en la medida en que los

profesores comprendan el pensamiento matematico de sus estudiantes.

Al estar basadas en evidencia empirica y teorica sobre las formas en que se desarrolla el
aprendizaje de los estudiantes, en este caso la propuesta para el aprendizaje de la geometria
en relacién con las actividades cognitivas que requiere dicho aprendizaje, pueden asegurar
mayor coherencia en una propuesta de trabajo en clase; ademas las trayectorias permiten
una organizacion curricular que establece conexiones entre estandares lo cual apoya dicha

coherencia.

Todos estos elementos se pondran en juego para el disefio de dos trayectorias de
aprendizaje en el desarrollo de este proyecto. La primera se disefia e implementa y cuyo
analisis da los elementos necesarios para la formulacion de una segunda trayectoria, que se

deja como propuesta para ser revisada y evaluada en futuros proyectos.
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CAPITULO 3. FUNDAMENTOS METODOLOGICOS DEL PROYECTO

Se asumieron las metodologias cualitativas de investigacion como el escenario en el cual
buscar la orientacién metodoldgica que se ha de desarrollar en este proyecto. Un punto
importante en estas metodologias es que permiten interpretar ampliamente fenémenos que
se presentan en contextos particulares y dar una mirada integral de la situacion en estudio
mediante el establecimiento de relaciones entre los elementos de dicho fendmeno, lo cual, a

su vez, permite avanzar en la construccion de explicaciones.

Dentro del espectro de posibilidades que se abre en los estudios cualitativos, se propone
inicialmente explorar los Experimentos De Ensefianza como una alternativa sobre la cual
esbozar el trabajo de este proyecto. Se presentan en este capitulo las particularidades de
esta metodologia de trabajo. Se hace una descripcidon de algunos de los elementos que
participan en el desarrollo del experimento: las conjeturas, sus dimensiones, y las

trayectorias de aprendizaje sobre las cuales todos estos se ponen en juego.

Finalmente se presentan los disefios de las situaciones que componen la primera trayectoria;
se presentan las tareas que conforman las actividades que se incluyeron en cada una de las
situaciones, haciendo explicitas sus particularidades y las formas de actuacion esperadas, es

decir, las hipdtesis en relacion con el funcionamiento de la trayectoria.

3.1 Los experimentos de ensefianza

Con base en el trabajo de Cobb (2000), se presentan los elementos que se considera
sustentan esta aproximacion. Se trata de una metodologia que provee maneras de explorar
las posibilidades de investigar lo que a partir de la propuesta de ensefianza del profesor
ocurre con el aprendizaje de los estudiantes y con los cambios que se dan al nivel del saldn

de clase.

A partir de lo anterior son varias las cuestiones que se pueden abordar con esta
metodologia: estudiar el grado en que la participacion de los estudiantes en actividades de

clase, ya sea en discusiones en clase 0 en pequefios grupos, soporta sus aprendizajes en
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matematicas; estudiar la actividad del profesor y las maneras en que puede mejorar su
interaccion con los estudiantes; revisar las actividades que el maestro propone a sus
estudiantes y las construcciones potenciales del estudiante en la clase a partir de estas; o,

desarrollar constructos tedricos que permitan entender lo que ocurre en el salon de clase.

Este proyecto se inscribe en esta variedad de opciones de trabajo con los experimentos de
ensefianza, el cual intenta poner en accion las propuestas que para la ensefianza de la
geometria se desarrollaron en el marco tedrico. Se trata de una metodologia que posibilita
que a la vez que se mide el impacto del experimento de ensefianza en la formacion de los
estudiantes, se extrapolan recomendaciones para el ajuste y posterior continuacion de la

propuesta.

Cuando se trabaja con esta metodologia el investigador debe estar presente en las
actividades de clase. En el trabajo que se presenta, el profesor de clase es parte del equipo
que acompafia la investigacion. El disefio no podra ser definitivo, en el sentido que
seguramente estara sujeto a modificaciones o adaptaciones provenientes de las discusiones
que se adelanten respecto de los desarrollos de los estudiantes. Estas discusiones hacen
parte del primer analisis que se hace de la implementacidn, andlisis “local”, que toma en

cuenta los pormenores de la implementacién del experimento.

Con lo anterior se tiene lo que caracterizan el disefio y la puesta en el salén de clase del
experimento de ensefianza. Se necesita, ademas, presentar algunos elementos que perfilen
el analisis que sigue de estas acciones. Se denomina un analisis “retrospectivo” al que ubica
los eventos ocurridos en el salon de clase en un contexto tedrico amplio, y que permite la
comparacion o el contraste, como estrategias de interpretacion, por ejemplo. En este, el
investigador puede regresar, revisar y reflexionar sobre lo ocurrido en el salon de clase
cuando se implementd el experimento. Los hallazgos se pueden comparar con casos
paradigmaticos, con los supuestos iniciales e hipotesis y con los fundamentos teéricos que

estaban en la base del disefio.

Se presenta a continuacion una descripcion de algunos de los componentes de los
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experimentos de ensefianza; en particular, se hacen precisiones en relacion con las

decisiones y ajustes que de esta metodologia se hicieron en el desarrollo de este proyecto.

3.1.1. Generalidades

Se asume que la investigacion en educacion matemaética cumple una amplia variedad de
propositos. No es corta la lista de elementos que se abordan actualmente en el campo y
asimismo el tipo de miradas que se dan de dichos elementos; basta con revisar los temas de
algunos congresos nacionales e internacionales (22 temas ocuparon las discusiones del
CIAEM, 2015) o los numeros recientes de algunas publicaciones, para darse cuenta de que

aunque el campo es relativamente nuevo, es un campo amplio y prolifico.

En este contexto de trabajo se reconoce sin embargo que es necesario profundizar en las
investigaciones del salon de clases de matematicas de corte un poco méas especulativo
(Confrey & Lachance, 2000), en relacion con algunas tendencias méas cualitativas o en las
que las condiciones particulares de los entornos reales de los salones de clase se restringen;
una investigacion en las que algunas de las restricciones se “relajen” mientras que otras se
mantengan. De entre los trabajos méas reconocidos en este &mbito se encuentran los de
Cobb (2000) y sus colaboradores, los cuales han propuesto un modelo de disefio de
investigacion que utiliza las condiciones comunes y naturales propias de un salén de clase,

acompariada de elementos tedricos para crear e investigar nuevas estrategias educativas.

Las estrategias desarrolladas a través de este tipo de trabajos de investigacidn son pensadas
para cambiar y reformar las practicas de ensefianza, asunto que llama la atencién para este
trabajo pues propone maneras alternativas para el desarrollo de la clase de geometria del
Colegio Jefferson. Sin embargo, el asunto central de dichos trabajos es que se presentan
como una forma de acercarse al estudio de las clases de una manera que permite establecer

una mejor conexion entre la teoria y la practica.

Asi, los experimentos de ensefianza estan motivados por el compromiso del investigador en
prestar especial atencion a las interacciones de los participantes de la clase, pues en estas

seguramente aparecen concepciones e interpretaciones fundamentales para los propositos
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de la investigacion. Quiere decir entonces que la toma de registros de observacion, las
conversaciones guiadas por entrevistas, entre otros, serdn aspectos que se tienen en cuenta
al momento de recoger informacion, de capturar las interacciones. En ese sentido, las
grabaciones en video y los registros de observacion de las clases son herramientas
fundamentales, tanto como los materiales de las actividades desarrolladas por los
estudiantes.

En la realizacion del experimento de ensefianza se identifican dos niveles: un micronivel y
un macronivel (Cobb, 2000). En el primero se encuentra el experimento de ensefianza en el
momento en que fue pensado y se hicieron ciertas anticipaciones, junto con los elementos
previstos para desarrollar la ensefianza, los cuales contemplan las actividades de clase
planeadas y aplicadas. Se cierra este primer nivel con el analisis de la implementacion de
dichas actividades, un andlisis local que permite identificar lo que ocurre en clase y a partir
de ahi desarrollar los ajustes para las actividades siguientes. Estos ajustes tienen que ver

con los desarrollos de la conjetura, asi como con ciertas caracteristicas de las actividades.

En el segundo, el macronivel, se estudia toda la secuencia completa de ensefianza, todos los
elementos que constituyeron la planeacion del experimento y sus diversas actividades de
clase asi como los detalles de su implementacion; se trata de crear conexiones, relaciones y
explicaciones entre la teoria local que guid el disefio y la implementacién de las
actividades, para tratar de explicar la forma en que las trayectorias de aprendizaje y las
conjeturas respondieron a lo esperado en el experimento de ensefianza; esto se realiza

mediante un analisis retrospectivo.

El experimento de ensefianza inicia con la identificacién de unas metas de aprendizaje y la
forma en que el proceso de ensefianza puede ser realizado, asi como una descripcion de las
maneras en que se espera discurra el aprendizaje (la conjetura). Lo anterior se concreta en
la formulacién de una trayectoria hipotética de aprendizaje, la cual ha de incluir una
descripcion coherente de como se desarrollara el aprendizaje de los estudiantes, es decir,
precisar como el pensamiento y la comprension de los estudiantes puede evolucionar con

dichas actividades, lo cual permite ver que estos elementos estan en una clara interrelacion.

52



Aunque los aspectos sociales, en los que se funda el experimento de ensefianza, no
aparecen de manera explicita en la planeacion, se debe reconocer que un analisis puramente
psicolégico que caracterice el aprendizaje independientemente de la situacion social en la
que este toma lugar, es inadecuado cuando se disefian y planean las situaciones. Sin
embargo, en este trabajo los aspectos sociales del salon de clase estardn en general
implicitos, o por lo menos no se haran referencias puntuales procedentes de anlisis

especificos de estos aspectos.

Este analisis de las caracteristicas particulares de la metodologia de experimentos de
ensefianza, permitié establecer las condiciones para determinar una conjetura que guie el
experimento de ensefianza, los elementos que componen las trayectorias de aprendizaje y,
finalmente, identificar propuestas tedricas y metodoldgicas en relaciéon con la forma en que
han de conducirse los andlisis finales. Se presentan entonces los pormenores de dichos

elementos del experimento de ensefianza.

3.1.2. Las conjeturas

Un experimento de ensefianza tiene varios componentes y etapas de desarrollo. Entre uno
de los componentes se destaca la conjetura, la cual es una afirmacion sobre los hechos del
salon de clase que se basa en evidencias, tanto tedricas como experimentales, que recoge
las creencias del equipo de investigacidon en relacién con las formas en que se han de
desarrollar los aprendizajes de los estudiantes. En particular, permite relacionarse con como
las matematicas deberian, para propositos educativos, organizarse y conceptualizarse
(Confrey, et al. 2000).

Su formulacién intenta recoger elementos que apoyen nuevas maneras de aproximarse a un
contenido matematico y las formas de llevarlo a clase; esta formulacion adopta un caracter
experimental y, a diferencia de una hipdtesis, no se contempla como una afirmacion que ha
de ser probada. Se espera que dicha conjetura guie el proceso de investigacion, lo cual
implica que los eventos que ocurren en el mismo pueden hacer cambiar la conjetura y de la

misma manera se espera gque ciertos cambios en la conjetura impliquen ajustes al desarrollo
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del proceso. En ultimas, en el trascurso de la investigacion la conjetura se revisa y se

reelabora.

Confrey et al (2000) propone que en la formulacién de una conjetura se deben tener en
cuenta dos dimensiones; al estilo del ya conocido simil de la moneda, se afirma que una
conjetura tiene dos partes diferentes pero estrechamente ligadas que se conjugan al
momento de formularla. Se tienen entonces la dimension del contenido de la conjetura y la
dimensién pedagogica de la conjetura; la primera asociada a qué se debe ensefiar y la

segunda a cémo se debe hacerlo.

La primera dimensién establece el contenido matematico de la conjetura. No se formula
necesariamente en términos de temas sino a partir de una descripcion de los elementos que
se consideran constituyen el aspecto matematico que se va a estudiar. La segunda, la
dimension pedagogica, al responder la pregunta de como ensefiar dicho contenido, atiende
cuestiones relacionadas con la organizacion del salon de clase, el tipo de tareas y
actividades que se han de proponer o los recursos con los que dicha ensefianza debe

realizarse.

Esta conjetura esta ligada, como se menciona en su definicidn, al marco tedrico que guia la
investigacion. Esta relacion permite planear las actividades y la metodologia que guian el
experimento de ensefianza; ademas, por su vinculo con la experiencia, la conjetura queda
situada en un escenario escolar particular. Las dimensiones de la conjetura permiten
establecer relaciones entre la teoria y la practica pedagdgica; esto requiere una revision y
analisis cuidadoso de la literatura existente (Confrey, et al. 2000). Todos estos aspectos son
una condicién fundamental para el proceso de analisis que seguira a la implementacion del

experimento de ensefianza.

La conjetura interviene ademas en la determinacion y ajustes a la pregunta de investigacion,
asi como en los métodos de recoleccion de datos. En este sentido, la conjetura recoge todos

los aspectos que se sefialaban para la investigacion cualitativa.
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Para este proyecto, la formulacién de la primera conjetura responde a dos decisiones, cuya
explicitacion es necesaria para sentar una posicion en relacion con el grado de

particularidad que se quiso introducir.

La primera decision tuvo que ver con la redaccion de una expresion general de la conjetura
y sus dos versiones particulares para cada una de las dimensiones (de contenido y
pedagdgica); esta forma de presentar la conjetura no parece necesaria segun lo revisado en
la parte tedrica. Sin embargo, se considerd pertinente que la primera formulacion deberia
aparecer como una ratificacion explicita del proposito de incluir consideraciones cognitivas
en el disefio del experimento, y que las otras dos formulaciones de la conjetura aportaran a

la claridad necesaria para el disefio de las situaciones.

La segunda decision tuvo que ver con el grado de generalidad de las dimensiones. En la
dimension del contenido se recoge, con la formulacidn presentada y de manera general, una
descripcion que abarca la totalidad de los sistemas geométricos que propone el MEN.
Pensar que un experimento de ensefianza, incluso varios, puedan dar cuenta de todos estos
elementos seria ingenuo, pero lo que se busca con tal formulacién no es comprometerse con
tal cantidad de trabajo sino, de nuevo, fijar un posicién en relacion con precisar que el tipo
de geometria que se trabajara se puede identificar a partir de la propuesta que ha formulado
el MEN para la matematica escolar. En la dimension pedagodgica aparecen varios procesos
complejos y en cuyo desarrollo intervienen diversos elementos; esto se consideré como una
potencialidad en el sentido de que con base en esta conjetura se pueden formular otras
conjeturas, mas particulares y asociadas de manera directa con las tres situaciones que

vinculan con ella. Se presentan las formulaciones mencionadas:

Conjetura: La formulacion de una propuesta de ensefianza de la geometria escolar debe
atender criterios cognitivos, es decir, tener en cuenta las exigencias que la actividad

geomeétrica hace a quien la aprende.

Dimension del contenido ¢qué ensefiar?: El desarrollo del pensamiento espacial al inicio

de la educacion basica debe atender la representacion de figuras bidimensionales, sus
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transformaciones y relaciones espaciales; ademas, el uso de la lengua para expresar
propiedades, formular y defender argumentos y resolver problemas. Los tdpicos de
geometria que se han de desarrollar tienen que ver con las dimensiones y las relaciones:
en las primeras se tiene en cuenta las lineas paralelas y perpendiculares, los poligonos y la
circunferencia. En las segundas, las relaciones de semejanza y congruencia y los diferentes

tipos de transformaciones.

Dimension Pedagdgica ¢coOmo ensefiar?: Las actividades cognitivas que comandan este
trabajo son: la visualizacion, en el desarrollo de aprehensiones perceptivas, operatorias y
discursivas que permitan la génesis de la deconstruccion dimensional; el razonamiento, en
particular el estudio de diferentes operaciones discursivas propias al discurso geométrico;
y, la construccion, en cuanto al reconocimiento de las caracteristicas constituyentes de una

figura a partir del empleo de diversos instrumentos.

La formulacion de esta conjetura procurd atender a las caracteristicas que se presentaron
para las mismas; esta formulacién recoge el estado final de la conjetura con la cual se
desarroll6 el experimento de ensefianza. Con la conjetura propuesta, se puede ahora pensar
en las actividades y en la metodologia de su implementacion en el aula de clase, es decir,

sentar las bases para la fase de implementacion del experimento de ensefianza.

3.1.3. Desarrollo de los experimentos de ensefianza

El campo de la educacion matematica ha entrado en un nuevo periodo; se han producido
diversos cambios en la manera en la que el conocimiento matematico se entiende. Los
educadores matematicos buscamos entender la experiencia matemética de nuestros
estudiantes, al considerar su actividad matematica en el contexto de la ensefianza como una
manifestacion de su razonamiento y comprension. Por ello un experimento de ensefianza se
realiza para conocer de primera mano el razonamiento y el aprendizaje matematico de los
estudiantes. Se asume que hay un conocimiento matematico que le es propio, particular, a
cada estudiante, el cual es distinto del que tiene el investigador. La tarea del investigador es
identificarlo (Cobb, 2000).
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Steffe y Thompson (2000) proponen como base de la investigacion entender este
conocimiento, como una forma de intervenir de manera mas significativa en el aprendizaje
de los estudiantes. Ademas se propone que los fundamentos conceptuales de las
matematicas escolares pueden estar basados en los conocimientos matematicos que los
estudiantes desarrollan, es decir, la organizacion de los aprendizajes escolares se puede
fundamentar en lo que los estudiantes saben y en lo que deben aprender. Asi pues, la
realizacion de un experimento de ensefianza juega un papel central en el alcance de esta
propuesta, ya que sus caracteristicas estdn en una relacion estrecha con estas nuevas

miradas sobre el trabajo de clase de matematicas.

La planeacion del experimento se inicia con la determinacion de los contenidos o areas que
seran cubiertos con el desarrollo de la intervencion en clase; en esta parte es importante
tener en cuenta lo que el profesor, y el colegio, tienen planeado para trabajar con los
estudiantes. Aqui la conexidn con la conjetura se hace explicita en el sentido de que esta ha
de influir en la seleccion, sucesion y duracién de lo que se ha de trabajar en clase; de la
misma manera, el caracter experimental de la conjetura, ha de permitir cierta flexibilidad
para que el equipo de investigacion pueda hacer adecuaciones de acuerdo con las

intervenciones de los estudiantes en el transcurso del experimento.

La planeacion debe atender también las formas de trabajo en clase; se trata de responder a
la pregunta sobre como se estructurard la intervencion en el salon de clase. Para ello se
recurre a los elementos tedricos que guiaron la formulacién de la conjetura, los cuales
apoyan la toma de decisiones en relacion con cédmo organizar a los estudiantes, al tipo de
problemas o situaciones que enfrentaran, los materiales que se disefiaran para el trabajo de
los estudiantes, etc. Las actividades, que en este trabajo se agrupan en situaciones,
determinan los modos de recoleccion de la informacion. Como ya se presento
anteriormente, las técnicas de observacion de clase y el registro de las mismas se

constituyen en los métodos que se han de privilegiar para esta recoleccién de informacién.

En el experimento de ensefianza se cuenta con la participacion del profesor de los

estudiantes, que al mismo tiempo es parte del equipo de investigacion que conduce dicho

57



experimento. En particular, en este trabajo el profesor organizo tanto la planeacion de las
clases de los estudiantes como los elementos de la trayectoria, pues comparte intereses
investigativos y de formacion de sus estudiantes, en relacion con el desarrollo de este
trabajo. Luego su rol era el de guiar tanto la planeacion de las intervenciones en clase y el
desarrollo de la investigacion, en una labor compartida con el equipo que se conformé para

efectos del desarrollo del experimento de ensefianza.

Gran parte de la informacion que resulta de la implementacion del experimento de
ensefianza es analizada por el equipo de investigacion, en particular en los andlisis locales,
pues se asume que la participacion de un grupo amplio de personas permite dar una mirada
mas completa tanto a los disefios como a las interacciones que ocurren en su
implementacién. En el caso particular de este trabajo, se propuso que de los analisis locales,
en la primera fase del estudio, se hicieran reportes independientes a partir de dos trabajos de
grado de la licenciatura, y que del reporte de los consolidados y del analisis retrospectivo se
diera cuenta en el presente informe. De estos detalles se hard mencion mas adelante en el

documento.

3.1.4 El analisis de los datos

En un experimento de ensefianza los analisis que se realizan son de dos tipos, y se ajustan a
los dos grandes momentos propuestos para dichos experimentos. El primero, analisis local,
se realiza sobre la marcha del experimento y se combina con el analisis preliminar de las
tareas que se emprendi6 con la formulacion inicial de la conjetura. Se trata sobre todo de
someter a analisis los disefios, de tal manera que se puedan hacer los ajustes necesarios para
continuar con el experimento. Al mismo tiempo, ir obteniendo informacion sobre el
desempefio de los estudiantes con la cual se pueda estudiar el funcionamiento de la

conjetura.

El segundo, analisis retrospectivo, tiene lugar después de la implementacion de todas las
situaciones que componen el experimento de ensefianza; se basa en toda la informacion

recogida, que seguramente serd depurada con las herramientas de andlisis que se definen en
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la metodologia, ademés emplea tanto la informacion como los resultados de los anélisis
locales; este dltimo andlisis intentard dar cuenta del desarrollo final del experimento, las
caracteristicas que adopto la trayectoria de aprendizaje puesta en juego y debe dar indicios
sobre las posibles implicaciones que, para los disefios en particular y para las trayectorias

de aprendizaje en general, tuvo la realizacion del experimento de ensefianza.

El analisis de las actividades explora asuntos cuantitativos de la actividad de los
estudiantes, revisando cuestiones como el desempefio general de la clase frente a las
actividades o las caracteristicas de algunas de sus respuestas; y también explora asuntos
cualitativos como describir los métodos empleados por los estudiantes y las posibles
inferencias que de ello se pueda hacer en relacién con su comprension de lo propuesto.
Como parte final de este analisis se espera construir una narracion coherente del desarrollo
de las ideas de los estudiantes y su conexién con la conjetura. Los capitulos siguientes de

este trabajo tendran por meta presentar dicha narracion.

Se asume entonces que la investigacion de disefio es efectivamente un elemento
significativo para la investigacion educativa, lo que hace a este tipo de estudios un modelo
de investigacion valido y significativo en general (Molina, M., Castro, E., Molina, J. y
Castro, E., 2011) dado que el disefio es regulado por una conjetura explicitamente
formulada y bien desarrollada. La adecuacién de este trabajo y la calidad del mismo se
deben buscar entonces en la descripcion de la forma en que la conjetura gui6 el disefo, la

practica en el salon de clase y el anélisis de los datos.

3.2 Disefio de actividades

La trayectoria de aprendizaje es una intervencion planeada sobre un periodo de tiempo en
un salon de clase. En su formulacién interviene la conjetura, en sus dos dimensiones, ya
que la conjetura determina algunas de las condiciones para la planeacion de la ensefianza:

los temas, métodos y el rol de maestro, por ejemplo.
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La trayectoria de aprendizaje esta constituida como una red ordenada de constructos en la
que intervienen: actividades, tareas, herramientas, formas de interaccion en clase y métodos

de evaluacion. Para el caso del primer momento de este trabajo se tiene:
Trayectoria 1: Caracterizacién de figuras geométricas

e Actividades. Construccion de figuras geométricas con instrumentos no estandar:
moldes, rejillas, etc.

e Tareas: de reproduccion, de descripcion, de construccion.

e Herramientas: plantillas, moldes, reglas, etcétera.

e Formas de interaccion en clase: taller, socializacion, discusidn, escritura.

e Métodos de evaluacion: seguimiento al proceso.

Con base en esta trayectoria se disefiaron las situaciones del experimento de ensefianza que
se presenta en el siguiente apartado. El conjunto de datos que se tienen de su
implementacién seran elementos centrales para el andlisis retrospectivo; los resultados de
este analisis, junto con los resultados de los anélisis locales, haran parte de lo que sustentara
la constitucién de una nueva trayectoria. Este par de trayectorias han de sentar las bases
para la determinacién de un conjunto de estrategias de trabajo que permitan relacionar los
estandares, la propuesta de trabajo del colegio y la perspectiva cognitiva como un elemento

organizador de las actividades de clase.

Las trayectorias de aprendizaje, como se menciond, contemplan varios elementos; sin
embargo, el asunto central para este trabajo es la conjetura para orientar el disefio de las
situaciones; la conjetura general, y sus dimensiones se presentaron en el apartado anterior.
Se presentan ahora las conjeturas particulares de cada una de las situaciones y una

descripcion de las mismas.

La situacion 1 surge como una adecuacion de la propuesta de Duval (2010). Esta
constituida por cinco actividades en las que se emplean instrumentos de construccién no

convencionales en tareas de reproduccion de figuras. Se espera que con ella se puedan
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iniciar a los estudiantes en distintos tipos de miradas sobre las figuras; las actividades son
todas de una formulacion sencilla y por lo tanto su desarrollo no ha de implicar mayor

impedimento a los estudiantes.

Conjetura: El uso de instrumentos de construccion no convencionales permite que los

estudiantes reconozcan las caracteristicas y propiedades de una figura geométrica.

Dimension pedagdgica: Las actividades de reproduccion de figuras constituyen un
escenario ideal para que los estudiantes exploren las diferentes caracteristicas de una

figura geométrica.

Dimensién del contenido: Los triangulos tienen la caracteristica de ser la figura mas
simple que contiene &ngulos, los cuales son uno de los elementos claves para la

determinacion de las propiedades de una figura.

La situacion 2 consta de cinco actividades. Todas ellas tienen que ver con la reproduccion
de cuadrilateros empleando instrumentos convencionales (las escuadras’) y no
convencionales (moldes y plantillas). Se busc6 avanzar en el enriquecimiento heuristico de
las figuras, para trabajar en la deconstruccion dimensional de formas, mediante la
introduccién de nuevas estrategias de construccion con la ayuda de un instrumento

convencional.

Conjetura: El recurso a trazos reorganizadores, usando instrumentos convencionales o no,
permite que los estudiantes accedan a nuevas formas de visualizacion de una figura, la

cual resalta caracteristicas y propiedades de la misma.

Dimension pedagogica: Las actividades de reproduccion de figuras dan lugar a estrategias
de construccion en las cuales aparecen trazos reorganizadores, los cuales han de apoyar el

proceso de visualizacion heuristica.

2 . . e . .

Se usan indistintamente los dos tipos de escuadras que hay en el mercado: una con angulos notables de
30° y 60°, y otra con angulos notables de 45°. Se propone el trabajo con ellas como escuadras no
informadas, en el sentido que se plantea el uso del borde no informado.
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Dimensién del contenido: Los cuadrilateros tienen diversas opciones de clasificacion en
relacion con sus propiedades: paralelismo 0 no de todos sus lados, o un par de ellos, junto

la congruencia o no de los mismos.

La situacion 3 consta de tres grupos de actividades; en cada una de estas situaciones se daba
una figura y la consigna era formular en lengua natural una serie de pasos que le permitan a
quien lee o escucha dicho mensaje hacer la reproduccion de la figura, conservando forma y
tamafo. Se buscd establecer relaciones entre la visualizacion alcanzada por los estudiantes
y los procesos discursivos que ellos han desarrollado hasta ahora en su escolaridad, es
decir, se pedia que usaran la lengua natural para describir una figura y guiar una

construccion.

Conjetura: La descripcion en lengua natural de los pasos para la construccion de una
figura, como una variante de una tarea de reproduccion, pone en juego procesos de
designacioén y formulacion de proposiciones, las cuales movilizan diferentes operaciones

discursivas propias al discurso geométrico.

Dimension pedagdgica: la articulacion entre discurso y figura en geometria, encuentra un
escenario potente en las tareas de descripcion de una figura con el proposito de ser

reproducida por quien lee la descripcion.

Dimension del contenido: la clasificacion de cuadrilateros es una actividad geométrica que
pone en juego propiedades de los objetos geométricos y relaciones como paralelismo y

perpendicularidad, asi como nociones de congruencia.

El analisis que se presenta a continuacion de cada una de estas situaciones esta asociado al
disefio y consideraciones iniciales que se hicieron en el micronivel. Cada una de estas
situaciones se implementd y el analisis local de dicha implementacion guio el trabajo
posterior; con el andlisis retrospectivo, macronivel, de esta implementacion se propone en

el siguiente capitulo una nueva trayectoria y las situaciones asociadas.
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3.2.1 Lasituacion 1.

Esta situacion esta compuesta por 5 actividades. Todas las actividades son de reproduccion
de una figura, para lo cual se usan instrumentos de construccion no estandar (Duval, 2010);
son tareas que exigen la produccion de una representacion grafica que debe conservar las
mismas propiedades que la figura dada. Estas propiedades aparecen inicialmente ligadas a
la percepcion, pues lo que guia la construccion que hacen los estudiantes es la aprehension
perceptiva de la figura que se ha de reproducir; sin embargo, las limitaciones impuestas por
los instrumentos les ha de exigir una reflexion en relacion con qué caracteristica de la

figura se puede reproducir dado un tipo particular de instrumento.

. 1
lustracion 2. Instrumentos de construccién situacion 1.

Hay aqui entonces una apuesta por la relacién entre los procesos de construcciéon y
visualizacion, en el sentido de que se espera que el trabajo en la construccion de las figuras
apoye la génesis de una primera forma de la visualizacion matematica. Se espera que
emerja de esta primera situacién el reconocimiento de que las figuras se constituyen como
tales gracias a ciertas condiciones que se imponen sobre sus elementos: desde el tamafio de

sus lados, hasta las relaciones entre ellos que determinan angulos.

Los elementos del sistema geométrico que aparecen directamente involucrados en esta
situacion son los objetos asociados a las figuras del triangulo y el cuadrado: vértices, lados
y angulos. En esta, como en las tres primeras situaciones, el estandar que se desarrolla es
“Clasifico poligonos en relacion con sus propiedades” que en la propuesta de trabajo de los

estudiantes del colegio se expresa mediante los dos indicadores ya sefialados.
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En el marco del experimento de ensefianza en el cual se aplica esta situacion se determino
una conjetura, ya presentada previamente, y las dos dimensiones de la misma, en la cual se
intent6 dejar plasmados los elementos y consideraciones que se acaban de sefialar para esta

situacion. Se presentan nuevamente, para facilitar la lectura:

Conjetura: El uso de instrumentos de construccion no convencionales permite
que los estudiantes reconozcan las caracteristicas y propiedades de una figura
geomeétrica.

Dimensidn pedagdgica: Las actividades de reproduccion de figuras constituyen
un escenario ideal para que los estudiantes exploren las diferentes
caracteristicas de una figura geométrica.

Dimension del contenido: Los tridngulos tienen la caracteristica de ser la
figura mas simple que contiene angulos, los cuales son uno de los elementos
claves para la determinacién de las propiedades de una figura.

Todos los elementos anteriores orientaron la fase de disefio, en la cual se produjeron las

siguientes 5 actividades.

Situacién 1. Actividad 1

Esta situacion tiene por propésito fundamental introducir a los estudiantes en el tipo de
tareas que componen la situacion, ya que no son tareas a las que ellos se hayan enfrentado.
Se elige un cuadrado como figura de base, figura que al tener todos sus lados y angulos
iguales resulta simple para los estudiantes. El instrumento que se utiliza es un molde roto
(de un cuadrado), que representa el angulo recto y tiene un lado que sirve para replicar los
cuatro lados del cuadrado.

Cada estudiante tiene una hoja con la actividad (llustracion 3) y un molde en carton. El
profesor hace una presentacion general de la consigna “Usando el instrumento que se te
entregd construye el cuadrado que se muestra”, con el proposito de establecer acuerdos
tales como que solo deben usar los instrumentos entregados, que pueden hacer preguntas y
que su trabajo es individual, aunque habra un espacio posterior para compartir algunas

respuestas. Esto se repite en las demas actividades de la situacion.

64



ﬂ? Colegio Jefferson MATEMATICAS 6°. Respeto y responsabilidad,
@ Fundado en 1963 Geometria la clave para mi crecimiento
en Junior.
Profesor: Jorge Galeano
SITUACION 1
ACTIVIDAD 1
Usando el instrumento que se te entregd construye el cuadrado que se muestra:

llustracion 3. Situacién 1. Actividad 1.

Situacion 1. Actividad 2

En esta actividad, y en las siguientes, se usa como figura de base un triangulo. La consigna
es la misma y se van variando los instrumentos. Los instrumentos son la plantilla y el modo
roto (de un tridngulo); se espera que los estudiantes usen ambos instrumentos en la

construccion.

El molde roto es un instrumento que permite el trazo de la parte superior del triangulo dado
(4ngulos izquierdos del triangulo y parte de sus lados); la plantilla le permite al estudiante

trazar el angulo derecho del triangulo y completar los lados del mismo.
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Ninguno de los dos instrumentos tiene toda la informacion para hacer una reproduccion
valida del tridngulo: el molde obliga a interrumpir la continuidad del trazo del contorno
cerrado de la figura, para completarlo, el estudiante debe usar la plantilla. Funciona del

mismo modo si el estudiante decide usar primero la plantilla rota.

Respeto y responsabilidad,

v-;q Colegio Jefferson MATEX?;L??aS 6% la clave para mi crecimiento
@ Fundado en 1963 ! en JUI’]IOI’
Profesor: Jorge Galeano
SITUACION 1

ACTIVIDAD 2
Usando los instrumentos que se te entregaron construye el triAngulo que se muestra:

llustracion 4. Situacion 1. Actividad 2.

Se espera que el uso de estos dos instrumentos para reproducir el tridngulo les sirva a los
estudiantes para identificar en la representacion del tridngulo que éste estad conformado por
tres lados y tres angulos; ademas, que cada uno de estos elementos tiene sus propiedades
constitutivas como el tamafio y la orientacion. Lo anterior habra de apoyar el inicio de un
proceso de reflexion en los estudiantes sobre la informacion que puede o no obtener de una

representacion.

Situacién 1. Actividad 3

En esta actividad se usan tres instrumentos: el molde roto (del tridngulo) y dos reglas no
informativas. EI molde roto, como en la actividad anterior, sirve para reproducir una parte

del triangulo; las reglas no informativas, o no graduadas, deberan ser usadas para realizar
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los trazos rectos que permiten completar el triangulo. Es claro que en esta actividad, a
diferencia de la anterior, el orden en el uso de los instrumentos si es importante: si se
realizan en primer lugar los trazos con las reglas no informativas, no se llegard a una
reproduccion aceptable del triangulo; si se usa primero la plantilla, las reglas deberan ser
usadas para hacer prolongaciones de los lados incompletos del triangulo, las cuales al
intersectarse determinardn el vértice del tridngulo. Esta construccion apoyara la

visualizacion de los lados como parte de una recta constitutiva del triangulo.

Todos los estudiantes reciben una hoja con la actividad, idéntica a la de la situacion 2 por lo
que no se anexa en esta parte una ilustracién de la misma. Ademas reciben los tres

instrumentos en carton.

Situacién 1. Actividad 4

En esta actividad aparecen los mismos elementos que en la situacidn anterior, pero no se
entregan dos reglas no informativas sino una sola. El estudiante debe reproducir el tridngulo
usando una sola de las reglas y el molde roto del triangulo. Este cambio obliga a que el
(tercer) vértice del triangulo aparezca como el cruce de las dos rectas que se dibujan para
prolongar los lados que deja el molde roto. Esto es importante en la busqueda de una
visualizacion alternativa de los vértices y de los lados del tridngulo. En las construcciones
anteriores el set de instrumentos entregados permitia recubrir todo el contorno del triangulo
y luego si hacer el trazo con el lapiz; ahora dicho recubrimiento ya no es posible. Se espera
gue esto permita avanzar en una visualizacion descentrada del contorno de la figura a una

en que las partes de dicho contorno resalten.
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Los estudiantes reciben una hoja de trabajo, como en las actividades anteriores, y los dos

instrumentos en carton.

Situacién 1. Actividad 5

Esta es la ultima actividad de la situacion 1. Se pide de nuevo reproducir un triangulo. Ya
no se entrega el molde roto del tridngulo, el cual habia resuelto un asunto fundamental en la
reproduccion del tridngulo que era la posibilidad de tener dos lados y un angulo. Ahora se
entregan una regla no informativa y una pieza de carton que no tiene lados rectos; a ésta

ultima se le llamo una superficie cualquiera.

L

La regla no informativa permite solo el trazo de lineas rectas; la superficie permite hacer
marcas para trasladar informacién, su tamafio permite recubrir parcialmente el triangulo
base, esto sera fundamental en la construccion. Se espera que los estudiantes al reproducir
el triangulo procedan asi: con la superficie cualquiera recubrir el tridngulo dejando
descubiertos los tres angulos, pues asi se puede marcar la ubicacion de los cruces de dichos

angulos con la superficie, como se muestra en la imagen siguiente:

Usando Ios instrumentos  que se te entregaron construye el triangulo que se
muestra;

IS

Con las marcas sobre esta superficie, trasladarlas sobre la hoja en blanco y con la regla no

informativa trazar las rectas que pasan por esas marcas y que determinan los tres vértices.
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La apuesta en esta actividad es que todas las reflexiones anteriores les permitan a los
estudiantes llegar a las consideraciones necesarias para poder usar la superficie como
elemento central en la construccion. En particular, se espera que puedan ver el triangulo

formado por las tres rectas.

Los estudiantes reciben una hoja de trabajo igual a la de las actividades anteriores, reciben

los dos instrumentos en carton.

3.2.2 Lasituacion 2.

La situacion 2 estd compuesta de 5 actividades. Se continGa con tareas de reproduccion, se
combinan los instrumentos no estandar (la regla no informativa) ya trabajados en la
situacion 1, con instrumentos convencionales (las escuadras). Se mantienen los mismos
instrumentos en todas las actividades y se va cambiando la figura a reproducir. Se pasa asi a
un trabajo con cuadrilateros, aunque las primeras actividades retoman el triangulo pues en
este tipo de figuras se tiene una clasificacion interesante a partir de las diversas propiedades

que se pueden aplicar en ellos.

Son actividades que de nuevo vinculan los procesos de construccion con los procesos de
visualizacion, es decir, se espera gque las posibilidades de construccidn de trazos extra que
emergen en la actividad abran la posibilidad de avanzar en la segunda forma de
visualizacion sefialada anteriormente. En esta segunda forma de visualizacion, las figuras
aparecen como susceptibles de ser transformadas mediante trazos que resaltan propiedades
de las mismas y que han de permitir descentrar la mirada sobre el contorno; los
instrumentos juegan un papel central en la produccién de estos trazos y en la explicitacion

de estas caracteristicas.

Al trabajar con poligonos se mantiene el trabajo en el mismo estandar curricular de la
situacion 1. Se pasa sin embargo a una familia de propiedades mas amplia que la permitida
por solo triangulos. En particular aparecen las dos diagonales de un cuadrilatero y las
posibles relaciones entre ellas, perpendiculares o no y puntos de corte. Las perpendiculares

aparecen gracias a las posibilidades de construir un angulo recto, que garantiza la escuadra,
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como una forma de trazo reorganizador que puede apoyar diversas estrategias de
reproduccion de una figura. El asunto central, para resumir, es que en esta situacion cada
reproduccion exige la realizacion de nuevos trazos sobre la figura lo cual apoya las

modificaciones necesarias en la visualizacién.

Se tiene también para esta situacion una conjetura y sus dimensiones, como elemento
central de la trayectoria de aprendizaje la cual guid el proceso de disefio y se construyo con

base en las reflexiones tedricas que se acaban de presentar.

Conjetura: El recurso a trazos reorganizadores, usando instrumentos
convencionales o no, permite que los estudiantes accedan a nuevas formas de
visualizacion de una figura, la cual resalta caracteristicas y propiedades de la
misma.

Dimension pedagogica: Las actividades de reproduccion de figuras dan lugar a
estrategias de construccion en las cuales aparecen trazos reorganizadores, los
cuales han de apoyar el proceso de visualizacion heuristica.

Dimensién del contenido: Los cuadrilateros tienen diversas opciones de

clasificacion en relacion con sus propiedades: paralelismo o no de todos sus
lados, o un par de ellos, junto a congruencia o no de los mismos.

Situacién 2. Actividad 1

En esta actividad se retoma la figura de la situacion anterior; se queria con ello mantener
una cierta continuidad en el tipo de tareas, y sobre todo se intentaba proponer un problema
diferente basado en una situacién ya familiar a los estudiantes. Los dos instrumentos que se
entregan no tienen la informacion necesaria para hacer una reproduccién del triangulo al
mismo estilo de las anteriores; esto obliga a los estudiantes a buscar una nueva forma de
emplear dichos instrumentos. En particular se usé el hecho de que ellos habian trabajado el
trazado de rectas perpendiculares, y que reconocen en la escuadra un instrumento en el cual

apoyarse para dicha construccion.
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e . Respeto y responsabilidad,
MATEMATICAS 6°. : ..
v-»q Colegio Jefferson Geometria la clave para mi crecimiento

\i‘d‘!>

Fundado en 1963 en JUI’]IOI’.
Profesor: Jorge Galeano
SITUACION 2
ACTIVIDAD 1
Usando los instrumentos que se te entregaron construye el triangulo que se muestra:

llustracion 5. Situacidn 2. Actividad 1

Para la reproduccion de este triangulo es necesario que se trace una altura; la que cae sobre
el lado mas largo del triangulo aparece como la primera opcion de los estudiantes. Dicha
altura se puede trazar facilmente con la escuadra; luego, apoyandose en la escuadra y la
regla no informativa se puede iniciar la reproduccion del triangulo, iniciando con la
construccion de un angulo recto sobre el cual se hardn las prolongaciones necesarias para

construir, primero, la base y luego los demas lados del triangulo.

Es posible que en esta actividad aparezcan una serie de conflictos en el uso de los
instrumentos; puede usarse solo la escuadra y olvidarse de la regla no informativa, pues la
hipotenusa 0 uno de los catetos de la escuadra puede ser usada para cumplir el rol de trazar
lineas. El uso combinado de los dos instrumentos intenta apoyar el trazo de la perpendicular
y la prolongacion simultanea de los lados, pero eso es posible que no sea tenido en cuenta

por los estudiantes.

Ademas, el hecho de haber usado moldes en la situacion anterior puede apoyar el uso de las

puntas de la escuadra como tales, asi los angulos de la escuadra pueden pensarse como
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moldes de ciertos &ngulos de las figuras. Finalmente, aunque se ha usado la transferencia de
medidas con marcas sobre las reglas no informativas, ahora esa transferencia puede hacerse
midiendo las longitudes con el lado graduado de la escuadra; aungue esto no representa un
impedimento, si se considera un elemento diferente pues no se hizo en el disefio ninguna

consideracion sobre las medidas.

Situacién 2. Actividad 2

En esta actividad se us6 un rombo como el primer cuadrilatero a reproducir. La eleccion
tuvo que ver con la propiedad que caracteriza al rombo: sus diagonales se cortan formando
4 angulos rectos y son iguales. Se espera que las estrategias de los estudiantes sigan en este
sentido, es decir, se espera que tracen las diagonales, como trazos reorganizadores, y que al
identificar que estas forman un angulo recto, propongan una estrategia de reproduccion que
inicie con este angulo recto, para luego, con medidas, determinar las diagonales y

finalmente construir los lados del rombo.

: < Respeto y responsabilidad,
.l i MATEMATICAS 6°. : -
; Colegio Jefferson Geometria la clave para mi crecimiento

@ Fundado en 1963 en J un IOI’.

Profesor: Jorge Galeano
SITUACION 2
ACTIVIDAD 2
Usando los instrumentos que se te entregaron construye la figura que se muestra:

llustracion 6. Situacion 2. Actividad 2

En esta figura, la visualizacién iconica de la misma puede llevar a los estudiantes a intentar

usar uno de los angulos de la escuadra como molde de alguno de los angulos del rombo, esa
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estrategia implica que se use la regla no informativa (y que el angulo del triangulo a
reproducir coincida con el de la escuadra). En esta, y en las actividades siguientes, al
mantener la caracteristica sobre la falta de informacion en los instrumentos para reproducir
la figura, se espera que los estudiantes enfrenten la tarea como un verdadero problema, es
decir, se espera que aparezcan soluciones en las que se pongan en juego mdaltiples
estrategias que no aparecen en las hipdtesis iniciales. A los estudiantes, como en la
actividad anterior, se les entreg6 una hoja de trabajo con la consigna y suficiente espacio en
blanco para hacer la reproduccion. Usaron su escuadra y se les dio un molde de regla no

informativa en carton.

Situacién 2. Actividad 3

En esta actividad la figura que los estudiantes han de reproducir es un cuadrado puesto en
una orientacion no prototipica. Aunque es probable que las estrategias empleadas para el
rombo sean empleadas en esta figura, interesa saber si el contorno cuadrado prevalece sobre
las reflexiones ya realizadas en relacion con las posibilidades de reproduccion, y determinar
si aparecen estrategias como la utilizacion del angulo de la escuadra como un molde del
angulo recto, ligadas al contorno, o prevalecen los trazos reorganizadores.

Respeto y responsabilidad,

v'*q Colegio Jefferson MATEMATICEAS e la clave para mi crecimiento
@ Fundado en 1963 eometria en JunIOI'
Profesor: Jorge Galeano
SITUACION 2

ACTIVIDAD 3
Usando los instrumentos que se te entregaron construye la figura que se muestra:

llustracion 7. Situacidn 2. Actividad 3.
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En esta actividad se espera revisar qué tanto se han alejado los estudiantes de la
visualizacion iconica, pues si esta se mantiene el uso de los moldes (dngulos de la escuadra)
aparecera de manera recurrente. De nuevo se esperan soluciones que no estan previstas,

pues de nuevo se cree que la actividad tiene las caracteristicas de un problema.

Situacién 2. Actividad 4

En esta actividad la figura que los estudiantes han de reproducir es un trapezoide; esta
eleccion tiene que ver con que guarda una aparente relacién con los cuadrilateros
anteriores. Esta relacién se basa en una aprehension perceptiva sobre el contorno de las
mismas, pero en términos de las propiedades del cuadrilatero han desaparecidos las de
paralelismo entre los lados y la congruencia de los mismos; sin embargo se mantienen las
relaciones de perpendicularidad entre las diagonales como intento para garantizar asi la

continuidad en las estrategias que los estudiantes han venido empleando.

: < Respeto y responsabilidad,
o5 MATEMATICAS 6°. : -
2 ”Q Colegio Jefferson Geometria la clave para mi crecimiento
!q!)

Fundado en 1963 en JUﬂIOI’
Profesor: Jorge Galeano
SITUACION 2
ACTIVIDAD 4
Usando los instrumentos que se te entregaron construye la figura que se muestra:

llustracion 8. Situacion 2. Actividad 4.
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Se espera que con esta actividad los estudiantes puedan reflexionar en términos de lo que
ya no se tiene como una propiedad de esta figura. Es decir, que la identificacion de las
caracteristicas de un cuadrilatero aparezca con base en la usencia de las mismas, ya que no

tener la propiedad puede ser tan informativo como tenerla.

Situacién 2. Actividad 5

En esta actividad se pide reproducir un cuadrilatero no convexo. El que se escogid conserva
la propiedad que han tenido los cuadrilateros anteriores, si se tienen en cuenta las
diagonales externas. Se asume el reto que la figura impone a los estudiantes pues muchas
cosas cambian: la forma de una diagonal que ya se mencion6, ya no hay paralelismo entre
los lados, pero sobre todo es una forma poco convencional. Se espera que el trabajo con
esta figura permita a los estudiantes alejarse de la visualizacion icénica y que usen todo lo

estudiado para explorar las caracteristicas de la misma desde una mirada no iconica.

: < Respeto y responsabilidad,
Ao MATEMATICAS 6°. . -
2 Q Colegio Jefferson Geometria la clave para mi crecimiento
!L‘;‘!)

Fundado en 1963 en JUﬂIOI’
Profesor: Jorge Galeano
SITUACION 2
ACTIVIDAD 5
Usando los instrumentos que se te entregaron construye la figura que se muestra:

llustracién 9. Situacion 2. Actividad 5

La reproduccion puede funcionar de la misma manera que en los cuadrilateros anteriores: a

partir de las diagonales perpendiculares de la figura, construir los lados con las medidas
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tomadas con la escuadra o con la regla no informativa. Sin embargo, si se construye la
diagonal interna y no se prolonga, no se producira el angulo recto, lo cual afecta la
estrategia anterior; es posible que la figura se vea ahora como formada por dos triangulos y

se retomen las estrategias de construccion del triangulo de la actividad 1.

3.2.3 Lasituacion 3.

La situacion 3 estd compuesta de 3 actividades. En relacion con las dos situaciones
anteriores, las tareas cambian ya que si bien son tareas de reproduccién, ésta se hace
articulando procesos de visualizacién y de descripcion en lengua natural de las figuras. Es
decir, en todas las actividades se parte de una figura que los estudiantes han de reproducir,
pero dicha reproduccion se debe hacer a partir de la descripcion en lengua natural que
alguien hace (el que describe y el que dibuja son dos sujetos distintos). Se pasa entonces a

la articulacion de los procesos de razonamiento y visualizacion.

Se espera que los avances en la visualizacion, surgidos de las actividades anteriores, entren
en juego para dirigir los procesos de descripcion; se asume que hay un desbalance entre
estos dos procesos, ya que la visualizacion ha sido objeto de un trabajo con los estudiantes
—aunque inicial-, pero el proceso de razonamiento y sus operaciones de designacién y

descripcion no, por lo tanto estos apareceran en la forma natural que los estudiantes tengan.

Se mantienen los cuadrilateros de la situacion 2. Se varian las formas de presentar los
mensajes, los cuales serdn en lengua natural. La situacion, por su naturaleza, no esta
propuesta para construir procesos especificos de designacién o descripcion, sino que
pretende identificar qué es lo que caracteriza a dichos procesos en las producciones

discursivas de los estudiantes.

Por lo anterior, las dificultades que los estudiantes presenten al momento de abordar las
actividades seran indicadores valiosos de las capacidades que estos tienen para articular

discurso y figura en sus actividades geometricas.
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Para las construcciones se usaron los mismos instrumentos de la situacion 2; sin embargo,
las relaciones que caracterizan a los cuadrilateros, ahora, ademas de ser visualizadas
deberan aparecer en una narracion. Esto pondra en juego diversos recursos que los
estudiantes han de elaborar, pues es claro que dichas propiedades no aparecen en una forma

natural del discurso.

Se formula una nueva conjetura para el disefio de las tres actividades, la cual, al igual que
en los casos anteriores, pretende recoger las consideraciones que se acaban de sefialar. La

siguiente es la conjetura y sus dos dimensiones:

Conjetura: La descripcion en lengua natural de los pasos para la construccion de
una figura, como una variante de una tarea de reproduccion, pone en juego
procesos de designacion y formulacion de proposiciones, las cuales movilizan
diferentes operaciones discursivas propias al discurso geométrico.

Dimension pedagdgica: la articulacion entre discurso y figura en geometria,
encuentra un escenario potente en las tareas de descripcion de una figura con
el proposito de ser reproducida por quien lee la descripcion.

Dimension del contenido: la clasificacion de cuadrilateros es una actividad
geométrica que pone en juego propiedades de los objetos geométricos y
relaciones como paralelismo y perpendicularidad, asi como nociones de
congruencia.

En esta situacion se disefiaron diversas hojas de trabajo e instrucciones para los estudiantes;
en lo que sigue se presentan los detalles.

Situacién 3. Actividad 1

La actividad se realiza con la aplicacién “WhatsApp” del celular usando “mensaje de voz”.
Se desarrolla en parejas y se determinan dos roles: el narrador y el dibujante. Estos deben
estar en lugares distantes (sin contacto visual) y podran verse en cuanto el dibujante crea

haber terminado.
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e . Respeto y responsabilidad,
MATEMATICAS 6°. : -
v'*q Colegio Jefferson Geometria la clave para mi crecimiento

@ Fundado en 1963 en JunlOr.

Profesor: Jorge Galeano

SITUACION: 3 CONSTRUCCION DE CUADRILATEROS
Actividad 1 El celular
Objetivo: Debes enviarle Unicamente mensajes de voz al dibujante por WhatsApp, para que él
pueda hacer un dibujo igual (mismo tamafio y misma forma) a cada una de las figuras que ves
abajo.
Reglas:
- No esta permitido hacer una descripcidn global, es decir, no puedes describir “es como
una pizza” o “es como una ventana”.
- No se puede decir el nombre de la figura, ni usar una palabra semejante.
- No se puede enviar dibujos, solo palabras en espafiol.
- Todos los mensajes deben ser de voz en WhatsApp.
- Antes de empezar a enviar los mensajes, hazle a la figura lo que consideres necesario
como una ayuda para describirla. (por ejemplo, trazar lineas, nombrar las partes de la
figura, etc.)

: : Figura 1 ; ; Figura 2
i Figura 4
Figura 3

llustracion 10. Situacidn 3. Actividad 1.

En esta actividad el estudiante narrador a través de notas de voz, realiza una descripcion al

dibujante de la figura: tamafio, orientacion, magnitud de los lados que la conforman, etc.,
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con el fin de que el dibujante pueda reproducir una figura semejante visualmente. La
actividad inicia dandole una figura al narrador, quien deberd elaborar un plan para narrar
las caracteristicas geométricas de dicha figura al dibujante; el dibujante debe ilustrar los
mensajes recibidos por el narrador y aproximarse a la representacion dada al inicio. No se
pueden enviar fotografias ni videos de los dibujos, y no se puede usar el nombre de la
figura (no se puede decir “cuadrado” o “rombo”, por ejemplo); esta condicion se incluyd en

la hoja de trabajo.

Situacién 3. Actividad 2

Esta actividad se hace nuevamente en parejas; un estudiante dibuja y el otro describe por
escrito. La descripcion debe hacerse en una hoja, y esta se envia al dibujante, el cual debera
usar lo que esté ahi escrito para realizar la construccion. Por lo tanto hay tres hojas de
trabajo: la que contiene las figuras que se han de reproducir, que solo puede ser vista por
quien hace la descripcion; la hoja para plasmar la descripcion, que se lleva y trae entre la
pareja, hasta que la construccién quede lista; finalmente, la hoja del dibujante, en la cual se

realiza la figura; esta ser& también de uso exclusivo de quien dibuja.

: " Respeto y responsabilidad,
MATEMATICAS 6°. .
‘Q Colegio Jefferson Geometria la clave para mi
@ Fundado en 1963 CI'ECImIentO en JUﬂIOf
Profesor: Jorge Galeano

SITUACION 3: CONSTRUCCION DE CUADRILATEROS
Actividad 2 Dibuja el mensaje
Hoja del Descriptor
Objetivo: Debes enviarle mensajes al dibujante, en la hoja de mensajes, para que él pueda hacer
un dibujo igual (mismo tamafio y misma forma) a cada una de las figuras que ves abajo.
Reglas:
- No esta permitido hacer una descripcién global, es decir, no puedes escribir “es como una
pizza” o “es como una ventana”.
- No se puede escribir el nombre de la figura, ni usar una palabra semejante.
- No se puede dibujar, solo frases en espafiol.
- Todos los mensajes deben ser escritos en la hoja de mensajes.
- Antes de empezar a enviar los mensajes, hazle a la figura lo que consideres necesario
como una ayuda para describirla. (por ejemplo, trazar lineas, nombrar las partes de la
figura, etc.)
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Figura 1 Figura 2

Figura 3 : : Figura 4

llustracidon 11. Situacion 3. Actividad 2. Hoja 1

El escritor debe enviarle mensajes al dibujante en la hoja de mensajes, ilustracion siguiente,

el dibujante puede preguntar o pedir aclaraciones usando la misma hoja.

— MATEMATICAS 6° Respeto y responsabilidad,
R 3 Colegio Jefferson 1 la clave para mi
@ rund.unngim 19!,3 Geometria crecimiento en Junior.

Profesor: Jorge Galeano
SITUACION 3: CONSTRUCCION DE CUADRILATEROS
Actividad 2 Dibuja el mensaje
Hoja de Mensajes
Descriptor color
Dibujante color

llustracién 12. Situacion 3. Actividad 2. Hoja 2.
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El dibujante cuenta con su propia hoja, ilustracion siguiente, la cual no muestra sino al
terminar la construccion; se espera que el dibujante construya a partir de lo que lee y que

pueda preguntar lo que no le quede claro.

MATEMATICAS 6°. Respeto y responsabilidad, la

'{z’ . _

29\ i . clave para mi crecimiento en

‘3 Colegio Jefferson Geometria p :
f‘qlﬁp Fundado en 1963 JUHIOF

Profesor: Jorge Galeano

SITUACION 3: CONSTRUCCION DE CUADRILATEROS
Actividad 2 Dibuja el mensaje

Hoja del Dibujante

Objetivo: usar las indicaciones que te da tu compafiero para construir la figura que te describe.
Reglas:
- Dibuja con un lapiz.
- Procura no borrar los intentos realizados, sino hacer un nuevo dibujo.
- Usa tu escuadra y tu regla.
- Puedes pedir aclaracion y preguntar lo que necesites, pero sélo a través de la hoja de mensajes.

llustracion 13. Situacion 3. Actividad 2. Hoja 3.

La organizacion de la actividad puede ser compleja, pero el conocimiento del grupo
alcanzado hasta el momento, gracias a las implementaciones y analisis previos, permitio

confiar en su participacion y colaboracion en la implementacion.

Situacién 3. Actividad 3

Esta actividad se realiza entre dos grupos pequefios de estudiantes; cada grupo tiene una
hoja con dos figuras diferentes, un miembro del grupo contrario vendra y la mirara, para
posteriormente ir a su grupo y hacer la descripcion oral de la figura. Con esta descripcion
uno de sus comparieros hara la reproduccién de la figura; si hace falta informacién o quiere
ampliar alguna le puede preguntar a quien trajo el mensaje; este le puede responder pero no
intervenir en la reproduccion. Después los roles se intercambian entre los grupos, y esto se

repite una vez mas para asi tener la reproduccion de las dos figuras entregadas a cada

grupo.
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Cada grupo de estudiantes tiene una hoja con las dos gréficas que les corresponde, hojas en

blanco para hacer la reproduccion y los instrumentos que han venido usando.

e . Respeto y responsabilidad,
= MATEMATICAS 6°. : o
»’ﬁ’e Colegio Jefferson Geometria la clave para mi crecimiento

s!‘d‘!)

Fundado en 1963 en Junior.
Profesor: Jorge Galeano
SITUACION 3: CONSTRUCCION DE CUADRILATEROS
ACTIVIDAD 3 la ultima palabra del diccionario (Grupo 1)

OBJETIVO: Dibujar la Figura que se describe en el menor tiempo posible sin preguntar su
nombre o parecido con algun otro objeto (ventana o pizza por ejemplo)

REGLAS:

- Cada grupo debe elegir un descriptor

- Los descriptores no podran hacer una descripcion global de la figura

- El descriptor puede hablar con su grupo interpretador libremente sin decir el nombre de la
figura

- el descriptor no puede realizar dibujos

- hagale a la figura lo que considere necesario para describirla.

Figura 1
Figura 2

llustracion 14. Situacion 3. Actividad 3.

El otro grupo recibe una hoja de trabajo idéntica, con otras dos figuras distintas. En esta
situacion las hojas de trabajo contienen una serie de reglas o recomendaciones; estas
intentaban cerrar un poco la naturaleza de la tarea, pues al pedirse el uso de la lengua

natural podrian aparecer maltiples variaciones en las actuaciones.
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3.2.4 Implementacion del experimento.

El trabajo guiado por la metodologia de los experimentos de ensefianza se realizd en tres
fases: disefio, implementacion y andlisis. La teoria sobre la cual se sitla el experimento esta
basada fundamentalmente en la propuesta para el aprendizaje de la geometria que hace
Duval (2005), con el proposito de formular una forma de trabajo en clase de geometria

basada en criterios cognitivos y no solo matematicos.

En la primera parte del proyecto se hizo la consolidacion tedrica del proyecto, la cual
incluye la definicion de los elementos de la propuesta de Duval que fueron empleados en la
formulacién de los disefios de las actividades; junto con estos elementos se hizo una
revision curricular que permitié identificar las trayectorias de aprendizaje que se seguiran
en el experimento de clase. Con estos elementos se hizo el disefio de la primera situacion.

Se avanzo en los primeros elementos de andlisis de las intervenciones en clase.

Los disefios buscaban fomentar en los estudiantes el desarrollo de sus capacidades de
construccidn, visualizacion y razonamiento; en particular, que a partir de la reproduccién de
figuras usando instrumentos de construccion no estandar lograran reconocer las
propiedades que caracterizan a dicha figura. Después, que dicho reconocimiento apoye el
proceso de visualizacion, en lo relacionado con la produccidn de estrategias heuristicas para
transformar dichas figuras y, finalmente, que se inicie la reflexion sobre la relacién que
existe entre la comprension del discurso en geometria y los procesos de deconstruccion

dimensional.

Para esto se eligio el trabajo con figuras geomeétricas, pues se considera que sobre ellas
descansa la mayor parte de los estudios posteriores que sobre geometria se hacen en el
colegio, es decir, se asume que la comprension de las potencialidades de las figuras para el
desarrollo de conceptos y relaciones geométricas es fundamental para la construccion del

pensamiento espacial en la educacion basica.

Se pasa a la aplicacion, analisis y redisefio de las situaciones de clase; la implementacion se

hace en conjunto con los estudiantes de dos proyectos de pregrado que se han articulado a
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este proyecto; los andlisis hacen parte de las tareas de la linea de investigacion en Lenguaje,
Razonamiento Y Comunicacion De Saberes Matematicos en su espacio de seminario®; las
retroalimentaciones que aporta este seminario sirven de insumo para la redefinicion de las
trayectorias de aprendizaje antes formuladas y para los ajustes consecuentes en las

situaciones a implementar.

De la implementacion se guardan registros en videos; de las sesiones del seminario se
guardan las relatorias y los materiales empleados; todo este ejercicio supone un regreso
parcial a las actividades de la fase 1, en el sentido de que fue necesario indagar por nuevos
referentes tedricos que permitiesen entender fendmenos nuevos que aparecian en el

transcurso del experimento.

Basados en la metodologia de los experimentos de ensefianza, la implementacion de cada
una de las actividades iba dando lugar a ajustes que intervenian en el disefio de las

siguientes actividades, de igual forma se procedié al pasar de una situacion a otra.

Los resultados de los andlisis locales de la implementacion de las situaciones 1 y 3 se
reportan en el trabajo de pregrado de Bahamon y Bonelo (2015) y la implementacion de la
situacion 2 en el trabajo de pregrado de Hoyos (2015, en evaluacion), los cuales fueron
dirigidos por el autor de este trabajo de maestria; estos analisis y los datos recolectados se
consideran elementos importantes para este trabajo.

Ya finalizadas las sucesivas intervenciones en clase y sus analisis locales, se da inicio al
analisis retrospectivo que se contempla en la metodologia; esto es, se hace una revision
global de los disefios, la implementacion y las discusiones y resultados de los anélisis

locales con miras a identificar variables que permitan hacer una analisis de las condiciones

* El seminario se organizo, durante el tiempo de este trabajo, con participacion de estudiantes del pregrado
interesados en el tema y los estudiantes de maestria que estaban haciendo trabajo de grado en esta linea
(dos trabajos mas). Se le dio una estructura tematica que permitié abordar los referentes tedricos de los tres
trabajos de grado de la maestria (en el primer semestre de 2014) y los fundamentos de la opcidn
metodoldgica elegida, los Experimentos de Ensefianza (en el segundo semestre de 2014). Antes y después
de este trabajo el seminario funciona como el espacio de presentacidn y discusién de temas actuales
relacionados con la linea de investigacion.
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que produjeron efectos significativos en el disefio y en la implementacion. Ademaés se
tienen en cuenta algunos de los resultados reportados por Bustamante y Giraldo (2015), en
relacién a los tipos de tareas que se abordan en los libros de textos escolares, como un

insumo para la eleccién de las nuevas tareas a incluir en las situaciones propuestas.

El analisis retrospectivo de la implementacion de las tres situaciones se realiz6 en el marco
de este proyecto; sus resultados sirvieron de base para la formulacion de una segunda
trayectoria aprendizaje, su conjetura y las situaciones que la configuran; el disefio quedo en
la primera fase de elaboracion; este sirve de base para determinar algunas caracteristicas
para la formulacion de trayectorias de aprendizaje que permitan relacionar los estandares

(MEN, 2006) con la propuesta de trabajo para geometria del colegio Jefferson.
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CAPITULO 4. ANALISIS Y RESULTADOS DEL PROYECTO

Iniciado el experimento, con base en la informacion que se fue recogiendo se iba revisando
y reformulando la conjetura con el proposito principal de apoyar la revision del disefio de
las situaciones, atendiendo a la planificacion y temporalizacion de las actividades que en la
etapa previa se habian propuesto. Se tomaron decisiones de diferentes tipos que afectaron
las intervenciones: los objetivos de la investigacion, las formas de recoger los datos y
ajustes al disefio de las actividades.

En cuanto a los objetivos, la propuesta inicial contemplaba dos objetivos que hubo de
modificarse debido a los resultados que se fueron alcanzando y a las posibilidades que estos
dejaban ver para la finalizacién del proyecto. Por ejemplo, el objetivo relativo a la
visualizacion paso de estar formulado asi “Determinar las variables figurales fundamentales
en la construccion de estrategias heuristicas para el trabajo con figuras” a su redaccion final
“Determinar las condiciones necesarias para el desarrollo de los procesos de visualizacion
requeridos en el trabajo con figuras geométricas para garantizar la articulacién entre los
procesos discursivos y figurales”, pues se vio que la idea detrds de “variable figural”
resultaba incompleta para poder describir todo el problema de visualizacion que se queria

abordar.

Se ajusta también el objetivo relacionado con el proceso de construccion; se elimina el
objetivo que se tenia en relacion con el discurso en geometria, es decir, se encontrd que un
trabajo que diera cuenta con suficiente detalle de este proceso, y de su trabajo en clase, no
podria ser alcanzado en el marco de este proyecto, ya que se estaba haciendo énfasis en los

proceso de visualizacion y de construccion, los cuales ya eran suficientemente amplios.

En las primeras actividades se tenia la atencion puesta tanto en el discurso del docente
como en las producciones de los estudiantes; los andlisis preliminares y la comprension que
se fue ganando de los alcances del trabajo sefialaron la necesidad de centrar la mirada en
alguno de estos actores. Se decide entonces prestar mayor atencion a las producciones de

los estudiantes, ya que serian estas las que podrian dar mayor informacién en relacion con
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las caracteristicas del disefio. Se asume entonces que un trabajo centrado sobre las
actuaciones del profesor puede y debe ser realizado, pero en el marco de otro trabajo.

Las figuras que se emplearon en el disefio de la primera situacion, que fueron inicialmente
los triangulos, deberian convertirse en objetos geométricos mas complejos. De hecho, si se
atendian las consideraciones que la teoria exponia, deberian ser configuraciones de figuras;
sin embargo, se decidio trabajar con cuadrilateros. Dichos cuadrilateros, aunque no
cumplen con la condicion de ser configuraciones complejas de figuras -son figuras simples,
se consideraron adecuados dada la novedad del tipo de trabajo que se estaba realizando con
los estudiantes; ademas tenian suficientes propiedades para ser abordadas en relacion con

los procesos de construccién y visualizacion que se esperaba desarrollar en las actividades.

Lo anterior implica que en la segunda trayectoria de aprendizaje, que se formula a manera
de propuesta al final de este capitulo, se aborden figuras que avancen un poco en su
complejidad; se decidié mantener como figuras de base a los triangulos y los cuadrilateros,
pero ahora con trazos reorganizadores que aportan a su consideracion como

configuraciones complejas de figuras.

En los trabajos de pregrado sefialados se hace una presentacion pormenorizada de las
actuaciones que en relacion con el experimento de ensefianza se dieron en la
implementacién; en la primera parte de este capitulo se hace una sintesis de los hallazgos
mas relevantes para este proyecto. Después se hace una descripcion del anélisis

retrospectivo que se realizd y de la propuesta de trayectoria que surge de dicho analisis.

En particular, se muestra como un analisis de los datos obtenidos, en relacién con los
objetivos de este trabajo, permite avanzar en la consolidacion de ciertas caracteristicas que
han de tenerse en cuenta para el disefio de situaciones que favorezcan el desarrollo de
procesos cognitivos para el aprendizaje de la geometria; dichas consideraciones se ponen en
accion en el disefio de tres nuevas situaciones de clase. Ademas, las recomendaciones que
surgen de la implementacion del experimento también permiten inferir algunas

posibilidades y potencialidades de las trayectorias de aprendizaje como estrategia para
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organizar el trabajo en clase, de manera tal que se puedan atender las exigencias
curriculares colombianas y los desarrollos investigativos que para la ensefianza de la
geometria y el desarrollo del pensamiento espacial se presentaron en este proyecto. Al final
de este capitulo se hace una descripcion de estas recomendaciones y de las formas de

vincularlas con la propuesta de trabajo en el colegio.

4.1 Resultados de los analisis locales

En el marco del experimento de ensefianza base de este trabajo se disefiaron tres
situaciones, cada una con un grupo de actividades que la componen. Se implementaron en
el grado sexto® del colegio Jefferson en el marco de los dos trabajos de pregrado de la
licenciatura en matematicas (Bahamon & Bonelo, 2015. Hoyos, 2015) vinculados con el

presente trabajo.

La metodologia de este proyecto asumidé que los analisis locales de dichas
implementaciones se llevaran a cabo en el espacio de asesorias de trabajo de grado y en el
seminario de la linea de formacion en Lenguaje, Razonamiento Y Comunicacion De Las
Matematicas; se propuso entonces que el andlisis retrospectivo del experimento, que
contempla dichos resultados y otro grupo de elementos asociados al trabajo con el

experimento, se llevara a cabo en este trabajo de maestria.

Se presenta, en esta primera parte del capitulo, una sintesis de los resultados de los analisis
locales, sobre todo aquellos que encuentran relacion con los propoésitos de este trabajo. Se
han organizado en dos grandes grupos: los que tienen que ver con las actividades realizadas
en relacién con la actividad de construccion y los que tienen gque ver con las actividades de

razonamiento y visualizacion.

La presentacion que se hace podria hacer pensar en una separacién y casi en una
secuenciacion en el desarrollo de las operaciones. Es necesario aclarar que ese no es el

caso. Se verd que en las actividades de construccion aparecen reflexiones ligadas a la

* Las actividades del proyecto se desarrollaron en 6°C, con un promedio de 20 estudiantes.
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visualizacion, por ejemplo, y en las de la visualizacion aparecen reflexiones en relacion con
la construccion o el razonamiento. Es decir, la separacion se hace para efectos del analisis,
pero se entiende que estas operaciones aparecen simultaneamente en las actuaciones de los

estudiantes, aunque las actividades intentan poner el acento en una u otra de ellas.

4.1.1 Construccion

Las actividades centradas en la construccion se ubicaron fundamentalmente en las primeras
dos situaciones. Se logro que el uso de instrumentos no convencionales diera lugar al
surgimiento de nuevas formas de visualizacion sobre las figuras, y que los estudiantes
reconocieran propiedades en dichas figuras gracias a los tratamientos (introduccion de
trazos reorganizadores) que se realizaron sobre estas. Las diversas tipificaciones que se
construyeron de estos procedimientos en los andlisis locales se reelaboraran para ser usadas
en el andlisis retrospectivo. Se presenta a continuacién una descripcién de estas

tipificaciones.

Los instrumentos no convencionales y la combinacion de ellos en las diferentes actividades,
cumplieron el rol esperado; permitieron desarrollar estrategias de construccion
(reproduccién) de las figuras, haciendo entrar en juego las restricciones que ellos imponian
al mismo tiempo que hacian que los estudiantes exploraran usos en los que emergian las
propiedades caracteristicas de las figuras: en los tridngulos, por ejemplo, la necesidad de

determinar &ngulos y lados congruentes entre la figura construida y la figura dada.

llustracion 15. Construccidon del tridangulo con molde y plantilla.

Los estudiantes desarrollaron estrategias que les permitian revisar la validez de su

procedimiento, al verificar con los instrumentos que tenian a mano las propiedades y
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caracteristicas de las figuras que estan reproduciendo. Esta validacién interna de sus
producciones garantiza un control propio sobre las acciones realizadas y de la misma
manera genera las estrategias de reorganizacion y correccién que se deben realizar para

Ilegar a la solucion de un problema.

llustracion 16. Revision de la reproduccion de un triangulo

El uso paulatino de diversas combinaciones de dichos instrumentos fue dando lugar al
reconocimiento de las partes de la figura y las propiedades que las caracterizan; sustituir,
por ejemplo, la plantilla por dos reglas no informativas, permitié ver el tercer angulo del
triangulo como dependiente de los dos angulos ya construidos con el molde, y que con la
prolongacion de los lados de estos se puede obtener ese tercer angulo. Esta estrategia, que
resuelve el problema de reproduccion, abre la posibilidad de desligar la mirada de un
angulo como una unidad figural para asociarlo ahora a la mirada de éste como formado por

dos rectas que tienen una caracteristica comun (su cruce, con una apertura fija).

llustracién 17. Identificacion de los lados del triangulo.

Las estrategias de reproduccion estuvieron fuertemente ancladas a la produccion de angulos
rectos como trazos que permitian encontrar estrategias de reproduccion; esta conducta esta

ligada a que uno de los instrumentos convencionales que se empleo en las actividades es la
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escuadra, la cual tiene como primitiva fundamental al angulo recto; esto refuerza la
hipétesis de que las posibilidades de identificacion de propiedades de las figuras estan

ligadas a los instrumentos que la actividad moviliza.

llustracion 18. Angulos rectos como figura de base para las reproducciones

Las posibilidades de construccion que permiten las diferentes combinaciones de
instrumentos no convencionales dan lugar a los nuevos elementos para la deconstruccion
dimensional, ya que los contornos empiezan a romperse y asi surgen miradas que
reconocen las rectas que determinan dichos contornos. La actividad de construccion apoya
a la visualizacion; se observa en las actividades realizadas que la mayoria de los
estudiantes tienen progreso en la forma de ver las figuras, ya que ellos consideran la
existencia de elementos de la figura que no estan derivados o determinados por el contorno
de dicha figura. Es decir pasan la barrera de la percepcion 2D que predomina sobre su
forma de ver, ya que estan considerando elementos que no son contemplados cuando se ve

de forma icénica las figuras.

E
llustracion 19. Reproduccion del triangulo usando una altura.

Los instrumentos empleados dan lugar a la produccion de trazos reorganizadores que

permiten la aparicion de propiedades de las figuras que estaban implicitas; de nuevo, estos
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trazos permiten la solucion del problema de construccion al que se enfrentaban los
estudiantes, y al mismo tiempo hacen aparecer formas de actuacion de los estudiantes que
garantizan el surgimiento de formas de visualizacion que apoyan la aprehension operatoria
de las figuras. Es decir, estos trazos hacen aparecer divisiones de las figuras en otras
figuras, que a la larga pueden permitir la reconfiguracion; estas subfiguras, podran ser
empleadas en nuevos problemas en los que sea necesario dividir una figura y hacer una

reconfiguracion.

llustracidn 20. Trazos reorganizadores que permiten ver subfiguras.

La reproduccidn puede ser realizada por traslaciones (asunto que no se contemplé en el
disefio inicial), iniciativa que surgio en varios estudiantes. Aunque no habia control sobre la
necesidad de mantener constante tanto la magnitud como la direccion de dicha traslacion,
los instrumentos no convencionales dados permitian controlar la magnitud pero no la
direccién, razon por la cual los intentos llevados a cabo en este sentido presentaban

deformaciones debidas a esta carencia.

llustracién 21. Reproduccidn por traslacion.

Sin embargo, es necesario explorar y determinar con mayor precision las posibilidades y
caracteristicas de cada instrumento. El anterior analisis no puede hacerse separado de las
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actividades que se proponen, ya que la interaccion entre la tarea y el instrumento
determinan posibilidades particulares a cada una de estas parejas, las cuales abren una gama
de opciones para implementaciones futuras. En la ilustracion se presenta el uso no esperado
de la escuadra como una plantilla para el angulo del rombo, debido a una coincidencia no

intencional.

llustracién 22. Uso de la escuadra como plantilla

El uso de instrumentos convencionales y no convencionales se constituye en una
herramienta para el disefio de situaciones de clase, ya que dichos instrumentos permitieron
avanzar en el proceso de visualizacion, toda vez que su empleo apoya la relacion que el
estudiante construye entre las representaciones graficas y las propiedades de estas, es decir

se constituyen para €l en figuras.

4.1.2 Visualizaciéon y razonamiento

El andlisis de la implementacion de las situaciones permite afirmar que los estudiantes
alcanzaron a desarrollar formas de ver relevantes, es decir se acercaron a una visualizacion
matematica, en particular avanzaron en la deconstruccion dimensional de formas. Esta
visualizacion les permite efectuar procesos de deconstruccion dimensional en los que se
evidencia el paso de ver contornos cerrados a ver trazos independientes. Lo anterior es una
forma de visualizacion no icénica, con la cual pueden utilizar las propiedades de las figuras

en la resolucion de los problemas propuestos.

Las descripciones que los estudiantes hicieron de sus procedimientos para explicarle al
profesor 0 a un compariero y las que hicieron en la situacion 3 para dar las instrucciones

que guiaban la construccion realizada por otro compafiero, muestran que los estudiantes
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tienen dificultades para nombrar los objetos y relaciones involucrados en dicha descripcion,
tal como se sefial6 en el andlisis inicial del disefio. Sin embargo, tales descripciones
muestran que los estudiantes pueden organizar un conjunto de proposiciones que dé cuenta
de sus acciones, pero en tales explicaciones no aparece la necesidad de dar argumentos o

razones para justificar dichas acciones.

Al finalizar los andlisis locales es posible afirmar que muchos de los estudiantes ya han
logrado superar la aprehension perceptiva que los restringe a la identificacion de los
contornos de las figuras, pues es comin encontrar en sus procedimientos diversas
actuaciones que reflejan el reconocimiento de partes y propiedades de las figuras que
aparecen gracias a una visualizacion descentrada del contorno. En la ilustracion siguiente,
para el caso del rombo, se muestran diversas configuraciones de formas que estan asociadas

al rombo, pero que surgen gracias a la introduccion de trazos reorganizadores.

Usando los instrumentos que 56 to entregaronconsiruye la figura que so muostra:

llustracion 23. Subfiguras posibles en un rombo.

En el mismo sentido del resultado anterior, el de las modificaciones sobre las formas de ver
en las figuras, se encuentra en las producciones de los estudiantes la génesis de la
deconstruccion dimensional, ya que empiezan a aparecer trazos sobre las figuras que dejan
ver las rectas que se pueden asociar a dicha figura y que podran finalmente dar origen al
conjunto de rectas que es posible asociar a una figura dada. La ilustracion siguiente deja ver
dos de esas producciones. La primera, de forma incipiente muestra como una altura del
triangulo puede verse como una recta que lo corta cumpliendo ciertas propiedades; este tipo

de rectas seran de utilidad en los desarrollos futuros de las redes de rectas. La segunda
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muestra algunas rectas asociadas al rombo, pero que, como ya se sefiald, no tienen garantia
de respetar las condiciones necesarias (paralelismo) pues los instrumentos no se estaban
usando en ese sentido; sin embargo, esta construccion deja ver trazos como el de la
diagonal, que podrian seguir apareciendo en las producciones de los estudiantes, si se

acomparian las situaciones de ciertas condiciones.

Usando los que se te Ia figura que se muestra:

Usando los que se te g ia figura que se muestre

—f

llustracidn 24. Génesis de la deconstruccion dimensional.

Los trabajos previos sobre la construccién de angulos rectos, permitié entender por ejemplo
gue aunque estos angulos son caracteristicos de las rectas perpendiculares no basta con
tener uno de ellos para tener dos rectas perpendiculares y que es necesario extender los
lados de un &ngulo recto para conseguirlo. La comprension que alcanzan de las propiedades
de los instrumentos los lleva a entender la necesidad de esta extension de los lados y la
posibilidad de conseguirlo usando de manera conjunta dos instrumentos. La siguiente
ilustracion muestra la construccién de un par de rectas perpendiculares apoyada en el uso

de la escuadra, para garantizar el angulo recto, y la regla para prolongar los lados.

llustracidon 25. Trazo de un par de rectas perpendiculares.
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Se encuentra que el uso del lenguaje involucra pocos términos especializados, los cuales
son reemplazados por términos de uso comdn que por extension seméntica vienen a
cumplir la funcion de designacion de dichos términos especializados del discurso
geométrico. A lo anterior se suman las falencias en la construccion de explicaciones y
justificaciones para sus procedimientos, los cuales si bien se hacen a partir de
conceptualizaciones claras de los conceptos no se articulan de forma adecuada.

El siguiente grupo de ilustraciones (26, 27 y 28) muestra diferentes facetas de lo sefialado
anteriormente; en la primera de ellas, la 26, se presentan los trazos que hizo el narrador
antes de hacer la descripcién escrita de la estrategia de construccion que debe entregar a su
compafiero. Hasta aqui todo funciona de la misma manera que en los analisis previos: se
trazan dos segmentos que unen los vértices opuestos del cuadrilatero dado, para con ellos
determinar un angulo recto o un par de segmentos perpendiculares; ademas el estudiante

toma las medidas de los segmentos.

llustracion 26. Situacion 3. Actividad 2, con trazos de un estudiante.

Posteriormente escribe en la hoja de mensajes unas pocas instrucciones. Llama la atencion
que para sefalar el angulo recto recurre a la expresion “dibuja una linea vertical... y
después una linea horizontal en el centimetro 4 de la linea vertical”, se ve claramente que
aungue deconstruye el angulo recto en las lineas que lo componen, recurre a la
combinacion de la relacion horizontal-vertical para nombrarlo, apoyandose en una

referencia métrica que marcara el punto de interseccion.
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llustracidn 27. Instrucciones de construccion. Situacion 3, actividad 2.

Después, su compaiiero intenta a través de la pregunta “;qué mas tiene la figura?” pedirle la
informacion que él no incluyd en la primera instruccion. En respuesta a esto, el narrador le
da nueva informacién sobre el nimero de lados de la figura y las medidas de las diagonales.
Hay, claramente, cierta informacion que el narrador no presenta y deja que el dibujante
asuma; el hecho de que las diagonales se corten a la mitad de la horizontal y no de la
vertical, por ejemplo. Este hecho, el lugar donde ocurre el cruce, al ser asumido por el
dibujante da lugar a una reproduccidn interesante, ya que asumio el lugar del corte vertical
al revés y eso dio origen a una representacion invertida del cuadrilatero, como se ve en la

figura siguiente.

llustracién 28. Reproduccion de la figura 2, situacion 3, actividad 2.

La mayoria de los estudiantes logran construir explicaciones de sus procedimientos; esta
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operacion parece funcionar de la misma manera en geometria que por fuera de ella. Sin
embargo, ellos recurren a formas diversas de llevar a cabo estas descripciones; los deicticos

y las referencias incompletas o mal logradas caracterizan estos procesos.

En la explicaciéon dada por un estudiante del proceso seguido para hacer la reproduccion de
la figura 3 de la ilustracidn 27, se tiene el siguiente intercambio (P: profesor; E: estudiante):

P: ;como lo hiciste?

E: ... Copiar este &ngulo, el de aca (el recto que traz6 sobre la figura dada), para
luego trazarlo aca (sefialando el rombo que est& construyendo)

E: Después con esta regla (la no graduada) tomé la medida de este (el segmento que
determina la altura) de lo que media esto y lo copie acé (sefialando el rombo que est&
construyendo).

E: Después hice una linea... bueno, tomé lo que me dio el angulo de acd y lo copié
aca; hice una linea; después tomé la medida que era desde esta linea hasta la esquina
y la copie acd... (Ajusta los segmentos perpendiculares)

E: Después tomé la medida de lo que media desde esta linea hasta aca y la tracé... Y
después tomé la medida de lo que me da este de aca. (Mide los lados de la figura dada
y reproduce esas medidas en su reproduccién)

E: y después uni todas estas lineas (los lados que le faltaban del rombo).

Se nota la necesidad de llenar los multiples vacios que la narracion deja, aunque esto se

espera en general de cualquier conversacion; sin embargo, es claro que las referencias

incompletas y algunas imprecisas son una constante.

Los resultados anteriores vienen a reforzar la hipdtesis de que es necesario hacer del
lenguaje un asunto de ensefianza en la clase de geometria, es decir, se deben pensar en
actividades que permitan a los estudiantes avanzar en la comprension de las operaciones
discursivas propias del discurso en geometria. En particular se puede iniciar con una
propuesta de trabajo que tenga en cuenta la designacion de los objetos, la descripcion de
una situacion y la explicacion de un procedimiento, como algunas formas fundamentales

para la construccion de un discurso en geometria.
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4.2 Analisis retrospectivo

Finalizadas las sucesivas intervenciones en clase y sus andlisis locales, se inici6 el analisis
retrospectivo que se contempla en la metodologia; esto es, se hace una revision global de
los disefios, la implementacion y las discusiones y resultados de los analisis locales, con
miras a identificar variables que permitan hacer un andlisis de las condiciones que

produjeron efectos significativos en el disefio y en la implementacion.

Este analisis ademas sentara las bases para el disefio de una nueva trayectoria, junto con las
actividades de clase respectivas, que se espera sea un prototipo de la propuesta de emplear
trayectorias para vincular los estandares con formas de trabajo en clase que vinculen la
experiencia y los desarrollo tedricos. Se da una mirada global a las situaciones y a la
informacidn recogida; se toman ademas los referentes curriculares del MEN, la informacion
sobre el conocimiento geométrico que estos referentes desarrollan y las condiciones que los
procesos cognitivos involucrados imponen al disefio de las actividades. Con todos estos
insumos se construyen rejillas de andlisis que permitieron caracterizar los resultados y
desprender de ahi la informacion necesaria para formular la nueva trayectoria y las

actividades que le subyacen.

El analisis retrospectivo se inicia teniendo en cuenta los resultados de los andlisis locales de
los resultados obtenidos en la implementacion; se intentaba sobretodo dar elementos para
atender el objetivo general: ¢De qué manera las actividades cognitivas de construccion,
visualizacion y razonamiento pueden aplicarse en la formulacion de una propuesta para el
desarrollo del Pensamiento Espacial al inicio de la educacion bésica secundaria del

colegio Jefferson?, asunto que se desglosaba en los objetivos especificos.

La primera mirada sobre los datos se hizo atendiendo a: los usos dados a los instrumentos,
las propiedades de las figuras que se pueden identificar gracias a dicho uso, la relacion de
estas propiedades y los tipos de instrumentos empleados, el uso de trazos reorganizadores y
las posibilidades de avanzar de una visualizacion icdnica a una no iconica, el papel de estos

trazos en el desarrollo de la aprehension operatoria y la deconstruccion dimensional de
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formas, y algunas consideraciones sobre las restricciones y cuidados en el uso de dichos
instrumentos; todas estos elementos estan sustentados en los hallazgos de los analisis

locales.

Después la mirada se fue refinando para dar cuenta de las dificultades asociadas a la
designacion de los objetos geométricos en el discurso de los estudiantes, las posibilidades
de descripcion que ellos tenian, la ausencia de justificaciones o razones en sus
explicaciones, las referencias incompletas al hacer descripciones o explicaciones, y las
relaciones de estos elementos con la visualizacion de propiedades, subfiguras y rectas
asociadas a una figura; de nuevo, estos elementos se desprenden de la sintesis realizada de

los resultados de los analisis locales.

Esta revision permiti6 identificar las siguientes categorias sobre las cuales se ubicaron la
mayoria de las producciones de los estudiantes y que al mismo tiempo daban elementos
para atender la pregunta del proyecto y los objetivos del mismo. Asi, el analisis permitid

que:

a. Se caracterizaran los diferentes usos que los estudiantes dieron a los
instrumentos de construccion empleados en las actividades; estos usos se ponen
en relacion con las caracteristicas que tedricamente se asignaron a dichos
instrumentos.

b. Se determinaran las formas de visualizacién presentes en el trabajo de los
estudiantes, sobre todo el proceso de evolucion de lo iconico a lo no icénico.

c. Se identificaran algunos desarrollos en relacion con la deconstruccion

dimensional de figuras.

El uso dado a los instrumentos en general respondié a lo esperado. La plantilla del angulo
sirvio como base de las reproducciones de los tridngulos, aunque también sus lados fueron
usados para hacer trazos de lineas rectas y como reglas informativas; esto ilustra un asunto
conexo al disefio, en el sentido de que aunque la planeacion contempla los usos esperados y

reflexiones en ese sentido, siempre es posible que aparezcan usos distintos y que sobre la
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marcha del experimento toque hacer los ajustes o giros a la actividad para que responda a

estos usos imprevistos.

Las plantillas apoyan la segmentacion del contorno, ya que con ellas se puede iniciar el
trazo de la figura pero dejan latentes otros trazos que con ellas no se pueden hacer, lo cual
posibilitd el avance hacia la visualizacion no iconica de figuras. Las caracteristicas
sefialadas para las plantillas aplican en general a los moldes, por lo tanto no se hara una

presentacion para estos.

Las reglas no graduadas se usaron para trazar lineas rectas y, haciendo marcas sobre ellas,
sirvieron para hacer transporte de medidas; todo esto en el marco de lo esperado en los
experimentos. Este uso de las reglas sirvié como tema de reflexion para entender que en las
figuras hay més propiedades que las que determinan los lados, por ejemplo el tamafio de los
angulos. Al inicio los estudiantes intentaban usar solo estas reglas para hacer la
reproduccion de las figuras, del triangulo por ejemplo; sin embargo, las figuras resultantes
no eran validas pues aunque conservaban las medidas de los lados, que se garantizaban con

la regla informativa, no se podian garantizar los angulos.

Sin embargo este instrumento no apoya directamente a la deconstrucciéon dimensional, pues
aunque se esperaba que los trazos que se realizaran con él dieran lugar a las rectas que
contienen a los lados, ocurrié con frecuencia que los trazos terminaban en el vértice o si se
excedia un poco los estudiantes los borraban. No fue fécil llevar a los estudiantes a trazar
rectas y permitir que estas fueran mas alla del vértice; en este sentido se puede decir que en

esos momentos prevalecia la forma iconica de visualizacion.

Los instrumentos convencionales, en particular las escuadras, se convirtieron en una
herramienta potente para el trazo de angulos rectos y con esto determinaron la mayoria de
las estrategias de reproduccion que surgieron durante las actividades. Usada junto con la
regla permitieron el trazo de rectas perpendiculares, tal como se hace en general en clase de

geometria pero con la ventaja de que este uso surge como una estrategia natural de los
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estudiantes, que ya venian de entender que al combinar dos instrumentos se potenciaban las

capacidades de construccion que cada uno tenia por separado.

Las formas de visualizacion que se presentaron en el desarrollo de las actividades ya se han
seflalado ampliamente; sin embargo se puede hacer un pequefio recuento de las mismas. En
las actuaciones iniciales de los estudiantes predominaba la visualizacién iconica de las
figuras; esto se evidenciaba en el predominio de los contornos en relacion con la
aprehension perceptiva. Aunque se debe sefialar que algunos estudiantes mantienen todavia
este tipo de visualizacion, la mayoria de ellos son ahora capaces de moverse hacia miradas

no icénicas de las figuras, al menos en relacién con figuras simples y su contorno.

La visualizacion no iconica se manifiesta sobre todo en el reconocimiento de las subfiguras
que surgen al hacer trazos reorganizadores, aunque se debe entender que este
reconocimiento no es suficiente para realizar modificaciones mereoldgicas. Es decir, ya se
logré que los estudiantes hagan los tratamientos que les permiten identificar subfiguras pero
no se establece completamente la aprehension operatoria, pues serd necesario que los
estudiantes organicen reconfiguraciones de dichas figuras, es decir las usen para formar
otras figuras de contornos distintos a la figura de base. De este asunto se ocuparan algunas

de las situaciones propuestas en la siguiente trayectoria.

Los trazos que predominaron en las actividades fueron el trazo de alturas, las cuales
siempre llevaban a dividir el primer contorno en otro que contenia tridngulos rectangulos.
Aparecen diversas formas de lograr dichos trazos. Otros trazos como union de vértices para
producir diagonales o nuevos segmentos sobre las figuras se encuentran con menos
frecuencia. En todos estos casos los trazos nuevos entran a jugar un papel central en el

avance desde la visualizacion iconica a la no iconica.

La otra forma de visualizacion no iconica, la que apoya la deconstruccion dimensional, se
presentd claramente en las acciones de los estudiantes, aunque claro esta restringida a
ciertas lineas, no a todo el espectro posible de rectas asociables a una figura. Esto debido a

que las tareas que se debian resolver solo requerian de algunas de estas rectas. Sin embargo,
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es claro ahora que los estudiantes ya pueden enfrentar tareas en las que las rectas asociables
a una figura, como la prolongacién de sus lados o el trazo de paralelas o perpendiculares a

los lados, resulten necesarias en relacion con las exigencias de las tareas propuestas.

El asunto central en los desempefios de los estudiantes es que logran dar el salto
dimensional; pasan de ver las figuras de dos dimensiones como unidades figurales, a ver las
unidades de una dimensién que las conforman; es decir, ya es claro para la mayoria de ellos
que son los trazos de una dimension los que permiten la construccion de figuras de
dimension superior. Esto ha de apoyar la relacion con el discurso, pues ahora se hard mas
facil la relacién entre las formas discursivas que nombran las figuras y las formas de

visualizacion que tienen los estudiantes.

Los resultados obtenidos, que se resumen en los elementos anteriores, evidencian las
potencialidades de una propuesta de trabajo en clase de geometria basada en el desarrollo
de los procesos cognitivos, pues abren una amplia gama de opciones de trabajo con las
figuras en geometria; ademas dejan ver que es posible hacer avanzar a los estudiantes en
formas de trabajo que dan cuenta de desarrollos en su conocimiento geométrico al mismo
tiempo que construyen formas de actuacion y reflexién potentes para la solucion de

problemas.

Se abre la necesidad de seguir en la relacién entre los procesos de visualizacion y
razonamiento, y entre la construccion y razonamiento, pues se ve que los estudiantes

presentan serias dificultades para usar un discurso potente en geometria.

Los resultados de este anélisis orientan la formulacion de una estrategia de trabajo para las
clases de geometria que contempla al menos dos elementos: una trayectoria de aprendizaje,
o las reflexiones que se pueden hacer en ese sentido y que se pueden aplicar en el caso del
colegio. Y la formulacién de un nuevo grupo de situaciones que ponga en juego tanto los
elementos generales sefialados para las trayectorias como las condiciones particulares que
para el desarrollo de la visualizacion, el razonamiento y la construccién arrojo6 el disefio de

las situaciones anteriores.
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4.3 Una nueva trayectoria

Se propone ahora un avance en el analisis en el sentido de usar los resultados obtenidos
para ilustrar la forma en que se puede seguir el trabajo en geometria en el colegio. Se usan
entonces las tres categorias anteriores para iniciar el disefio de una nueva trayectoria. Se
formula una tabla en la que se analizan las situaciones ya disefiadas, la cual pone en
relacion aspectos curriculares y semidticos; esta tabla permite entender el avance logrado
hasta el momento en este sentido y asimismo postular un posible recorrido para la nueva
trayectoria. Al final, la misma tabla de analisis dara los elementos generales para continuar

con el disefio de nuevas trayectorias.

La primera version que se presenta de la tabla de analisis da cuenta de lo logrado hasta
ahora en cuanto a la relacion entre curriculo y aspectos semi6ticos con el disefio de la
primera trayectoria. Esta misma tabla se actualiza para, en una segunda version en la que
aparecen las tres categorias surgidas del andlisis retrospectivo, dar la ruta que habria de

seguirse en la nueva trayectoria.

ACTIVIDADES COGNITIVAS
CONSTRUCCION [ VISUALIZACION | RAZONAMIENTO
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Tabla 2. Criterios para el diseiio de las situaciones 1,2y 3
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En esta tabla se tiene una organizacion horizontal, la cual intenta relacionar la propuesta de
sistemas geométricos que se presenta en los Lineamientos Curriculares de Matematicas,
con los Estandares que para el desarrollo del pensamiento espacial, entre los grados sexto y
noveno, ha formulado el MEN. Las letras A, B,..., K nombran cada uno de estos
estandares® (estos se presentaron y analizaron en 2.1.2), y se ve que pueden ser puestos en
relacion con los objetos, relaciones y transformaciones asociados a dichos sistemas
geométricos. En la organizacién vertical se presentan, de manera general, las actividades
cognitivas de Construccion, Visualizacion y Razonamiento; el cruce de estas dos
organizaciones permite ubicar a cada una de las situaciones que se disefiaron para la

primera trayectoria.

En la tabla se han ubicado las siglas SxAx (S1a3, significa por ejemplo: situacion 1,
actividad 1), se busca con ello asociar cada situacion en relacién con: los elementos del
sistema geomeétrico al cual apunta, con el estandar en el cudl se ubica y con la actividad
cognitiva, todo esto asumiendo cierta preponderancia de cada uno de los elementos en
relacién con los otros, ya que una actividad se relaciona con dos estandares o con varios

elementos del sistema geomeétrico.

Las situaciones 1 y 2 centraban la atencidn en aspectos de construccion, y la situacion 3 en

aspectos del razonamiento, todas tienen relacién con la visualizacion; eso es lo que se

A. ° Represento objetos tridimensionales desde diferentes posiciones y vistas.

B. Identifico y describo figuras y cuerpos generados por cortes rectos y transversales de objetos
tridimensionales.

C. Clasifico poligonos en relacién con sus propiedades.

D. Predigo y comparo los resultados de aplicar transformaciones rigidas (traslaciones, rotaciones,
reflexiones) y homotecias (ampliaciones y reducciones) sobre figuras bidimensionales en situaciones
matematicas y en el arte.

E. Resuelvoy formulo problemas que involucren relaciones y propiedades de semejanza y congruencia
usando representaciones visuales.

F. Resuelvo y formulo problemas usando modelos geométricos.

G. Identifico caracteristicas de localizacion de objetos en sistemas de representacion cartesiana y
geogréfica

H. Conjeturo y verifico propiedades de congruencias y semejanzas entre fi guras bidimensionales y
entre objetos tridimensionales en la solucion de problemas.

. Reconozco y contrasto propiedades y relaciones geométricas utilizadas en demostracion de teoremas
basicos (Pitagoras y Tales).

J.  Aplico y justifico criterios de congruencias y semejanza entre triangulos en la resolucién y
formulacion de problemas.

K. Uso representaciones geométricas para resolver y formular problemas en las matematicas y en otras
disciplinas.
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quiere mostrar en la primera fila (dos celdas que combinan estos procesos). En lo
horizontal, ya se habia sefialado que el estdndar a trabajar era el C (ver 2.1.2) y los otros
que aparecen, A y B, aunque no se abordan en estas situaciones, se espera que sean
abordados en los trabajos de clase que estan por fuera de este experimento. En los
refinamientos futuros del experimento se puede esperar hacer una discriminacion maés
precisa en esta primera fila, por ejemplo, asociar con mé&s precisién estdndares y

actividades.

La siguiente tabla se empled para orientar el disefio de las siguientes situaciones; se
conservo la misma organizacion horizontal, sin embargo se agregaron tres criterios que han

de comandar la lectura vertical de la tabla (de abajo hacia arriba):

Criterio A: a partir de la primera categoria que resultd en el analisis retrospectivo, de la
construccién se recoge la realizacion de trazos reorganizadores sobre las figuras, como
apoyo al surgimiento de nuevas formas de ver; con dichos trazos se puede ver en una figura
algo que antes no se veia. No se trata de agregar propiedades, sino que el nuevo trazo saca a

la luz propiedades o caracteristicas que estaban ocultas. La situacion 4 explota este asunto.

ACTIVIDADES COGNITIVAS
CONSTRUCCION | VISUALIZACION | RAZONAMIENTO
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Tabla 3. Criterios para el disefio de las situaciones 1,2y 3

Criterio B: A partir de la segunda categoria que resulto en el analisis retrospectivo, de la

visualizacion se retoman los elementos de la visualizacion no iconica que permiten pasar de
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la aprehension perceptiva a la operatoria, en particular las modificaciones mereoldgicas; es

decir, reconocer subfiguras y usarlas en procesos de reconfiguracion.

Criterio C: A partir de la tercera categoria que resultdo del analisis retrospectivo, del
razonamiento se retoman elementos de la produccion del discurso, las operaciones de
designar, describir y explicar, como formas fundamentales de apoyar el avance hacia la

deconstruccion dimensional de figuras.

Con estos nuevos elementos se puede dar ahora una descripcion general de la nueva

trayectoria:
Trayectoria 2: Reconocimiento de relaciones entre figuras.

e Actividades. Identificar figuras y subfiguras, establecer relaciones y explicarlas.
e Tareas: De descripcién y De construccion.

e Herramientas: Hojas de trabajo, lapiz, papel, reglas y escuadras.

e Formas de interaccion en clase: taller, socializacion, discusion, escritura.

e Meétodos de evaluacion: seguimiento al proceso.

De nuevo se consider6 central en la formulacién de la trayectoria el establecimiento de
conjeturas particulares para cada una de las situaciones, estas de nuevo guiaran tanto el

disefio como las intervenciones en clase.

La situacion 4 se organiza alrededor de un problema sencillo: dividir una figura a la mitad.

Se propondran dos figuras para ser divididas usando diversos trazos reorganizadores.

Conjetura: La introduccion de trazos adicionales a una figura, como un tratamiento
propio del registro figural, apoya el proceso de visualizacion no iconica y la operacién de

reconfiguracion.

La situacion 5 pretende poner en accion la operacion de reconfiguracion; a partir de
problemas que requieren la identificaciéon y manipulacion, visual o representacional, de

subfiguras para establecer relaciones que resuelven los problemas propuestos.
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Conjetura: La reconfiguracion de figuras apoya los procesos, figurales y discursivos, para

producir argumentos heuristicos que sustentan la solucién a problemas geométricos.

La situacion 6 se formula para apoyar la deconstruccion dimensional de figuras, aspecto
central de la visualizacion matemaética, para ello se apoya en las operaciones de designar,
describir y explicar propias al discurso en geometria.

Conjetura: La formulacion de conjeturas y los procesos de explicacion y justificacion
subyacentes son una via para introducir propiedades y relaciones geométricas, que apoyan

la deconstruccién dimensional.

El andlisis que se presenta a continuacion de cada una de estas situaciones esta asociado al
disefio y consideraciones iniciales que se hicieron en el micronivel, se espera que la
implementacién y demas elementos del macronivel se aborden en propuestas futuras de

trabajo.

4.3.1 Situacion 4. Descripcion general

La situacion en general recoge la realizacion de trazos reorganizadores sobre las figuras,
como apoyo al surgimiento de nuevas formas de ver; con dichos trazos se puede ver en una
figura algo que antes no se veia. Para particularizar esta reflexion se decide resolver
problemas que tienen que ver con dividir una figura a la mitad. Se entiende que esto se
logra si las dos figuras que resultan tienen el mismo tamafio (area), pudiendo haber

situaciones en las que las formas no necesariamente sean las mismas.

El estudio de esta division se potencia introduciendo trazos, los que han de dividir a la
figura, y otros que han de permitir el establecimiento de comparaciones que finalmente

garanticen las relaciones establecidas.

La situacion consta de tres actividades. En la primera se pide dividir un cuadrado y un

rectangulo, se varian los trazos usados para hacer la divisién: horizontales, verticales y
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diagonales®. Se introducen procesos graficos como respuesta y se pide a los estudiantes
hacer explicaciones de los mismos, también se dejan algunos problemas para ser resueltos

por los estudiantes.

En la segunda actividad se mantiene la misma consigna anterior y las mismas figuras, pero
ahora los trazos usados para la divisién son transversales’. El tipo de tareas a los que se

enfrenta a los estudiantes es similar a la anterior.

En la tercera actividad se mantiene la consigna, pero ahora la figura a dividir es un
paralelogramo, se usan los tres tipos de trazos que se han presentado en las situaciones

anteriores.

Se espera que con el desarrollo de esta situacion se puedan atender algunos indicadores

relacionados con los siguientes estandares:

Aplico y justifico criterios de congruencia y semejanza entre triangulos en la

resolucion y formulacion de problemas.

Resuelvo y formulo problemas que involucren relaciones y propiedades de

semejanza y congruencia usando representaciones visuales.

El disefio y la implementacion se organizan en relacion con la conjetura: Conjetura: la
introduccion de trazos adicionales a una figura, como un tratamiento propio del registro
figural, apoya el proceso de visualizacion no iconica y la operacion de reconfiguracion. Se
espera que las dimensiones pedagdgicas y de contenido se expliciten al momento de su
implementacidn, pues se espera que estas se construyan atendiendo particularidades de los

grupos de estudiantes con los cuales se han de trabajar.

® Trazos que pasan por los vértices de la figura
" Trazos, no horizontales ni verticales, que no pasan por los vértices de la figura sino que pasan por puntos
que estan sobre los lados.
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Situacioén 4. Actividad 1

ABCD es un cuadrado. Vamos a dividirlo a la mitad. ;Qué caracteriza a las dos mitades de
una figura? ¢ De cudntas maneras crees que se pueda realizar dicha division?

A B

D C
Estudiemos algunas divisiones del cuadrado:

1. Una division mediante el trazo de una linea recta que pasa por puntos ubicados en la
mitad de dos lados (los horizontales).

¢Por qué podemos decir que las figuras AEFD y EBCF son dos
mitades del cuadrado ABCD?

2. Una divisién mediante el trazo de linea recta que pasa por puntos ubicados en la
mitad de dos lados (los verticales).

A 8 Usamos el signo “=” para decir que las dos figuras son congruentes.

En geometria, para hablar de la igualdad entre dos figuras se usa la

palabra “congruente”; entonces decimos que el rectingulo ABFE es

congruente con EFCD, y lo simbolizamos ABFE = EFCD.

A B E F

E F D C

Estos dos rectangulos son congruentes pues tienen el mismo tamafio y la misma forma.
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¢Pasara lo mismo en el caso de un rectangulo? Es decir, ¢La linea EF divide al rectangulo
por mitades? explica

A B

3. Una division mediante el trazo de linea recta que pasa por dos vértices opuestos,
esta linea se Ilama en geometria una diagonal del cuadrado

A B
Dibuja los dos triangulos que resultan al dividir el cuadrado con una
diagonal. Usalos para explicar por qué ellos son dos mitades del
cuadrado.

D C

4. Revisemos lo aprendido, ahora tomemos como figura a dividir un rectangulo

A 8 ¢Los dos triangulos ABD y DBC son mitades del rectangulo ABCD?
¢Por qué?
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Situacioén 4. Actividad 2

1. ABCD es un cuadrado. Vamos a dividirlo a la mitad. Pero ahora intentaremos

realizar trazos distintos a los de la actividad anterior.

Ao =" Si trazamos una linea de tal manera que los segmentos EB y DF sean
congruentes, el cuadrado queda dividido en dos cuadrilateros. ¢Estos dos
cuadrilateros serdn mitades del cuadrado? Explica. Usa la siguiente

A "¢ secuencia de figuras para hacer tu explicacion.

A E B

o U
| 1

D F

A H B

] ]

0 I

D F ; o

A H E B H E E

D C F F G

A E E B

Il

F F C

2. Revisemos la aprendido, ahora tomemos como figura a dividir un rectangulo

- —p  Escribe una explicacion, acompafiada de una secuencia de
figuras, que permita entender si el trazo realizado divide al

rectangulo a la mitad.
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Situacioén 4. Actividad 3

A ; 1. ABCD es un paralelogramo. Vamos a dividirlo a la
/ mitad. Realizaremos los cuatro tipos de trazos que hicimos
C

anteriormente.

1. Trazando una recta por los puntos D y B, es decir la diagonal del paralelogramo.

e ¢Los tridngulos DAB y DBC son mitades del paralelogramo

A
M ABCD?
D C

Escribe una explicacion de tu respuesta, usa la siguiente figura para apoyarte en la

elaboracion de la misma.

A ]

] u c
A 8 2. Trazando una linea recta horizontal por los puntos
/ / medios de los lados.

D/ [ Usa la siguiente figura para construir una explicacion que te

permita asegurar si las dos partes son 0 no mitades del paralelogramo.

A B

/ /
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3. Trazando una linea recta por los puntos medios de los lados horizontales.

Construye algunos trazos y que te permitan dar una explicacién

A g B

para saber si las partes son o no mitades del paralelogramo.

4. Trazando una linea recta oblicua. ¢qué condiciones se deben poner a los puntos de
corte de esta recta con los lados horizontales del paralelogramo? Explica finalmente
si el trazo divide o no al paralelogramo en dos mitades.
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4.3.2 Situacion 5. Descripcion general

La situacion en general pretende apoyar el desarrollo de modificaciones mereoldgicas sobre
las figuras, es decir, avanzar en la comprension de la aprehensién operatoria. Todas las
actividades propuestas son susceptibles de ser analizadas en términos de las subfiguras que
las componen; ya no importa tanto el trazo que lleva a la determinacion de estas subfiguras,

sino el uso que se haga de ellas para responder a las preguntas.

La situacion consta de tres actividades. En la primera se retoman las reflexiones de la
situacion anterior, en el sentido de establecer la relacion “ser mitad...” entre figuras; para
ellos se propone un rectdngulo y unos trazos que lo dividen en tridngulos (aprehension
perceptiva), se les pide a los estudiantes que reconstruyan una secuencia de figuras que

exprese dicha relacion, para ello deben hacer una explicacion.

En la segunda actividad se aborda la relacién pitagorica, es decir aquella que hay entre los
catetos y la hipotenusa de un tridngulo rectangulo; no se espera que los estudiantes la
establezcan en su formulacién estandar, pero si que se acerquen a describir la congruencia
entre el cuadrado construido sobre la hipotenusa y los dos cuadrados construidos sobre los
catetos. La tarea para los estudiantes es similar a la actividad 1 anterior.

La tercera actividad aborda un problema en el que de nuevo hay que establecer relaciones
entre subfiguras; se pide da a los estudiantes el inicio de una secuencia de figuras que los
pueden llevar a la solucion, se les pide que al completen y que, como en las situaciones
anteriores, presenten una explicacion de esta secuencia y de la relacion que con ella se

establece.

Se espera que con el desarrollo de esta situacion se puedan atender algunos indicadores

relacionados con los siguientes estandares:

Reconozco y contrasto propiedades y relaciones geométricas utilizadas en
demostracion de teoremas basicos (Pitagoras y Tales).
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Aplico y justifico criterios de congruencia y semejanza entre triangulos en la

resolucion y formulacion de problemas.

El disefio y la implementacion de la situacion se organiza alrededor de la conjetura:
Conjetura: la reconfiguracion de figuras apoya los procesos discursivos para producir
argumentos heuristicos que sustentan la solucion a problemas geométricos. Las
dimensiones de esta conjetura y los indicadores de los estandares anteriores habran de ser

precisados al momento de la implementacion de esta situacion.
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Situacién 5. Actividad 1

1. ABCD es un rectangulo, sobre un punto cualquiera del lado AB se ubica el punto E.
Se trazan asi los segmentos DE y EC.

Ahora mostraremos una secuencia de figuras que te

A E B
llevaran a encontrar un resultado interesante. Después de
revisar la secuencia escribe una explicacion que sirva para
entender dicho resultado.
D C
Explicacién:
A E B
D F C
A E E B
D F Fi C
A F E B
E
D

E

A c
b F F C

A B
\A
D/\

D C
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Situacién 5. Actividad 2

Queremos establecer una relacion entre las dos figuras siguientes. Son dos cuadrados, en
cada uno de ellos se han trazado segmentos que determinan otras figuras en el interior de

los mismos.

Siguiendo la secuencia que se presenta abajo, descubre y expresa cual es la relacion que se

establecio. Explicacién:

12
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Situacion 5. Actividad 3

ABCD un rectangulo. Sea O un punto cualquiera de la diagonal BD. GH es la paralela a

DC que pasa por O, y EF es la paralela a BC que pasa por O. ;Qué puedes decir de los
rectangulos AGOE y HCFO? ¢Por qué?

A

B

G

H

C

Para responder a esta pregunta se dan los primeros pasos de una

secuencia de figuras que permiten encontrar la solucion.

Completa la secuencia, falta una figura, y escribe una respuesta

a las preguntas.

Explicacidn, respuestas:

{Dibuja la figura que falta}
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4.3.3 Situacion 6. Descripcion general

La situacion en general pretende apoyar el desarrollo de la deconstruccion dimensional; se
preocupa por los procesos discursivos de designar, describir y explicar, como formas
fundamentales de apoyar el avance hacia la deconstruccion dimensional de figuras. Esto se
propone lograr a partir del establecimiento y formulacion de conjeturas que surgen como

respuesta a los problemas propuestos.

La situacién consta de tres actividades. En la primera se retoma el paralelogramo de la
situacion 1, pero ahora con las dos diagonales trazadas; se espera que puedan surgir
conjeturas en relacion con: el punto de corte de las diagonales de un paralelogramo y la

congruencia de los pares de triangulos que estas determinan.

La segunda actividad presenta un problema en el que se ha de establecer la relacion entre
tres segmentos, se espera que los estudiantes conjeturen una respuesta y que puedan
describir el proceso que se necesita para presentarla y defenderla.

En la tercera situacion se presenta el resultado “una mediana del triangulo lo divide en dos
triangulos de igual area”, se espera que los estudiantes logren formular una conjetura en
este sentido; en esta actividad hay diversas lineas que apoyan la visualizacion por

deconstruccion de formas, y que al mismo tiempo se espera que guien dicha formulacion.

Se espera que con el desarrollo de esta situacion se puedan atender algunos indicadores
relacionados con los estandares: Conjeturo y verifico propiedades de congruencia y
semejanzas entre figuras bidimensionales y entre objetos tridimensionales en la solucion de
problemas, y Reconozco y contrasto propiedades y relaciones geométricas utilizadas en
demostracion de teoremas basicos (Pitdgoras y Tales). Y que, como en las anteriores, el
disefio y la implementacion se basen en la conjetura: la formulacion de conjeturas y los
procesos de justificacidon subyacentes son una via para introducir propiedades y relaciones

geomeétricas.
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Situacioén 6. Actividad 1

Sobre un paralelogramo se han trazado las dos diagonales, como se muestra en la figura de
abajo.

- ldentifica todos los vértices y el punto de corte de las

"

diagonales, usa letras mayusculas para todos ellos.

1. ¢Qué figuras puedes ver? Nombralas

2. ¢Qué relacidn encuentras entre las dos diagonales y su punto de corte?

3. ¢Qué relacion encuentras entre los triangulos que se forman al interior del

paralelogramo?
a. Ya sabemos que los triangulos formados por las diagonales son congruentes entre

s

Sl

b. ¢Qué relacidn habra entre los cuatro triangulos que se determinan al trazar las dos

diagonales en un mismo paralelogramo?
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Situacioén 6. Actividad 2

ABCD es un rectdngulo, E y F son los puntos medios de AB y DC respectivamente. Se
trazan la diagonal DB, y los segmentos EC y AF, los cuales determinan los puntos G y H.

¢Qué relacion existe entre DH, HG y GB?

F

Formula una serie de subfiguras (puedes hacer varios intentos) que te puedan llevar a
establecer una posible respuesta y una justificacion de la misma. (puedes guiarte por la

estrategia presentada en la situacion anterior)
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Situacion 6. Actividad 3

Sobre un triangulo cualquiera se ha trazado un segmento que une uno de sus vértices con el

punto medio del lado opuesto, como se muestra en la figura de abajo.

Identifica cada uno de los vértices del

triangulo, y el punto medio del segmento.

¢Seréd que estos dos triangulos tienen alguna

relacion especial?

Construye rectas paralelas o prolongaciones
de los lados sobre la figura anterior (al final se da un ejemplo posible) que te ayuden en la

busqueda de una respuesta.
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A partir de esta ilustracion, con situaciones de aprendizaje, es posible pasar a determinar y
explicitar los criterios generales, basados en las actividades cognitivas, que habria que tener
en cuenta para el desarrollo de una propuesta de ensefianza; a partir de estos criterios
generales, se pueden establecer criterios particulares que den cuenta de asuntos como la
deconstruccion dimensional de figuras, las operaciones discursivas y los instrumentos de
construccion, los cuales entrarian a jugar como variables en el disefio de situaciones

especificas para atender toda el espectro de los sistemas geométricos.

Hay varios vacios, hasta el momento, en la propuesta que se desarroll6 a partir de la tabla
de anélisis, por ejemplo, la circunferencia es un objeto que no se ha tenido en cuenta y las

transformaciones; el siguiente apartado se daran elementos para atender estos vacios.

4.3.4 Elementos para nuevas trayectorias de aprendizaje

Las trayectorias de aprendizaje se constituyen como un estudio empirico del aprendizaje de
los estudiantes (Confrey & Maloney, 2012), se reconocen en ellas multiples posibilidades,
como las expresadas en el desarrollo de este trabajo en relacién con su lugar en la
organizacion del experimento de ensefianza, también se han estudiado sus aportes en
relacion con lo curricular, al permitir implementar propuestas que vinculan los estandares y
algunas trayectorias, por ejemplo. Esta segunda forma de emplear las trayectorias de
aprendizaje, por estar en relacion directa con el trabajo ya realizado, se propone ahora como

una forma de dar recomendaciones en relacion con los resultados de este proyecto.

La formulacién de trayectorias, de las que se han dado dos ejemplos, puede seguir siendo
usada para que los docentes del area de matematicas del colegio terminen el conjunto
completo de trayectorias que son necesarias para todo el plan de estudios. Con ellas se
puede dar mayor coherencia y aprovechar la potencia curricular de los estandares; es decir,
estas trayectorias se pueden constituir en una forma de darle sentido a formas de trabajo en
clase en las cuales las propuestas curriculares logren articular las experiencias de los
docentes con la propuesta de formacion de pensamiento matematico que se hace desde el
MEN.
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Ademas, esta formulacidn abre multiples escenarios, tanto de implementacion de précticas
docentes reconocidas como potentes, asi como de aplicacion de resultados de investigacion,
en los cuales la relacion de los estandares con la investigacion ofrezca formas de abordar la

relacion teoria - practica.

Para ilustrar lo anterior se puede empezar con una revision de la tabla que se ha venido
presentando; los nuevos criterios verticales pueden surgir de los analisis de la
implementacion de las situaciones anteriores. La fila que atiende los estandares D, K 'y F
esta asociada a las trasformaciones geométricas (que no se habian trabajado). En el cruce se
pueden ubicar las posibles situaciones que han de organizar algunos de los indicadores

asociados a estos estandares.®

ACTIVIDADES COGNITIVAS
CONSTRUCCION | VISUALIZACION | RAZONAMIENTO
U
m
=z
% p
%) 8 < 0
<z m >
>r 4z
U|_J L 8 9
n = < m 2
» O = D -
o | 5o Sxal Syal Szal 3 o
L5 Sxa2 Sya2 Sza2 K 0
20 Sxa3 Sya3 Sza3 'IE
o F
|_
A B C
Nuevos criterios

Tabla 4. Propuesta de organizacion de una nueva trayectoria.

La introduccion de criterios cognitivos deberd guiarse, de nuevo, por la investigacion
existente; en este sentido se pueden revisar resultados o iniciar proyectos que permitan
hacer formulaciones posibles del desempefio de los estudiantes. A esto se le ha de agregar
la identificacién de las caracteristicas de los estudiantes y del salon de clase, que se

concretan en los conocimientos que los profesores tengan de sus grupos.

® Es claro que esta trayectoria, ni ninguna de las anteriores, agotan el conjunto de estandares que se les asocia,
ellas solo apoyan una faceta de su desarrollo.
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En este sentido, las trayectorias pueden describir el aprendizaje de los estudiantes como un
proceso que va sefialando los desarrollos de los estudiantes, como un conjunto de

posibilidades mas no como un grupo de prerrequisitos.
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CONCLUSIONES

El desarrollo del trabajo permiti6 avanzar en la comprension de diversos fendmenos
asociados con el trabajo en clase de geometria: precisar elementos tedricos que apoyan la
formulacién de criterios cognitivos para el disefio de situaciones de clase, poner en accion
una propuesta metodologica que apoya el vinculo teoria — préactica en el contexto del
trabajo en clases de geometria, y en general la revision de las diversas caracteristicas que se
asocian a este tipo de investigacion.

La implementacién de la propuesta que para la ensefianza de la geometria ha desarrollado
Duval, permitié ampliar la comprension que se tenia del proceso de construccién. Se pudo
explorar el lugar que tienen los instrumentos no convencionales de construccion en la
formulacién de actividades que exploren diversas actividades cognitivas. Su papel en los
resultados de la implementacion de las primeras situaciones fue fundamental; al mismo
tiempo sentaron las bases para desarrollar tratamientos sobre las figuras que fueron
centrales en la propuesta de las ultimas situaciones. En el marco de este uso de
instrumentos no convencionales, los convencionales como la regla y las escuadras

aparecieron de manera potente y con un uso mas significativo para los estudiantes.

Se logré establecer una descripcion del avance de los estudiantes en sus procesos de
visualizacion; se aprecia el desarrollo de formas de visualizacion ligadas inicialmente a la
aprehensién perceptiva, en la cual predominaba la iconicidad de las figuras, hasta llegar a
formas de visualizacién en las que esta iconicidad se va superando para dar paso al
reconocimiento de subfiguras y demas elementos constitutivos de una visualizacion

matematicamente pertinente.

Se disefiaron dos grupos de situaciones en las que se puso en juego una propuesta para el
aprendizaje de la geometria. En esta se determinaron caracteristicas asociadas a los
procesos de construccidn, visualizacion y razonamiento, para luego ser empleadas en el
disefio de las actividades que conformaban las situaciones. Aunque el alcance en términos

curriculares es modesto, pues son pocos los “temas” que se desarrollan en las actividades, si
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se puede reconocer que las actividades abarcan un amplio espectro de posibilidades para el
trabajo con estas operaciones cognitivas.

El analisis de las producciones de los estudiantes, a partir de una amplia cantidad de video,
de materiales con las tareas de los estudiantes, fue un trabajo largo y complejo; finalmente
se lograron identificar tres criterios que sirvieron de base tanto para darle sentido a los
primeros analisis, como para darle forma a la propuesta que se hizo a partir del segundo
grupo de situaciones. Este ejercicio de analisis deja sin embargo una claridad amplia sobre
los procesos cognitivos involucrados en la actividad geométrica, las caracteristicas de las
situaciones y las actividades propuestas, y las formas en que los estudiantes se acercaron a

estos conocimientos. Este trabajo espera ser una expresion de estos logros.

Los experimentos llevados a cabo pusieron en juego a todo un equipo de trabajo. El andlisis
de los disefios, la teoria que los sustentaba y los primeros resultados, pudieron ser
discutidos con un grupo de profesores y estudiantes que participaban del seminario de la
linea de investigacion en Lenguaje, Razonamiento y Comunicacion de saberes matematicos
del area de Educacion Matemética. Su implementacion vinculdé a los estudiantes del
pregrado que tenian sus trabajos de grado asociados y a los estudiantes del colegio
Jefferson quienes eran los sujetos en analisis; los resultados parciales de los analisis se
presentaron en el marco del Seminario de Integracién y Evaluacion de la Maestria en
Educacion, en donde fueron sometidos a revision y debate por los profesores y estudiantes
asistentes; ademas de las discusiones internas con los miembros de la linea de
investigacion. En fin, lo que muestra lo anterior es la complejidad de este tipo de ejercicios,
la gratitud hacia los aportes recibidos, y asumir la responsabilidad por los errores

cometidos.
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ANEXOS

ANEXO 1. Ejemplos de las producciones de los estudiantes.

ACTIVIDAD 1

Usando el molde roto (instrumento) que se te entrego construye el cuadrado que
se muestra:

/\)\kvk\) Ce e D e W
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ACTIVIDAD 1

Usando el molde roto (instrumento) que se te entrego construye el cuadrado que

se muestra:

Q‘lb)ﬁ’ Cevmnen© e llea
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ACTIVIDAD 2

Usando el molde roto y una plantilla rota (instrumentos) que se te entregaron
construye el triangulo que se muestra:

ACL Suninens de (weq
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ACTIVIDAD 2

Usando el molde roto y una plantilla rota (instrumentos) que se te entregaron
construye el triangulo que se muestra:

?I\o;r:c. Cmmend (e
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ACTIVIDAD 1

Usando el instrumento que se te entrego construye el cuadrado que se muestra:

7

N

= VN B Achvrdad 4, E}zwglv1
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G MATICAS 6°. o
g Colegio Jefferson MATgeoﬁ\et(r:ia.s Respeto y resppn;altallldaci,l la clave
Y rntsioenise Septiembre 22 de 2014, para mi crecimiento en Junior.

ACTIVIDAD 2

Usando los instrumentos que se te entregaron, construye el triangulo que se muestra:

SiNaada 4. achuided 2. Eyengls 4
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@ Colegio Jefferson

MATEMATICAS 6°.
Geometria.
Septiembre 22 de 2014.

Respeto y responsabilidad, la clave
para mi crecimiento en Junior.

ACTIVIDAD 3

Usando los instrumentos que se te entregaron construye el triangulo que se muestra:

oy
TR

Gl 4. Seql. AAuded 3,
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ACTIVIDAD 4

Usando los instrumenfos que se te entregaron construye el triangulo que se
muestra: 1

g\'r\\)«h&* 4. Ahudod H . {)g mfle"(
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ACTIVIDAD 5

2>

Usando los instrumentos que se te entregaron construye el triangulo que se

muestra:

AN

Qivecita 4. fchudod S. penpls
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SITUACION 1

Usando los instrumentos que se te entregaron construye la figura que se muestra:

\

—

i S

Sihatiba 2. Achded 4. Epeungh o
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Usando los instrumentos que se te entregaronconstruye la figura que se muestra:

/
Vo

SITUACION 2

C:}\’&C\L\ 2. Ahuded L. QMIQZ
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SITUACION 5

Usando los instrumentos que se te entregaron construye la figura que se muestra:

@{'J‘\)C«—Cl\v\ 2. Achuded S, %Wfloz
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SITUACION: 2 CONSTRUCCION DE CUADRILATEROS
Actividad 2 Dibuja el mensaje

Hoja del Descriptor

Objetivo: Debes enviarle mensajes al dibujante, en la hoja de mensajes, para que
él pueda hacer un dibujo igual (mismo tamafio y misma forma) a cada una de las
figuras que ves abajo.

Reglas:

No esta permitido hacer una descripcion global, es decir, no puedes escribir
“es como una pizza” o “es como una ventana”.

No se puede escribir el nombre de la figura, ni usar una palabra semejante.
No se puede dibujar, solo frases en espariol.

Todos los mensajes deben ser escritos en la hoja de mensajes.

Antes de empezar a enviar los mensajes, hazle a la figura lo que consideres
necesario como una ayuda para describirla. (por ejemplo, trazar lineas,
nombrar las partes de la figura, etc.)

Figura 1
Figura 2
e
1.
Figura 3

Figura 4

Sibeasa 3. Acduided 2. H“D“i'g}z.wylaz

1"
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SITUACION: 2 CONSTRUCCION DE CUADRILATEROS
Actividad 2 Dibuja el mensaje

\ Hoja de Mensajes
Descriptor color L b |
Dibujante color

Dibu)d LNA 1IN0 veritol dR 5.5 Lm, |
Y DOSPLes LNA 1 honontal dR 3.1cvh en o\
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SITUACION: 2 CONSTRUCCION DE CUADRILATEROS
Actividad 2 Dibuja el mensaje Zg

Hoja del Dibujante

Objetivo: usar las indicaciones que te da tu compariero para construir la figura
que te describe.

Reglas:

- Dibuja con un lapiz.

- Procura no borrar los intentos realizados, sino hacer un nuevo dibujo.

- Usa tu escuadra y tu regla.

- Puedes pedir aclaracion y preguntar lo que necesites, pero sélo a través de la
hoja de mensajes.

SRR/ G
//' \ K i
e

\
4
/

Gacba 2, Febided 2. €jenplo 2. Hya3
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SITUACION: 2 CONSTRUCCION DE CUADRILATEROS

ACTIVIDAD 3 la ultima palabra del diccionario (grupo 2)

DESCRIPCION:Se entregan dos figuras en papel a cada grupo, se realizara un
sorteo de piedra, papel y tijera, para definir el grupo que inicia, el grupo que mayor
acierto tenga ganara

REGLAS: No esta permitido hacer una descripcion global. El descriptor puede
hablar con su_gr_gp_gﬂg[metad.o_r_l_ibrenign_tg in decir el nombre de la figura, el
descriptor no puede realizar dibujos, Hagale a la figura lo que considere necesario
para describirla.

Figura 1
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SITUACION: 2 CONSTRUCCION DE CUADRILATEROS
ACTIVIDAD 3 la ultima palabra del diccionario (grupo 2)
OBJETIVO: Dibujar la Figura que se describe en el menor tiempo posible sin

preguntar su nombre o parecido con algin otro objeto (ventana o pizza por ejemplo)
REGLAS:

- Cada grupo debe elegir un descriptor
- Los descriptores no podran hacer una descripcion global de la figura

- El descriptor puede hablar con su grupo interpretador libremente sin decir el
nombre de la figura

- el descriptor no puede realizar dibujos
- hégale a la figura lo que considere necesario para describirla.

Figura 2

Figura 1

Sy Pacidn 3. Acbuded 3, Ewpo T ?}zwf[a1

159



SITUACION: 2 CONSTRUCCION DE CUADRILATEROS

ACTIVIDAD 3 la ultima palabra del diccionario (Grupo 1)

OBJETIVO: Dibujar la Figura que se describe en el menor tiempo posible sin
preguntar su nombre o parecido con algun otro objeto (ventana o pizza por ejemplo)
REGLAS:

- Cada grupo debe elegir un descriptor
- Los descriptores no podran hacer una descripcién global de la figura

- El descriptor puede hablar con su grupo interpretador libremente sin decir el
nombre de la figura

- el descriptor no puede realizar dibujos
- héagale a la figura lo que considere necesario para describirla.

&9

Figura 1

Fiura 2

Ghocdny, Pehuded 3. Enp? 4. g}‘m@{o 4,
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Ciacda 3. Aebuded 3, Erpo T %w\s(b %
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ANEXO 2: Ejemplo de una bitacora para el analisis previo de los videos

La siguiente tabla resume el material video grabado

Situacion Sesiones Videos Estudiantes
1 Dos 67 (111 minutos) 20
2 Dos 25 (42 minutos) 20
3 Una 6 (25 minutos) 20

Para su analisis se siguio el siguiente protocolo: definir una bitacora (descripcion general) de lo que
contenia cada video; a partir de esta se seleccionaban los videos que fueran interesantes segun el
topico en analisis, finalmente sobre los video seleccionados se hacia un analisis basado en un rejilla
0 se hacian transcripciones y narraciones de los momentos relevantes de los mismos.

Video

Actividad

Descripcion

Video HDV_0248

Actividad 1

* Explicacion estudiante 11(min 0 a seg 22),
explicacion estudiante 3(seg 30 a 43).

* Problemas de construcciéon (seg 44 a min 2:57)
estudiante 18 (usa un compas)

* Socializacion actividad 1(min 3 a min 5:50)

* Comprobacion del profesor en el tablero

(min 3:51 a min 7:00)

* Presentacion del nombre del instrumento de la
actividad 1 molde) (min 7 a min 7 30)

* Comportamiento social (min 7:33 a min 8:07)

Video HDV_0253

Actividad 2

Explicacion estudiante 6(min 0 a 1:50)
uso inadecuado de los instrumentos

Video HDV_0257

Actividad 2

*construccion estudiante 23 (min 0 a seg 25)
*explicacion estudiante 9 (seg 33 a 44

Video HDV_0258

Actividad 2

*explicacion estudiante 18
(hablan del color del instrumento)
(problemas de comprension)

(min 0 a 2:50)

Video HVC_0262

Actividad 2

Relaciones en clase (min o a seg 20) (juegos de
esconder pertenencias)

*Construccidn estudiante 1(seg 43 a min 1:15)

* construccion estudiante 7(min 1:20 a 1:48)

* construccion estudiante 9(min 2:05 a min 2:22)

* construccion estudiante 11(min 2:25 a min 2:40)
*Ayuda entre estudiantes (6)](min 2:50 a min 3:26)

Video SAM_1672

actividad 1

Construccion estudiante 8 (min 0 a min 1)

Video SAM 1673

actividad 1

Explicacion estudiante 22

Video SAM_1674

actividad 1

Construccion estudiante 7

Video SAM_1675

actividad 1

Explicacion estudiante 6

Video SAM_1676

actividad 1

Explicacion estudiante 13
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ANEXO 3: Ejemplo de rejilla de analisis de videos

DESCRICION DE VIDEOS PARA REJILLA DE ANALISIS DE LOS VIDEOS

RESPECTO AL USD LA HERRAMIENTA

RESPECTO A LA FIGURA RESPECTO AL

¥ISUALIZACION ¥ FORMA DE YER ! DESCONTRUCCION

INSTRUMENTO DIMENSIONAL
SITUACION 1 | NOMERE DEL ¥IDED ES OIFERENTE CAMBEIDS DE
Ex USAEL TOTAL OE LO GUE SE MO SE CURIOSIDADES” DEL LSO RELACIOMES OE | RELACIONDE LOGRA LA FIGURA DADAEREL [ PROLOMGACION COMNSTRUCCION DE
HERRAMIEMTAS ESPERABA ESFARAEL ANMGULOS LaDOS RECOMSTRUCCIOMN FROCESO DE DELINERSS MUEYWAS LINEAS
DE L& HERRAMIERT.A
CONSTRUCCION

St EzZ # ] kS ) ] B B ) 4] 4]
O S1an Ef % M % = M " M M M M
O S1atA E ke M k3 ) M H H ] 1§l ]
L (|sww Ef3 % M M s M % % N M N
u S1atvz E22 4 H 4] ) X " " 4 " k]
w—] SIS % M M " M X " N n M
E S1atid EE 4 M " ] M " " M 1§l 0]

S1a1VS ElZ 4 M " fatcl M " " M 1§l 0]
Q S1a1VE Ell 4 H " ] M ] " M 1§l 0]
< SiaVE E3 B M £ ) M B B M i) M
fr— SiaVE El2 B M £ ) M B B M i) M
> S141YE ESTUDIANTE
— LOHACE EMEL ML % % M " % X X 1 N M
|— TAELERD
(@) STRTIG

PROGALEAND
< LOEXPLICA FRO 4 H I ] H " " M M M

TABLERD

S1a1uT ES ke M k3 ) M ) H M 1§l ]
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DESCRICION DE VIDEOS PARA REJILLA DE ANALISIS DE LOS VIDEOS
RESPECTO A LA FIGURA RESPECTO AL ¥ISUALIZACION Y FORMA DE ¥ER { DESCONTRUCCION
RESPECTO AL USO LA HERRAMIENTA S TRIRIENY D TR
SITUACION 1 | NOMBRE DEL ¥IDEO E< DIFERENTE CAMEIOS DE
Ex | USAELTOTALDE LD GUE 5E O SE CURIDSIDADES" DEL Uso | FELACIONES DE | RELACION DE LOGRA LA FIGURADADAEMEL | PROLONGACION |  COMSTRUCCION DE
HERRAMIENTAS ESPERABA ESFARAEA ANGLLOS LAan0g RECONSTRUCCION FROCESO OE DOE LIMNEAS NUEYAS LINEAS
DE L& HERRAMIENT A
COMSTRUCCION
S182v3 E? H 1 I 1 1 1 1 1 1 1
S1a214 E23 b b H H b b H H H
S182V5 E25 % H H H H H H H H
S182VE E6 % % H H H % % H H H
N S1a2v7 E23 % 1 % % % " 1 N N N
< S1A2v8 elmismo delSy6 | ENB % Hh H X H % 2 H H H
— S1A2Y9 E23 b b 1 1 b b b 1 1 1
— S142v9 E3 b b H H b b # 1 1 1
U S1A2YH Ef6 # # 1 1 # # B 1 1 1
S14ZE1EN TABLERO ) # A1 1 1 # # A 1 1 1
S1A2E2ENTABLERD ) % % 1 1 1 1 % N N N
S1AZESENTABLERD ) % 1 % % % % % % " 1
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DESCRICION DE VIDEOQS PARA REJILLA DE ANALISIS DE LOS VIDEQS

RESFECTO AL USD LA HERRAMIENTA

RESPECTO A LA FIGURA RESPECTO AL

¥ISUALIZACION ¥ FORMA DE ¥ER ! DESCONTRUCCION

INSTRUMENTO DIMENSIONAL
SITUACION 1 | NOMBRE DEL ¥IDED E DIFEREMTE CAMEIDS DE
E USAEL TOTAL DE L0 GUE SE MO SE “CURIDSDADES" DEL usg | FELACIONES DE | RELACION DE LOGRA LA FIGURA DADA ENEL | PROLONGACION CONSTRUCCION DE
¥ HERRAMIENTAS ESPERAEA ESPARAES, AMGULOS LADDS RECOMSTRUCCION PROCESC DE DE LINEAS MUEY &S LINEAS
DE L& HERRAMIENTA,
CONSTRUCCION

m a3 EE 1l 1] HE: HE X X # N N N
o S102v2 El ¥ ¥ M I ¥ ¥ b 1] ] ]
o S1a3v2 E? % % ] K % % % I ] 1
———
> S183V2 EE H H M r H H H ] ] ]
L]
‘I ’ S182V3 Et 1] [ ®E =] H H H H H X
< SIB2EICONSTRUYE " u u " " u u u u " "

EMTAELERD
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SITUACION 1

RESPECTO A LA FIGURA RESPECTO AL ¥ISUALIZACION ¥ FORMA DE YER / DESCONTRUCCION
RESPECTO AL USO LA HERRAMIENTA INSTRUMENTO DIMENSIONAL
NOMEBRE DEL ¥IDED E< DIFERENTE CAMEIOS DE
Ex USAEL TOTALDE LOGLE SE MO SE "CURIOSIOA0ES" DEL USO RELACIOMES DE | RELACION DE LOGRA LA FIGURADADAEMNEL [ PROLOMGACION COMSTRUCCION DE
HERRAMIEEMTAS ESPERAEA ESPARABA ANGULDE LADOS RECOMNSTRUCCION PROCESDDE DE LINEAS MUEVAZLINEAS
DE LA HERRAMIEMTA
COMSTRUCCION
S1a4t E20 H £ ) M £ H £ L} L} )
S1a441 Ell E E ) M E E E ) ) L}
S1a443 E2E
S1a4V4 Ef2 H £ ) M £ H £ L} L} )
S1A4YE El2 " 5 ) M 5 " 5 i} W} W}
S1A4YVEEl mismo que el
wideo sladyl en el minuito ENl
2:34 enplicacion
S184N7 E1
S1a4va EL MISMO CQIUE W3
S1a4v9 EZ
S1a4%10 EG
S1a4v1 E&
S1AE1 COMSTRUYE
TRIANGULO CON 2
HEFRRAMIEENTASER
TAELERO
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DESCRICION DE VIDEOS PARA REJILLA DE ANALISIS DE LOS VIDEOS
RESPECTO A LA FIGURA RESPECTO AL ¥ISUALIZACION ¥ FORMA DE ¥ER ! DESCONTRUCCION
RESPECTO AL USO LA HERRAMIENTA NG TEUMENTO DEENSORA
SITUACION 1 | NOMBRE DEL YIDEO ES DIFERENTE CAMEIDS DE
Ee | USAELTOTALDE LO GUE SE O SE CURIDSDADES" DEL Uso | FELACIONES DE | RELACION DE LOGRALA FIGURA DADAENEL| PROLONGACION |  COMSTRUCCION DE
HERRAMIENT AS ESPERABA. ESPARABA ANGULDS LADDS RECONSTRUCCION PROCESD DE DELINEAS MUEWAS LINEAS
DE LA HERRAMIENTA,
CONSTRUCCION

1 1 HB HE " # # # # #

HI 1 il ) P i I b R b

1 1 I H 1 1 K 7 ¥ 7

1 1 HB piz] # # # # # #

1 1 HE HE " # # # H #

#h 1 2 # 1 # # ? ? ?

#h 1 # # %2 # # ? ? ?

5185 EIENTABLERO # # 1 1 # # # # # #

S145 PRUEBA DEL
ANGULO T

5145 PRUEBA DEL

ANGULD 2 MO APLICA

145 PRUEEA DEL
ANGULD 2

167



DESCRICION DE VIDEOS PARA REJILLA DE ANALISIS DE LOS VIDEOS
DESCRIPCIO RESPECTO A LA FIGURA RESPECTO AL VISUALIZACION ¥ FORMA DE VER /
N DEL VIDEO RESPECTO AL USO LA HERRAMIENTA INSTRUMENTO DESCONTRUCCION DIMENSIONAL
NOMBRE DEL USAEL [LOGQUESE[ MOSE ESOIFERENTE | RELACIONES | FELACIONDE |  LOGR® LA CAMEIDS DE
SITUACION 2 VIDED TOTALDE |ESPERABA |ESPARABA| "CURIDSIDADES”DEL | DEAMGULOS| LADDS | RECONSTRUCC! |FIGURADADAEN| nomy o -n o CONSTRUCCID
Ex HERFAMENT USODELA () ELPROCESDDE | qeet el WOENUEVAS
AS HERRAMIENTA COMSTRUCCICH LINEAS
s281V1 SIN b P M K P P b " M b
Q s281V2 E22 ® = M 1 = = ® ® M ®
- [5201V3 Etd ¥ b M K b b ¥ " M ¥
|
h 5241v4 Efl ¥ = M K = = ¥ " M ¥
: 528175 E23 b P M K P P b " M b
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RESPECTO AL USD LA HERRAMIENTA RESPECTO A LA FIGURA RESPECTO AL INSTRUMENTO Y¥ISUALIZACION ¥ FORMA DE YER
FECHA TIFODOE
noMERE | Dt HEFRFAMIET A DESCONTRUCCION DIMENSIDNAL
SITUACION 2 ESBIGERENITE CAMEIDS DE FIGUR,
DECEINENIEEESE] USAELTOTALDE| MOSE "CURIDSIDADES" | RELACIONES DE LOGRA LA
N Ex RELACION OE LADOS DADA EN EL PROCESD
— HERRAMENTAS |ESFARABA | DELUSODELA ANGULOS RECOMSTRUCION | PEo R h el e CONSTRUCCION OE
ohn | FEGLA HERRAMENTA PROLONGACION DE LINERS| — S tRes ot
s2A2v1 ozrzon | E1
S2A2V11El
mismo video | o220 | E1
F282v1
D s2A2v2 owzrzns | Er ] % ] % ] % % % % ] %
< F282v3 oz | En
—— 520274 owziza | E25 X ® % ] ] ] ] ] % ] %
—— 5202Y5 oirzizoi | ER
‘ ’ F2A2V6 oz | En
< S2A24T owzrzs | E22
s282v8 oz | E21 % u % ] % % u % % ] %
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SITUACION 2

DESCRICION DE VIDEOS PARA REJILLA DE ANALISIS DE LOS VIDEOS
RESPECTO AL USO LA HERRAMIENTA RESPECTO A LA FIGURA RESPECTO AL INSTRUMENTO ¥ISUALIZACION ¥ FORMA DE ¥YER
FECHA TIPODE
nomere | et HEFPAMIENTS S DESCONTRUCCION DIMENSIONAL
DEL ¥IDEO| CREACI USHELTOTALDE| NOSE “"CURIOSIDADES” | RELACIONES DE LOGRA LA ERAEIEE FEL
on Ex RELACION DE LADOS DADA ENEL PROCESD
— HERRAMIENTAS | ESPARABA | DELUSODELA ANGULOS RECONSTRUCCION | Zo0 e e COMSTRUCCIONDE
oRe | FEGLA HERRAMENTA PROLONGACIONDE LINEAS| =) BT
528541 24Mlizoe|  EM % % % % % % X ? % % %
‘szp«svz 242008 E1 % % % % % ? ? ? % % %
‘Sznsvs 2armiizate|  SM ? ? ? ? ? ? ? ? X # #
‘SZAS\H 24MUZ004| SN ] b ] " r 1 r ] ] ] ]
‘82#\5\"5 24MZ0M| S ? ? ? " % ® X % % ] ]
‘szp«svs 24Miz0l4|  E7 % ] ] % % M X ] n ] ]
‘szp«sw 24Miz014|  Es % % % % % % X % % % %
‘szp«svs 24pzona|  EN ] % ] % % % ® % % ] %
S2AEYS 2qMz09|  E2 ] b ] " ® 1 ® ? % ] %
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ANEXO 4. Ejemplo de Transcripciones

Descripcion videos situacion 1 actividades 1, 2, 3,4y 5

Fuente: video HDV_0253

Conversacion:

E: lo puse aqui para hacer la primera parte y me quedara igual, luego cogi esta cosita para
medir el tamafio, como se necesitaba, luego lo medi y ya.

P: ¢hiciste el mismo trazo y el otro lo mediste y pusiste la marca en el que estabas
dibujando?

E:si

P: pero te quedo el angulo mas pequefio ¢sabes porque?

E: no

P: porque no tomaste en cuenta el angulo de la figura, te fijaste solo en la linea y no en el
angulo, esa es por la razdn la cual te queda mas pequefio el angulo de tu dibujo.

(El estudiante nimero 6 en este video muestra como construir un tridngulo utilizando como
plantilla el molde roto del triangulo, posterior a ello ubica los dos moldes rotos sobre la
figura, primero el molde que contiene un angulo y luego la que contiene dos angulos y un
lado completo dado e intenta reproducirla idénticamente)

Fuente: video HDV_0258

Conversacion:

P: ¢qué hiciste?

E: cogi las dos figuras y las medi al otro lado y la trace

P: explicame como lo hiciste, vuélvelo hacer yo lo miro

E: esta la medi aqui y la trace y la otra aqui... no me da ya la figura!!!

P: piénsalo un rato de cdmo lo hiciste.

(El estudiante nimero 18 en esta actividad manifiesta elaborar la construccion tomando
cada molde roto haciendo los trazos individuales, de esta manera muestra como superpone
los moldes sobre la figura inicial, cuando argumenta con el profesor y reelaborar la figura
imagen que hizo manifestd que ya no le cuadraba)

Fuente: video HDV_0259

Conversacion:

P: explica en el tablero como lo hiciste

E: junte las dos fichas y trace las lineas para dar con la figura.

El estudiante en este video presenta su construccidn en el tablero a peticion del profesor de
clase (Grafica 10), posterior a ello el estudiante realiza los trazos con las moldes explicando
su proceso de llegar a la figura imagen del triangulo dado.

Fuente: video HDV_0260

Conversacion:

P: Muestra en el tablero como lo hiciste

E: medi las dos figuras juntas, luego las separe y las dibuje
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(La estudiante para esta actividad de reproduccién de un triangulo dado, argumenta en el
tablero a toda el curso como fue su proceso y manejo de moldes rotos para llegar a la figura
imagen del triangulo dado, donde posterior a ello menciona una relacion entre angulos que
se pueden copiar de los moldes. Para las situaciones de aula como pregunta introductoria se
utilizé en todos los casos ¢Cémo hiciste la figura?)

E: Yo puse esta y le trace todos los lados, y a base de esto le trace las dos lineas para
terminar aca

El estudiante en el ejercicio de la situacién plantea que hace su figura imagen con rayas y
trazos lineales.

345v (6)

E: Pienso que esta da perfecto, también seria aca

En este momento en la construccion de la figura (triangulo) el estudiante manifiesta poder
encajar las plantillas que se dieron para el uso de la construccion del triangulo dado.

Fuente: Video: 345v (7)

Conversacion:

E: Yo vi que este cabia ac4, yo hice las medidas. (Coloca la plantilla sobre la figura y
coloca marcas sobre ella)

P: ¢ Cuéales medidas?

E: los puntos, luego trace las lineas

(Para esta actividad el estudiante manifiesta ver las plantillas con la funcion de encajar para
hacer una copia de la figura inicial, donde posterior a ello toma los puntos, que en este caso
son los vértices del triangulo, de tal manera que al proyectarlos pueda generar la figura
dada)

Fuente: Video A345V (20). Actividad 5

Conversacion:

E: Primero la calcule aca, luego vi la altura poniéndola asi poniéndole los puntos, entonces
la calculaba asi y aqui, luego la bajaba y luego la ponia asi y la ponia asi y me quedo.

El estudiante para esta situacion utiliza las plantillas entregadas para la construccion como
escuadras, donde posterior a ello toma la altura del triangulo inicial con la plantilla como
insumo para generar la figura imagen (Gréafica 13).

Con este procedimiento muestra que toma elementos de propiedad del triangulo y le da un
uso a las herramientas con desplazamientos de escuadras de tal manera que logra encajar
las lineas (lados) del triangulo.

Fuente: video A345V (30)

El estudiante da explicacion de su proceso de construccion donde menciona que traslada los
puntos (vértices) del triangulo donde posterior a ello traza las lineas de tal manera que hace
coincidir los angulo

Conversacion:

E: Hice estas lineas asi, que me dicen que es como la distancia del triangulo, y luego puse
esta donde el espaciesito del angulo, y con esto hice que la linea me cupiera de aqui hasta
aca.

P: ¢Y cdmo mediste este angulo?
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E: Medi aqui, desde aqui aca, y luego fui buscandole como de aqui si me daba y me cuadro
acé.

P: ¢Y cdmo mediste este angulo de aca?

E: No pues, baje del puntico de acé un poquito y luego lo uni con la medida de aca.

El estudiante N° 16 argumenta que para la construccion de la figura imagen hace
proyeccion de puntos vertice donde menciona hacer coincidencia de &ngulos con los trazos
hechos por los puntos proyectados. Muestra que los angulos se forman después de haber
marcado el punto y un trazo con la regla informativa evidenciando la union de trazos para
la formacidn de la amplitud angular.

Fuente: Video: 20141001 132204

En este video la estudiante menciona utilizar una entrada de la figura que corresponde a una
parte irregular de la superficie cualquiera que se entrego para la construccién de la figura
inicial (Triangulo).

Conversacion:

E: eh yo cogi, y cogi esta cosita de aqui, lo medi.

P: ¢Cual cosito?

E: esta entrada, lo puse asi, lo acomode

P: hiciste alguna marca

E: No. Lo baje asi, lo dibuje igualito, después como me di cuenta que este lado era recto y
comenzaba desde ac4, la dibuje hasta arriba la deje asi y después medi y ya

P: ¢ Y este trazo como lo hiciste?

E: Lo medi

P: Y ahi si hiciste marca

E: aja

El estudiante en esta situacion manifiesta utilizar el &ngulo para el inicio de la construccion
utilizando las dos plantillas entregadas, valiéndose de la seguridad que al bajar las plantillas
copia el angulo que tiene la figura inicial, posterior a ello hace los trazos de los lados
haciéndoles marcas a las plantilla.

Fuente: Video: 2141001 133912

El estudiante en este video manifiesta “poner acd” la superficie cualquiera sobre la imagen
del triangulo dado que hay que construir (Grafica 16), de manera que a la superficie le hace
marcas para posterior a ello sobre esas marcas hacer otras marcas y realizar los trazos que
permitiran la construccion del triangulo dado.

Conversacion:

P: Como hiciste la figura

E: eh la puse acd y marque acd, aca y aca y en la otra lo dibujamos y asi lo hice

El estudiante en esta situacion manifiesta realizar marcas sobre las plantillas de tal forma
gue con las marcas justifica puntos que daran paso a la construccion. Estos puntos son los
que a su vez dan garantia del angulo. El estudiante a raves de su argumentacion justifica y
comprueba que al marcar la superficie tiene los elementos suficientes para generar trazos
1D que formar el contorno de la figura dada.
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