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2.Descripcion

Se propone una aproximacion a los sistemas dinamicos con el fin de conocer el tema a través de sus
aplicaciones basandonos en un libro de texto llamado Sistemas Dinamicos, una introduccion a través de
ejercicios, se compone de 159 problemas repartidos en 9 capitulos, de los cuales unos 127 acarrean
cuestiones propias de sistemas dinamicos, Sanchez, Gonzalez y Gutiérrez (2014). Sus autores “son
profesores del Departamento de Matematicas del Area Industrial de la Escuela Técnica Superior de
Ingenieros Industriales de la Universidad Politécnica de Madrid”.

Por otro lado, se quiere complementar el trabajo dando una mirada al surgimiento histérico de esta rama
por medio de uno de los documentos mencionados en la bibliografia, este seréa elegido en el transcurso del
estudio del libro.
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4.Contenidos

Capitulo 1
e Recorrido histérico de los sistemas dinAmicos.

Capitulo 2
e Distribucién tematica de los ejercicios del libro guia.

Capitulo 3
e Métodos elementales de solucion de ecuaciones diferenciales ordinales.
e Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden con coeficientes constantes.
e Ecuaciones lineales de orden n con coeficientes constantes.
e Sistemas lineales no autbnomos.

Capitulo 4
e Introduccién a los sistemas dinamicos.
e Sistemas dinamicos lineales.
e Sistemas dinamicos no lineales.
e Comportamiento global de los sistemas planos.

Capitulo 5
o Ejemplos de sistemas dinamicos.

5. Metodologia

Consistio en pasar por los capitulos del libro del 1 al 6, excepto el capitulo 2 que esta enfocado a lo tedrico
y no a las aplicaciones, resolviendo los ejercicios propuestos a partir de la teoria alli expuesta.

Una labor conjunta es la de recibir asesoria continua por parte del profesor director del proyecto,
resolviendo dudas e identificando aspectos relevantes en la teoria y las aplicaciones.

Una actividad al lado sera leer algunos de los otros titulos de los que figuran en la bibliografia para indagar
la parte historica.

También se recibira asesoria por parte del profesor Alberto Campos Sanchez, profesor honorario de la
Universidad Nacional de Colombia, doctor de la Universidad de Paris, a quien le pedimos su ayuda y él la
ofreci6 muy amablemente sin animo de lucro o reconocimiento alguno, lo hace por su entrega a la labor
investigativa y pedagogica.
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6. Conclusiones

e Lateoria de los sistemas dindmicos consiste en estudiar el comportamiento de cuanta cosa
cambia en el Universo por medio de modelos mateméticos, en el caso del estudio realizado los
procesos se llaman diferenciables pues la ley que marca su evolucién viene dada por una funcién
diferenciable. Entonces los sistemas dinamicos y los sistemas de ecuaciones diferenciales estan
estrechamente relacionados pues estas marcan una ley de evolucion.

e Esta teoria en particular involucra varias ramas de la matematica; como el algebra, la geometria, el
calculo, el andlisis, los métodos numéricos, la topologia, y otras mas; lo que la hace muy
enriquecedora matematicamente hablando.

e El paso de lo lineal a lo no-lineal introduce un gran cambio en el estudio de los sistemas
dinamicos. En el caso lineal la solucién general de los sistemas se obtiene analiticamente, en
cambio en lo no-lineal esto no es posible, por lo tanto, gracias a Poincaré se introduce un estudio
cualitativo de los sistemas de ecuaciones diferenciales, dandonos informacién del comportamiento
de las trayectorias definidas por estos sistemas.

e El estudio analitico y cualitativo de los sistemas dinamicos nos ofrece informacién tanto local como
global del retrato de fase del sistema, permitiendo caracterizar el comportamiento de las
trayectorias. El caso de los sistemas planos queda caracterizado por las diferentes técnicas
presentadas.

e Las ecuaciones ordinarias diferenciables y sistemas de ecuaciones y su empleo sistematico, son
un instrumento muy efectivo para resolver muchas cuestiones de diferentes ramas del
conocimiento.

e Debido a las leyes de Newton las ecuaciones diferenciales de los primeros ordenes son las mas
utilizadas para las aplicaciones en la Fisica, Quimica, Biologia y otras ramas. El cambio de la
posicion de un cuerpo con respecto al tiempo, es decir la velocidad, y el cambio de la velocidad
con respecto al tiempo, es decir la aceleracion; son la primera y segunda derivada de la posicién
con respecto al tiempo, por lo tanto, las ecuaciones de movimiento de los cuerpos van a venir
dadas en términos de primeras y segundas derivadas en la mayoria de los casos.

e Estudiar una teoria matematica, 0 mas bien esta parte de la teoria, y ver la cantidad de
aplicaciones que esta tiene, junto con el surgimiento histérico ha sido realmente muy interesante
porque nos muestra por un aparte lo que han tenido que pasar los matematicos y cientificos
involucrados para desarrollar sus ideas, y por otra el contexto cultural e histérico de la época.

e El gran matematico Henri Poincaré es el innegable punto de origen de los sistemas dinamicos, el
inesperado suceso del concurso mostré al mundo cientifico las revolucionarias ideas de este
genio, que quizas por ser tan revolucionarias hubo que esperar un tiempo para que algunos
matematicos y fisicos se interesaran en estas. Y tal es el caso que hoy en dia ese estudio de la
teoria al parecer no tiene como detenerse.

Elaborado por: Julian David Lozano Murillo

Revisado por: Gil Alberto Donado Nufez; Alberto Campos Sanchez

Fecha de elaboracion del
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Introducciéon

Encontrar aplicaciones de la matematica a situaciones de la vida real es una tarea di-
ficil para muchos colegas; no con todos los topicos matematicos es posible lograr esto,
pero los sistemas dinamicos es un tema que puede ser tanto tedrico como apropiado
para muchas aplicaciones a cuanto evoluciona en la naturaleza. Es alli donde se pro-
pone una aproximacion a los sistemas dinamicos con el fin de conocer el tema a través
de sus aplicaciones basandonos en el estudio del libro Sistemas dinamicos: una intro-
duccion a travéz de ejercicios. Eva Sanchez, José Gonzalez y Joaquin Gutierrez. 5.2
edicion. DEXTRA Editorial. Se compone el libro guia de 159 problemas repartidos en
9 capitulos, de los cuales unos 127 acarrean cuestiones propias de sistemas dinamicos.
Sus autores Sanchez, Gonzalez y Gutiérrez (2014), “son profesores del Departamen-
to de Matematicas del Area Industrial de la Escuela Técnica Superior de Ingenieros
Industriales de la Universidad Politécnica de Madrid”.

El presente trabajo de grado esta dividido en 5 capitulos o divisiones en donde se
pretende exponer la teoria. Se ha visto la necesidad de consultar otras fuentes para
complementar el estudio y aclarar los conceptos expuestos en el libro guia. También
se ha hecho un acercamiento a la epistemologia de los sistemas dinamicos tomando
como referencia algunos estudios de historiadores acerca de la evolucién de este cono-
cimiento, en la bibliografia se encuentran citados.

En el primer capitulo se ha hecho una recopilaciéon de informaciéon histérica y
epistemoldgica del surgimiento de la teoria, consultando articulos de historiadores co-
mo el de Barrow-Green (1994), el de Andersen (1994) y el de Dahan-Dalmédico (1996)
que centran el estudio en el gran matematico francés Henri Poincaré, considerado el
innegable punto de origen de los sistemas dinamicos.

En el segundo capitulo se hace un estudio inicial del libro guia con el fin de
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identificar los temas que ayuden a realizar un mapa mental de la disciplina, es decir,
un analisis mas pormenorizado de esta rama de las matematicas. Luego se hace una
lista de algunos de los tantos temas de aplicacion de esta teoria.

En el tercer capitulo se expone la teoria basica que fue necesaria abordar para
tener las bases tedricas suficientes para adentrarnos en los sistemas dinamicos, por
supuesto que dentro de estos temas estan las ecuaciones diferenciales ordinarias y
métodos basicos de resolucion; se anadi6 parte de la teoria espectral de matrices que
tiene que ver con valores y vectores propios, algo vital y de suma importancia para
la teoria de los sistemas dinamicos. Al final, se transcribe algo acerca de sistemas de
ecuaciones diferenciales y ecuaciones diferenciales lineales de orden n.

En el cuarto capitulo se presenta una vision de lo que son los sistemas dinamicos
y su relacion con los sistemas diferenciales. Se presenta el caso lineal y una muy buena
clasificacion de los sistemas planos lineales bien caracterizados. Luego se tienen en
cuenta técnicas cualitativas para estudiar el comportamiento de sistemas dinamicos
que no se pueden integrar, y para sistemas no lineales.

Y por dltimo en el quinto capitulo se presentan 8 ejemplos muy bien seleccio-
nados del libro guia que hacen un recorrido por todas la teoria y por las técnicas de
resolucion de sistemas dinamicos, técnicas analiticas en el caso que se puedan integrar
las ecuaciones y cualitativas en los casos no lineales.



Objetivos

Objetivo General

» Estudiar los conceptos introductorios de los sistemas dinamicos continuos y dis-
cretos a través del libro guia.

Objetivos Especificos

» Identificar los conceptos basicos de la teoria de los sistemas dinamicos.

= Elegir algunos ejemplos de sistemas dinamicos que sean de nuestro interés o que
sean significativos en la ensefianza.

= Indagar cémo surge histéricamente la disciplina de los sistemas dinamicos por
medio de algunos de los documentos citados en la bibliografia.

= Elaborar una monografia recopilando toda la informacién obtenida en el estudio
del libro principal y de la biografia citada.
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Capitulo 1

Innegable punto de origen: Poincaré

Cuestiones sobre lo observable en la naturaleza han dado puntos de partida a grandes
ideas que al desarrollarse produjeron formidables teorias fisicas y matematicas en el
transcurso de la historia. La observacion sistematica del firmamento ha sido una acti-
vidad cientifica muy antigua que ha proporcionado ideas matematicas excepcionales,
la preocupacion sobre el movimiento de los planetas, lo que conocemos hoy en dia como
mecanica celeste, ha sido y sigue siendo una motivaciéon de investigacion muy fuerte
entre los fisicos y matematicos; el famoso problema de los n cuerpos es la pregunta de
investigacion que quisieron resolver grandes personajes y que impulsé el surgimiento
de la teoria de los sistemas dindmicos. El indiscutible punto de origen de esta teoria
fue Poincaré y su revolucion conceptual al estudiar el problema de los 3 cuerpos.

1.1. Antecedentes

Por supuesto que antes de Poincaré hubo cientificos que hicieron grandes aportes al
querer explicar el movimiento de los planetas y de todo lo que se iba observando en
el universo. Encontramos un registro claro de aportes desde Platon. Aqui un pequeia
resefia de algunos de ellos y su contribucion:

Platon. (—4274, —347+4). Plantéa el problema para el movimiento de los planetas so-
bre esferas concéntricas donde la Tierra es el centro.

Eudoxio de Cnido. (—408+, —355+). Da respuesta al problema propuesto por Platéon
para el movimiento de los planetas forjando un sistema de 27 esferas concéntricas.
Heraclides de Ponto. (—388, —310). Admite rotacion de la Tierra sobre si misma. Sis-
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tema semi-heliocéntrico con la Tierra en el centro. El sol tiene dos satélites: Mercurio
y Venus.

Aristarco de Samos. (—310, —230). Afirm6 que la Tierra rota sobre si misma y que la
Tierra rota al rededor del sol.

Claudio Ptolomeo. (90-168). Completo el sistema astronémico de Eudoxio, que ya
no alcanzaba a explicar los movimientos estelares para las aplicaciones, con uno de 77
esferas concéntricas.

Nicolas Copérnico. Polaco (1473-1543). Cre6 un sistema heliocéntrico en donde la
Tierra y los otros planetas giran alrededor del Sol. En orden, se encuentran Mercurio,
Venus, Tierra, Luna, Marte, Jupiter y Saturno (Atn no se conocian Urano y Neptuno).
La Tierra tiene tres movimientos: la rotaciéon diaria, la revolucién anual y la inclina-
cion anual de su eje. Decia que el sistema estelar conocido hasta entonces funciona
pero que se podria pensar uno mejor.

Galileo Galilei. Italiano (1564-1642). El primer cientifico a la manera actual. Intro-
dujo el telescopio para la observaciéon astronémica lo que le permitié descubrir muchos
hechos astronémicos y fisicos. Se pronuncié por el sistema copernicano.

Johannes Kepler. Aleman (1571-1630). Inductivamente obtuvo tres leyes satisfac-
torias y sobre el camino de Copérnico. Al tener acceso a las observaciones de Tycho
Brahe (astrénomo imperial) se dio cuenta de que las 6rbitas circulares no concordaban
con lo observado, dejé esa idea a un lado y adopté 6rbitas elipticas para su sistema.
Isaac Newton. Inglés (1643-1727). Formulé la ley de la gravitacion universal. Ob-
tuvo deductivamente las tres leyes de Kepler a partir de esta ley. Da a entender los
fenémenos fisicos mas importantes del universo observable. Considerado el padre de
la Mecanica celeste.

Joseph-Louis Lagrange. Matematico francés nacido en Turin (1736-1813). Trabajo
en el problema de los 3 cuerpos. Descubrié los puntos que llevan su nombre, puntos de
equilibrio potencial entre la Tierra y el Sol.

William Herschel. Aleman (1738-1822). Descubrié el planeta Urano del sistema so-
lar (1781). Descubrié6 dos satélites de Urano (1787). Descubrié dos satélites de Saturno
(1789).

Pierre-Simon Laplace. Francés (1749-1827). Compendié la astronomia de su época
perfeccionando el método de Newton. Crey6 haber establecido la estabilidad del sis-
tema solar, formulando un rigido determinismo. Con oscilaciones pero todo el sistema
solar funciona.

Urbain Le Verrier. Francés (1811-1877). Gracias a calculos matematicos llegé a la
conclusion de la existencia de otro planeta (Neptuno).

Johann Galle. Aleman (1812-1910). Localiz6 (1846) el planeta Neptuno predicho por



Le Verrier y Adams.

Johan Couch Adams. Inglés (1819-1892). Independientemente de Le Verrier, tam-
bién predice la existencia de Neptuno.

Henri Poincaré. Francés (1854-1912)...

Se ha hecho un pequeio analisis epistemolégico de la teoria de los sistemas dindmicos
antes de Poincaré, teniendo en cuenta que la interrogante que esta detras de todo esto
es saber cudl es la dinamica de los cuerpos celestes, esto ha sido posible por medio de
observaciones simples, luego con observaciones mas sofisticadas con telescopios y por
supuesto por medio de la matematica.

1.2. Circunstancias que llevaron a Poincaré a dar

inicio a la teoria de los sistemas dinamicos

Hubo un concurso internacional matematico en 1889 que es recordado porque Henri
Poincaré particip6 y su publicacién resulté ganadora, pero en esta hubo un error que
segun Poincaré fue un error de principiante; Jean-Christophe Yoccoz (2012) lo llamé:
un fecundo error.

En consecuencia, Poincaré se da a la tarea de revisar su trabajo, anade ideas
nuevas y excepcionales, que dan origen a la teoria actual de los sistemas dinamicos.
Puede verse en los dos siguientes trabajos intensamente investigativos:

H. Poincaré. Sur le probleme des trois corps et les équations de la dynamique. Acta
Mathematica. Volumen 13. (1890). 1-270. También en las obras completas de Poincaré
volumen 7. pp 262-479.

H. Poincaré. Les Méthodes Nouvelles de la Mécanique Céleste. Tres volimenes. (1892-
1899).

1.2.1. Concurso Internacional Matematico

El 21 de enero de 1889, se cumpliria el sexagésimo aniversario de Oscar II, rey de
Suecia y Noruega. Para que tal acontecimiento no fuera facilmente olvidado surgié la
propuesta de organizar el otorgamiento de un premio a una investigacién matematica
concursada. El rey habia estudiado matematica en la que después se constituy6 en la
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Universidad de Estocolmo por esto él tenia gran interés en patrocinar el concurso.

Gosta Mittag-Leffler profesor de matematica en la misma Universidad de Esto-
colmo, director de la revista Acta Mathematica, creada por él mismo en 1882, subsi-
diada por el Estado, y propulsor de la idea del concurso fue declarado organizador de
la competicion. Mittag-Leffler, doctorado en la Universidad de Uppsala, habia estu-
diado luego con Charles Hermite en Paris; con Ernst Schering en Gottingen; con Karl
Weierstrass en Berlin.

1.2.2. El Concurso

Fué abierto en 1884. Al cerrarse las inscripciones habia doce candidatos, se conocen
tres de ellos: Guy de Longchamps, #4; Paul Appell, #8 y Jean Escary, #10. Priorita-
riamente habia que trabajar en una de las cuatro cuestiones propuestas, entre ellas
estaba por supuesto el problema de los n cuerpos sugerida por Weierstrass y una re-
lacionada con las ecuaciones de quinto grado sugerida por Hermite, la cual fue muy
criticada por Kronecker. Habia que enviar lo logrado al editor en jefe de Acta Mathe-
matica antes del 1 de junio de 1888. El jurado estaba compuesto por Charles Hermite,
Karl Weierstrass y Gosta Mittag-Leffler.

1.2.3. Primera version

La primera version de Poincaré fué proclamada vencedora en la vispera del evento
esperado, es decir, el 20 de enero de 1889. Vino entonces la lectura del texto sometido.
Mittag-Leffler encargé de tal cometido al recién doctorado matematico Lars Eduard
Phragmén (1863-1937).

El cuestionario para la competicion pedia la solucién para el problema de n cuer-
pos:

Si n particulas se mueven en el espacio bajo la atrac-
cién gravitacional mutua y condiciones iniciales da-
das jes posible determinar los movimientos posterio-
res?




Poincaré limité sus investigaciones al actualmente llamado problema restringdo de
los tres cuerpos: Sol, Tierra, Luna.

Una cosa es reconocer la calidad de la obra de Poincaré y otra cosa es entenderla.
Hermite en su correspondencia testimonié tal dificultad. Ademas, dificil de resolver,
como lo muestra el hecho contado por Hermite y transcrito por Barrow-Green (1994),
de que Picard demandaba de Poincaré mas informacién acerca de los articulos en
Comptes Rendus. Obtenia la respuesta: “es esto, es asi”. Picard comentaba: “...parece
un vidente a quien las verdades se presentan con una luz que brilla, pero fundamen-
talmente solo para él...”. Curioso saber esto de alguien, es decir de Poincaré, quien
posteriormente escribié articulos claros y profundos que ocuparian cuatro pequeios
volimenes.

1.2.4. Nueve notas
La explicacion puede estar en la alta originalidad de Poincaré: no tiene como decirlo
si no es con una nueva idea.

Acosado de preguntas, Poincaré fue afiadiendo notas hasta completar 93 paginas
mas. Los temas manifiestan diversidad:

Nota A: Divergencia de las series de Lindstedt

Nota B: Explicaciéon en las coordenadas empleadas en astronomia
Nota C: Invariantes integrales

Nota D: Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes periédicos
Nota E: Método de los mayorantes de Cauchy

Nota F: Superficies asintéticas

Nota G: No existencia de integrales primeras

Nota H: Exponentes caracteristicos

Nota I: Soluciones asintéticas

Para ponderar la importancia de estos temas baste pensar que Weierstrass espera-
ba la nota A para resolver dudas surgidas en su lectura del trabajo de Poincaré del
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cual era uno de los tres jurados. O baste pensar en la nota H de los exponentes ca-
racteristicos acerca de un importante criterio segun el cual si todos los exponentes
caracteristicos son imaginarios puros entonces esta asegurada la estabilidad de las
soluciones, de lo contrario la inestabilidad.

La teoria de soluciones periédicas de Poincaré incluye el descubrimiento de so-
luciones asintéticas. Soluciones que paulatinamente se aproximan o se alejan de una
solucién peridodica. En el espacio tridimensional de soluciones para el problema res-
tringido, las soluciones asintéticas generan familias de curvas que llenan superficies
y que se aproximan asintéticamente de una curva que representa la generacién de
soluciones periddicas.

Poincaré habia ya enriquecido el dominio de las ecuaciones diferenciales con su
tesis, brillante memoria acerca de las curvas definidas por una ecuacion diferencial,
en la cual particularmente habia encontrado la teoria cualitativa de las ecuaciones
diferenciales. El estudio cualitativo permite adentrarse en el comportamiento global
de las soluciones de un sistema diferencial.

Sin embargo, el dominio iniciatico de tan diversos temas hace dificil la compren-
sion de textos posteriores. Es en particular la queja de Phragmén el 16 de diciembre
de 1888 pero ya Mittag-Leffler desde el 15 de noviembre de 1888 escribia a Poincaré
que él y Weierstrass habian tomado todo un mes tratando de entender su trabajo.

Poincaré escribe que esta listo para aligerar la lectura de su trabajo. EI mismo
comienza a revisarlo.

1.2.5. El error de Poincaré

Es entonces cuando Poincaré se da cuenta de un error en su trabajo. Claro esta que no
es facil forjar una explicacion rapida de en qué consistié. Involucra un concepto que
en el texto de Tabor (1989) recibe el nombre de 6rbita homoclinica.

Poincaré estaba considerando ciertas curvas que llamaba de orden n obtenidas
por una n-ésima iteracion. Para un determinado detalle de su investigacion utilizé el
término “cuasi-cerrado” en diversas ocurrencias; infortunadamente lo “cuasi-cerrado”
resulto “cerrado” segiin Barrow-Green (p123). Poincaré no vio la posibilidad de que la
curva en cuestion no fuera cerrada si no que poseia intersecciones. Cuatro o cinco pa-
ginas después Barrow-Green intenta exponer la falla en el procedimiento de Poincaré.
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Mas claro es Poincaré con diversos corresponsales. Escribe a Mittag-Leffler el 1
de diciembre:

“Escribi al seiior Phragmén para hablarle de un error que cometi...las conse-
cuencias de este error son mas serias de lo que pensé inicialmente...no es cierto que
las superficies asintéticas sean cerradas, por lo menos no en el sentido que habia pen-
sado. Lo que es cierto es que si uno considera las dos porciones de la superficie (que
todavia ayer creia que coincidian) ellas se intersecan a lo largo de infinitas trayecto-
rias asintéticas y ademas distan entre si en un infinitésimo de valor mayor que y? por
grande que sea p”.

“Crei que todas las curvas asintéticas, luego de haber sobrepasado una curva ce-
rrada representante de una solucién periédica, aproximarian asintéticamente la mis-
ma curva cerrada. Lo que es cierto es que hay infinitas curvas asintéticas con tal
propiedad”.

1.2.6. Toda la edicion fué destruida

Mittag-Leffler procedi6 con rapidéz a parar la distribuciéon del nimero de la revista.
Habia sido ya enviada a Hermite, Weierstrass, Kovalevskaya, Jordan, Von Dyck, Gyl-
dén, Lindstedt, Lie, Hill. En principio, por la sugerencia de Mittag-Leffler devolvieron
el namero en cuestion.

Mitag-Leffler escribié a Poincaré ciertas consignas:

= Kl error debia quedar entre ellos, por lo menos, hasta cuando apareciera la edi-
cion definitiva de la memoria de Poincaré.

= La nueva redacciéon habia de ser muy cuidadosa para evitar que algo del error se
colara.

= Poincaré pagaria toda la reedicion.

No se sabe hasta donde logré Mittag-Leffler su cometido. El hecho es que en la bi-
blioteca del instituto Mittag-Leffler hay la siguiente nota escrita: “destruida toda la
edicién. M.L.”

El premio del concurso era de 2500 coronas, la reedicion le costé a Poincaré 3500
coronas. El volumen 13 de Acta Mathematica aparecié finalmente en diciembre de
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1890. Poincaré habia entregado la edicion revisada el 5 de enero de 1890. Los afios
restantes del siglo XIX fueron dedicados por Poincaré a desarrollar las teorias surgi-
das a lo largo de la correccion del “fecundo error”.

No se puede sino estar muy de acuerdo con el aserto de Barrow-Green (1994,
p120): “La memoria de Poincaré aseguré que el sexagésimo aniversario del rey Oscar
IT nunca seria olvidado”.

1.3. La dificil herencia de Henri Poincaré. Dahan-
Dalmédico (1996)

A Poincaré se deben grandes contribuciones a la teoria de los sistemas dinamicos. Dal-
médico reenumera los temas de innovacién de Poincaré: teoria cualitativa, bifurcacion,
estabilidad, métodos cuantitativos, teoria ergédica.

Teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales

Estudio geométrico del conjunto de las soluciones de una ecuacién diferencial que no
se sabe integrar. Se llega a su retrato de fase. El espacio de fases es el espacio de
las coordenadas de las posiciones y de las velocidades de los cuerpos considerados
como puntos. Por tanto, a priori, es de dimension 6 n si n es el nimero de los cuerpos
considerados. El retrato de fase es el conjunto de las curvas soluciones trazadas en el
espacio de fase.

En dimension dos, Poincaré hizo la clasificaciéon de puntos singulares.

Ciclo Limite es una solucién periddica aislada. Teorema de Poincaré-Bendixon: En la
vecindad de un ciclo limite, las soluciones que no llegan al punto singular se enrrollan
asintéticamente, en el pasado y en el futuro, hacia el ciclo limite. El teorema no tiene
equivalente en tres dimensiones.

Aborda el problema restringido de los tres cuerpos partiendo de las soluciones
periddicas. Desarrolla asi:
» Un punto de vista local en la vecindad de una solucién periédica;

= y un punto de vista global, dado que hace consideraciones a lo largo de la solucion
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periddica.

Utiliza luego:

= El método de la seccion transversal o seccion de la trayectoria por un plano nor-
mal;

» y el método de la aplicacién del primer retorno.

Curiosamente, el estudio de los puntos de impacto sobre la seccién transversal
hace aparecer analogias con el estudio de los diferentes tipos de puntos singulares
encontrados en el caso del plano.

Estudio de la estabilidad global de conjuntos de trayectorias

En Lagrange: la estabilidad consiste en la estricta periodicidad en las trayectorias.
Poisson habia llegado a la estabilidad hasta el caso en que la trayectoria reviene,
no forzadamente hasta el punto de partida, sino una infinidad de veces hasta una
vecindad inmediata del punto de partida.

En Poincaré introduce la nocion de estabilidad de comportamientos de un con-
junto de trayectorias; tal estabilidad sera medida por la desviacién de una trayectoria
respecto a las vecinas en un instante dado.

Las soluciones se dividen entonces en trayectorias estables y en trayectorias ines-
tables, de acuerdo con los exponentes caracteristicos. Tal nocion global de estabilidad
sera precisada por Lyapunov.

Poincaré utiliza las trayectorias periddicas para estudiar otras trayectorias en
una vecindad de la periédica. Introduce el concepto de soluciones asintéticas y el de
doblemente asintoéticas, en pasado y en futuro, respecto de las soluciones periédicas.
Birkhoff introduce los términos de trayectorias elipticas y trayectorias hiperbdlicas.

Finalmente, Poincaré, llegé a distinguir trayectorias que llamé homoclinicas, tan
complicadas que renuncia a trazarlas.



La nocion de bifurcacion

Poincaré se interesa en otro tipo de estabilidad, el de un conjunto de sistemas dinami-
cos que dependen de un parametro.

Poincaré establece la existencia de series lineales de figuras de equilibrio, depen-
dientes cada una de un parametro. Puede suceder que una misma figura pertenezca
a dos series diferentes. Se tiene una figura de equilibrio de bifurcacién. A cada figura
de equilibrio esta asociada una sucesion infinita de coeficientes. La estabilidad se da
cuando todos son positivos. Anulacién de coeficientes indica figura de bifurcacion.

Introduccion a conceptos probabilisticos en dinamica

Poincaré muestra que hay una infinidad de soluciones particulares no estables en el
sentido de Poisson, pero que ellas son excepcionales en el sentido de la probabilidad,
es decir, son de medida nula.

Se obtiene uno de los teoremas de Poincaré, el "teorema de recurrencia"de Poin-
caré: el estado futuro de un sistema mecanico aislado se acercara arbitrariamente de
su estado inicial salvo de un conjunto excepcional de estados iniciales, de probabilidad
nula.

En la discusiéon de una hipétesis de existencia, Poincaré aludi6 a la "densidad de
trayectorias de moléculas en el espacio de fase", con lo cual introdujo lo que mas tarde
se llamé "la hipétesis ergédica”. Pero, segin Dahan Dalmédico, "hubo que esperar
los anos treinta para tener los dos primeros grandes teoremas de la teoria ergddica,
Birkhoff, 1931 y Von Neumann en 1932".

Transformaciones puntuales

Anos mas tarde, Poincaré se centroé en el estudio del problema restringido de los tres
cuerpos y logré lo que se llamé el "dltimo teorema"de Poincaré: si una transforma-
ciéon de una curva sobre si misma es tal que, primero, retorna los circulos frontera en
sentidos opuestos, y segundo, conserva las areas, entonces, posee dos puntos fijos.
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Métodos cuantitativos y asintoticos

Poincaré establecid, en el volumen segundo de "Méthodes nouvelles de la Mécanique
céleste", la divergencia de las series utilizadas por los astrénomos para aproximar las
soluciones de las ecuaciones del movimiento secular de los planetas. Este resultado
arruina desde luego las esperanzas de Laplace respecto a la garantia de estabilidad
para el sistema solar, dado que aproximado no es lo mismo que exacto.

El genio de Poincaré fue reconocido internacionalmente pero no formé escuela por lo
menos no antes de terminar la segunda guerra mundial, no tuvo alumnos. Se le rendia
pleitesia, se sabia quien era el mas grande pero no para impulsar las grandes ideas de
Poincaré y cultivarlas. Lo cual solo sucedié en Estados Unidos a partir de la mitad del
siglo XX. Actualmente la intensa investigacion en sistemas dinamicos comienza por
republicar las obras de Poincaré. Fué la NASA la que se interesé en la traduccion al
inglés de Nouvelles méthodes de la Mécanique celeste.

Ahora mencionaremos algunos de los mas conocidos cientificos que continuaron
sobre el camino de los sistemas dinamicos:

Aleksandr Lyapunov. Ruso (1857-1918). Acerca de la teoria de la estabilidad, con
énfasis en la evolucién cuantitativa de la tasa de divergencia entre soluciones para
diferentes condiciones iniciales.

Ivar Otto Bendixon Sueco. (1861-1935). Contribuy6 en el estudio cualitativo de las
soluciones en vecindades alrededor de puntos de equilibrio. Teorema de Poincaré-
Bendixon.

George David Birkhoff. Estadounidense (1884-1944). Acerca de sistemas dinami-
cos conservativos mediante técnicas topoldgicas.

Aleksandr Andronov. Ruso (1901-1952). Aporté resultados particulares concernien-
tes a sistemas toscos (coarse sistems) en dos dimensiones.

Andrei N. Kolmogorov. Ruso (1903-1987). El estudio de la estabilidad de sistemas
hamiltonianos y mecanica celeste condujo al celebrado teorema KAM.

Lev Pontryagin. Ruso (1908-1988). Junto con Andronov desarrolla la teoria de los
llamados sistemas toscos.

Juergen K. Moser. Aleman (1928-1999). Trabajé en estabilidad en los sistemas de
Hamilton y ecuaciones diferenciales no lineales. Teorema KAM.

Stephen Smale. Estadounidense (1930-). Publicé un articulo importante “Differen-
tiable Dynamical Systems” fundamentacion sobre una original base topolégica. Cono-
cido por la herradura de Smale.

Vladimir I. Arnold. Ruso (1937-2010). Conocido por resolver el problema trece de
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Hilbert. Contribuyé en la estabilidad de los sistemas Hamiltonianos integrables. Teo-
rema KAM.
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Capitulo 2

Distribuciéon tematica de los ejercicios
del libro

Parte del estudio que se hizo del libro guia, fue el de clasificar los ejercicios de aplica-
cion segun los diferentes temas. A continuacién se presenta la distribucion en tablas
de los capitulos que parecieron los mas relevantes, matematicamente hablando, en el
estudio realizado.

En esta primera tabla se muestra la distribucion de temas que correponde a
conceptos basicos iniciales o requisitos para adentrarse en los sistemas dinamicos.

Capitulo 1. Métodos elementales de resolucion de
ecuaciones diferenciales ordinarias
Temas # de Ejercicios
Ecuaciones diferenciales exactas 6
Factores integrantes 6
Ecuaciones de variables separables 22
Ecuaciones homogéneas 7
E. diferenciales lineales de primer orden 9
Trayectorias ortogonales 1
Ecuacion de Bernoulli 6
Ecuacion de Riccati 6

Tabla 2.1: Capitulo 1

Podemos ver que una gran parte de los ejercicios involucran el método de separacion
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de variables, mencionada en ([11], 18).

La siguiente tabla corresponde al capitulo 3 sobre sistemas de ecuaciones dife-
renciales lineales:

Capitulo 3. Sistemas diferenciales lineales de primer orden con
coeficientes constantes

Temas # de Ejercicios

Diagonalizaciéon de una matriz en R 4

Diagonalizacién de una matriz en C

Exponencial de una matriz: método directo

Exp. de una matriz: forma canénica de Jordan

Exp. de una matriz: método de interpolacion

Exp. de una matriz: método del operador diferencial

Sistemas no homogéneos: variacién de constantes

S. en diferencias finitas: matriz diagonalizable en R

S. en diferencias finitas: matriz diagonalizable en C

S. en diferencias finitas: matrices no negativas

S. en diferencias finitas no homogéneo

NI NN [N O K| N|O

Espacio de fases: sistemas planos

Tabla 2.2: Capitulo 3

Esta tabla muestra la distribucion del capitulo 4 que es el caso general de sistemas de
ecuaciones lineales:

Capitulo 4. Ecuaciones lineales de orden n con
coeficientes constantes

Temas # de Ejercicios

Polinomio caracteristico 9

Variacion de constantes

5
Coeficientes indeterminados 5
5

Caso discreto: en diferencias finitas

Tabla 2.3: Capitulo 4

Un tema que no aparece en las tablas anteriores pero que esta involucrado en casi
todos los anteriores temas es el de valores y vectores propios que es capital en la
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teoria de sistemas dinamicos.

Esta tabla muestra una distribucion parecida a los diagramas de pareto, en el
sentido de que en un ejercicio o sistema se emplearon varios de los temas o métodos
listados, entonces la distribucién es dela siguiente manera:

Capitulo 6. Introduccion a los sistemas dindmicos

Temas # de Ejercicios
Integrales primeras 16
Estabilidad en el sentido de Liapunov 5
Criterio de estabilidad por linealizacion 18

Estabilidad por el método directo de Liapunov

Teorema Bendixon

Teorema Poincaré-Bendixon

Teorema Poincaré

Ciclo Limite

Sistema Gradiente

W | O 3|01 W| ]

Sistemas mecanicos conservativos

Tabla 2.4: Capitulo 6

La siguiente tabla muestra una clasificaciéon, también por capitulos, de la gran di-
versidad de aplicaciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias en los sistemas
dindmicos:

Capitulo 1 Fuerzas

Métodos elementales | Velocidad

de solucion de ecua- | Velocidad de enfriamiento de un cuerpo

ciones diferenciales | Reaccion quimica, transformacion de substancia a una ve-
ordinales locidad determinada

Circuitos eléctricos

Crecimiento en peso de un pez

Curvas de persecucion

Depésitos de agua

Tuberia cilindrica
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Capitulo 3
Sistemas diferencia-
les lineales de primer

orden con coeficientes

Tres depésitos

Tres partidos politicos

Acciones de la Bolsa (Cadenas de Markov)

Distribucién de temperaturas de una barra (Ley de enfria-

constantes miento de Newton)

Poblacion de insectos (Modelo de Leslie)

Modelo econémico del precio de un producto de lujo
Capitulo 4 Vibraciones de una masa pendiente de un resorte
Ecuaciones lineales Movimiento libre

de orden n con coefi-
cientes constantes

No Amortiguado
Amortiguado
Movimiento forzado

Amortiguado
Capitulo 5 Depositos con soluciones salinas con diferentes concentra-
Sistemas lineales no | ciones
auténomos
Capitulo 6 Dos especies de animales en competicion

Introduccién a los sis-
temas dinamicos

Modelo simplificado de la evolucion temporal de los efecti-
vos de dos ejércitos en una batalla

Dos especies de animales compitiendo por el mismo ali-
mento

Propagacién de una enfermedad infecciosa

Caida libre de un objeto hacia la Tierra

Modelo de Kepler del movimiento de un cuerpo celeste

Capitulo 7
Estabilidad de los sis-
temas dinamicos dis-
cretos

Cantidad de droga en el cuerpo de un paciente administra-
do cada 4 horas
Modelo sencillo de comportamiento de precios del mercado

Tabla 2.5: Aplicaciones
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Capitulo 3

Conceptos basicos iniciales

Por medio de este capitulo se pretende presentar un marco tedrico o conceptos basicos
necesarios para adentrarnos en los sistemas dinamicos. Habra algunas definiciones
y métodos elementales de resoluciéon de ecuaciones diferenciales, también nociones y
procedimientos basicos sobre valores y vectores propios.

3.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias

3.1.1. Definiciones

Una ecuacion diferencial ordinaria (E.D.O.) es de la forma:
F('xayayl?y”a"wyn) =0 (31)

en donde z es la variable independiente, y = y(z) es la funcién incégnitay v/, y", ..., y"
son sus derivadas sucesivas hasta el orden n. Se le llama ordinaria porque la funcién
incégnita depende de una sola variable y no de varias, en tal caso aparecerian deriva-
das parciales. El orden de la ecuacion esta dado por la derivada de mayor orden.

Una E.D.O. de orden n también puede escribirse en forma normal o canénica de
la siguiente manera:
v = f(zy 9,y Y)
Definicion 3.1 (soluciéon de una E.D.O.). Se dice que y = ¢(z),z € (a,b) es una
solucion de la E.D.O. (3.1) si al sustituirla en ella se transforma en una identidad.
También es necesario que ¢ sea derivable hasta el orden n en el intervalo (a,b).
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Una curva integral admite la representacion grafica de una solucion de una
E.D.O. Una ecuacién del tipo G(z,y) = 0 también puede ser una solucién de la ecuaciéon
diferencial pues define las soluciones implicitamente.

Solucion general de una E.D.O. de orden n. Es una familia n-paramétrica
de soluciones de la E.D.O.

Solucion particular. Es una solucién obtenida a partir de la solucién general,
asignando valores numéricos a las constantes que figuran en dicha solucién general.

Solucion singular. Es una soluciéon de la E.D.O. que no esta englobada en la
solucion general.

Problema de valor inicial

Un problema de valor inicial consiste en encontrar una solucion a la E.D.O. que satis-
faga una condicion inicial. Por ejemplo veamos el siguiente problema de valor inicial:

a’ = f(t,z), (to) = o
la E.D.O. es escalar y ¢, y x, son valores reales preestablecidos.

La existencia y unicidad de la solucién para el problema de valores iniciales es
un resultado que se tiene como un teorema: dado un punto arbitrario en el dominio de
la funcion incégnita se puede asegurar que por este punto pasa una y solo una curva
integral de la E.D.O.

3.1.2. Ecuaciones de variables separables

Consideremos una E.D.O. de primer orden de la forma
P(z,y)+Qz,y)y =0 (3.2)

Se dice que la E.D.O. (3.2) es separable cuando puede transformarse a la siguiente
forma
M(z) + N(y)y' = 0; (3.3)

en este caso la soluciéon general de (3.3) es

/M@M+/N@@:O
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3.1.3. Ecuaciones diferenciales exactas

Un resultado conocido del Andalisis Matematico asegura que si €2 es un subconjunto
abierto y simplemente conexo de R? existe una funcién U escalar tal que:

ou 8U)

V($7y) S Qa VU(ZL',y) = (P(ZL‘,y),Q(I,y)), donde VU = (a_x» a_y

siy solo si

oP 0
o) e G ) =5l

Se dice que la ecuacion (3.2) en donde y = y(z) es la funcién incégnita, y P, ) son
funciones de clase C'! definidas en un abierto 2 C R? es exacta si existe una funcién
escalar U : Q — R tal que, para todo (z,y) € Q2 se tiene que

ou ou

G @ =Py, Fo@y) = Q)

A la funcién U se le llama funcién potencial de la ecuacion diferencial.
Teorema 3.1. ([11], 16). La solucion general de la ecuacion (3.2) es
U(z,y) =C
siendo U la funcién potencial y C una constante arbitraria.
Es decir, si se verifica que 0P/0y = 0Q)/0x entonces se asegura la existencia de

U(z,y). Una vez se tenga la existencia de U se puede proceder al calculo de la solucién
general, una forma sencilla de encontrarla es la siguiente:

Como @) = 0U/0y, se obtiene
Uw) = [ Qag)dy + e

la funcién h(z) se determina con la condicién

au

e (z,y) = P(z,y)

Factor integrante

En muchas ocasiones la E.D.O. (3.2) resulta no ser exacta; una manera de proceder es
buscar una funcién ¢(z,y) definida en € tal que

YP +¢Qy =0
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sea exacta. A tal funcién la llamamos el factor intgrante de (3.2). Esta nueva funcién
debe hacer que se cumpla la condicién

S (6P) = 5 (90)

que resulta en la siguiente ecuacion diferencial parcial

oP dp Q) Op
Sl - 3ot AP AT ey
7 dy dy 7 ox * an

Si conocemos condiciones sobre ¢ es posible solucionar esta ecuacion.

Por ejemplo, si se sabe que ¢ = ¢(y), la ecuacién anterior se convierte en una

E.D.O. op 90
w(y)a—y(x, y) + P(x,y)¢'(y) = w(y)%(%y)

escrita de otra manera
¢'(y)  (0Q/0x)(z,y) — (OP/Jy)(x,y)

o(y) P(z,y)

entonces el factor integrante sera

o(y) = efw(y)dy7 donde w(y) = (362/891:); <8P/8y).

Si sabemos que ¢ = ¢(x) entonces se obtiene un resultado analogo.

3.1.4. Ecuaciones homogéneas

Una funcién es homogénea cuando cumple la siguiente propiedad
fltx, ty) = t“f(z,y), para algin aceR
en este caso se dice que la funcion es de orden .

Consideremos nuevamente la E.D.O. (3.2). Diremos que es homogénea cuando
las funciones P y () ambas son homogéneas del mismo orden.

Entoces la ecuacion (3.2) puede escribirse de la siguiente forma
Y
y=Ff (—)
x
en este caso podemos realizar la siguiente sustitucion
Yy = ux = y =u'zr + u;
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al reemplazarla en la ecuacion se obtiene una de variables separables y la solucién

[r=-1%

también puede darse el caso en el que la ecuacion (3.2) puede escribirse en la siguiente

=402

asi haremos la siguiente sustitucion
T = vy = ¥ =7vy+v

general es

forma

y se obtiene un resultado similar.

Cuando la ecuacion (3.2) no es homogénea pero tiene la siguiente forma

, a1+ by + ¢y
= 3.4
y f<a2x+bgy+62) (3.4)

es facilmente reducible a una de ellas.

Llamemos /; a la recta de ecuacion a;z + b1y +c¢; = 0y I, la de ecuacion asx + byy +
co = 0. Graficamente se distinguen tres casos de posiciones relativas entre ellas dos:

1. Las rectas [; y I; se cortan en un punto.
Es cuando (a;/as2) # (b1/by), se puede hacer una traslacion del origen de coorde-
nadas al punto donde se cortan las dos rectas asi

r=X+aq, y=Y+p

donde («, ) es el punto de corte de las rectas. Esta traslacion transforma la
ecuacién diferencial (3.4) en

;L CL1X+b1Y . CL1+b1(Y/X)
Y= f (a2X+b2Y) a f (CLQ +b2(Y/X))

que resulta ser homogénea.

2. Las rectas [, y I, son paralelas pero no coinciden.
Es cuando (a1/as) = (b1/ba) # (c1/c2) = A. Se realiza el siguiente cambio de
funcion
u = asr + by = u' = as + bay/
entonces la ecuacion (3.4) se reduce a una de variables separables

u — as _ Au+ ¢
b2 - U+ Co ’
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3. Las rectas [, y I, coinciden.

Es cuando (a1 /as) = (b1/bs) = (¢1/c2) = A, por lo tanto, la ecuacién (3.4) se reduce
a
y=r = y=fNz+C

3.1.5. Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

Se dice que una E.D.O. es lineal y de primer orden en su forma estandar cuando tiene
la siguiente forma

Yy + Plr)y = Qx) (3.5)

Cuando la ecuacion (3.5) tiene el termino () nulo se dice que es la ecuacion homogénea
asociada.

Se tiene un famoso teorema para la existencia y unicidad de esta ecuacién

Teorema 3.2. ([11], 20). Supongamos que P y () son funciones continuas en un in-
tervalo abierto I. Elijamos cualquier punto a en I y sea b un nimero real cualquiera.
Entonces existe una y sélo una funcién y = f(x) que satisface la ecuacion diferencial
(3.5) y la condicion inicial f(a) = b. Esa funcion viene dada por la formula

f(x) = be®) 4 A® / xQ(t)dt donde  A(z) = — / ’ P(t)dt

3.1.6. Ecuacion de Bernoulli

Una variacion de la ecuacion (3.5) es
y' + P(x)y = Q(x)y" (3.6)

si n = 0 la ecuacion es lineal y si n = 1 se vuelve una ecuacién lineal homogénea, pero
en los casos en que n € Ry n # 0,1 se puede realizar el siguiente cambio de funcién
incoégnita

n,/

u=y =u' =(1-n)y "y

que produce
1

1—n

v + P(z)u = Q(x)
que es una ecuacion lineal de primer orden.
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3.1.7. Ecuaciones de Riccati

Una ecuacién de Riccati es de la forma
Yy + P(z)y + Q(x)y* = R(x); (3.7)
esta ecuacion se puede resolver usando dos sustituciones consecutivas, la primera
sustitucion de funcién incégnita es
y=1y,+2 = y =y, + 7

donde y, es una solucién particular de (3.7); esta sustitucién resulta en la siguiente
ecuacion

2+ [P(z) +2Q(x)yy)z = —Q(x) 2
que tiene la forma de una de Bernoulli, y ahora hacemos la segunda sustitucién que

es

1 , z'
u=- = u=—=

z <2
para finalmente obtener la siguiente forma lineal de primer orden

—u' + [P(z) + 2Q(2)yylu = —Q(x)

Si se hubiera hecho la sustitucion
1
Y=1Yp + E

inicialmente se hubiera obtenido la forma lineal de primer orden con una sola susti-
tucion.

3.2. Valores y vectores propios

En esta seccién se hara un breve resumen sobre valores y vectores propios con el fin de
tener una base tedrica en diagonalizacion de matrices y por consiguiente en el calculo
de la exponencial de una matriz. En los capitulos 4 y 5 esto sera un conocimiento
importante en el desarrollo de la tedria de los sistemas dinamicos lineales.

Definicion 3.2. Sea A una matriz n x n. Si u es un vector y A un escalar tales que
u#0 Y Au = lu
se dice que ) es un valor propio de Ay que u es un vector propio asociado a \.
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Podemos notar que el vector propio u es un vector no nulo que no cambia de
direccién al aplicarle A como operador en R”.

Un escalar \ es un valor propio de A si y sélo si el problema homogéneo
(A= XDu=0
tiene soluciones diferentes a la trivial, es decir, si y sélo si
det(A — \I) = 0.

Esta es una ecuacion polinémica de grado n en )\, es la llamada ecuacién caracteristica
de A.

A p(\) = det(A — M) se le llama el polinomio caracteristico de A. Encontrar los
valores propios de la matriz A se reduce a encontrar las raices de este polinomio.
Por tener coeficientes reales los valores propios son, o bien reales, o bien pares de
complejos conjugados.

3.2.1. Diagonalizacion de matrices
Diagonalizacion en R

Se dice que una matriz A n x n es diagonalizable cuando existe una matriz P tal que
PT'AP
sea una matriz diagonal.

Esta propiedad depende de la cantidad de valores propios que tenga la matriz A.

Supongamos primero que todos los valores propios de A son reales y distintos,
asi tenemos el siguiente resultado

Teorema 3.3. ([8], 84). Si \i,...,\; son valores propios reales y distintos de A con
vectores propios asociados ui, ..., u;, entonces los vectores propios u; son linealmente
independientes.

Se tiene, por lo tanto, un resultado importante como consecuencia del teorema
3.3
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Corolario 3.1. ([8], 85). Si A es una matrix n x n con valores propios \;(j = 1,...,n)
reales, distintos y conn vectores asociados u;, entonces existe una matriz T tal que
A 0
T TAT = donde T=(uy]...|up)
0 An

Es decir, si una matriz A n x n tiene n valores propios reales y diferentes entonces
es diagonalizable.

Diagonalizacion en C

Supongamos ahora que la matriz A tiene unicamente valores propios complejos di-
ferentes. Anteriormente se veia que si hay valores propios complejos sus conjugados
también son valores propios.

Si a + if es un valor propio complejo de una matriz A, entonces se cumple que
Av = (a+if)v,

donde v es el vector propio asociado al valor propio a+i/ cuyas entradas son complejas
con la forma
T1 + 1
v = :
Ty + 1Yn
Sea T el vector propio asociado al valor propio a + i3 con la forma

Ty — 1

S]]
I

Tp — 1Yn
Los vectores v y v son linealmente independientes. Los resultados de la seccién an-
terior en R también se tienen para C, por lo tanto, supongamos que A es una matriz
2n x 2n con valores propios complejos distintos a; + i3; con j = 1,...,n y vectores
propios v; y U; entonces existe una matriz 7" tal que

ar + 15 0
ar — i
T AT = ,T= |01 ... | vn | D)
o + 16,
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Combinando los resultados de las dos secciones previas nosotros tenemos

Teorema 3.4. ([8], 89). Suponga que una matriz A n x n tiene valores propios distintos.
Entonces existe una matriz T tal que

A 0
Ak
T—AT = . |
ay — i
o + Zﬁ)l
0 a; — 13
donde \jconj=1,... ., kya,£if,conp=1,...,[son los distintos valores propios

reales y complejos respectivamente que podria tener la matriz A y con n = k + 2I.

No diagonalizable: forma canénica de Jordan

Una matriz A no es diagonalizable cuando no es posible encontrar una matriz 7 in-
vertible tal que 7' AT sea diagonal.

Cuando la matriz A resulta no ser diagonalizable es posible encontrar una matriz
T cuyas columnas sean vectores linealmente independientes tal que la matriz T AT
sea aproximadamente diagonalizable.

Supongamos inicialmente que la matriz A tiene valores propios repetidos. En-
tonces se tiene un resultado mas general que dice lo siguiente

Teorema 3.5. ([8], 95). Sea A una matriz n x n. Entonces existe una matriz T tal que

Jp 0
T'AT =
0 Jr
donde cada J; es una matriz cuadrada de la siguiente forma
Al 0
A1
1
0 A
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A cada bloque J;, se le llama celda o bloque de Jordan. La matriz formada por
estos bloques situados a lo largo de la diagonal y en los demas lugares ceros es la
forma candnica de Jordan de la matriz A.

El siguiente resultado para matrices 3 x 3 nos ayudara a entender cémo es la
forma candnica de Jordan o cémo son sus bloques dependiendo de la multiplicidad
geométrica (m.g.) del valor propio repetido.

Teorema 3.6. ([18], 96). Sea A una matriz 3 x 3 cuyo tinico valor propio es A de multi-
plicidad algebraica 3. Entonces podemos encontrar una matriz T tal que T-' AT asume
una de las siguientes tres formas

() (i) (i)

o O >
o > O
> O O
o O
S > =
> O O
o O
[
> = O

Para el primer caso la m.g. es tres, para el caso dos la m.g. es dos y para el
caso tres la m.g. es uno. Es claro que para el primer caso atn cuando el valor propio
sea repetido la matriz resulta ser diagonalizable por que la multiplicidad geométrica
resulta igual a la algebraica.

Ilustraremos a continuacién un ejemplo de una matriz 4 x 4.

Ejemplo 3.1. Sea la matriz

N

I
S O O N
S N O =
N O = O

La ecuacion caracteristica de A es
2=N*(2-N2+1)=0

asi los valores propios son 2 £ iy 2 con multiplicidad 2.

Resolviendo la ecuacion (A — (2 4+ i)I)u = 0 se tiene que el vector propio es u; =
(0,—14,0,1), también su conjugado u; = (0,,0,1) es un vector propio asociado al va-
lor propio 2 — i.

Ahora resolviendo la ecuacion (A —21)u = 0 se tiene que el unico vector propio asociado
es ug = (1,0,0,0), es decir que la multiplicidad geométrica es uno, diferente a la mul-
tiplicidad algebraica que es dos. Entonces resolvemos (A — 21)u = us y encontramos
ug = (0,0,1,0).
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Ahora formamos la matriz T con los vectores propios encontrados asi

0 010 0 1/2i 0 1/2
po ool L |0 ~1/2i 0 1/2
0O 0 0 1 1 0 0O O
1 0 0 0 0 1 0
Por lo tanto
241 0
0
T AT =

[\

|

~.
S N O O
N = OO

3.2.2. Exponencial de una matriz

La funcién exponencial es posible expresarla, gracias al calculo, como una serie infini-

ta asi
k

g
et = E —
k!

k=0

Sabemos que esta serie converge para cada = € R. Ahora nos preguntamos si es posible
cambiar la variable x por una matriz; como ya se tiene suma, potencia y multiplicacién
por un escalar de matrices entonces podemos dar la siguiente definicion

Definicién 3.3. Sea A una matriz cuadrada n x n. Definimos la exponencial de la
matriz A como una matriz dada por

A2 A3 LA™
A _ _E
e :[+A+E+§+“'— ]

m=0

Proposicion 3.1. ([18], 125). La serie definida e converge para cada A.

Demostracion. Sea a;;(k) para denotar la entrada ij de A*. Sea a = méx |a;;|. Entonces

n
|ai;(2)] = Zaikakj < na’®
k=1
n
|ai;(3)] = Z aiapa| < na’

k=1



Entonces tenemos una acotacion para las entradas ij de la matriz exponencial

ki ai;{(ﬁ) < i Iam]‘{(!k)l < i n k!a < i (n;!)’“ < ema
=0

y asi la serie converge absolutamente por la prueba de comparacion. O

Ya tenemos un método para encontrar la exponencial de una matriz y es aplican-
do directamente su definicién por la serie infinita. Veamos un par de ejemplos de como

hacerlo.
Ejemplo 3.2.

i 2712 t3]3 ;
Ejemplo 3.3.

y esto se tiene pues

Ejemplo 3.4.

B cost sint
—sint cost]

Otras propiedades que cumple la matriz e son:

Proposicion 3.2. ([9], 88). Sean A, By T matrices n x n. Entonces:
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(1) Si B=TAT, entonces e? = Te AT 1.
(2) Si AB = BA, entonces eAt8 = ¢4¢B.
(3) (eM) P =eA

4) % (etA) = Aetd = !4 A,
Solo demostraremos el numeral (1) y (4)

Demostracion (1).

(T-'AT)>  (T-'AT)?

eB =l AT _ [ 4 TYAT +

TR
T1A2T  TLART
=I+T"AT + T T

esto se tiene por

(T'ATY" = (T *AT)T Y AT)--- (T'AT) = T*A™T
N——
1

Y ahora se tiene que

A2 A3
B =11 <I+A+?+§+"'>T:T1€AT.

Demostracion (4). Por la definicion de derivada

t+h)A tA
d 0 . elthA_¢
—e = lim ——
dt h—0 h
| etAghA _ A
= lim
h—0 h
hA
e
= e lim
h—0

y como "4 — I = hA + 1(hA)? + -, entonces limy,_,o(e"* — I)/h = A. Para cualquier A
cuadrada, las matrices A y e* conmutan, por lo tanto

d

E (etA) — AetA — etAA
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Ejemplo 3.5. Si A es una matriz diagonal con entradas \,...,\, con \; € R o C,

entonces e'4 es también diagonal, con entradas e, ... e a lo largo de la diagonal.
Si
by 0 etM 0
A= — et =
0 A 0 ethn

El siguiente resultado es una consecuencia del ejemplo (3.5) junto con la propie-
dad (1) de la matriz exponencial.

Teorema 3.7. ([9], 90). Sea A una matriz n x ny sean Ai,...,\, sus valores propios
reales o complejos y distintos, sean uq,...,u, los vectores propios asociados. Sea P la
matriz cuyas columnas son los vectores propios v;. Entonces la exponencial ¢! puede
ser calculada como sigue:

En el caso donde la matriz no sea diagonalizable, por el teorema (3.5) se sabe que
puede volverse casi diagonal, es decir, a la forma canénica de Jordan. Calculemos la
exponencial de una celda de Jordan de orden tres ([11], 100):

=M+ N con N =

<

Il
S O >
S > =
> = O
o O O
o O =
o = O

La matriz N cumple que N3 = 0, entonces al calcular la exponencial de t.J tenemos
que

etJ — e)\tIthN )\tI tN )\tetN

(1 +tN + N2>

De otra forma:

M teM 2,6
=10 e te)‘t



Si la celda de Jordan .J es de orden p, su exponencial es:

At A 2 oA tPTb
e te 57€ 1)
At At P2 At
e te (p_QS)!e
tJ _ X tPT3At
e =120 0 e =3¢
0 0 0 s e

Ahora, si la matriz A esta en su forma canédnica de Jordan, va a estar formada por
varias celdas o bloques de Jordan,por lo tanto su exponencial es

J 0 - 0 et 0 0

J:
P ] I K
0 0 0 Jg 0 0 - et

Método de interpolacion

Este es un método para calcular la exponencial de una matriz aplicando un teorema
general sobre funciones de matrices. Su enunciado es el siguiente:

Teorema 3.8. ([11], 101). Sean dos funciones complejas de variable compleja, holo-
morfas en B(0;R) = z € C: |z| < R. Sea A una matriz real o compleja, cuadrada de
orden n x n, cuyos valores propios \; pertenecen a B(0; R). Supongamos que la multi-
plicidad de \;es m; (i =1,...,p), siendo my +mg+---+m, =n.

Se verifica que:

FO) =gN)  FO)=gdN) L., MmO =g (=1, ,p)

entonces

Para encontrar la exponencial de una matriz apliquemos este resultado a la fun-
cién f(z) = e'* para cada t € R y se determinard un polinomio g(z) = ag + a;z + az2* +
...+ a,_12" ! que satisfaga las condiciones:

N =g N =g () L, TN =g (= 1)

La exponencial de la matriz es:
et = g(A).

Veamos un ejemplo de como aplicar este método.
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Ejemplo 3.6. Sea la matriz

A 7 6
2 6
En primer lugar calculemos los valores propios de A:

6

- A
det(A — AI) = det 7
2 6— A

) =B-XN(10-X)=0.
Los valores propios son \; = 3, Ay = 10. Apliquemos el método utilizando las funciones
f(z) =€e*yg(z) =az+basi:

9(3)=3a+b= f(3)=¢"
g(10) = 10a + b = f(10) = '
Que es un sistema de ecuaciones para las constantes a y b; resolviendo se obtiene:

_ Lo
a—7(6

9 A 1 <4610t 4 3e3t 6<€10t . e3t>>
et =a ==

St)

1
e , b= ?(1063’5 — 3e!%)

y, por lo tanto,

7 2(610t _ €3t) 3610t + 4€3t

Otro método para calcular la matriz exponencial

Este es otro método para calcular la exponencial de una matriz ([11], 166) que utiliza
resultados de la seccion (3.4) de E.D.O. lineales con coeficientes constantes.

Utilizaremos la notaciéon D = d/dt de modo que, si
PA) = ag+ arA+ -+ an\’,
entonces denotamos
d d*
P(D)(t) = age(t) + a1 (6) + - + @ (8).

Derivando sucesivamente la identidad De'* = Aet4, se obtiene

D2€tA _ AQetA

DketA — AketA
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Por tanto,

Supongamos ahora que p(\) es un polinomio anulador de la matriz A, es decir, p(A) =
0. Como es sabido, son los polinomios anuladores de una matriz su polinomio minimo
y su polinomio caracteristico. La igualdad anterior, aplicada a este caso, implica que

p(D)e* =0

y, por lo tanto, cada elemento y(¢) de la matriz es solucion de la E.D.O. lineal homogé-
nea p(D)y(t) = 0.

Este resultado proporciona un método sencillo para determinar la exponencial
tA

Supongamos que

P = (A= A)™ (A = Ag)™ - (A= Ap)™

A

es el polinomio minimo de A. Entonces, todo elemento de la matriz ¢ es solucién

de una E.D.O. lineal homogénea con coeficientes constantes que tiene como polinomio
caracteristico p()\) , y cuya solucion general conocemos:

y(t) = C1€t)‘1 +--+ letml_let/\l + Blet>‘2 4.4 Bm2tm2—let>\2
N Flet)\k 4+ . 4 katmkflet)\k

donde la multiplicidad de \; es m; (i = 1, ..., k). Por lo tanto, la matriz exponencial es
de la forma

et =eME 4+ .. + tml_let’\lEm1 4R 4+ tm2—1€t>\2Fm2
+ . + et)\kHl _|_ . + tmkilet)\kak,

donde E, F,..., H son matrices reales cuadradas constantes del mismo orden que la
matriz A, que deben determinarse. Para esto derivamos la ecuacion anterior hasta
obtener p ecuaciones con p matrices incégnitas y particularizar en ¢ = 0. Se podria
aplicar el método usando el polinomio caracteristico en lugar del polinomio minimo y
daria el mismo resultado. Veamos un ejemplo del método.

Ejemplo 3.7. Sea la matriz



La matriz tiene un tnico valor propio A = 1 con multiplicidad tres. Como (A — I)? # 0,
el polinomio minimo y el caracteristico coinciden y la exponencial de la matriz A tiene
la forma

et = Fe! + Fte! + Gt?e!

Derivamos dos veces para obtener tres ecuaciones

Ae'r = Ee! + Fte! + Fe! + Gte + 2Gte!,
A%t = Fel + Fte! + Fe! + Fe! + Gt?e! 4+ 2Gte! + 2Gte? + 2Ge';

las particularizamos en t = 0y resulta el sistema
I=FE , A=E+F , A =E+2F+2G

cuya solucion es

E=1 , F=A—-1 , G=A"-2A+1.

Finalmente calculamos la exponencial
. 1 0
etA:Iet+(A—])tet+§(A2—2A+I)t26t:et -t 1

0
0
2+L —t 1

3.3. Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de

primer orden

Un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden es una coleccion de n
ecuaciones diferenciales interrelacionadas de la forma

l’ll = an(t)l’l + alg(t)ilfg + -+ Clln(t)l’n + b1 (t)

/

Ty = agl(t)l’l -+ agg(t)l’z + -+ GQn(t)l’n -+ bg(t)

T = a1 (0) 21 4 an2(t)xe + -+ + A (t) 2 + by (t)

Para simplificar usaremos la notacion
T I‘ll b1
X=1: = X' =|": = B=

n
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y en forma matricial
X' '=A@t)X + B(t), (3.8)

donde A es una matriz n x n y B es un vector, ambos tienen en sus entradas funciones
de t.

Si B(t) = 0, el sistema de ecuaciones lineales es llamado homogéneo, si B(t) # 0 se
llama no homogéneo. Al sistema X' = A(t)X se le llama sistema lineal homogéneo
asociado. Un sistema de ecuaciones es llamado auténomo si la matriz A no depende
de ¢.

Enunciaremos dos resultados importantes sobre los sistemas de ecuaciones dife-
renciales lineales.

Teorema 3.9 (Principio de linealidad). ([9], 74). Si u,(t) y us(t) son dos soluciones
del sistema diferencial lineal homogéneo X' = A(t)X, entonces cualquier combinacion
lineal de estas soluciones

u(t) = Cruy(t) + Caus(t),

para cualquier par de nimeros C1 y Cs, es también una solucion.

Teorema 3.10 (Solucién general del sistema no homogéneo). ([9], 75). Si u,(t) es una
solucion particular de un sistema diferencial lineal no homogéneo

X'=A(t)X + B(t)
entonces un vector u(t) es una solucion del sistema sty solo si u(t) puede ser escrita
u(t) = up(t) + un(?)

donde uy(t) es la solucion general del sistema homogéneo asociado.
3.3.1. Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de primer
orden con coeficientes constantes

Son sistemas de la forma

T = anzy + apry + -+ a1, + by (1)

l’/2 = 211 + 292 + -+ AonTy + bg(t)

T, = Ap1T1 + Apa%o + -+ + Ay + by (1)
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en donde cada coeficiente a;;(i, j = 1,...,n) es un numero real y las funciones incégnita

z;(t)(i = 1,...,n) son funciones reales de variable real. En forma matricial el sistema
se escribe:
X' = AX + B(t) (3.9)
con
aip a2 - Qg T b
a a < Qo T b
A — 21 22 2 : X — 2 ’ B— 2
Ap1 Gp2 - App Ln bn

Sistemas homogéneos

Primero veamos el caso en el que la matriz A sea diagonalizable ([11], 96). Considere-
mos el sistema

X' =AX |, X(0)=X, (3.10)

donde la condicion inicial X, es un vector de R". Como A es diagonalizable entonces
existe la matriz P tal que

A=PAP!
con
A 0 0
. 0 X -+ 0
a=| T P (uful )
0O 0 0 M\,
donde \;(: = 1,...,n) son los valores propios de la matriz A, y u;(: = 1,...,n) son los

vectores propios asociados.
Realicemos el siguiente cambio de funcién incégnita en (3.10)

X =PY

resulta
Y'=AY | Y(0)=Y,=P'X,

Este es un sistema sencillo de resolver pues cada y; de Y satisface la E.D. escalar
?J; = \ivi
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y su solucién es

ettt 0
0 eMet 0
Y = , Y.
0 0 et

Regresando a la funcién original obtenemos la solucién del problema de valores ini-

ciales
eMt 0 ... 0 eMt 0 ... 0
0 e ... 0 0 e ... 0 .
X=PY=P . . ) . Yo=P . . ) . P X,.
0 0 ce e)\nt 0 0 . ez\nt

Si la condicidn inicial es arbitraria entonces obtendremos la solucién general del sis-

tema
6)\1t 0 0 ]{51
0 6)\2t 0 k’g
X(t)=P . . ;
0 0 ernt k,,

finalmente en la forma
X(t) = k‘le)\ltul + k26>‘2tu2 I k‘ne’\"tun.

A continuacién enunciaremos un teorema mayor sobre la solucién de los sistemas de
ecuaciones diferenciales

Teorema 3.11. ([11], 99). Sea una matriz real n x n. El problema de valor inicial o de
Cauchy

X' =AX , X(0)=X, con X;eR"

tiene siempre la solucién tinica

X(t)=e"X, (teR).

El teorema anterior nos dice que solucionar un sistema de ecuaciones se reduce a
encontrar la exponencial de la matriz A asociada al sistema. Podemos usar cualquiera
de los métodos expuestos en la seccion 3.2.2.
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Sistemas no homogéneos

El teorema (3.10) nos dice que para resolver el sistema (3.9) es necesario encontrar una
solucién particular del sistema y sumarla a la solucion general del sistema homogéneo
asociado.

Es posible encontrar una solucién particular por medio del método de coeficientes
indeterminados; sin embargo, existe una férmula para atacar este problema y es la

formula de variacion de las constantes, esta es la que ilustraremos a continuacién ([9],
102).

La idea es resolver el problema de Cauchy
X'=AX+B(t) , X(0)=X,

Si A =0, el problema X' = B(t), X(0) = X, tiene la solucién

t
X(t) = Xo +/ B(s)ds.
0
El caso general puede reducirse al anterior efectuando el cambio de funcién incégnita
X(t)=e4Y(t) =Y'({t)=e"B(t) , Y(0)=X,.

Por lo tanto se tiene que
t
Y(t) = Xo +/ e *AB(s)ds
0

y la solucién del problema de Cauchy no homogéneo viene dada por la siguiente for-
mula de variacion de las constantes

X(t) = {Xo + /0 t e_SAB(s)ds] .

3.4. Ecuaciones diferenciales lineales de orden n con
coeficientes constantes

Son E.D.O. de la forma
2™+ a,_12" 4 4 a’ + agr = b(t) (3.11)

donde los coeficientes a;(0 < ¢ < n — 1) son nimeros reales, b(¢) es una funcién real y
xr = x(t) es la funcién incégnita.

39



El problema de valores iniciales o de Cauchy consiste en encontrar una solucion
que satisfaga las condiciones iniciales

l’(to) =2y , x/(to) =1 , ..., ,f(,’(nil) (to) = Tp_1

donde cada z;(0 < i < n — 1)y t, son constantes reales. De ahora en adelante y sin
perdida de generalidad elegiremos siempre ¢, = 0

3.4.1. La ecuacion diferencial homogénea

Consideremos inicialmente la ecuacién homogénea, es decir, cuando b(¢) = 0.
2™ 4, 2" a4 agr =0 (3.12)
Definimos las siguientes funciones incégnitas
/ " .
1= , T9=T , Xz3=x , ... , Tp=x

esto hace que la ecuacion (3.12) se transforme en un sistema de n ecuaciones que tiene
una forma matricial asi

), 0 1 - 0 To

T 0 0 0 - 0 0 T3
=1 . . . . . ) (3.13)

a 0O 0 0 - 0 1 Tt
x% —ap —a1 —Aaz -+ —0p—2 —0Gp_1 Tn
La ecuacion (3.12) es equivalente al sistema (3.13) en el siguiente sentido:

Si z = z(t) es solucién de (3.12) entonces el vector (x(t), 2/(t), ..., 2" (t))? es solu-
cién de (3.13) y reciprocamente si (z;(t), z2(t), . .., z,(t))” es solucién de (3.13) entonces

x1(t) es solucién de (3.12).
Se le llama a
PA) = X"+ ap N ag )+ ag

el polinomio caracteristico asociado a la E.D.O. (3.12), y a P(\) = 0 la ecuacion carac-
teristica.

Lema 3.1. ([11], 162). Las raices del polinomio caracteristico son los valores propios
de la matriz A asociada al sistema diferencial equivalente.

Por lo tanto, una forma de encontrar la solucion de la ecuacion (3.12) es obtener
la solucion del sistema diferencial equivalente, que se estudié en la seccién 3.3.
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Solucion de la E.D.O. en el caso general

Teorema 3.12. ([11], 163). El conjunto de las soluciones reales de la E.D.O. (3.12) es
un espacio vectorial real de dimension n.

De este teorema resulta que la solucion general de la E.D.O. (3.12) es combi-
nacién lineal de n soluciones linealmente independientes. Esta base del espacio de
soliciones puede conseguirse a partir de las raices de la ecuacién caracteristica de la
siguiente forma:

(a) Si )\ es una raiz real simple de la ecuacion caracteristica, se tiene la solucién

6>\t.
(b) Si ) es una raiz real de multiplicidad m de la ecuacion caracteristica, se tienen las
m soluciones linealmente independientes

At te)\t

e , tm— 1 eAt .

9 .o 9

(c) Sia+if son raices complejas conjugadas simples de la ecuacion caracteristica, se
tiene las soluciones

e cos St , e sin ft.

(d) Si o+ i3 son raices complejas conjugadas de multiplicidad m de la ecuacién carac-
teristica, se tiene las soluciones linealmente independientes

e“tcos Bt , tecosft L, ... , t"lecosft

esin Bt ,  te“sinpt L, ..., t"leYsinft

3.4.2. La ecuacion diferencial no homogénea

Consideremos ahora la ecuaciéon no homogénea, es decir, de la forma (3.11) donde
b(t) # 0 es el término independiente.

La solucion general de esta ecuacion diferencial es la suma de la solucion gene-
ral de la ecuacion homogénea asociada con la solucién particular de la ecuacién no
homogénea. Encontrar una solucion particular no es algo sencillo, pero hay métodos
para encontrarla, por ejemplo, el método de variacion de parametros y el método de
los coeficientes indeterminados.
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Capitulo

Conceptos basicos de la teoria de los
Sistemas Dinamicos

En este capitulo pretendemos realizar una aproximacioén a lo que hoy se conoce como
sistemas dindmicos pasando por sistemas lineales planos y una clasificaciéon importan-
te, y un acercamiento a los sistemas no lineales por medio de un estudio cualitativo
mencionando importantes teoremas.

Un sistema dinamico es un proceso que evoluciona con el tiempo, es una forma
de describir el paso del tiempo de un proceso en el futuro o en el pasado. Los procesos
se pueden clasificar como deterministas y semideterministas; determinista es cuando
su estado presente permite predecir sus futuros estados y también pasados, semide-
terminista es cuando su estado presente permite averiguar su evolucién futura pero
no permite el pasado. También hay procesos finitos que son los que se necesitan un
numero finito de variables para describir completamente su estado. Un proceso se di-
ce diferenciable cuando la ley que enmarca su evoluciéon viene dada por una funcién
diferenciable

Un modelo matematico adecuado para describir la evolucion en el tiempo de un
cierto proceso es el flujo o sistema dindmico. Las ecuaciones diferenciales son modelos
matematicos adecuados para la descripcion de procesos que cambian con el tiempo. El
espacio de fases de un proceso es la coleccion de todos los estados posibles del sistema,
por lo tanto, los espacios de fases que consideraremos seran siempre subconjuntos
abiertos ¢/ C R".
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4.1. Definiciones

Sea U/ C R™ un subconjunto abierto y no vacio. Un grupo uniparamétrico de transfor-
maciones en U es una familia de aplicaciones {7'(t) }/cr,

VEER, T(t): U — U.

tal que satisface las siguientes condiciones

(a) T'(0) es la identidad

(b) Vt,seR , T)T(s)=T(t+s)

Un grupo uniparamétrico de difeomorfismos se llama al par

U, {T(t) }rer)

como se definié anteriormente y ademas cumple que la funcién de n + 1 variables
definida por

O RxU —U
t,X)— o(t,X)=T(t)X

es una funcién de clase C' en todo su dominio.

Por lo tanto damos la definiciéon formal de sistema dinamico:

Definicién 4.1 (SISTEMA DINAMICO). Un sistema dindmico o flujo se define como
un grupo uniparamétrico de difeomorfismos.

Notese que la definicién anterior implica que tanto 7'(¢) como 7~!(¢) son funciones
de clase C'. Si elegimos un estado inicial X, € U en el espacio de fases, T(t) X, es el
estado correspondiente al cabo de un tiempo ¢.

A continuacién presentamos algunas definiciones relacionadas con la terminolo-
gia asociada a los sistemas dinamicos, en otras palabras en terminos dinamicos.

Definicién 4.2 (Orbita). Sea X, un punto del espacio de fases U, la aplicacion
p:R—U

se llama movimiento del punto X, por la accion del flujo. La orbita o trayectoria co-
rrespondiente a este punto es la imagen de la aplicacion ¢

O(Xo) ={T(t)Xo €U :t € R}.
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Teorema 4.1. ([11], 234). Por cada punto del espacio de fases pasa una orbita y solo
una.

Demostracion. Sea X, € U y sea O(X,) la orbita correspondiente. Supongamos que
Xp € O(X,) para algun X; € U, es decir, que existe algun ¢, € R tal que Xy = T(¢9) X;.
También podemos ver que
T(—t())XO = T(-to)T(to)Xl = T(—to + to)Xl == T(O)Xl == Xl-
Ahora veamos que O(X,) = O(X,),
X € O(Xo) = X =T(t)Xo = T()T(t0) X1 = T(t + to) X1 € O(X1)
X S O(Xl) — X - T(t/)Xl == T(t/)T(—to)XU - T(t/ - to)XO S O(Xo)
O
Definicion 4.3 (punto de equilibrio). Un punto X, € U es un punto de equilibrio de un
flujo si su orbita se reduce al punto, es decir, si O(X,) = Xo.

Definicion 4.4 (curva integral). Sea X, € U en el espacio de fases. La curva integral
de este punto es la representacion grdfica del movimiento del punto, es decir, la grdfica
de la aplicacion ¢ : R — U dada por ¢(t) = T(t)Xo(t € R).

Esta representacion grafica se efectiia en el espacio de (n+ 1)-dimensional R x I/,
que se denomina espacio de fases ampliado del sistema dinamico.

Definicioén 4.5 (velocidad del flujo en un punto). Sea X, un punto del espacio de fases.
La velocidad del flujo en ese punto se define como:

v(Xo) = lim TW)Xo=Xo _ 1, 20 =¢(0)

t—0 t t—0 t

= ¢'(0)

donde o(t) = T(t) X, es el movimiento del punto X,.

La velocidad de flujo es la derivada parcial respecto a ¢ de la funcion antes defi-
nida ®(¢, X,) particularizada en ¢t = 0, por lo tanto, la velocidad es un vector de R", es
decir, un campo de velocidades asociado al flujo

v:U — R"
XO — 'U(XO)
Definicion 4.6 (punto singular). Sea X, € U, este es un punto singular del campo de
velocidades asociado al flujo si v(X,) = 0.

De lo anterior podemos ver que a cada sistema dindmico (U, {T'(¢) };cr) se puede
asociar un campo de vectores en U, que es el campo de velocidades del flujo.
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4.1.1. Definiciones concernientes a ecuaciones diferenciales

Definicion 4.7 (sistema diferencial). Sea Y C R™ un subconjunto abierto y no vacio
y sea v : U — R" un campo vectorial, que supondremos de clase C*(U). Se define el
sistema diferencial autéonomo asociado al campo v mediante:

X =v(X) (X el (4.1)

El conjunto U se llama el espacio de fases del sistema.

Definicion 4.8 (solucién de un sistema diferencial). Llamamos solucién del sistema
diferencial (4.1) a toda funcion

p: I —U
t— p(t)

definida en un intervalo I C R con valores vectoriales en el espacio de fases del sistema,
derivable en I y tal que satisface el sistema (4.1), es decir

veel (1) =v(p(t)).

Definicioén 4.9 (problema de valor inicial). Dados t, € R, X, € U, un problema de valor
inicial o de Cauchy para el sistema diferencial (4.1) trata de encontrar una solucion ¢
tal que p(ty) = Xo

Sin perdida de generalidad asumiremos de ahora en adelante t, = 0

Definicion 4.10 (6rbita (compéarese con la definicién 4.2)). La érbita positiva O, (X)),
orbita negativa O_(X,) y orbita O(X,) del punto X, € U se definen, respectivamente,
como los siguientes subconjuntos del espacio de fases

O+(X0) = {(p(t, XO) te [07 5X0)}
O_(Xo) = {p(t, Xo) : t € (7x,,0]}
O(Xo) = {e(t, Xo) : t € (x0, Bxo)}
Definicion 4.11 (solucién de equilibrio (comparese con la definicion 4.3)). Si X, es un
punto del espacio de fases tal que v(X,) = 0, entonces p(t) = Xy es solucién del sistema

diferencial. Se llama solucidn de equilibrio o estacionaria y su orbita se reduce al punto
Xo.

Definiciéon 4.12 (curva integral (comparese con la definicion 4.4)). Es la representa-
cion grdfica en R x U de una solucion del sistema diferencial.
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4.2. Relacion entre sistemas dinamicos y sistemas

diferenciales

Teorema 4.2. ([11], 239). El movimiento de un punto X € U, definido por

o:R—U
t—s o(t) =TH)X

es solucion del sistema diferencial

X' =0(X)
Demostracion. Se tiene
1) = i A Oy TEERZTO ) ) = i)

Hemos relacionado los sistémas dinamicos o flujos con sistemas diferenciales, lo
que significa que resolver un sistema n-dimensional X’ = v(X), que es una ley local
de evolucion pues defne una velocidad en cada punto, consiste en encontrar el flujo
asociado al campo de velocidades.

Teorema 4.3. ([11], 239). Un punto del espacio de fases X, es un punto de equilibrio
del sistema dindmico si y solo si es un punto singular para el campo de velocidades del

flujo.

Demostracion. a) Si X, es un punto de equilibrio del flujo, esto significa que
VieR , T(t)Xo = Xo

por lo tanto, la velocidad v(X,) es nula.

b) Sea X, un punto tal que v(X;) = 0 entonces la funcién ¢(t) = X, es solucién del
sistema diferencial X’ = v(X) y satisface la condicién inicial ¢(0) = X,. Ahora por el
teorema 4.2 la funcién ¢ (t) = T'(t) X, es solucién del sistema diferencial y también sa-
tisface la misma condicién inicial 7'(X,) = X, por lo tanto, las dos soluciones coinciden
por la unicidad de solucién, entonces

VieR |, T(t)Xo= Xo.
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4.3. Sistemas dinamicos lineales

4.3.1. Grupos uniparamétricos de difeomorfismos lineales en
R?’L

Teorema 4.4. ([11], 241). La familia de transformaciones {T'(t)};cg con T'(t) : R" — R"
es un grupo de difeomorfismos lineales en R" si y solo si existe una matriz constante A,

real n x n, tal que
VteR |, T(t) =4

Demostracion. a) Si A es una matriz constante real n x n es claro que 7(0) = 4 = I,

y también tenemos que
T(t+4 s) = 94 = s = T()T(s)

y por la propiedad (4) de la exponencial se cumple que la funcién (¢, X) = T(t) X =
e X es de clase C*; entonces {e¢},cr es un grupo uniparamétrico de difeomorfismos.
Para ver que sea lineal definimos la funcién

(bt(X) : Z/[ — Z/{
X — ¢(X) =X

y verificamos que dados u,v € U y A € R se tiene que

D) ¢u(utv) =e(utv)=eu+ el =g (u) + ¢(v)

i) ¢(A\u) = e u = Xettu = Aoy (u).

b) Si {T'(t)};cr es un grupo uniparamétrico de difeomorfismos lineales en R", es facil
ver que el campo de velocidades asociado v : &/ — R"™ es también una aplicacién lineal.
Entonces existe una matriz real n x n constante A tal que

VX eR" | o(X)=AX.

El sistema diferencial asociado a este campo de velocidades es el sistema lineal con
coeficientes constantes

X' = AX.
Tenemos entonces dos teoremas asociados a este hecho, el teorema 3.11 que nos dice
que la solucién de este sistema diferencial es X (t) = ¢ X y el teorema 4.2 nos dice
que para un punto X la funcién p(t) = T'(¢t) X, es solucién del sistema diferencial, por
la unicidad de la solucién tenemos que T(t) X, = e!4 X, por lo tanto, T(t) = ' O
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4.3.2. Sistemas planos

En esta seccion consideraremos sistemas X’ = AX con coeficientes constantes donde
A es una matriz 2 x 2; estos sistemas son de gran importancia porque se pueden re-
lacionar con E.D.O. lineales de segundo orden z” + a2’ + apz = b(t). Estas son de las
mas importantes ecuaciones encontradas en la ciencia y en la ingenieria.

El sistema X’ = AX podemos notarlo asi:

B x(t) b x'(t) _fa b
X(”‘<y<t>) | X(t)‘<y'<t>) ’ A_<c d)

entonces

El conjunto
{X(t) = (x(t),y(t)) : t € [} CR?

es el de las 6rbitas de la solucién X (¢) del sistema diferencial. El plano R?, donde viven
las orbitas o trayectorias, es el espacio de fases o en este caso plano de fase.

El aspecto general de las trayectorias con flechas que indican el recorrido se lla-
ma retrato de fases o retrato de trayectorias (descripcion de trayectorias).

Segun el teorema 3.11 la solucién del problema de Cauchy o de valores iniciales
del sistema es

Xt) =Xy , X(0)=X, , X,cR?
con lo cual nos bastaria para trazar mecanicamente las soluciones.

Sin resolver analiticamente el sistema se pretende encontrar propiedades cua-
litativas de las soluciones, por ejemplo: perioricidad o no perioricidad, limite cuando
t — oo, etc. Los datos que usaremos son las propiedades espectrales, es decir, las de
los valores propios de la matriz A.

Primero que todo el tnico punto (g, 1) de R? tal que AX = 0 es (x¢,%) = (0,0),
asi que X = 0 es la dnica solucion de equilibrio para el sistema.

Como A es una matriz 2 x 2 entonces su polinomio caracteristico debe ser un po-
linomio de grado dos con un maximo de dos raices complejas o reales. Para identificar
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cada caso calculemos de forma general este polinomio asi:

A b
det(A —AI) = |[“ = (a—M\)(d—\) —be
c d— A
reorganizando y teniendo en cuenta que
trA=a+d y detA=ad-—bc

se tiene que

N —Xa+d)+ (ad — be) =
A% — (tr A)X + (det A) = 0.

Aplicando la férmula cuadratica para A tenemos que

_tr A+ \/(tr A)? —4det A

A 2

con discriminante
A = (tr A)?> —4det A.

Dependiendo del signo del discriminante se obtienen los diferentes valores propios
que los clasificaremos de la siguiente manera:

= Valores propios reales y distintos (A > 0).
= Valores propios complejos conjugados (A < 0).

= Valores propios repetidos (necesariamente reales) (A = 0).

Valores propios reales y distintos

Este caso es cuando la matriz es diagonalizable con valores propios A\ y Xy y sus
respectivos vectores propios v; y v». La solucién viene dada por:

X (t) = kyeMoy 4 kye?'uy. (4.2)

La solucion expresada en las coordenadas de la nueva base {v;, v,} del plano es:

= 1 0
X(t) = ket (0) + kpe?t (1) :
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Esta solucién corresponde al sistema diagonalizado

X'(t) = (Aol f))?(t) donde (Aol f) = P'AP
2 2

y P = (v1|v9) es la matriz de paso de la base candnica {e;,es} a la base {v;, v5}.

Asi tenemos que

= 1 0
PX(t) =P (l{?l@)\lt <O> + k2€/\2t <1>> = k16A1t01 + ]{726)\2t'l}2 = X(t)

como veiamos en el caso general en la seccién 3.3.1.

Para identificar el aspecto de las trayectorias usaremos la solucion del sistema
diagonalizado X (t) = (Z(t),7(t))

%(t) = ]{?16>\1t,

g(t) = kge)\?t,
se puede eliminar el parametro ¢ y se obtienen las ecuaciones cartesianas de la forma
y = kx? (4.3)

donde & es una constante real y p = Ao/ ;.

Primero trazamos los vectores propios v; y v; y las rectas que los contienen. Ahora
dependendiendo del signo que tengan los valores propios tenemos los siguientes casos:

1. Si A\; > \; > 0, entonces todas las trayectorias tienden a oo cuando t — c© y a
0 cuando t — —oo. De acuerdo con las ecuaciones cartesianas (4.3) se tiene que p > 1,
asi las trayectorias se escapan del origen tangencialmente a v; excepto aquellas que
son multiplos de v,. Al origen se le llama un nodo fuente o inestable (Figura 4.1).

2. Si \; < A2 < 0, entonces todas las trayectorias tienden a 0 cuando t — oo y
a oo cuando t — —oo. De acuerdo con las ecuaciones cartesianas (4.3) se tiene que
0 < p < 1, asi las trayectorias tienden hacia el origen tangencialmente a v, excepto
aquellas que son multplos de v;. Se dice que el origen es un nodo sumidero o estable
(Figura 4.2).
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Figura 4.1: Nodo inestable

3. Si A1 < 0 < \y, las trayectorias son una mezcla de los dos casos anteriores. Si
las trayectorias son multiplos de v; entonces tienden a 0 cuando ¢t — oo y a oo cuando
t — —o0, si las trayectorias son multiplos de v, entonces tienden a co cuando ¢t — c© y
a 0 cuando ¢t — —oo. De acuerdo con las ecuaciones cartesianas (4.3) se tiene que p < 0,
asi cuando t — oo, T — ooy y — 0. Al origen se le llama un punto de silla, cuello o

Figura 4.3: Puerto

puerto (Figura 4.3).

4. Si Ay =0y X\ > 0, en este caso la solucion general del sistema diagonalizado

es asi

por lo tanto las trayectorias son semi-rectas paralelas a v, y tienden a oo cuando ¢t — oo

(Figura 4.4).

#(t) = K,
g(t) = kle’\Qt;




5.81 A\ =0y Ay < 0, las trayectorias son iguales a las del caso (4) solo que las
trayectorias tienden a oo cuando ¢t — —oco (Figura 4.5).

Estos dos ultimos casos se presentan cuando det A = 0.

e e = s = .
R = W ’
« e =
1w 2 % w =T
> 0 ﬂ g ‘( = i
= = / -
b 7 7 e -~ J
1 A A
2k 7 A1 A A |
S L 7 e 7 A
] 0 1 2 s
Figura 4.4: Inestable Figura 4.5: Estable

Valores propios complejos conjugados

Supongamos en este caso que los valores propios son « + i3 con vectores propios v; y
v, respectivamente, pero estos vectores estan en C2. Para describir las trayectorias en
el plano de fase real realizamos el siguiente tratamiento:

Como vimos de forma general en la secciéon 3.2.1. que si v; es el vector propio
asociado al valor propio \; = «a + i entonces v, = 77 = a — i3 es el otro vector propio
asociado al valor propio A\, = \;, ahora sean los vectores

wy = 5(111 +77),
_ _i( —)
Wo = 5 U1 — V1),

estos son vectores propios reales de A y de hecho w; es la parte real de v; y w, la parte
imaginaria de v;. Ademas w; y w; son linealmente independientes por lo tanto son una
base para R?.
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Notemos que

Aw1 = (AUl + Av_l)

1
2
1 . N
= 5((04 +ifB)vy + (o — if)v7)
«
= 5((“1 +01) + (v — 1))
= aw; — Bws
Analogamente
sz = Bwl + aws
por lo tanto se tiene que la diagonalizaciéon de A da
a f 1
=P AP donde P = (wi|ws).
La solucién del sistema diagonalizado
X'(t) = A*X(t) con m:(Q @
-8 «a

segun el teorema 3.11 es
X(t) = e X,

ahora solo hay que calcular la exponencial de la matriz A*. Lo hacemos de la siguiente

manera:

Reescribimos la matriz A* asi

s (@ BY_ (10O 0 1
i S R C R
(1 0) (0 1) (1 0) (0 1)
. « +5 « B
eA _e 01 -10) _o\0 1) \-1 0

estas dos exponenciales ya se calcularon en los ejemplos (3.2) y (3.4), por lo tanto

A (e 0 cosf sinf)\ [ cosf sinf
<= 0 e —sinf cospf —° —sinf cosf )

Expresamos la solucion general del sistema diagonalizado

(1) = et ( cos [3t sinﬂt) X,

—sin Bt cos [t

entonces

tenemos que:
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Ahora es facil ver la forma de las trayectorias o el movimiento del punto X,. Al mismo
tiempo que la orbita gira a una velocidad de  radianes por unidad de tiempo por la
accion de la matriz de rotacion también se aproxima o se aleja del origen por la accion
de ¢* dependiendo del signo de «, por lo tanto tenemos los siguientes casos:

1. Si «a > 0, las trayectorias son espirales que tienden hacia afuera cuando ¢t — oc.
El origen es una fuente espiral o un foco inestable (Figura 4.6).

2. Si a < 0, las trayectorias son espirales que tienden al origen cuanto ¢t — oco. El
origen es un sumidero espiral o foco estable (Figura 4.7).

st \y, ¢&\I\'\§\'I§

2 \l\ \

A \ A

Nxx Q E

> > 0 X\ N
NS ‘%\

/X

2 A N /K
N &
NN N NN ST

N
[
o
=
N
w

Figura 4.6: Inestable Figura 4.7: Estable

3. Si o = 0, las trayectorias no se ven afectadas por ¢ por lo tanto las trayecto-

rias son Orbitas cerradas, elipses con centro en el origen. Al origen se le llama centro
(Figura 4.8).

Figura 4.8: Centro

La direccion de rotacion de las trayectorias depende del signo de la entrada c de

55



la matriz A, si ¢ > 0 entonces la rotacién es en contra del movimiento de las manecillas
del reloj y si ¢ < 0 la rotacién es la misma que la de las manecillas del reloj.

Valores propios repetidos

1. Un primer caso es cuando la matriz es diagonalizable, es decir cuando la mul-
tiplicidad geométrica del valor propio es dos, entonces las trayectorias podemos verlas
en las ecuaciones cartesianas (4.3) pues como \; = )\, entonces p = 1, por lo tanto las
ecuaciones en las coordenadas del sistema diagonalizado tienen la forma

y=kx.

Las 6rbitas son semi-rectas que pertenecen a rectas que pasan por el origen. El origen
es estable si A > 0 e inestable si A < 0. Si A = 0 entonces la solucién es trivial, es decir,
z(t) = k1 y y(t) = ko para todo t € R.

2. Un segundo caso es cuando la matriz A no es diagonalizable, entonces su forma

s (M1
0 A

una celda de Jordan de orden 2. De acuerdo a la seccion 3.2.2. su exponencial es

oA oA Lt '
01

Entonces la solucién general en las coordenadas del sistema diagonalizado es:

. et)\ tet)\

canénica o de Jordan es

es decir

f(t) = k1€t>\ + kzt@w\,
g(t) = k2€t>\.
Si A < 0 las trayectorias tienden al origen cuando ¢ — oo (Figura 4.9), si A > 0 entonces

las trayectorias tienden a co cuando ¢ — oo (Figura 4.10). Todas las trayectorias son
tangenciales al vector v;.
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Figura 4.9: Inestable Figura 4.10: Estable
e e — = P
17% 7 = ]
P “— =
> 0 A
- =2, -7
-1 7 G 7 i
7, =7 —7
2 = T 7 7|
-3 7 =7 R —7 —7 —7 |

-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 4.11: Valor propio doble nulo

Si A = 0 entonces las soluciones son

ﬂ(t) = ko

Por lo tanto las trayectorias son rectas paralelas al vector v;, la recta que contiene a
vy esta formada por puntos de equilibrio (Figura 4.11).

El plano traza-determinante

La informaciéon que tenemos respecto del comportamiento de las trayectorias de acuer-
do con los valores propios podemos resumirla en un plano determinado por tr A y det A.
Este plano, no es el plano de fase xy, nos ayuda a estudiar como la tr A y det A y las
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relaciones entre ellos determinan el comportamiento de las trayectorias del sistema
plano lineal.
El plano-(tr A, det A) esta dividido por los ejes det A = 0y tr A = 0 y la parabola

(tr A)?/4 = det A,
que divide entre los casos A >0y A < 0.

La siguiente grafica muestra los diferentes casos dependiendo de los parametros
traza y determinante. Se le llama diagrama de bifurcacién.

det A
(tr A)?/4 = det A
[ J [ ]
espiral espiral
sumidero cer;'tro fuente sobre la

dentro de parabola
no.do la pardbola A=0
sumidero A <0 . O.do
* fuente
SOl-)I‘e fuera de tr A
el eje la pardbola
A>0
°
punto
de silla

Figura 4.12: El plano traza-determinante. Diagrama de bifurcacion

4.4. Sistemas dinamicos no lineales

Este seccion es de gran importancia para este trabajo de grado, pues muestra una for-
ma diferente de atacar los problemas y ejercicios sobre sistemas de ecuaciones lineales
desde un enfoque cualitativo. En el caso lineal las ecuaciones diferenciales se pueden
integrar permitiendo asi encontrar la forma general de las soluciones; ahora nos enfo-
caremos en el caso no lineal, es alli donde la integrabilidad directa de las ecuaciones
no es posible, por lo tanto las técnicas para este tipo de ecuaciones y sistemas son
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diferentes. Consideremos el sistema diferencial de la siguiente forma

vy (21,22, . .., Tn)
UQ(xla*TQ’ s 7xn)
X' =v(X)=
Un(xl7 Ty ... 7'1771)
donde cada v;(i = 1,...,n) es no lineal. Nos enfocaremos un poco méas en los sistemas

de dos dimensiones, sea de la forma:
(4.4)

pues son de gran importancia para las aplicaciones y ademas parte de la teoria que se
expondra es solo para sistemas planos.

4.4.1. Integrales primeras

Definicion 4.13 (derivada de un campo escalar respecto de un campo vectorial). Dado
U C R, sea f: U — R un campo escalar de clase C' y sea v : U — R™ un campo
vectorial que supondremos continuo en U. Se define la derivada del campo [ segtin el
campo vectorial v como la aplicacion:

L,f:U—R talque (L,f)(X)=Vf(X) v(X)= Z

Definicion 4.14 (integrales primeras). Se dice que el campo escalar f : U — R de
clase C' es una integral primera del sistema diferencial anterior si, para cada solucion
del dicho sistema

p: I —U con ICR

se verifica
Vtel : f(e(t)) = constante.

Teorema 4.5. ([11], 242). En las condiciones de regularidad anteriores, el campo es-
calar f es una integral primera del sistema diferencial (4.1) si y solo si:

VX eU |, Lof(X)=0

Encontrar una integral primera de un sistema dindmico puede ser algo muy
complicado, aveces se requiere ensayar y equivocarse muchas veces, sin embargo, en
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sistemas planos puede encontrarse una integral primera con ayuda de los métodos
elementales de resolucion de E.D.O.

Dado un sistema (4.4) considere la E.D.O.

@ _ UQ(xv y)
dl‘ U1<§U,y)

Si es posible encontrar su solucién general escrita como

flo,y)=C , (z,y) €R?
entonces f es una integral primera del sistema plano.

Las integrales primeras son funciones importantes en la teoria por que nos per-
miten obtener informacién en entornos alrededor de los puntos de equilibrio, en las
secciones siguientes mostraremos algunas formas de usarlas.

4.4.2. Estabilidad de los puntos de equilibrio

A los puntos singulares del campo vectorial, también se les llama puntos de equilibro,
y se corresponde con una solucién estacionaria. Lo que quiere decir que dado un estado
inicial p(0) = X, con X, € U entonces V¢t € R satisface que p(t) = X,.

Definicion 4.15 (Estabilidad en el sentido de Liapunov). Sea X, un punto de equili-
brio del sistema diferencial (4.1). Se dice que X es estable en el sentido de Liapunov
si, para cada ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que, para cada punto X € U con || X — Xy|| < 6, la
solucion ¢ del sistema con ¢(0) = X satisface las dos condiciones siguientes:

a) pestd definida para todo t > 0 (es decir, es indefinidamente prolongable en el tiempo
hacia el futuro);
b) Vit >0, ||p(t) — Xo|| <e.

Definicion 4.16 (punto de equilibrio asintéticamente estable). Un punto de equili-
brio X, es asintoticamente estable si es estable y, ademds, para cada solucion ¢ de las
mencionadas en la definicion anterior, se verifica que

lfm o(t) = X,

t—+00
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Un punto de equilibrio es inestable si no es estable. Decimos que el punto de
equilibrio X es aislado si existe un entorno suyo en el que no hay ningin otro punto
de equilibrio.

Lema 4.1. ([11], 245). Si X, es un punto de equilibrio asintéticamente estable, entonces
es aislado.

Teorema 4.6. ([11], 245). Sea X, un punto de equilibrio asintéticamente estable de
un sistema diferencial y sea f una posible integral primera del sistema, entonces [ es
constante en un entorno de X,.

Linealizacion: comportamiento local cercano a singularidades

Considere el sistema plano (4.4) y sean las funciones v; y v, continuas y dos veces di-
ferenciables en un entorno a un punto de equilibrio (¢, ). Expandimos las funciones
en el polinomio de Taylor alrededor de este punto:

ov ov
U1(93,?/)_a—1 (517—930)+a—1 (v — yo) + P(z — z0,y — Yo)
T 1 (@o,y0) Y (@o,y0)
81;2 an
vy (2, y) = Or (z — x0) + u (y — yo) + Q(x — To, ¥ — Yo)
T (@o.90) Y l(@o.v0)

Donde P y ) son polinomios cuyos primeros terminos por lo menos cuadraticos en
(x —x0) ¥ (y — o). En cercanias al punto (zy,y,) del campo vectorial tanto P como @
son despreciables comparadas con el termino lineal de la serie de Taylor. Entonces solo
tomamos en cuenta los términos lineales de los polinomios de Taylor y asi el sistema

2\ fvi(z,y)
Y va(2,y)
’ %‘ dvr
(l’) o ox (mo,yo) (9:[/ (xo,yo) <l’>
- ov ov
y 3_332‘(960,1/0) _2‘ y

Oy (z0,%0)

original no lineal

se aproxima por

Este ultimo sistema se llama la linealizacion del sistema (4.4) en el punto (o, yo) tras-
ladado al origen.

La siguiente definicién generaliza el concepto de sistema linealizado para siste-
mas dinamicos en R".
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Definicion 4.17 (sistema linealizado en un punto de equilibrio aislado). Sea X, un
punto de equilibrio del sistema diferencial (4.1). La linealizacion de este sistema en X
es el sistema diferencial lineal

X' = Dv(Xo)X

en donde Duv(Xy) es la matriz jacobiana del campo vectorial v particularizada en el
punto X.

duy. Qv

o0x1 Xo OTn X0

D’U(Xo) =
Oun vy,
Ox1 Xo Oxn X,

Definicion 4.18 (punto de equilibrio hiperbélico). Un punto de quilibrio X, se llama
hipebdlico si todos los valores propios de la matriz Dv(X,) tienen parte real no nula.

Teorema 4.7 (Hartman-Grobmann). ([11], 249). Si X, es un punto de equilibrio hi-
perbdlico del sistema diferencial no lineal (4.1), entonces dicho sistema y el sistema
linealizado X' = Dv(Xy)X son localmente topologicamente equivalentes.

El anterior teorema es de gran importacia pues nos esta diciendo que en un
entorno del punto de equilibrio hiperbdlico las trayectorias del sistema (4.1) son ho-
meomorfas (deformaciones continuas) con las trayectorias del sistema linealizado en
un entorno del origen, en otras palabras tienen el mismo comportamiento.

Teorema 4.8 (criterio de estabilidad por linealizacion). ([11], 249). Sea X, un punto
de equilibrio del sistema (4.1). Entonces:

a) Si todos los valores propios de la matriz Dv(X,) tiene su parte real negativa, el
punto de equilibrio es asintéticamente estable.

b) Si la matriz Dv(X,) tiene algiin valor propio con parte real positiva, el punto de
equilibrio es inestable.

Este criterio no nos da informacion en el caso que el sistema linealizado tenga
valores propios con parte real nula, por lo tanto, no es posible aplicar el teorema de
Hartman-Grobmann.

Como en los sistemas planos ya tenemos una caracterizaciéon completa (véase
seccion 4.3.) del tnico punto de equilibrio que es el origen, es decir, su estabilidad y
comportamiento de las érbitas en un entorno suyo, entonces la linealizacién de un
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sistema no lineal plano en un punto de equilibrio hiperbélico nos da informacion geo-

métrica del comportamiento de las érbitas y la estabilidad del punto de equilibrio
gracias al teorema de Hartman-Grobmann.

Las figuras 4.13 y 4.14 muestran el comportamiento de un sistema no lineal y el
del sistemal ienalizado, se puede observar que tienen el mismo comportamiento.

2F NN VLY VAVAr A 424 1L ]
18l >IN Y L e e e N2 LS
SSSsWN\V | v v gl v e 08 NN VL W e e ]
rsssN  f v v e e < 06¢ R VA R
1.4} Y ¢ v e e e 0.4 J
i i ) \. ¢, LR i - = e
12— = P> - — — 0.2 > P — -
> 1 > 0
08l D> = =~ = o« 02 — <« |
— > = 2 2/ AR A
0.6F  =—> S = A K RN\N RN -0.4 —> 77 7 S =
AT . A/ S VTR N 06 A T\\ N~ |
g R AN IR\ - > a2 A7 T ]
02 s A A2 T 08 I
ob 222N T .1 T ap 72 AAL \ 1
—é —1‘5 —i —0‘5 6 -i -0‘5 6 0‘5 i
X u
Figura 4.13: Sistema no lineal Figura 4.14: Sistema linealizado

Del teorema de Hartman-Grobmann se deduce que un punto de equilibrio hiper-
bélico es siempre aislado y es o bien asintéticamente estable o bien inestable. Tenemos
por tanto la siguiente caracterizacion

1. Si todos los valores propios del sistema linealizado en el punto de equilibrio tie-
nen parte real negativa, el punto de equilibrio se denomina sumidero.

2. Si todos los valores propios del correspondiente sistema linealizado tienen su
parte real positiva, el punto de equilibrio se denomina fuente.

3. Si la matriz del sistema linealizado tiene unos valores propios con parte real

negativa y otros con parte real positiva, el punto de equilibrio se denomina punto
de silla o puerto.

63



Estabilidad por el método directo de Liapunov

Definiciéon 4.19 (Funcién de Liapunov). Sea X, un punto de equilibrio del sistema
diferencial X' = v(X). Una funcién F : B(X,) — R definida en B(X,), una vecindad de
Xy, es una funcion de Liapunov para el sistema diferencial X' = v(X) en B(X,) st

1. Fes continua en B(Xy) y diferenciable en B(Xy)\{Xo},
2. F tiene un minimo local estricto en X,
3. VX € B(Xy)\{Xo}, se verifica que L,F(X)=VF(X) -v(X) <0

Teorema 4.9. ([11], 250). Si un punto de equilibrio X, del sistema diferencial (4.1)
admite una funcién de Liapunouv, entonces el punto es asintéticamente estable.

Si la condicion 3) de la definicion 4.19 fuera menor o igual y no estrictamente
igual, es decir VF(X)-v(X) < 0, entonces el punto es estable en el sentido de Liapunov
segun la definicion 4.15.

4.4.3. Soluciones periodicas en sistemas planos

Como habiamos anunciado anteriormente, varios resultados solamente son validos
para sistemas planos, esta seccién se enfoca en estos sistemas. Poincaré se interes6
muy particularmente en encontrar soluciones periédicas de los sistemas dinamicos,
gracias a él muchos de los siguientes resultados los debemos a su investigacion.

Definicion 4.20. (conjunto w-limite) Un punto X € U es un punto w-limite de la orbita
O(Xy) st existe una sucesion {t,},—12.. C (7x,,08x,)> con lim,,_, t, = Bx,, tal que

lim p(t,, Xo) = X.

n—o0

El conjunto de todos los puntos w-limite de O(X,) se denomina conjunto w-limite, y se
represente por w(X).

De manera analoga se define el conjunto a-limite invirtiendo en sentido del tiem-
po
Definicion 4.21. (conjunto a-limite) Un punto X € U es un punto a-limite de la orbita

O(Xy) st existe una sucesion {t;};—12. . C (Vx,, Bx,)> con lim; o t; = vx,, tal que

geos

h’m gD(tj,Xo) = X.
Jj—ro0
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El conjunto de todos los puntos a-limite de O(X,) se denomina conjunto a-limite, y se
represente por o(Xj).

Definicion 4.22 (ciclo limite). Una drbita periédica plana I' se denomina ciclo limite
si existe un punto X, € U tal que la orbita O(X,) tiende en espiral hacia I'. En otras
palabras, T es el conjunto w-limite de alguna drbita O(X,) no cerrada.

Teorema 4.10 (Poincaré-Bendixson). ([11], 251). Se considera el sistema diferencial
plano

/

' = v (z,y) con (z,y) e U CR?

Y = vo(z,y) vy, v9 € CHU)
que tiene a lo sumo una cantidad finita de puntos de equilibrio. Si la érbita positiva
O, (Xy) de un punto X, € U es un conjunto acotado, entonces una y solo una de las
siquientes afirmaciones es cierta:

(a) El conjunto w-limite w(Xy) es un tinico punto X* € U, que es un punto de equilibrio
del sistema y, ademds, lim,_,, p(t, Xo) = X*.

(b) w(Xy) es una orbita perddica I' y, o bien O, (Xy) = w(Xo) =T, o bien O, (X,) tiende
en espiral hacia T'.

(c) w(Xy) es un conjunto formado por una cantidad finita de puntos de equilibrio y
orbitas tales que sus correspondientes conjuntos o y w-limite son dichos puntos de
equilibrio.

Corolario 4.1. ([8], 230). Sea F una integral primera del sistema plano 4.4. Si F no
es constante en cualquier conjunto abierto, entonces alli no hay ciclos limite.

Definicion 4.23 (conjunto positivamente invariante). Un subconjunto ' C U se dice
positivamente invariante si, para cada punto X € F, la solucion ¢ del sistema dife-
rencial tal que p(0) = X es prolongable para todo t > 0y, ademds, ¢(t) € F para todo
t>0.

Corolario 4.2. ([8], 252). Sea un conjunto 2 C U abierto, acotado, positivamente inva-
riante y que no contenga puntos de equilibrio. Si existe un punto X, € € cuyo w-limite
no contiene puntos de la frontera de (), entonces dicho conjunto w-limite es una orbita
cerrada.

Teorema 4.11 (Poincaré). ([11], 253). Si el espacio de fases es un subconjunto simple-
mente conexo del plano, entonces en el interior de cualquier orbita cerrada del sistema
diferencial hay al menos un punto de equilibrio.
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A continuacién presentaremos algunas herramientas que se tienen para ciertos
sistemas con caracteristicas especiales, es importante conocerlos y sobre todo saber
que tienen gran aplicacién a la fisica.

4.4.4. Sistema gradiente

Un sistema gradiente sobre I/ es un sistema diferencial de la forma
X' =v(X) = —VW(X)

donde W : U — R es una funcién tal que W € C?(U). A esta funcién se llama funcion
potencial del sistema diferencial. Podemos ver inicialmente que los puntos de equili-
brio del sistema coinciden con los puntos criticos de V.

Definiciéon 4.24 (punto critico no degenerado). Un punto X* € U es un punto critico
no degenerado de W si W (X*) = 0y la matriz hessiana de W en el punto X*:

HX) = ((3:17201']- X ))z‘,jzl n

,,,,,

tiene todos sus valores propios con parte real no nula.

Vemos que si X* es un punto de equilibrio del sistema gradiente en tonces la
matriz del sistema linealizado en dicho punto es

Du(X*) = —H(X")

lo que quiere decir que X* es un punto de equilibrio hiperbdlico del sistema diferencial
siy solo si X* es un punto critico no degenerado de 1. Ademas se tiene que

(- () = ()

entonces a;; = aj;, osea que la matriz H(X*) es una matriz simétrica. Se sigue la

siguiente proposicién
Proposicion 4.1. ([8], 207). Dado un sistema gradiente X' = —VW (X). El sistema

linealizado en cualquier punto de equilibrio tiene solo valores propios reales.

Ahora si tenemos que X* es un punto critico no degenerado de 1 entonces se
tiene el siguiente resultado
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Lema 4.2. ([11], 254). Sea X* un punto de equilibrio hiperbdlico del sistema diferencial
gradiente. Entonces:

a) X* es una fuente si y solo si X* es un mdximo relativo estricto de W;

b) X* es asintdticamente estable siy solo si X* es un minimo relativo estricto de W;

¢) X* es un puerto siy solo si X* es un punto de silla de W.

Proposicion 4.2. ([8], 206). Sea X un punto tal que w(Xy) = X 0 a(Xy) = X para al-
gun X, , es decir que X es el conjunto limite para alguna érbita del sistema gradiente,
entonces X, es un punto de equilibrio.

Una consecuencia inmediata de esta proposicion es

Corolario 4.3. ([11], 254). Un sistema gradiente no puede tener soluciones periédicas.

4.4.5. Sistemas mecanicos conservativos

En fisica existen campos de fuerza con caracteristicas especiales. Si existe una funcion
U:R" — R tal que
F(X) = -VU(X)

entonces el campo de fuerza F' es llamado conservativo. El sistema diferencial asociado
X"=-VU(X) con X' =V

es llamado sistema conservativo. La funcién U es llamada la energia potencial del
sistema.

Consideremos ahora la segunda ley de Newton ' = ma para el movimiento de
una particula. Esta nos provee de un sistema mecdnico de segundo orden

mX"=F(X) con X' =V (4.5)
donde V es la velocidad de la particula.

El campo de fuerza F' de la segunda ley de Newton es conservativo, por lo tanto,
el sistema (4.5) es considerado un sistema mecdnico conservativo.

Ahora particularmente analicemos las ecuaciones diferenciales de segundo orden
" = f(t,x,2’) con x€R
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Por la segunda ley de Newton tenemos que la ecuacion de movimiento unidimensional
de una particula en cada instante ¢ sometida a un campo de fuerzas F’

d*x

Mo = F(t,xz, ),

donde la funcién incégnita es x = z(t), representa la posiciéon de la particula en cada
instante t.

Si suponemos que el campo de fuerzas F' depende solamente de la posicion z, osea
F = F(x) con z € I, con I un intervalo de R, entonces podemos asegurar que existe
una funcién escalar U(x) también definida en [ tal que F(z) = —U’(x).

Entonces el campo F' de fuerzas es conservativo y la funcién U es la energia potencial
del campeo.

Sin perdida de generalidad en los resultados podemos suponer que m = 1, enton-
ces la ecuacién de movimiento queda asi

" = F(z) = -U'(x) (4.6)

Si la ecuacion (4.6) se puede reducir a una de primer orden definiendo una nueva
funcién incégnita v = 2/(t) que depende de la posicién, osea v = v(z), entonces la
ecuacion se transforma en
y d dx d (dx\ dz dv
$”:aa:@ia)§:@“
y finalmente
v(z)v(z) = —U'(2);

integrando se tiene que

) = U@ +C = 2%(e)+U@) = C (4.7)

Esta relacion se conoce como el Teorema de conservacion de la energia.

Ahora vamos a encontrar el sistema diferencial equivalente de dos dimensiones
descrito en la seccion 3.4.1. Definimos las nuevas funciones z; = x y x5 = 2/ que repre-
sentan la posicion y la velocidad respectivamente; el sistema diferencial equivalente

es
L= (4.8)
ry = —U'(z1)
Por la ecuacion (4.7) tenemos la funcién
1
flzy,20) = 5:63 + U(xy) (4.9)
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y esta es una integral primera del sistema diferencial (4.8) pues va a cumplir el teore-

ma 4.5; sea v; = xo y v = —U’(21), se sigue que
0 0
£vf(l'1, 33'2) = 8—1{1’01 -+ a_lj‘;UZ = U/<£L‘1)l’2 — l’QU’(iL’l) =0.

Los puntos de equilibrio del sistema son aquellos en donde z; = 0y U'(z;) = 0; en-
tonces estos puntos tienen la forma (z],0) donde =7 es un punto critico de la energia
pontencial U(zy).

Supongamos (z7,0) es un punto de equilibrio del sistema (4.8) y un minimo rela-
tivo estricto de U. Como la funciéon f es también una funcién de Liapunov no estricta
para este punto, entonces por el teorema 4.9 se tiene que (z7,0) es un punto estable en
el sentido de Liapunov, y como esta integral primera no es constante en un entorno de
este punto entonces no es asintéticamente estable.

Analicemos por el criterio de linealizacion el punto de equilibrio, la matriz del
sistema linealizado en dicho punto es

Do(z7,0) = (—U’(’)(x*) é)

cuyos valores propios son A\, o = :I:\/T(x’{) ; por lo tanto, el criterio se puede aplicar
cuando U”(x}) < 0 que es cuando el punto es hiperbélico, en este caso corresponde un
maximo relativo estricto de la energia potencial, por lo tanto el punto es un puerto, de
acuerdo con la clasificacién de la seccion 4.3.2.

Por lo anterior se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 4.3. ([11], 256). Sea (z7,0) un punto de equilibrio entonces:

(a) Sila energia potencial tiene en z; un minimo relativo estricto, entonces el punto de
equilibrio es estable, no asintéticamente.

(b) Sila energia potencial tiene en x{ un mdximo relativo estricto o un punto de infle-
xion, el punto de equilibrio es inestable.

4.4.6. Sistemas Hamiltonianos

Los sistema Hamiltonianos son muy importantes en las aplicaciones en la fisica so-
bre todo en mecanica clasica. En esta seccion vamos a restringir nuestra atenciéon a
sistemas planos.
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Un sistema Hamiltoniano es un sistema de la forma

)
xz—ay(fc,y)

4.1
,__8H( | (4.10)
y=—7-(@y

donde H : R? - Ry H € C* es llamada la funcién Hamiltoniana.

Un importante hecho es que la funciéon H es una integral primera, en otras pala-
bras es constante a lo largo de cada solucién del sistema.

Comprobamos esto verificando que cumple el teorema 4.5, sea vy = 0H/Jy y
vy = —0H /Oy entonces

_OHOH_OHOH OHOH _
N 2_3x8y oy 0xr

Entonces se tiene la siguiente proposicion
Proposicion 4.4. ([8], 209). Para un sistema Hamiltoniano plano, H es constante a lo
largo de cada curva solucion.

Por dltimo mencionamos una proposiciéon importante sobre una caraterizacion

de los valores propios de la matriz del sistema linealizado

Proposicion 4.5. Sea (z,yo) un punto de equilibrio del sistema Hamiltoniano plano.
Entonces los valores propios del sistema linealizado son ambos +), 6, +i) con A € R.

4.4.7. Comportamiento global de sistemas planos

El comportamiento de las trayectorias es el objetivo del estudio cualitativo de los sis-
temas dinamicos. Se puede estudiar el comportamiento local en los entornos de los
puntos de equilibrio del sistema, en las secciones anteriores se presentaron unos re-
sultados que nos dieron herramientas para esto.

A continuacion presentaremos una estrategia para estudiar el comportamiento
global de las trayectorias en los sistemas planos.

La estrategia general para entender el comportamiento general de los sistemas
planos es:

1. Dibujar las curvas isoclinas.
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Las curvas isoclinas son las que en cada punto de ellas tienen la misma pendiente del
campo de pendientes del sistema, en particular se dibujan las que tienen pendiente
horizontal (donde ' = 0) y pendiente vertical (donde =’ = 0). Estas isoclinas de pen-
dientes verticales y horizontales se les llaman tambien nulclinas. Podemos ver que los
puntos donde se cruzan las nulclinas son los mismos puntos de equilibrio del sistema
plano.

También se puede usar el signo de 2’ y ¢ para ver el sentido de las trayectorias. Se
pueden dibujar flechas sobre las nulclinas, cuando es pendiente vertical flechas hacia
arriba (cuando 3’ > 0)o flechas hacia abajo (cuando 3’ < 0), cuando es pendiente hori-
zontal flechas a la derecha (cuando 2’ > 0) y flachas a la izquierda (cuando =’ < 0)).
En cada regién determinada por las nulclinas se puede dibujar la direccién del campo
resultante usando las anteriores flechas.

2. Dibujar si es posible las curvas separatrices.

Las curvas sepatrices son las que separan el plano en regiones donde las trayecto-
rias tienen diferentes comportamientos, por ejemplo 6rbitas cerradas con 6rbitas que
tienden al infinito.

3. Localizar los puntos de equilibrio del sistema y analizarlos.

Analizar los puntos de equilibrio depende de la naturaleza de estos, por lo tanto hay q
identificar si son asintéticamente estables o inestables, o son estables en el sentido de
Liapunov, o son hiperbdélicos. Se utilizan estos métodos:

1) Por medio del criterio de estabilidad por linealizacién

ii) Usando integrales primeras en el caso de que puedan encontrarse, buscando fun-
ciones de Liapunov en estos puntos.

4. Localizar trayectorias cerradas o ciclos limites si se puede.

5. Dibujar algunas trayectorias en las regiones que de limitan las separatrices y
siguiendo la guia de las isoclinas.
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Capitulo 5

Ejemplos de Sistemas Dinamicos

En este capitulo se pretende presentar una serie de ejemplos de sistemas dinamicos
con la idea de mostrar como la teoria antes presentada es usada para resolverlos, algu-
nos de los ejercicios son de aplicacion en la fisica o en otra rama del conocimiento. Los
ejemplos fueron cuidadosamente seleccionados para poder abarcar todo el contenido
del trabajo. También se quiere hacer enfasis en las diferentes técnicas que se usan
cuando el sistema es lineal cuando el sistema es no lineal. En lo no lineal cobra gran
importancia el estudio cualitativo de las ecuaciones diferenciales, una de las herencias
de Poincaré.

5.1. Ejemplo 1: Sistema diferencial lineal
Sea

Se pide:

1) Resolver el problema
X' = AX, X(0) = (1>

2) Resolver el problema no homogénego

X' = AX + B(t), X(0) = ((1)) B = (Siit) |



Desarrollo:

Hallamos los valores propios de A

2—-A 5

det(A — \I) = . 5

=2-AN)(=2=N)+5=X—4+5= )4

por lo tanto, los valores propios de A son A\ = +i. Calculamos ahora el vector propio
asociado al valor propio A =i

(50 2) 6)-0)

(2—1)z + 5y =0,
—x+ (=2 —1i)y = 0;

5
v = .
R N

Para el valor propio A = —i tomamos como vector propio a

_ 5!
V1 = Uy = o .

La matriz P (de cambio de base) y su inversa son

p( 5 5 L pa_ L2
247 —2—3 100\14+2¢ B¢

entonces la exponencial de A se calcula asi

a1 [1=2i —5i\ (et 0 5 5
e’ = — .
10\1+2 5 )\0 e \—24i —2—i

: < 5e(1 = 2i) + 5™ (1 + 24) —25¢ 4 25e )
i)

que resulta el sistema

por tanto una solucién es

10 \ (=2 +)(1 = 20) + e7(=2 = i)(1 +20) —5ie" (=2 +1) + 5ie (=2~

it fe—it eit it eit _e—it
_ 2 +2 24 5 21
- eit _p—it it po—it Qeitie—it
2 2 21
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y con las formulas

) ezt _ e—zt ezt + 6—175

sint=——— 'y cost=———
21 2

se llegua a la forma
cost + 2sint 5sint

otA
—sint cost —2sint

1) La solucion del sistema homogéneo es

X(t) = €tAX0
cost + 2sint 5sint 1
—sint cost — 2sint 0
cost + 2sint
—sint
El sistema por tener valores propios complejos A = =+i es un centro. La orbita es
una elipse con centro en el origen. Eliminando el parametro ¢ se obtiene la ecuaciéon

cartesiana de la érbita:

z(t) = cost+2sint
) — (42’ +y* =1

y(t) = —sint
2r NN N
NN NNy
1o SNN NN
A NONON NN
s NONIN NN
0_5r\'\r\ NN NN+
A N SiN NN
=~ oL N KR KKK -
N N N8N K K S iv N N
O5FRNCORCRIR SRR R YN
N N 8NN 8 & K NI
TR R R ]
LSS SRS S .
NN NSRS P
SN N NN SNS ~
3

|
w
!
[N)
|
[N
o
[
N

Figura 5.1: Plano de fases: solucién particular (1,0)

2) Aplicamos la formula de variacion de constantes para el sistema no homgéneo
t
X(t) =e {Xo - / esAB(s)ds] .
0
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Entonces calculamos la solucién asi

6_8AB(3) _ Cossi—Qsins —5sin3' '()
sin s cos s + 2sin s sin s

B —5sin’s _
N %Sin2s +2sin?s)’

t

L, I 1 1
/sin sds:—/(l—COSZS)ds:—(s——cost)
; 2 /s 2 V"3 .
1 1 .
= —t — —sin 2¢;
2 4
! 1 fo 1
in 2sds = (—= cos2s)| = —=cos2t + =
/Osmss ( 5 08 3)0 5 Cos2t + 2

Y finalmente la solucién es

X(t)— cost + 2sint Hsint —gt+%sin2t
—sint cost — 2sint %—icoth—i—t—%sith

B %sint—kcost— gtcost
%tsint— 2sint + tcost |

5.2. Ejemplo 2: Ecuacion lineal de orden 2

Considere un resorte de longitud natural L, situado en un plano vertical y con un
extremo fijo. Del extremo libre se cuelga una masa puntual m, siendo [ la elongacion
que se produce en el resorte cuando el sistema esta en equilibrio.

Se provoca inicialmente un desplazamiento = de la masa respecto de su posicion
de equilibrio, y deseamos obtener la ecuacion del movimiento de la masa m.

Supondremos que el sistema se encuentra en un medio que ejerce una resistencia
al movimiento proporcional a la velocidad.

La ley de Hooke afirma que la magnitud de la fuerza necesaria para producir un
alargamiento s de un resorte es proporcional a s, con una constante k de proporcionali-
dad que depende solo del resorte y que se denomina constante del resorte. La segunda
ley de Newton nos dice que F' = ma donde F es la fuerza total del sistema, m es la
masa y a es la aceleracion.

76



La ecuacién de movimiento sera

d*x dz
ms =mg — k(z+1) —a—

donde mg es la fuerza producida por la gravedad, k(z + [) es la fuerza debido a la ley
de Hook y adz/dt es la resistencia del medio al movimiento (a > 0).

Al analizar el caso donde la masa esta en equilibrio, se tiene que mg = ki, enton-
ces la ecuacién de movimiento queda asi

k
2+ 2 +—x=0
m m
reescribiéndola obtenemos la forma
" / 2 a 2 k
xr +2br +cxr=0 con 2b=—2>0 , ¢"=—>0
m m

Se pide:

1) Escribir un sistema diferencial lineal de primer orden equivalente a la E.D.O.

2) Clasificar y representar el espacio de fases de dicho sistema, distinguiendo todos
los casos posibles segin los valores de los diferentes parametros de la ecuacion.

Desarrollo:

1) Introducimos dos nuevas funciones incognitas ©; = = y zo = 2’ que son la
posicion y la velocidad respectivamente. El sistema diferencial equivalente es

/ —
ry = To,

vy = —ctry — 2bxs;

(£ L))

2) Este es un sistema diferencial lineal con coeficientes constantes, por lo tanto,

y en forma matricial

debemos encontrar los valores propios de la matriz.

1 — 1
A:(O ) = det(A- A= "

=N\ + 20\ + 2.
2 —9h— A ¢

- =2

Entonces los valores propios son
/\172 =-b+ V b2 — 2.
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Dependiendo del tipo de valores propios se tendra la clasificacion del espacio de fases.
Veamos los diferentes casos:

Caso b > c.

Los valores propios de la matriz A son reales, distintos y estrictamente negativos. El
origen es un nodo estable. Este caso corresponde con la situaciéon de amortiguamiento
supercritico. A partir de cualquier posicién inicial (x;(0),z2(0)) la masa tiende a su
posicion de equilibrio cuanto ¢ — oo (Figura 5.4).

Caso b < c.

Los valores propios son complejos conjugados, entonces debemos distinguir dos posi-
bles situaciones:

Sib=0.

Significa que el termino 202’ de la ecuacion es nulo, es decir, el movimiento no tiene
amortiguamiento, la resistencia del medio al movimiento es nula. Los valores propios
son puramente imaginarios, entonces el espacio de fases es un centro y todas las 6rbi-
tas son periddicas. El movimiento de la masa es un oscilador arménico (Figura 5.2).

Sib>0

Los valores propios son complejos conjugados con parte real estrictamente negativa,
por lo tanto el espacio de fases es un foco estable o sumidero espiral. La masa a partir
de una condicién inicial oscilara al rededor del punto de equilibrio disminuyendo cada
vez la amplitud del movimiento (Figura 5.3).

0.5

-05H

i i i i i i i i i i
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 -2 0 2 4 6 8
t t

Figura 5.2: Sin amortiguamiento Figura 5.3: Oscilatorio amortiguado
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Caso b =c.

la matriz tiene un autovalor real doble negativo. La matriz no es diagonalizable. El
espacio de fases es un nodo estable. En este caso se dice que es una situacion de
amortiguamiento critico. La masa dada cualquier posicidn inicial tiende a la posicion

de equilibrio (Figura 5.5).

i i i i i i i i i i i i i i i I i I i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45
t
t

Figura 5.4: Amortiguamiento supercritico Figura 5.5: Amortiguamiento critico

5.3. Ejemplo 3: Sistema no lineal plano

Se considera el sistema de ecuaciones diferenciales
¥d=2+y—1 ; oy =-—2ay
Se pide hacer un dibujo cuidadoso de las distintas 6rbitas en el espacio de fases.

Desarrollo:

Los puntos de equilibrio del sistema son las soluciones del sistema
?+y—1=0 , zy=0
que son
0,1) , (1,0) , (0,1).
Llamemos a v; = 22 +y — 1 y a v, = —2zy para calcular la matriz jacobiana del campo
v = (v, v2) y estudiar la estabilidad de los puntos de equilibrio por linealizacién

2x 1
Du(z,y) = (—Zy _2x> :
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Las matrices de los respectivos sistemas linealizados en los puntos de equilibrio son:

Dv(O,l):<_02 é) : DU(LO):(?) _12> : Dv(—l,O):(_OQ ;)

Calculamos los valores propios de la matriz jacobiana para cada uno de los puntos de
equilibrio:

-2 1

det(Dv(0,1) — X) = =M 42 = Ay =V

El criterio no nos dice nada de este punto pues no es un punto de equilibrio hiperbélico.

2—-A 1

det(Dv(1,0) = A1) = | )

:/\2—4 = )\1,2::]:2

Es un punto hiperbélico, entonces el criterio nos dice que este es un punto de silla, por
lo tanto inestable. Los vectores propios son v; = (1,0) para A\ = 2y vy = (—1,4) para
A = —2. El grafico del sistema linealizado es:

Figura 5.6: Linealizacién para (1,0)

—2-=A 1

det(Do(=1,0) = A1) = |~ "7

:>\2—4 = )\172::|:2

Es también un punto hiperbélico, entonces el criterio nos dice que este es un punto de
silla, por lo tanto inestable. Los vectores propios son v; = (1,4) para A =2y vy = (1,0)
para A\ = —2. El grafico del sistema linealizado es:
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Figura 5.7: Linealizacién para (—1,0)

El dnico punto de equilibrio que queda para determinar su estabilidad es (0, 1).
Para esto podemos encontrar una integral primera del sistema intentando integrar
esta E.D.O.

dy vy = 2wy

dr v, 22+y—1

que resulta ser una E.D.O. exacta y al resolverla tiene como solucién general 22%y +
y?> — 2y = C, entonces la integral primera del sistema es

fz,y) =22y +y° — 2y.
La curva de nivel que contiene los puntos de equilibrio (+1,0) que es de nivel cero es
2%y +y° — 2y =0,

se compone por la recta y = 0 y la pardbola y = 2 — 222,

La integral primera encontrada anteriormente es candidata para ser una funcion
de Liapunov en (0, 1) pues cumple la condiciéon

Lyf(z,y) =0.
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Veamos que cumple las condiciones; primero calculamos las derivadas parciales

of _ Of _ o5 o *f
ax—élxy , ay—2$ +2y—2 am(’?y_4x
0 f 0% f
o2 =W e =7

b O%f\ [0 f 9%f \?
~(5) (5¢) (o)

0f_0 8f_0 02 f

Por lo tanto

oxr 7 oy 8x8y:
02 f o0 f

lo cual conduce a

92 o2 o2 2
D= —f —f — / =8>0
0x? Oy? 0x0y
Se concluye que f es una funcién continua y diferenciable y hay un minimo re-
lativo estricto en (0,1). Por lo tanto, el origen es un punto de equilibrio estable, no

asintéticamente pues la integral primera no es constante en un entorno del punto de
equilibrio.

Segun el teorema de Poincaré, las orbitas cerradas rodean a los puntos de equi-
librio y como las trayectorias no pueden cortarse se infiere del aspecto de la curva de
nivel cero de la intergral primera que solo podria haber 6rbitas cerradas en el conjunto
limitado por la parabola y =2 — 222 y y = 0.

Este conjunto es positivamente invariante puesto que su frontera esta formada
por o6rbitas del sistema dinamico.

Como la integral primera f no es constante en ningun abierto del espacio de
fases entonces por el corolario 4.1. el sistema no tiene ciclos limite en ninguna parte.
La afirmacion c) del teorema 4.10. de Poincaré-Bedixson no es posible por la forma
de las érbitas en la curva de nivel 0 de la integral primera. Se concluye entonces que
todas las drbitas contenidas en este conjunto son cerradas. La grafica 5.8 representa
el plano de fases del sistema no lineal plano.
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Figura 5.8: Plano de fases

5.4. Ejemplo 4: Sistema gradiente

Se considera el sistema de ecuaciones diferenciales

d=xy—x Y =2ty —y.

Se pide hacer un dibujo cuidadoso de las distintas 6rbitas en el plano de fases.
Desarrollo:

Primero denotamos por v = (v;,v2) al campo vectorial asociado al sistema dife-
rencial. El campo satisface la condicion

GNP
ay YT o

por lo tanto el sistema diferencial es gradiente, podemos calcular la funcién potencial
W asi
ow ow

—— =0, — - =1
or
tomamos la primera igualdad e integramos
Wie.) =~ [ (o = 2)do + hiy)

2,2 2

T4y T
—+h
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luego de la segunda igualdad tenemos que

ow /

oy = —y+ W) =—ty+y = W)=y = by =T +k
Resulta en este caso:
x2y2 1.2 y2
W = — — + =

Como el sistema es gradiente entonces no tiene 6rbitas cerradas.

Los puntos de equilibrio son solucion del sistema
o(y* =1)=0 . y(z*—1)=0)
y resultan los puntos
0,00 , (1,1) , (1,-1) , (=1,1) , (-1,-1)

La matriz jacobiana del campo vectrial es

Du(z,y) = <y2 -1 2xy )

2oy 22 —1

Las matrices de los respectivos sistemas linealizados en los puntos de equilibrio son:

Du(0,0) = <_01 _01> : Dv(l,l):<(2) 5) . Do(l,—1) = (_02 _02>
Dv(—1,1) = <_02 _02> . Du(—1,-1) = (g 3)

Calculamos ahora los valores propios de cada matriz y tenemos que:

det(Dv(0,0) — \I) =

~1-Xx 0
‘ =(A+1)? = I=-1

0 —1-A

Esta matriz solo tiene un tnico valor propio negativo entonces el punto de equilibrio es
asintéticamente estable. Los vectores propios son v; = (1,0) y v, = (0,1) para A = —1.
Las érbitas en este entorno son rectas que tienden al origen desde cualquier direccion.
La grafica 5.9 muestra el sistema linealizado en (0, 0).
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Figura 5.9: Linealizacién en (0, 0)

Figura 5.10: Linealizacién en (1, 1) Figura 5.11: Linealizacién en (—1,1)

Veamos los otros puntos.

-2 2
2 =)

det(Dv(1,1) — M) = =N—-4 = A=4£2

Esta matriz tiene dos valores propios, uno positivo y uno negativo, el punto es inesta-
ble, es un puerto. Los vectores propios son v; = (—1,1) para A = -2y vy = (1,1) para
A = 2. Los demas puntos de equilibro tienen los mismos valores propios, por lo tanto
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todos son inestables y puertos. Las graficas 5.10 y 5.11 representan la linealizacion
para los puntos (1,1) y (—1,1). Para los otros dos puntos de equilibrio se tiene algo
semejante.

Las rectas y =  y y = —x son invariantes y tienden al origen o al infinito.
Las rectas y = 0 y = 0 son positivamente invariantes y tienden al origen. Las demas
6rbitas tienden al origen cuando ¢t — oo 6 tienden a infinito cuando ¢ — oo dependiendo
del punto de partida (Figura 5.12).

ZV \/
=~ e
15k N v v

&K
T\
t

H
N

Figura 5.12: Plano de fases

5.5. Ejemplo 5: Modelo de Kepler del movimiento de

un cuerpo celeste

Considere el modelo de Kepler del movimiento de un cuerpo celeste alrededor del Sol:
1 1

e r2
donde r > 0 representa la distancia del cuerpo celeste al Sol. Se pide estudiar el siste-

iz

ma y obtener el plano de fases.
Desarrollo:

La ecuacion de movimiento es una E.D.O. de orden dos no lineal, podemos escribir un
sistema diferencial equivalente de primer orden llamando a x = rya y = r’ y queda
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asi
r'(t) =y,
y(t) =5

Calculamos los puntos de equilibrio del sistema con la solucién de

y nos da un unico punto de equilibrio que es (1,0). Eso quiere decir que si un cuerpo
celeste esta situado a una distancia » = 1 del Sol tendra velocidad radial cero, entonces
se movera por curvas cuyos puntos estan todos a la misma distancia » = 1 del Sol.

Como el segundo miembro de la ecuacién en ¢y’ es una funcién continua en (0, co)
y depende solamente de r entonces el sistema es conservativo. Podemos calcular la
energia potencial del campo

, 11 11
—U(ﬁ):—,—— — U((E):2—$2—E+C

La constante C' la encontramos con la condicion de equilibrio U(1) = 0 y nos da C' =

1/2, luego
1 1 1 (z—1)?

U = — = — —_ =

(z) 212 + 2 212

Y como es un sistema conservativo la energia total del sistema es:
1, (- 1)?

y esta es una integral primera del sistema.

Ahora analizando la energia potencial encontramos sus puntos criticos haciendo
U'(z) = 0. Tiene un punto critico y es (1,0) que es un minimo estricto, entonces este
punto es estable pero no asintéticamente.

Llamamos F a la energia total del sistema, despejamos y y obtenemos

xr2

dando valores a E se obtienen las curvas de nivel de la integral primera. Esta funcién
es simétrica respecto del eje x. Entonces puede tener dos intersecciones con el eje z,
se encuentran igualando la funcién a cero

(z—1)°

2F — =0 = (2FE-1)2*+2r—-1=0

T

87



entonces los puntos de corte son cuando

 —1xV2E
T TRE-1)

Se distinguen varios casos:

a) Si F' < 0, no existen curvas de nivel;

b) Si E = 0, se obtiene la curva de nivel correspondiente al punto de equilibrio, que se
reduce al punto;

¢) Si F > 0, existen dos casos:

i) Si 0 < F < 1/2, la curva de nivel corta al eje = en la parte positiva en dos
puntos, lo que nos dice que las érbitas son cerradas;

ii) Si £ > 1/2,1a curva de nivel corta al eje x en la parte positiva en un punto, por
tanto las curvas no son cerradas.

15

0.5

i i i i i i i i i i i i i i i i i i i
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 -100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80
“ t

Figura 5.13: Plano de fases Figura 5.14: Grafica de x vs. t

5.6. Ejemplo 6: Ciclo limite

Se considera el sistema diferencial de primer orden no lineal plano dependiente del
parametro real a:
v =—y—x(x*+y*—a)
/

Y =x—y*+y’ —a).
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Se pide realizar un esbozo del plano de fases segin los diferentes valores de a.
Desarrollo:

Por la forma del sistema podemos realizar un cambio de coordenadas a polares
haciendo x = rcosf y y = rsinf y resulta

' cosf — rsinff = —rsinf — rcos(r* — a)
r'sinf + rcos 00 = rcosf — rsinf(r* — a)
y despejando ' y ¢’ se tiene:
r'=—r(r* —a)
0 =1.
Resultan dos E.D.O. de variables separables que se pueden integrar facilmente. Vea-
mos los casos que resutan para los diferentes valores de a. La solucion general de la
segunda ecuacion del sistema es 0(t) = ¢t + 6, y es igual para todos los casos.

Sia<0.
Escribimos a = —? con b > 0 para comodidad de los célculos. Entonces el sistema es:

r' = —r(r? +b?),
0 =1.

De este sistema se ve que el punto de equilibrio es cuando » = 0, es decir el origen.

La solucion general de la primera ecuacién la encontramos asi:

,r,/

s
Usamos fracciones parciales
1 A Br+C
N R o)
resolviendo se llega a que
1 1

A - b_2 ; B — _b_2 y C - 0
Integrando a ambos lados del igual se obtiene
1 1 9 9
b—th’l"— @ln(r +b ) = —t—|—k31
T—Q = Ke " con K =M
r? + b?
VEKbe vt
= r(t)=

V1 — Ke 20%
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Si t = 0 entonces

_
IR
Calculamos el limite cuando ¢ tiende a infinito de r(¢)
Kb —b%t
lfm r(t) = lim _VE

t—00 t—o0 4/1 — K e—2b%t
por lo tanto el origen es un punto de equilibrio asintéticamente estable, y no hay
soluciones periddicas.

Sia=0.
El sistema es:

7,/ — _7,3’

0 =1.
Nuevamente resultan el tnico punto de equilibrio es cuando » = 0, es decir el origen.
También resultan dos ecuaciones de variables separables, integrando se obtiene:
! 1 1
—=—1 = S=2%4C = rt)=——
r3 r? Q 2t + C

Haciendo ¢ = 0 se obtiene C = 1/72.

Tomando el limite de r(¢) cuando ¢ tiende a infinito se obtiene que

1
limr(t) = llm ——— =0
t—00 <) t—00 \/Qt—f—o

Por lo tanto el origen es un punto de equilibrio asintéticamente estable. No hay tra-
yectorias cerradas.

oot 1 A\R RS

NSNS NNV e e e e e
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Figura 5.15: Caso a < 0 Figura 5.16: Casoa =0
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Figura 5.17: Caso a > 0

Sia> 0.
Escribimos a = b% con b > 0. El sistema es:
7= —r(r? —b?)
0 =1.

El tnico punto de equilibro es cuando » = 0 y es nuevamente el origen. Nuevamente
dos ecuaciones de variables separables que se resuelven asi:

,,,,/

r(r2 —5?) = -1

Aplicamos fracciones parciales
1 A B C

resolviendo se obtiene

1 1
A=—— B=C=—.
b2 2b?
Integrando resulta:
2 _ 2 2 _p?
h’l |T—2| = —2b2t + h’l |K‘ = T—2 = K€72b2t
r r
Entonces la solucién general es
b



Tomando el limite cuando ¢ tiende a infinito resulta

lim r(t) = lim SR b.

t00 t—oo /1 — Ke 2%t

Por lo tanto, el origen es un punto de equilibrio inestable, es un nodo fuente. Las
trayectorias tienden desde cualquier posicion inicial a la érbita r» = b, por lo tanto esta
es un ciclo limite y es estable.

5.7. Ejemplo 7: Modelo simplificado de especies en

competicion

Se considera el siguiente sistema diferencial plano definido en el primer cuadrante
r>0yy>0:

¥ =z(l—x—ay)
v =y2—z—2y

En el que a > 0 es un parametro real. Este repsistema resenta un modelo simplificado
de la dinamica de dos especies de animales de poblacién z(t) y y(t), que viven en un
mismo ecosistema y que compiten por los mismos recursos. Se pide analizar el espacio
de fases para los diferentes valores del parametro a. Determinar los valores de a para
los cuales ambas especies coexisten.

Desarrollo:

Primero calculamos los puntos de equilibrio del sistema diferencial resolviendo
z(l —x — ay)
y(2 —x —2y).

Los puntos de equilibrio son:

0,00 . (0.1) ., (1L0) , (2(1_“) ! )

2—a '2—a

Si a = 1 entonces el ultimo punto se reduce al segundo; ese caso no nos interesa. Si a =
2 los tinicos puntos son los tres primeros. También como solo estamos considerando el
plano de fases en el primer cuadrante entonces el dltimo punto esta en este cuadrante
siy solo si a < 1. Por lo tanto, los casos a considerar son dos: 0 < a < 1 con los cuatro
puntos de equilibrio considerados y a > 1 con los tres primeros puntos de equilibrio.
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Estudiemos los puntos de equilibrio por el criterio de linealizacién. La matriz
jacobiana del campo vectorial es

1—2z— -
D’U(:E,y):( Xz ay axr )

-y 2—x—4y

Sia>1.
En cada punto de equilibrio se tiene

10
Dv(o,()):<0 2) = AM=1y A=2

El punto (0,0) punto tiene dos valores propios, uno positivo y otro negativo, es inesta-
ble, es un puerto.

1—a O
-1 =2

Dv((),l):< ) = M=1—-a<0 y A=-2.
El (0,1) punto tiene dos valores propios negativos por lo tanto es asintéticamente
estable, un sumidero.

—1

Du(1,0) = < .

_1a) = MN=-1 y A = 1.

El (1,0) punto tiene dos valores propios, uno positivo uno negativo entonces es inesta-
ble, un puerto. El diagrama de fases es el siguiente:

VY]
L L L A
Vv
Vv e ]
v, P <<

e
V2N 2 N i
U i <l <~
A i e =

N

1.8}

~ &~ &~ &«
NN NN
NN NN\ NN
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LR S R R i
NN NN
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y
-
R
NN
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A RNNN R NN

T Y AR

0.8

A

— o &«
061 e e e E e

04l R e R

P e

., =

0.2}

t e e e e e e

Figura 5.18: Caso a > 1
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Si0<a<l.
La estabilidad de los puntos de equilibrio (0,0) y (1,0) es exactamente igual que en
caso anterior, una fuente y un puerto respectivamente. El punto (0, 1) tiene dos valores
propios \; = 1—a > 0y Ay = —2 uno positivo y otro negativo, entonces ahora este punto
es inestable, es un puerto.

Analicemos ahora el cuarto punto de equilibrio:

4(1—a) a 2a(1—a) 2(1—a) 2a(l—a)
Duv (2(1 — (l) 1 ) — (1 T 2—a  2-a 2(12—()1 ) — (_ 2—a 2—a )
) 1 —a 4 1 2 ’
2-a 2-a o 2= T ra T3a 7

Para saber la estabilidad de este punto calculamos la traza y el determinante de la

matriz

—2—-2(1-a)
2—a

et (—22(1_—aa)) <2—_2a) B <2a2(1_—aa)) (2—_1a> _ 2(a(—;2_)$)2— ),

TrA = =-2<0

Por lo tanto segtin la clasificacion en el plano traza-determinante este punto es estable.
El plano de fases es el siguiente:

181

161

141

1.2¢

> 14

0.8r

0.6

0.4r

0.2r

Figura 5.19: Caso 0 < a < 1
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Las dos especies en competicion pueden coexistir si 0 < a < 1. Si a < 1 la especie
que representa r se extingue siempre.

5.8. Ejemplo 8: Péndulo no lineal

Considere la siguiente ecuacién diferencial
0" = —sinf

que representa las oscilaciones de un péndulo, siendo 6 = 0(t) el &ngulo que forma el
péndulo en el instante ¢ con su posicion de equilibrio, que es la vertical.

Se pide realizar un grafico del espacio de fases cuidadoso.
Desarrollo:

El sistema diferencial equivalente se obtiene introduciendo las nuevas variables
x1 =0y xy =6, resultando:

A
Ty = T2,
rh = —sinx;.

Resulta ser un sistema mecanico conservativo pues el segundo miembro de la ecuacion
de z}, depende de z; solamente, entonces la energia potencial es

—U'(x1) =sinzy = U(xy) = —cosa
y cuya integral primera, que es la energia total, es:
L 5
f(zy,20) = 572~ COS T7.

Encontramos los puntos de equilibrio del sistema hallando los puntos criticos de U(x;) =
—cosxi. Como es la funcion coseno se sabe que los puntos criticos son de la forma
x1 =nmweconn=0,%1,+2 .... Entonces los puntos de equilibrio del sistema diferencial
son de la forma (nw,0).

Se pueden distinguir de dos clases; los de la forma (2n7,0) son minimos relativos
estrictos, entonces estos puntos son estables pero no aistéticamente porque la integral
primera no es constante en entornos de estos. Los puntos de la forma ((2n + 1)7,0)
son maximos relativos estrictos, entonces estos puntos son inestables. Para saber el
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comportamiento alrededor de estos puntos analizamos por el criterio de linealizacién.

La matriz jacobiana viene dada por:

0 1 0 1
Du(zy,x9) = —  Dv(2nm,0) =
cosx; 0 -1 0

Esta matriz tiene valores propios complejos puros, entonces el criterio no nos dice

nada.
0 1 0 1
Du(zy,xq) = —  Dv((2n+ 1)m,0) =
cosx; O 1 0

Los valores propios de esta matriz son A\ = +1, por lo tanto es un puerto o punto de
silla, los vectores propios asociados son v; = (1,1) para A = -1y v, = (—1,1) para
A = 1. La forma del sistema linealizado en un entorno de uno de ellos es asi:

A\

\

TSNS\

2222%$\/\\\

A

Figura 5.20: Linealizacién en (7,0)

Si llamamos a la energia total £ tenemos que

1
Ezéxg—cosml = X9 =1++/2(F + cosz)

La curva de nivel correspondiente a £/ = 1 es la que contiene los puntos de equilibrio

que son inestables y forma conjuntos conpactos como se ve en la figura 5.21.
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Figura5.21: F =1

Para £ > 1y para 0 < F < 1 las curvas de nivel se representan en las graficas

siguientes:
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Figura 5.23: F > 1

Figura5.22: 0 < E < 1

La curva de nivel £ = 1 delimita conjuntos compactos que son positivamente

invariantes pues sus fronteras estan formadas por orbitas del sistema. La integral

primera no es constante en ningin subconjunto abierto entonces no hay ciclos limi-

te. Ninguna trayectoria tiende a los puntos de equilibrio que estan dentro de estos

conjuntos.

Por el teorema de Poincaré-Bendixson se tiene que todas las 6rbitas contenidas

en los subconjuntos invariantes formados por la curva del nivel £ = 1 son cerradas y
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ademas rodean puntos de equilibrio.

Finalmente obtenemos el retrato de fases para el péndulo no lineal

ARVARVES

|
N
o
|
o
|
o
|
I
[
N

Figura 5.24: Plano de fases péndulo no lineal
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Conclusiones

» La teoria de los sistemas dinamicos consiste en estudiar el comportamiento de
cuanta cosa cambia en el Universo por medio de modelos matematicos, en el
caso del estudio realizado los procesos se llaman diferenciables pues la ley que
marca su evolucion viene dada por una funcién diferenciable. Entonces los siste-
mas dinamicos y los sistemas de eciaciones diferenciables estan estrechamente
relacionados pues estas marcan una ley de evolucién.

= Esta teoria en particular involucra varias ramas de la matematica; como el al-
gebra, la geometria, el caculo, el analisis, los métodos numéricos, la topologia, y
otras mas; lo que la hace muy enriquecedora matematicamente hablando.

= El paso de lo lineal a lo no-lineal introduce un gran cambio en el estudio de los
sistemas dinamicos. En el caso lineal la solucién general de los sistemas se ob-
tiene analiticamente, en cambio en lo no-lineal esto no es posible, por lo tanto,
gracias a Poincaré se introduce un estudio cualitativo de los sistemas de ecuacio-
nes diferenciables, dandonos informacion del comportamiento de las trayectorias
definidas por estos sistemas.

» El estudio analitico y cualitativo de los sistemas dinamicos nos ofrece informa-
cion tanto local como global del retrato de fase del sistema, permitiendo caracte-
rizar el comportamiento de las trayectorias. El caso de los sistemas planos queda
caracterizado por las diferentes técnicas presentadas.

= Las ecuaciones ordinarias diferenciables y sistemas de ecuaciones y su empleo
sistematico, son un instrumento muy efectivo para resolver muchas cuestiones
de diferentes ramas del conocimiento.

= Debido a las leyes de Newton las ecuaciones diferenciables de los primeros orde-



nes son las mas utilizadas para las aplicaciones en la Fisica , Quimica, Biologia
y otras ramas. El cambio de la posicién de un cuerpo con respecto al tiempo ,es
decir la velocidad, y el cambio de la velocidad con respecto al tiempo, es decir
la aceleracion; son la primera y segunda derivada de la posicion con respecto al
tiempo, por lo tanto, las ecuaciones de movimiento de los cuerpos van a venir
dadas en términos de primeras y segundas derivadas en la mayoria de los casos.

Estudiar una teoria matematica, o mas bien esta parte de la teoria, y ver la
cantidad de aplicaciones que esta tiene, junto con el surgimiento histérico ha
sido realmente muy interesante porque nos muestra por un aparte lo que han
tenido que pasar los matematicos y cientificos involucrados para desarrollar sus
ideas, y por otra el contexto cultural e histérico de la época.

El gran matematico Henri Poincaré es el innegable punto de origen de los siste-
mas dinamicos, el inesperado suceso del concurso mostré al mundo cientifico las
revolucionarias ideas de este genio, que quizas por ser tan revolucinarias hubo
que esperar un tiempo para que algunos matematicos y fisicos se interesaran en
estas. Y tal es el caso que hoy en dia ese estudio de la teoria al parecer no tiene
como detenerse.
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