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2. Descripcién

Esta propuesta de trabajo de grado tiene como objetivo presentar una alternatiy
ensefianza de las ecuaciones lineales de la fatmab = ¢ siendox, a, b y ¢ nUmeros
enteros,a, b y ¢ numeros conocidosydesconoci do, parti e
parqu®so0 desarrollada por |l os autor

abordar ecuaciones de la forma a = b en los nUmeros enteros

El objetivo pincipal de esta alternativa es permitir al estudiante, ademas de sol




este tipo de ecuaciones, visualizar las propiedades inmersas en dicho proceso.

3. Fuentes

Para la construccidén de este documento, fueron consultados 26 documentos , e
se encuentran libros, articulos publicados en revistas especializadas, tesis de
articulos no publicados y otros documentos no publicados como la unidadéisabdd|

|as siguientes son las principales fuentes de este documento:

Alonso, F., Barrero, C., Fuentes, |., Azcérate, A., Dozagarat, J.M., Gutiérrez, S.
M.A., Riviéere, V & Veiga da, C. (1993). Ideas y Actividades para Ens
Algebra. Madrid: Sitesis.

Chamoso, J. M., Duran J., Garcia, J.F., Lalanda, J. & Rodriguez, M. (20@dixis Vi
experimentacién de juegos compstrumentos para ensefiar mateméat
Revista Suma, 47 (1), 48. Disponible enhttp://kit.ly/1maJhCO

Duarte, D. & Fernandez). (2012). Ecuaciones lineales de primer grado con
incognita: Un enfoque a la Resolucion de Problemas. Unidad Didacti

publicada. Bogota: Universidad Pedagogica Nacional.

Escobar, A. & Urrea, A. (2010piferentes Modelos en la Ensefianza de ecuacion
primer grado (Trabajo de grado de especializacién). Bogota: Unive

Pedagogica Nacional.

Gomez, A. (2013). ¢ Por qué somos tan malos en mateméaticas? EIl Tiempo [en |
Septiembre 28 del 2013. [¢fea de consulta: Marzo 03 del 2015]. Recupera
dehttp://bit.do/3LEz

GOmez, S. V & Cardenas W. A. (2014). Eqerqués: una alternativa para la ensef



http://bit.ly/1maJhC0
http://bit.do/3LEz

de las ecuaciones lineales (Anteproyecto). Documento no publiBadjota;

Universidad Pedagogica Nacional

Socas, M., Camacho, M., Palarea, M. & Hernandez, J. (1989). Iniciacion al §
Madrid: Sintesis.

Uicab, G. R. (2011). Materiales tangibles y su influencia en el proceso de ense
aprendizaje de las reanéticas. Yucatan: Universidad Autonoma de Yucs
Recuperado dettp://bit.do/3LCW

4. Contenidos

El documento estd compuesto por cuatro capitulos. En el primero se encuentra
matematico del objeto de estudias ecuaciones, estudiando al conjunto de los nuj
enteros como el conjunto sobre el cual se trabajard, para luego abordar el tratan
las ecuaciones lineales de la forma+ b = c enZ.

El segundo capitulo contiene el marco didactico, doedexponen algunos errore
dificultades asociados al aprendizaje de las ecuaciomemes y el uso de mater|
tangible y modelos para la ensefianza y aprendizaje de las ecuaciones. En

capitulo se encuentra la génesis del material, las coasidees sobre el disefio,
descripcion del Ecuparqués y las orientaciones patausa Finalmente, en el cuarn
capitulo se encuentran las conclusiones, reflexiones y recomendaciones que 9

tras el desaollo de este trabajo de grado y constitiealel presente documento

5. Metodologia

De acuerdo con el cronograma de actividades, expuesto en el anteproyecto
(Goémez &Cardenas, 2014), se realizd una revision de bibliografia relacionada
aspectos matematicos del objeto a estudiar (ecuacion lin€tjagtica delAlgebra
relacionada con las ecuaciones; al mismo tiempo que se trabajoé en el disef

segunda version del Ecparqués y las orientaciones basicas para su gestidon en



http://bit.do/3LCW

de tal manera que este permita ademas de solucionar ecuaciones de da ferbna c
enZ, visualizar las propiedades inmersas en dicho proceso y desarrollar comp

matematicas

6. Conclusiones

Teniendo en cuenta los objetivos planteados al inicio de este documento, se pus
gue fue posible desarrollauna herramienta para la ensefianza y aprendizaje d
ecuacionesjue es familiar a la cotidianidad de los estudiantes, llamativa, facil de
al aula, accesible y asequible, que respeta las propiedades de la estructura algs
los numeros enteros;contribuyendo positivamente en el ambiente escolar de
matematicas, promoviendo el estudio de este contenido de manera ludica, cong
al juego como una via importante para la construccion de conocigrsérido esta ur
experiencia valiosa patas autores, pues involucré un acercamientoiarlavacia en
el campo de la Didactica de las Matematicas, dejando como ensefianza que n
asumir la responsabilidad y el riesgo que implica innovar, pero que este €
permite pasar por una expmicia de aprendizaje realmente enriquecedora p§
formacion de los autores, dejando en los autores la inquietud por las posibilidal

se abren tras el desarrollo del EQaaqués.

Por otro ladoalgunas reflexiones que surgieron tras la constroagéeste trabajo (
grado permiten constituir al jueg&cuaparguésen un modelo para la ensefianz
aprendizaje de las ecuaciones lineales, promoviendo en los estydmai@ases deg
juega una actitud positiva hacia lasatématicas
La experiencia deonstruccion del Ecdparqués dio lugar a idepara futuros trabajq
gue sebasen en el Ecyaarqué que lo pueden enriguecgepotenciar, comda ideade
replantear las orientaciones y iglstructivo parahaceruso del Ecugparqués co

ecuaciones de la fornex + b = ¢ en los enterosuando—6 < a < —1.
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Introduccion

Segun docentes del programa Colombia Aprendiendo (2010), dirigido por Carlos
Zuluagahayun mito de que las Bematicas son dificiles y qu deber como docentes

es romper todas aquellas concepciones que han surgido a partir des&fianza
tradicional, que han mostrado no serr@as ventajosapara su aprendizaje, generando
herramientas que motiven a los estudiantes y les causen cutjamideazon a esto, en
2013 los autores de este documento tomaron la iniciativaledarrollar un material
manipulable que pernira ademas de representar y dar solucion a ecuaciones lineales,
dar significado a los procedimi@st empleados para hallar kg solucion haciendo
evidentes las propiedades inmersagando de esta manera favorecer el desarrollo de

procesos memoristicos.

El Ecuaparqués fue eproducto que se obtuvo tras el desarrollo de esta idda y e
presente documento sustediesde las Mtematicas yLa didactica,su creacion como
modelo para la ensefianza de las ecuaciones lineales de ladormh = ¢ enZ,
describendo la experiencia vivida por los autoresirante sudisefio, asi como las
conclusiones y reflexiones que surgieron tras dicho ejerciciexé a estelocumento

se hace entrega dm juego Ecugparqués, cada juego contiene un tablero, 4 fichas, 2
dados, 2 tablas de registro y un instructivo

El documentasta conformado por cuatro capituldsgpremeroes el marco matematico

del objeto de estudio, en el que se realiza un breve acercamiento al concepto de
ecuacion,numeros enterosecuaciones en el conjunto de los numeros enteros y
ecuaciones equivalentes.

En el segundo capitulo s®nstituye al juego Ecyaarqués como un modelo para la
ensefianza de las ecuaciones lineales en el conjunto de los numeros enteros indicando
algunos errores en los que comunmente incurren los estudiantes al solucionar este tipo
de ecuaciones y que posiblemente el uso del Baugués evite cometer; para esto,
primero sedescribe la importancia del juego y de los materiales tangibles como
instrumentos facilitadores del aprendizaje, mostrando qué es un modelo para la

ensefianza y desgbiendo algunos de los modelos mas populares para la ensefianza y



aprendizaje de las ecuaciones linealgrs el tercer capitulo se encuentra la génesis de la
propuesta, las consideraciones que se tuvieron en cuenta para ebtldisasidiferentes
versiores la evolucion del material y su descripcion. Finalmente, en el cuarto capitulo

reposan las conclusiones, reflexiones y recomendaciones tras el desarrollo de este

trabajo de grado



Justificacion

fiNo hay materia mas exacta que las matematicas peroo@mmpna mas odiada,

afirma Gomez (2013) en su articulo ¢Por qué somos tan malos en matematicas?
publicado en el diario El Tiempo, en donde expone que, en habilidades matematicas, los
jovenes colombianos tienen un rezago de mas de dos afios de escotarntad f
estudiantes detros paises, debido, entre strausasal uso de métodos pedagdgicos
inapropiados, en especial, la memorizacion de férmulas y procedimientos sin
significado, ignorando el porqué de dichos procedimientos, su razén de ser y su
importancia.

En este sentido y teniendo en cuenta a Socas, Camacho, Palarea & Hernandez (1989)
quienes afirman que los recursos didacticos engendran esquemas que hacen mas facil el
aprendizaje, se desarrolla este trabajo de grado; el cual esta dirigidesomefde
matematicas, estudiantes de basica secundaria, media y autodidactas, como un material
gue permite resolver algunas ecuaciones lineales y que pretende, ademas de reforzar los
conocimientos que tienen los estudiantes sobre las propiedades inererdaho
proceso, favorecer la construccion de la solucion general de dichas ecuaciones.

La intervencion en el aula del Eeparqués en su primera version y su acogida en la
comunidad académicgue hasta la fecha teniendo en cuenta su divulgacion e
implementacién en el aula de clds@ermiten afirmar que la interaccién entre los
estudiantes con el material contribuye positivamente en el ambiente escolar de las
matematicas, haciendo los contenidos amigables y llamativos, fomentando asi la buena
disposicionpor aprender y el interés por el contenido abordado.

Este trabajo de grado es muy importante para la formacion de los autores como futuros
docentes de matematicas, debido a que contribuye a su consolidacion como maestros
innovadores, pues se espera aportar positivamente a la didactica de las matematicas con
esta propuesta, la cual se ha desarrollado por dos afos, logrando construir un material
que ademas de permitir solucionar algunas ecuaciones de la darmé = c en el

conjunto de los numeros enteros, pretende dar sentido a los procedimientos empleados

para hallar dicha solucion, relacionando directamente las reglas del juego con las

! La primera version del Ecygarqués fue llevada al awda el marco de las précticaiciales
correspondientes al espacio académico Ensefianza y Aprenditajeridméticay € Algebra, en el
Colegio Nydia Quintero de Turbay, con el grado 801 de la jornada mafteraas de estm sido
divulgada en diferenteeventos académicos que mas adelante seran descritos.



propiedadesnatematicasjue intervienen, intentando favorecer en el estudeggado
en las orientaciones del docerée posibilidad de construir la forma general de la

sducion de este tipo de ecuaciones



Objetivo general

Desarrollar una herramienta innovadora para la enseflanza y aprendizaje de las
ecuaoones lineales de la form&x + b = ¢ enZ, con el fin de contribuir positivamente
en el ambiente escolar de lastematicasprovocando el estudio de este contenido de

manera ludica.

Obijetivos especificos

o Aportar al aula una herramienta familiar a la cotidianidad de los estudiantes, que
permita por medio de la manipulacién de un juego tradicional como lo exjaépael
acercamiento a objetos matematicos como ecuaqgidaceso de resolucion y
propiedades inmersas.

o Fomentar el espiritinnovadoren la formacién de los maestros en matematicas
autores de este documento, aportando un material didactico a la ensedjareralizaje

del algebra.






Capitulo 1

Referentes Matematicos

En este apartado se realiza un esbozo desde las Matematicas de la ecuacion lineal en el
conjunto de los numeros enteros, por lo que se dara iniciando definiendo qué es
ecuacion, cudl es el conjunto de los nimeros enteros y cOmo es su comportamiento,
para fnalmente hallar la solucion de las ecuaciones de la farm&t b = c en el

conjunto de los numeros enteros.

1.1. Ecuacion
Las ecuaciones se pueden describir como proposiciones abiertas o predicados que han
sido construidos en una teoria matematicaiqudar; una definicion mas precisa de la

ecuaciorpuede expresarse a partir de su construccion en un lenguaje formal.

1.1.1. Proposiciones en un lenguaje formal

Los lenguajes formales estan conformados términos, relatdtegores, bs términos

son un conjunto de sholos especificos, los cuales pueden ser constantes o variables.
Los términos que son constantes representan objetos fijos del conjunto, ieslakec
mismos todo el tiempo;gp ejemplo, en el conjunto de los nimeros naturales, los
términos constantes séos numerosl, 2, 3,4, 5, ..., mientras que los términos que son
variables estan representados generalmente por letrasmgamgz, etc. Una variable
segun Luque, Avila y Soler (2013), representa cualquier elemento de un cafgunto
términos constars y es susceptible de ser reemplazada @alquiera de diaks
términos

Los funtores son operaciones internas que se efectian entre términos del conjunto,
estas pueden ser unitarias, binarias, ternarias, etc., y permiten obtener un nuevo término
al operar uno o mas términos, por ejemplo, los términos varialyigs con el funto+
representan al nuevo término+ y, pues a pesar de quey y toman valores del

conjunto, cuando estas son sustituidas y operadas, generan un término constante.

Los relatoresson relaciones entre dos 0 mas términos, su significado se puede asociar,

entre dros, a relaciones de equivalencia u orden entre los términos que se relacionen.



Por ejemplo, en la expresiGi +1 = 20 , el s mkes!| awni rel ator
t ®r mi nos Ictola s Y0a idti ecd éfnt-d'oes equivalenta 2",

Al utilizar términos,relatores yfuntoresen una expresionseconstryeni e x pr e si on
con sentidoo, a |l as cuales se | es puede
cuando estas expresiones involucran términos constardesi@inarproposiciones,

por ejemplol + 1 > 3 es una proposicion cuyo valor de verdad es falso pues no se
cumple la relacion.

Cuando una proposicion involucraino 0 mas términos variables se denominan
predicados o funciones proposicionales estos se caracterizan porque su valor de
verdad depende d®d términos constantes por los que se reemplacen las variables
involucradas, (por ejemplta expresionx +2 > 6 en el conjunto de los numeros
naturales es una funcién proposicional, cuandis reemplazada por la constantéad
proposicion es verdadera, mieas que cuando es reemplazada por un valor distinto a

4 |la proposicion es falsa).

Ahora, cuando elrelator de unafuncion proposicionales deequivalenciafi = 0 di ch
funcion se denominacuaciony su solucién esta dada por el conjunto denlasplas

(sila funciéon proposicionatsta construida cam variables)de términos constantes que

al sustituir las variables generan una proposicion verdadera.

Por ejemplola expresion algebraida + 6 = 7 en el conjunto de los nimeros naturales

es unaecuacion y la solucion esl, pues cuando se sustituye la variable pose
obtienen una proposicion verdaderaentras que con cualquier otro valor se obtiene

una falsa.

1.2.  El conjunto de los niUmeros enteros

Tras esto, y para dirigir la vista directameatias ecuaciones lineales @nconjunto de

los nimeros enteroepjeto matematico abordado en este trabajo; vale la pena presentar
de manera breve el conjunto de los nimeros enteros, en esta oportunidad desde la
axiomética propuesta por Le Veque que de torma muy sencilla proporciona los
elementos necesarios para caracterizar el conjunto, mostrando las propiedades que

satisfacen los numeros enteros con la adicion y la multiplicacion

2 pado R un relator, entret,, t,, ts, ..., t,, términos, entonceg (t,,t,, ts,...,t,) €S una proposicion
simple o férmula atomica.

% Seguin Stewart, Redlin y Watson (2007) una expresion algelesieauella que combina términos
variables y constantes usando operaciones como la suma, multiplicacion, entre otras.



Axiomas de los numeros enteros segun Le Veque

NocionesPrimitivas: El sistema axiomatico propuesto por Le Veque para los nimeros

enteros parte de los siguientes objetos no definidos:

o Conjunto de los numeros enteros.
o Dos operaciones, la adicion y la multiplicacion.
o Dos elementos diferentes en el conjunto, el ¢@)g/ el uno(1).

Axiomas: Le Veque basado en las anteriores nociones primitivas propone los siguientes

axiomas:

1. Cada pareja de enterasy b tienen una Unica sum@&+ b y un Unico producto
ab, de manm que se cumplen las siguientes leyes:
e LeyAsociativaa + (b + ¢) = (a + b) + cya(bc) = (ab)c
e LeyConmutativaa + b = b + ayab = ba
e Ley Distributiva:a(b + ¢) = ab + bc
e Los enteros distintos dey 1 tienen las propiedade®® a + 0 = a y
l-a = a.
2. Para cada entem, la ecuaciorm + x = 0 tiene una solucién Unicellamada
—(a)
3. Sic#+0yca = cbh,entoncest = b
4. Existe un subconjunto de nimeros enteros, llamados enteros positivos, con las
siguientes propiedades:
e Lasumay el producto de dos enteros positivos son positivos.
e Cualquier entera diferente de cero se cumple que solamente uno de los

dos enteroa 0 —a es positivo.

Definiciobn de menor que:Se dice quer es menor qué y se escribe < bsib — a

es un entero positivo y se escrib&& b sia < boa = b.



Todo conjunto de enteros positivos que contenga al menos un elemento, contiene un
elemend minimo, es decir, existe un enter@n el conjunto tal que < b para todo

del conjunto.

Con lo anterior, se caracteriza al conjunto de los nimeros enteros con la suma y la
multiplicacion como un dominio dietegridad ordenado y completque satisface las
siguientes propiedades:

e Conmutativa: Sia,b € Zentoncest+b=b+ay a-b=>b-a.

e Asociativa: Si a,b,c € Z entoncesa+ (b+c)=(a+b)+cya- b-c =

a-b -c

e Existencia del elemento idénticoExiste0,0 € Z talquea+0=0+a =a, Yy
existe1, 1 € Z que pertenece a los niumeros enteros tahque=1- a = a.

e Existencia delinverso aditivo: Para todo niumero entetoexiste un elemento
llamado inverso aditivo, el cual se denota caqmag tal quea + (—a) = (—a) +
a=0

e Cancelativa: Si a, b,c € Z y se tiene qua +c = b + ¢, entoncesa = b. Y
Sia-c=b-c, dondec # 0 entoncest = b*.

e Distributiva de la multiplicacion con respecto a la adicidnpara la cual, sa,

b,c e Zentoncest: b+c = a-b + (a-c).

1.3. Ecuacionedinealesen el conjurto de los nimeros enteros
Volviendo la mirada hacia las ecuaciotiegales objeto de estudio de este trabajo, se

define ecuacion lineal de una varialfie como una funcién proposicional donde se

cumple que:

o Los términos estan formados por el conjuntéodenimeros enteros.
o Los funtores son la adicion y el producto.

o Aparece una sola variable.

o El relaor es la relacion de igualdad.

Ya se habia dicho que la solucién de una ecuacion esta dada por lass de
términos que al sustituir las variablesgoman una proposicién verdadegrda solucion

sera dada por ebnjunto de términos constantpse al ser reemplazasipor la variable

“ Siendo la propiedad cancelativa para la multiplicacion, una de las mas interesantes del dominio de
integridad de los nUmeros enteros.



originen una proposicion verdaderaentro de las ecuaciones lineales encontramos
expresiones como:

3x+5x—7=6x+8

Ox =3
O0x=0
2x+8=9

Para el caso de las ecuaciones lineales de la fanmab = c en el conjunto ddos
nameros enteroona # 0 las cualegracias a las propiedades cancelativa de la suma 'y
multiplicacion de numeros enteros tienen a lo mas uheiéa, ytiene exactamente
unasolucionen el conjunto de los numeros enteros si y solost b y paa hallala
por lo general sénace uso de las propiedades que satisface la estructura algebraica
(Z,+,) con el fin deconstrur ecuacionesquivalentesmas sendias que la original en
donde la solucién sea evidente; es importante tener claro que dos 0 mas ecuaciones
linealesse son equivalent si tienen el mismo conjunto solucigrpara que cumplan
esta condicion, las ecuaciones deben tener el mismo numero de variables.
Es posible determinar cuando dos ecuacidmeslesson equivalentesi aun no se
conoce su conjunto solucidlm generar, dada una ecuacion lineal ecuaciones
equivalentes a esta.
Segun Sanche2014), haydos métodoen las Matematicapara construiecuaciones
equivalentesy son consecuencia de las propiedades que satisface la estructura
algebraicaZ, +,7).
Método 1, sumando a ambos lados de la ecuacion una ceeistan
La ecuaciénax + b = c, es equivalente a la ecuacim+ b +d =c + d

Ejemplo:

Dada6x + 16 = 34 encontrar una ecuacion equivalente.

Sumando una constante a cada lado de la ecuacién:

6x +16+ —5 =34+ (-5)
6x+16—-5=34-5
6x +11 =29
Entoncespx + 16 = 34 es equivalente éx + 11 = 29, y la solucion de en

las dos ecuaciones 8s



A este métod@n las matematicas escolares se le llpanopiedad uniforme de
la igualdad conla adicion.
Método 2, multiplicando a ambos lados por una constdifexente de cero
La ecuacidnax + b = c, es equivalente a la ecuacidfux + b) =d - c
Ejemplo:
Dada6x + 16 = 34 encontrar una ecuacion equivalente.
Multiplicando una constante a cada lado de la ecuacion:
6x + 16 = 34
2(6x +16) = 2(34)
2(6x) + 2(16) = 2(34)
12x + 32 = 68
Entoncespx + 16 = 34 es equivalente 82x + 32 = 68 y la solucion dec en
ambas ecuaciones &s
A esta regla en las matematicas escolares se le feopéedad uniforme de la
igualdad con lamultiplicacion.
El procedimiento inversa la multiplicacion por un término constante a cada
lado de la ecuacién es el asociadolaa propiedad canceléva de la
multiplicacion, en el cual se cancelan los factores comunes de los términos de la
ecuacion.
La ecuacidnax + b = c, es equivalente la ecuaciérfx + g = h si y solo si
existe und # 0,1 tal qued es divisor dea, b yc.
ax+b=c

sida,dbydc,entonesa=df,b=dgyc=dh

dfx+dg =dh
d fx+g =dh
fx+g=h

Ejemplo:
Dadal2x + 32 = 68 encontrar una ecu@n equivalente.

Cancelando una constante a cada lado de la ecuacion:

®Ser divisor de Seana, b nimeros enteros candiferente de cero. Decimos quealivide ab si existe
un entera tal queb = ac. En tal caso escribimas| b. Decimos también que es un divisor dé o que
b es un multiplo der. Rubiano(2004).



12x + 32 = 68
2(6x) + 2(16) = 2(34)
2(6x + 16) = 2(34)
6x + 16 = 34
Entonces]12x + 32 = 68 es equivalente éx + 16 = 34 y la solucion der en
ambas ecuaciones &s
Es importante tener claro qu® todas laperacioneggeneran en todos los casos
ecuaciones equivalentes; una operacion que no permite generar ecuaciones equivalentes
es la potenciacion, un ejemplo sencillo son las ecuaciore8 y x? = 9 que no son
equivalentes ya que su conjuntowsbn es diferente, pues la solucion xleen la
primera ecuacion €5 mientras que en la segunda3es—3.
Es decir, por lo general cuando se tiene una ecuacion lineal de ladornh = ¢, se
busca la solucion hallando una ecuacidén equivalemdéecaiginal de la formac = d,

usando le métodos paraonstruir ecuacionesquivalentes.

Por ejemplo,para la ecuacioréx + 16 = 34 buscando la solucion via ecuaciones

equivalentes.

6x + 16 = 34
6x+ 16+ —4 =344 (—4) Propiedad uniforme de la adicion.
6x+16 —4=34—4 Def de la sustraccidn

6x + (16 —4) = (34— 4) Propiedad asociativa

6x + 12 =30 Def de la sustraccion
6x + 6(2) = 6(5) Factor comuh
x+2=5 Propiedad cancelativa de la multiplicaci

x+2+(-2)=5+(-2) Existencia del inverso aditivo
x+2-2=5-2 Def de la sustraccion

x+2-2)=(5-2) Propiedad asociativa

® Estas definiciones pueden ser consultadas por el lector en el libro Estructuras Algebraicas de Pérez
(2008).

" El factor comdn es consecuencia de la propiedad distributiva de la multiplicacion con respecto a la
suma, esta puede ser consultadagh lector en el libro Estructuras Algebraicas de Pérez (2008).



x+0=3 Existencia del inverso aditivo

x=3 Existencia del elemento idéntico

Llegando entonces a la ecuacior= 3 en la cual es evidente que la solucion para
es3.
Un camino urpoco mas corto, es:
6x + 16 = 34
6x +16+ —16 =34+ (—16) Existencia del inverso aditivo
6x +16 —16 =34 - 16 Def de la sustraccion
6x + (16 —16) = (34— 16)  Propiedad asociativa

6x+0 =18 Existencia del inverso aditivo
6x = 18 Existencia del elemento idéntico
6x = 6(3) Factor comun
x=3 Propiedad cancelativa de la multiplicaci

Llegando nuevamente a la ecuacios 3 en la cual es evidente que la solucién para
es 3, yquelas ecuaciones que se obtuvieron tras realizar una operacion y usar una
propiedad son equivates, ademas de esto que la solucién hallada pertenece al
conjunto de los nUmeros enteros.
Es importante precisar que la solucion de la ecuaciéh b = c existe en el conjunto
de los nUmeros enterospgEraesta ecuacion o una equivaleatesteexiste urd € Z tal
qued = MCD a,b , yd es divisor de, siendad diferente dels.
La siguiente esnade lasalternativagarahallar la solucién general de la ecuacion
ax + b = c en los nUmeros enteros:
ax+b=c

ax+ b+ (=b) =c+ (—b) Existencia del inverso aditivo

8 as siguientes definiciones son tomadas de Rubiano (2004):
MCD(a, b): Seana y b enteros no ambos iguales a cero. El conjunto de todos los divisores comunes de
y b (un divisor comln de y b es un entero que divide a ambos nUmergsh) es un conjunto finito de
nameros enteros cuyo maximo se denomina el Maximo Comun Divisor de a ynataeosV CD (a, b).
Teorema. Seana y b enteros no ambos cero. Enterel = (a,b) si y solamente sil satisface las
siguientes propiedades:

1.d > 0. 2.d|ayd]|b. 3.Sif|ayf|bentoncey | d.



ax+b—b=c—-b>b
ax+ (b—b) =(c—b)
ax+0=(c—Db)

ax = (c—b)
ax = ak
x=k

-b
x =

a

Def de la sustraccion

Propiedad asociativa

Existencia del inverso aditivo

Existencia del elemento idéntico
Sustitucion

Propiedad cancelativa de la multiplicacion

Sustitucion

c—b

Llegando entonces a la ecuacios 7 en la cual es evidente que la solucion general

c—b

para x es —, siendo esta soluciopara este caso (las ecuaciones lineales en el
a

conjunto de los niumeros enteras) nimero entero.

9 . Lz .
Teniendo en cuenta que la soluciénxdes entera, entonces, para este caso- b, entonces existe un

c—b

elementadk que pertenece a l@ tal queak =c—byk = -



Capitulo 2
Referentes Didacticos

En este apartado se aborda la importancia deljusgosen la ensefianza de las
matematicas e mateiales manipulativos en el aula, asi coehasodel Ecuaparqués

como modelo para la ensefaryzaprendizajele las ecuaciones linealgaifitualmente
aquellas de las formax + b = ¢ en los numeros entefpanogrando algunos de los
errores y dificultades que los estudiantes segun la literatura cometen cuando resuelven

ecuacionetinealesy que el material posiblemente puede impedir 0 superar.

2.1. Losjuegos en la ensefianza de las matematicas

El juego es un fendmeno cultural que se ha constiteidanelemento fundamentain

la educacion, ya que favorecedelsarrollo fisico, emocional, intelectual y sodlallos

nifios; segun Crespillo (2018)nifio aprende a prestar atencion en lo que esti@lo,

a memorizar, a razonar,através del juego, su pensamiento se desarrolla hasta lograr
ser conceptual, l6gico y abstracten la misma corriente Chamoso, Duran, Garcia,
Lalanda & Rodriguez (2004) realizan un andlisis sobrgrdamimportancia dejuego,

pero esta vez en la ensefianza de las mateméticas, pues las matematicas comenzaror
como algo puramente recreativindicandovarias razones por las ges aconsejable

llevar juegosal aula; por ejemplo, por ser atractivosy aceptados con facilidad
generando un ambiente ludi€aue estimula la curiosidad y permite disfrutar y sentir
placer mientras se aprende, disminuyendo el rechazo de algunos estudiantes hacia la
materia porque favorece la igualacién entre todos al thioir novedad, suerte y
variabilidad, estimulando el desarrollo social de los estudiaptsjue los juegos
permiten desarrollar e cierto sentido los mismo habitos y habilidades que las
Matematicas, pues se comportan de forma similar siguiendo unas akglascar la
estrategia gamra; requieren esfuerzo y rigor, atencién, memoria, estimulando la

imaginacion, la creatividad, el pensamiento critico, desarrollando la capacidad de seguir

9 para Chamoso et al. (2004) las actividades de caréacter ludico, se utilizan como divertimento y deleite
sin esperar que proporcione una utilidad inmediata ni queagjma funcién moral
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instrucciones, ademas recomiendan su uso por generar aprendizagesaiipues las
condiciones de aprendizaje son agradables.

Ademas de lo anterioChamoso et al2004)indican quda incursion de los juegos en

el aula debe ser de una forma planificada, teniendo en cuenta entre otros, los
conocimientos previos del estadte y el objetivo de llevar dicho juego al aula
contando estos;on ciertas caracteristicas para que sean provechosos en el aula, por
ejemplo ser ludicos e improductivos en su fase inicial siendo utilizados Unicamente para
jugar, para posteriormente rta utilizad didactica; debe ser libre y despertar en el
estudiante las ganas de jugar, con reglas propias y sencillas, de partidas eadas

gue sean temporalmente limitados.

Segun Sanchez y Casas (1998) los juegos en Matematicas, son unachdtixedtida y
mental, dotado de un conjunto de reglas, siendo utiles en tres monpardogresentar
contenidos matematicos, teghr los contenidos presentadosfianzar contenidgsy

con tres finalidades: ativar, desarrollar la creatividad desarrtlar estategias para

resolver problemas.

2.2. Uso de material tangible en el aula de clase

Segun los planteamientos de Godino, Batanero y Font (2003) entre los diferentes
recursos didacticos que utilizan los docentes de mateméaticas para orientar sueclases, s
encuentran las ayudas el estudio y los materiales manipulativos, Gltimos que a su vez se
agrupan en dos categorias, aquellos que son tangibles (materiales concretos , entre los
cuales se encuentran la balanza, el tablero de fichas de colores, etdifrdtese estos
como cualquier materi al u objeto f2sico,
cierta manera, ver y experimentar con el objeto matematico, y los gvéficales
textuales en los que participadarcepciorvisual y auditiva (gratos, palabras, textos y
simbolos matematicos, programas de ordenador); se considera que los materiales
manipulativos son usados para apoyar el desarrollo del pensamiento, el lenguaje oral y
escrito, y la socializacion entre otros aspectos, estimulandosdasidos y la

imaginacion.

Segun Uicab (2011) las siguientes son algunas de las caracteristicas que poseen los

materiales manipulativos:
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o Caracter exploratorio, que propicia un marco para la resolucién de problemas,
discusion, comunicacion y reflexion. 4 éimitaciones que puede presentar un material
pueden ser foco de discusion en clase.

o Hacen mas comprensibles los conceptos Matematicos.

o Apoyan la ensefianza y aprendizaje de las matematicas.

Se aclara que los materiales didacticos pueden represerittgalale cierto objeto
matematico, mas nunca el objeto como tal, esto se debe a que las Matematicas son una
disciplina que estudia entidades netamente abstractas.

De acuerdo con Fischbein (1987, citado por Uicab, 2011) los conceptos matematicos y
las operaiones mateméaticas son creaciones abstractas y formales, por lo que con
frecuencia se producen modelos mentales que proporcionan algun significado practico.
En este sentido Uicab (2011) manifiesta que en el proceso de ensefianza y aprendizaje
no es sencitl desarrollar el razonamiento abstracto en los estudiantes, por tal motivo es
fundamental que el docente promueva la actividad manipulativa y deductiva de los
conceptos matematicos, permitiendo asi, visualizar la abstraccion e ir de lo concreto a lo
abstr&to para proporcionar a los estudiantes elementos para la construccion de sus

propias ideas matematicas.

2.3. Modelos para la Ensefianza y Aprendizaje de las ecuaciones lineales

A continuacién se presenta una definicibn de modelo para la ensefianza de las

ecuaciones lineales y se muestran algunos como, el tablero de fichas de colores, la
balanza, y los diagramas, y de acuerdo a esto, en el capitulo 3, se explica por qué el
Ecuapamués puede constituirse en un modelo para la ensefianza de las ecuaciones de la

formaax + b = c enZ.

2.3.1. ¢Qué es un modelo para la ensefianza de las ecuaciones lineales?

Las representaciones propias de las ecuaciones son llamadas en Socas, Camacho,
Palarea &Hernandez (1989) modelos, los cuales se pueden ver como lenguaje y como
recurso didactico que engendran esquemas que hacen mas facil el aprendizaje. En
Did8ctica de |l as Matem8ticas se acepta
creacion de conceptosprocesos deazonamiento, pues permiten hacer accesibles y

manipulables conceptos intelectualmente mas dificilef Escobar & Urr ea,
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Socas et al. (1989) afirman que los modelos concretos como balanzas, graficas y tablero
de fichas de coloresyindan a los aprendices una introduccién al Algebra desarrollando
habilidades en el proceso de simbolizacién a partir de la manipulacion; en este mismo
sentido Bressan (citada por Escobar & Urrea, 2010), indica que las representaciones
fisicas actian comestimulo en los procesos de construccion de ideas mentales y para
la autevalidacion de las comprensiones.

De acuerdo corEscobar y Urrea (2010l material concreto o manipulativo se
constituye como un modelo de ideas matematicas representadas etrithnmeasional

donde intervienen la percepcioén visual, tactil y kinestésipze llevan a los estudiantes

a identificar conceptos y estructuras matematicas. La modelizacion en el Algebra
permite facilitar el proceso de ensefianza y aprendizaje de cona@ptas, como los
modelos usados para la ensefianza de ecuaciones lineales permiten la construccion de
esquemas que posibilitan entender algunos conceptos como el significado del signo
igual en Algebra y su diferencia con el igual aritmético, la habilideal tpanscribir una
situacion planteada en una situacion concreta al lenguaje algebraico, iniciar a los
estudiantes en la resolucion y conocimiento de las reglas de manipulacion de las

ecuaciones entre otras.

2.3.2. Algunos modelogpara la ensefianza de las ecuaxies lineales

A continuacién se mencionan algunos aspectos importantes de los modelos balanza,

diagramas y tablero de fichas de colores.

2.3.2.1. La balanza

Pretende la adquisicién del concepto de ecuacion, el uso de propiedades de igualdades
(Figura2-1) y la resolucion de ecuaciones sencillas. Usualmente se utiliza una balanza
de dos platos que se inclinan dependiendo del peso puesto sobre cada uno de ellos. Se
inicia la actividad con la nmipulacién de objetos y de una balanza de brazos con la
intencion de realizar la comparacion de varios elementos de cada plato y manteniendo la
igualdad (regla basica del concepto de ecuacion) y se realizan movimientos de objetos a
fin de encontrar el vatale alguno de ellos.

' La kinestésica es la percepcion del equilibrio y de la posicién de las partes del cuerpo, en este sentido
Arzalello y Edwards (2005, citado por Vergel, 2014, p. 72) los movimientos y gestos que realiza un
estudiante contribuyen a tonstruccién de significados de conceptos matematicos.
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Figura 2-1. Representacion de la ecuacion x+3=6

Sin embargo este modelo tiene varias dificultades ya que no es posible representar

nameros negativos, fracciones, ecuaciones igualadas a eewacones cuadraticas.

2.3.2.2. Diagramas

Son esquemas expresados de manera pictérica, con signos parecidos a los diagramas de
flujo, estos se pueden utilizar para mostrar una proposicion geomeétrica, resolver un
problema o expresar de forma légica o grafica laaeamn de un suceso. En Fgura

2-2 los rectangulos y las flechas indican las érdenes de calculo.

+ 12

X 4
I

Figura 2-2. Representacion de l&cuacion 4k+12=20

2.3.2.3. Tablero de fichas de colores

Corresponde a una representacion de un tablero dividido en dos secciones con un
simbolo igual en el centr&/ér Figura2-3). También se utilizan fichas de dos formas en

dos colores diferentes para diferenciar nimeros conocidos y desconocidos, asi como
valores positivos y negativos. Por ejemplo en Socas et al. (1989) utilizan fichas en
forma de triangulo para representadaa incognitas y circulo para representar los
nameros conocidos, las que estan de color negro representan los nimeros positivos y las

de color blanco los negativos. La Unica regla del material, llamada regla de eliminacién
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consi ste en nHfgamag fdidirgo cdler enlummismo kdo del tablero, se

neutralizan y se eliminano (Socas et al,

A

AA OGO
0
&

Figura 2-3. Representacion de la ecuacioBx —2 = 5

Teniendo en cuenta los anteriores modelos, Socas @98, citado por Escobar &
Urrea, 2010, p. 42), muestran algunas recomendaciones que hay que considerar al
momento de resolver ecuaciones. Cuando se realiza una transicion del lenguaje natural
al algebraico, esto es, el estudiante parte de su lenguajealnatvolucrado las
cantidades, relaciones y el enunciado verbal para llegar al lenguaje algebraico, el cual
hace referencia al lenguaje que utiliza de manera escrita, letras y nidmeros unidos con
signos de operaciones aritméticas; es posible trabajda cesolucion de una ecuacion,

en una primera fase, ellos aconsejan utilizar procedimientos informales de
Afdescomposici-n de |l a aritm®ticao o Apor
de los procedimientos informales para establecer los forngdgsido a esto, encontrar

la solucién con la utilizaciéon de algin modelo, para que el estudiante halle una relacion
entre el modelo y el método formal, ya que los modelos pueden fallar si los estudiantes
nunca ven la relacion entre el modelo y los prauéshitos formales, de esta manera

hay que seleccionar cuidadosamente cada modelo, para que se evidencie esta relacion.
Por ultimo y basado en las limitaciones que puede presentar el material concreto, se
aconseja pasar a un sistema de representacion abgeboam mayor generalidad que
pueda impulsar a la interiorizacion de conceptos y finalmente la generalizacion de

algunas fAreglas en | a manipulaci -n de ec
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2.4. El Ecua-parqués en el aula

Ya que el disefio del Ecymrqués dependidé directamente del objeto matemético, pues
tanto la configuracion del tablero, la creacion de las reglas y las orientaciones al
maestro, fueron ejercicios que se desarrollaron desde el principio en torno a las
ecuawnes lineales de la formmax + b = ¢ en los numeros enteros y a las propiedades
matematicas que se involucran en la resolucion de este tipo de ecuaciones, la estructura
que se consiguid para Etuaparqués se asemeja a la de los nimeros enteros con las
operaciones adicion y multiplicacion, por los que permite al estudiante acercarse a las
ecuaciones lineales, representaraglorar y solucionarlas, posibilitando el desarrollo

del proceso de Geralizar que segun Mora y Soler (2010) esta ligado a los procesos:
inducir, observar, descomponer, hacer analogias e identificar caracteristicas comunes,
entre otros, asi como a procesos de nivel superior como Abstraer y Simbolizar, razones
por las cuale®l juego Ecugarquésse constituye como un modgbara la ensefianza

de las ecuaciones lineales.

Semejante a la balanza y al tablero de fichas, la forma del tablero dgyd&qués y las

reglas asociadas al movimiento de las fichas, también hacen adukiémpropiedades

de las igualdades; pero va mas alla, pues con el-fangaés es posible trabajar con
ndmeros negativos, fraccionaridy ecuaciones igualada®a

Por otro lado, similar a los diagramas, que dan un orden o secuencia para salumegonar
ecuacion de forma explicita, el objetivo del juego y su dindmica sugiere a los
estudiantes de una forma tacita y no tan estricta pues contempla diferentes caminos que
puede tomar el estudiante para solucionar una ecuacioén lineal, permitiéndolesrconstru
ideas, conjeturar y facilitar la aproximacién a la forma general de la solucion de estas
ecuaciones.

Una de las bondades adicionales del Huargués es que siendo un juego, hace la
actividad agradable favoreciendo el desarrollo afectivo y emocionha¢stiediante,
rescatando el caracter ludico de las actividades que se llevan al aula, ademas de esto, el
azar involucrado al hacer uso de los dados para determinar (como en el parqués
tradicional) la cantidad de casillas que se deben desplazar lag fieha oportunidad

de ganar no solo a los estudiantes con mayor desarrollo de competencias matematicas,

12 Esta idea, no se desarrolla de forma directa en este documento; sin embargo, se propone en las
orientaciones al docente.
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por lo que permite generar un espacio de participacion inclusivo, en el que todos los
tienen las mismas posibilidades.
Una nocion de competencia matticg de acuerdo con los Estandares Basicos de

Competencias Matematicas (Men, 2006) se puede interpretar como:

El conjunto de conocimientos, habilidades, actitudes, comprensiones y disposiciones
cognitivas, sociodectivas y psicomotoras apropiadamemracionadas entre si para
facilitar el desempefio flexible, eficaz y con sentido de una actividad en contextos

relativamente nuevos y retadores. (p.49)

2.5. Errores y dificultades

Las dificultades y errores que se exponen a caation, cominmente son pretas
por los estudiantes al momento de resolver ecuaciones linestegsmencionaos por
que se cree ques posible evitar caer en @sicon el uso del Ecyaarqués, teniendo en
cuenta que dichos errores puedestar vinculadas con los procedimientos gee

supone, son comunmente ensefiados en el aula para la resolucion de estas ecuaciones

2.5.1. Asociados al cambio del concepto igual

Alonso, Barrero, Fuentes, Azcarate, Dozagarat, Gutiérrez, Ortiz, Riviere y Veiga.
(1993) afirman que los estudiantes manejan gienel signo igual como un mandato
operacional. Cuando se encuentran con los dos miembros de la ecuacion ninguno de los
cuales resulta de operar aritméticamente en el otro, se les hace dificil aceptar el nuevo
significado de la igualdad como un equilibgae solo se mantiene para determinado

valor de la incégnita.

Por ejemplo; hacen:
4x+3=2x+6
4x+3—-3=2x+6—-3=4x=2x+3=4x—-2x =2x—3 — 2x

En este sentido, Caballero (2010), manifiestaléa extendida entre algunos estudiantes

de que el signo igual es Taenal de hacer algo”, lo que implica que sea considerado
como un operador, es decir, separa una cadena de operaciones a realizar de un resultado
a obtener, y no verlo como un simbolo de la equivalencia entre los miembros izquierdo

y derecho de una ecuanidEsto lleva a los estudiantes a utilizar de forma errénea las
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propiedades simétrica y transitiva de la igualdad, ademas, de no encontrarle sentido a
expresiones tales como+ 4 = 2x + 3, es decir, no conciben que la incégnita pueda

estar presente en amidados de la igualdad.

2.5.2. Asociados al significado del signo menos en inversos aditivos

Alonso et al. (1993) dicen, basandose en el siguiente ejemplo que afgindiantes
no reconocen el inverso aditivo de un nimero negativo, por ejemplo; escriben:
52x — 32 = 25x + 130
52x — 32 —32 =25x+ 130 — 32

52x = 25x + 98
52x — 25x = 25x + 98 — 25x
98 = 27x

Fallan en el segundo paso, al intentar aplicar la operacion inversa de la sustraccion para
eliminar 32 del primer miembro, pero lo hace correctamente al plantearsel6xcen

el cuarto paso, a pesar de que este término parece mas complicado por afadomp

de la incognita, lo cual revela escasa consistencia en la utilizacion de las operaciones

inversas.

2.5.3. Asociados a los nUmeros racionales

Alonso et al. (1993) afirman que las fracciones y numeros racionales son fuente

continua de errores que comenten &studiantes al resolver ecuaciones, por ejemplo

resuelven:
54x -1
— 778
20x =5
g 778

206 —5—-7=8x4
20x =32+5+7

43

x=%

En esta situacion, se puede observar como al encontrase con un denominador en uno de

P . . . 2px-5
los términos, resuelve pasarlo al otro lado de la igualdad descon00|enei)§—que7
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comprenden un unico término, siendo necesario antes de realizar ese procedimiento o
eliminar —7 del término izquierdo o convertir & en una fraccidn equivalente con

denominador 4 y efectuar la adicidén entre las dos fracciones homogéneas.

2.5.4. Asociados a determinarx como la Unica incognita

En Alonso et al. (1993) se hace mencién a umpje en el cual Laura de 14 afios debe

resolver la ecuacion:
3 4b+3

b s
Ella pregunta que si puede cambiablpor x. Esta pregunta pone de manifiesto que la

estudiante relaciona la idea de ecuacion Unicamente cuando la incégnita es representada
por laletra x. AUn simpe cambio en | a represent e

i mportanteo (p. 90)

2.5.5. Asociados a la transicién conceptual de la aritmética al algebra:

Moreno y Castellanos (1997) afirman:

Se pueden concretar en: Cambio del signo de iembro de la ecuacion sin
tener en cuenta el otro; cambio del signo a términos que no se trartSponen
asignacion del mismo valor a la incognita que a su opuesto; cambio del signo al

transponer un factor; transposicion y conservacion de factor. (p.257)

2.5.6. Asodado al significado de las letras

Caballero (2010), afirma que una dificultad que se puede presentar en la resolucién de
ecuaciones, esta relacionada con el significado que se le atribuye a las letras. Teniendo
en cuenta que, en aritmética las letras giesi en algunas ocasiones unidades de

medida, entre otros, mientras que en algebra su significado cambia y pueden representar

nimeros generalizados o una variablee considera que los estudiantes al no realizar

B“En este trabajo, se pretende c adandeilasropelacones d e a
fundamentales en el tratamiento de las ecuaciones planteadaskmvatizmi (Sessa, 2005, p. 54) las
cuales sonaljabr: restaurar, componer, complementar, agregar, complatamugabala: poner en
oposicién, balancear.
1% be acuerd con Kiicheman (1981, citado por Alonso et al., 1993) la letra en Algebra puede tener entre
otras, las siguientes interpretaciones:

- Letra como numero generalizado:La letra puede tomar varios valores, pero sin llegarse a

considerar como una variable.

19



una adecuada transicion siguen considerando a las letras como etiquetas, lo cual
obstaculiza el significadde estas en las ecuaciones algebraicas. En este sentido, las
vari abl es, xpor dentficadapdomo objeto. e ese modo, entienden la

expresiorbx como5 manzanas; peras etcétera.

2.5.7. Asociados al aprendizaje deficiente de conceptos previos.

Moreno y Castellanos (1997) dicen qué:

Se concretan asi: hallan en forma incorrecta el resuttadmas o restas de enteros;
hallan en forma incorrecta el signo del resultado de la division de dos enteros cuando
éstos son de diferente signo; asignan como resultado de una division, el mismo
resultado que para su inverso multiplicativo, cuando elsalives mdultiplo del
dividendo. (p. 257)
Un ejemplo de este error puede ser:

x—1=-1

x—1+1=-1+1

x =2
Con lo anterior, se retnen algunos aspectos importantes para justificar la creacién y uso
del Ecuaparqués como modelo para la ensefianza y aprendizdgs decuaciones
lineales, sefialando la importancia del juego como elemento fundamental para el
desarrollo de los nifios, el uso del material tangible en el aula de clase y algunos
modelos para la ensefianza de las ecuaciones lineales, mostrando sus bpndades
limitaciones, para luego hablar del juego Epaagués como un modelo para la
ensefianza de las ecuaciones lineales en el conjunto de los nimeros enteros, haciendo un
paralelo entre los modelos comunes y el Hoaimués, con el fin de sefalar los
beneficos adicionales que esta nueva herramienta ofrece y finalmente los errores que el

uso del Ecugarqués posiblemente puede evitar en los estudiantes o ayuda a superar.

- Letra como variable: Representa un rango de valores no especifico y se ve como una relacion
sistematica entre dos conjuntos de valores.

- Letra como incognita especificala letra es un nimero especifico, aunque desconocido, con el
cual se puede operar
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Capitulo 3
Ecua-parqués

El Ecuaparquéscomo modelo para la ensefianza de las ecuaciones linesles)
material tangiblalisefiado en dowersioneslas cualesera descritad en este capitulo
centrando la atencion en $egundaversion creadaespecialmente para este trabajo de
grado, la cual permite representar y solucionar ecuaciones de ladorna = c en el
conjunto de los nimeros enterasando un tablero, fichas, dadosa tabla de registro

y un conjunto de reglas que estan ligadascthmente corlas propiedades de la

igualdadinmersas en la resoluci@® ecuaciones lineales.

3.1. Génesis de Ecugarqués
La idea de disefiar un recurso didactico para abordar la ensefianza de un objeto
matematico, surgid como parte de ¢asividades propuestan la practica pedagogica
inicial correspondiente al espacoadénmio Ensefianza y Aprendizaje ddbébra y la
Aritmética en el periodo 201B para lo cualpensando en las ecuaciones linedies,
autoresdisefiaon la primera ver®n del Ecugparqués basados en le#&de Duarte y
Fernandez (20123)e usar un tablero de parqués tradicignfithaspara dar solucién a
determinadas ecuaciones lineaksta primer&onfiguraciénogro satisfacer algunas de
las caracteristicas de lastrictura aditiva de los nimeros enteropeymitiendoal
jugador, ademas de solucionar ciegasaciones lineales de la formar a = b en el
conjunto de los numeros enteros, identificar propiedades inmersas en dicho proceso;
como la propiedad uniforme da igualdad con la adicion de numeros enteros, la
existencia de elementos inversos adgiwo elemento idéntico, y las propiedades

cancelativa, conmutativa y asociativa de la adicion.

Tras verla acogida que tuvo el materigbr algunos miembros di comunidad
académic®, y las ideas que surgierqrara potencido tras sudivulgacion y usoen

varios espacios, a mediados de 2014 naci6 la intencién de desarrollar -plaEques

!> Teniendo en cuenta que la idea inicial del Epasgués fue presentada en diferentes jornadas y eventos
ante estudiantes y profesionales de la educacion, esta experiencia sera descrita con mayor detalle en el
desarrollo de este apartado.
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como modelo para la ensefianza de las ecuaciones lineales de lafcrmha= c en el
conjunto de loswimerosenterositraslos retos que se presentaron en de desarrollo de
este disefio se logré obtenana configuracibnque satisfae la mayoria de las
caracteristicas de la estructura aditiva y multiplicativa de los nUmerysgen la cual

gracias a las reglas y uso de la tabla de registro, es posible representar dichas
ecuaciones, solucionarlas y evidenca@ras propiedadescomo la uniforme de la
igualdad con la multiplicacién en los numeros enteros, la propiedad carecelatia
multiplicacion, distributiva de la multiplicacion con respecto a la adicion, y las otras ya

mencionadas que estan inmersas en la resolucion de este tipo de ecuaciones lineales.

A continuacionse describecomo fue el desarrollo de la idea detuaparqués,
mostrado algunas de las consideraciones que se tuvieron en cuenta en el disefio del

juego y algunas experiencias de divulgacion y uso que enriquecieron el material.

3.1.1. Primera version

Para la propuesta de ensefamzarespondientea la Practicapedagodgicainicial
relacionada con el Espacio Académico Ensefianza y AprendizbgeAdémética y el
Algebradel periodo 2014, se pretendia tomar la idele Duarte y Fernandez (2012)
qgueconsistia en usar arestacion semejante a las @dllerotradidonal de parquégon
dos sectoresHgura 2-1), el de la izquierd#trayecto final del parqués tradicionabn

19 casillas y la derecha 21 casil{rayecto cercano a la céarcel del formato tradicional),
algunas fichas y un dado.

Figura 2-1. Propuesta Duarte y Fernandez
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En esta iniciativa las ecuaciones a solucionar eran tomadas al azar de un paquete de
papelitos en las que estaban escraggsiellas que se podian solucionar con esta
configuracion el objetvo de llevar el juego al aula era la ejercitacion dsolacion de
ecuaciones lineales, usando el dado para determinar la cantidad de casillas a mover las

fichas sobre el tablero.

Sin embargpla primeraasesoria con la profesora titular del espadgievisionque se le

hizo a la propuesta de ensefianza que incluiamesterialno fue satisfactoria, pues se
discutio sobre la pertinencia de llevar este material al aukes no era evidéncadno
aportaria a la ensefianza de las ecuaciones lineales p@zidncual, en vez de desistir

de la idea, se tomé la decision de desarrollarla, rescatando que a pesar de sus limitantes
la propuesta era diferente a la balanza y al tablero de ficivatucraba el juego y el

azar al involucrar un dad@ademés de estda configuracion permitia representar

hallar la soluciérde algunas ecuaciones de la form& a = b en el conjunto de los
nameros enteroson la posicion de las fichas en el tabjestra cosa muy importante

gue se tomoé de esta propuesta fue la akemover las fichas de los dos sectores de
forma simultdnea

Al perfilar la idea, con el objetivo de soluciommuacionesjue con la ayuda de un par

de dados fuese planteagamostrar de forma directa las propiedades inmersas en la
solucion de ecuaciones diales de la forma + a = b en Z, se relisefidel tablero
denominéndolo Ecuparqué¥’ y complementé conn par de dados de diferente color y

una tabla de registro que favoreciera en el estudiante el desarrollo de procesos de
visualizacion, con el fin daproximarse a la forma general para solucionar ecuaciones
de este tippademas de lo anterior, el uso de la tabla de registro permitia al jugador
validar con la posicién de las fichas en el tablero las operaciones que realizaba.

El tablero Figura2-2), fue disefiado manteniendo las caracteristicas generales de un
tablero de parqués tradicional, con seis espacios de diferente color, uno para cada uno
de los jugadores, denominadestacionescada estacion con las casillas suficientes para
poder dar solucion a cualquier ecuacion planteada con los dados, por ejemplo, la

ecuacionx + 6 = —6 que en la anterior configuracion no era posible abordar.

®En el anexd,, se encuentra el instructivo del material Epaequés elaborado en 2013
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Figura 2-2 Versiéon 1 Ecuaparqués
La forma arqueada de las estaciones y la disposicion defastpsnsdabuscando una
presentacion funcional, estética y que diera la idea de un juego de mesa sencillo y
divertido.
La tabla de registroHgura 2-3), surgiécon la intenciéon deseguirla idea de Duval
(1998) quien afirma quan concepto determinade adquiere cuando se es capaz de
transitar entre por lo menos dos representaciones, por lo que ss@srpuna hoja de
papel una tabla cooolumnas vy filaofreciendo ajugadorla posibilidad deconsignar
tras cada jugada sus movimientos y posiciodesuna forma organizadaisando
expresiones algebraicas, y de esta maneraarmgen la tabla observar los
procedimientos que realizapara dr solucion a la ecuaci@retendiendo queon las
orientaciones del docense acercara a farma general de la solucion de las ecuaciones

delaformax + b =c enZ,donde-12 < x < 12,-6<b<6y—-6<c <6.

Los dados de color verde y rojo, tenian la intencion de dar al jugador la opcién de
avanzar o retroceder en cada jugada, poniendo en juego la toma de decisiones y el azar,
pues la rapida solucion de las ecuaciones no dependeria de las competencias

matematias del jugador, sino de los nimeque arragranlos dados y la decision que
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el jugador torarg posiblementelando esto la oportunidad de ganar (solucionar primero

la ecuacioén) a los estudiantes con habilidadetematicas menos desarrolladas.

El color cel dado verde fue pensado haciendo referencia al semaforo, que al estar en
verde indica que es posible avanzar, y el color del dado rojo, pensando en que este
indica retroceder (la accién opuesta a avanzar) teniendo en cuenta que la posicién del

color en écirculo cromético se encuentra en la gama de colores opuestos al verde.

+ =

Lo que

Crado Drado
- Tus jugadas h
Fll::-]l::-"b' Verde JUg obtienes

Figura 2-3. Tabla de registro V1

En el proceso de planeacion de la clase de la propuesta de ensefianza, fueron realizadas
diferentes pruebas del udel material, para detectar las ventajas y desventajas de este;

la primera prueba de aplicacion del materialresdizo en el marco de la Jornada del
Educador Mitematico de la Licenciatura en Matematicas de la Universidad Pedagogica
Nacional en la jornaddai Me s a s Tem8ticas: Arit m®ti ca

Di d8cticoso0o realizada del 17 de abril de
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Mora, docente titular del espacio acadéntitsenanza y Aprendizaje teeAritmética

y el Algebra

En esta jornda, se presentd el material a docentes del programa, estudiantes de
diferentes semestres de la Licenciatura en Matematicas y otros programas, en donde
conocieron el material e interactuaron con él.

El objetivo de esta primera prueba era detectar posialies en la configuracion y
metodologia del juego, asi como recibir comentarios, ideas y sugerencias por parte de
los asistentes para enriquecer y mejorar la propuesta.

La presentacién del material conté con una gran audiencia y especial acogida, y los
comentarios recibidos fueron muy alentadores lo que confirm6 que el material era
innovador y llamativo; por otro lado, la experiencia permitié la ensefianza de las
ecuaciones lineales dos estudiantes deprograma dda Licenciatura en Espafiol e
Inglés Figura2-4), quienes al ser invitados por los autores a jugar y conocer el material
generaron resistencigabiendo que se trataba algietas matemétics, expresando que
para | as Mat em8t i csinsembarg,|Isé dieson & epodunidadndel o0 s
conocer el juego y particigael desarrollo del juego con estos estudiantes, permitié que

se acercaran al objeto matematico de una forma amigable, generando en ellos una
actitud positiva frente a lactividad, para que finadentecon agrado aseguraran que
habian comprendido cémo se resolvian este tipo de ecuaciones, expradanmds con

un lenguaje naturatjue identificaron algunas de las propiedadasif¢rme de la
igualdad con la adicion de numeros enteros, la existeteialementos inversos
aditivos, la propiedad cancelativa de la adicion, entre)ofi@s se encontraban detras

de los procedimientos a los que, segun ellos, nunca hallaron sentido cuando los
aprendieron en el colegio de una forma mecanica y memoristica.

En esta primera prueba el asesor de este trabajo sugirio llevar mas alla-phEpies,
intentando que este permitiera representar y solucionar ecuaciones con cogficiente
mayor a 1, idea que no se desarrollo en ese momento a falta, tal vez, de consciencia

sobre el potencial que tenia el material.

" Entendiendo como coeficiente o parametro al factor multiplicativo, en este caso del valor desconocido.
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Figura 2-4. Estudiantes de la licenciatura en Espafiol e Inglés de la UPN

La segunda pruebeealizadatuvo la intencién de analizar el posible impacto que
generaria el materi en una comunidad escolar inmersa en un contexto diferente a la
institucion donde se realizaria la clase (Colegio Nydia Quintero de Turbay), por lo que
se penso en realizar la prueba con estudiantes a quienes en ocasibtedsrzdicas

les resultan ditiles y tal vez, desagradables; atendiendo a esggdanda prueba se

llevd a caboen la Escuela de Direccion Académica EDIAC, institucion de educacion
formal para jovenes y adultos, en su sede del municipio EI R@&aldinamarca, con

24 estudiantesedgrado décimo y once de la jornada de los sabados, con edades entre
los 17 y 20 afios. Se escogio esta poblacion, teniendo en cuenta que uno de los autores
interactuaba con ellos como docente y habia logrado de antemano identificar la gran
resistencia antlas actividades matematicas; es importante indicar que estos estudiantes
procedian de distintos niveles socioculturales, que predominaban en ellos las

ocupaciones asociadas a la agricultura, ademas de esto, suomtdec obtener
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rapidamente el tiilo cano badiller por la presién social éamiliar que les exigia
culminar el bachillerato o en algunos casos para mejorar sus condiciones salariales, asi
como su permanente resistencia a las actividades que les implicaba un rol activo en el
aula.

La actitud & los estudiantes al conocer la intencion de la actividachdgativa se
mostraron apaticos, negandose en su mayoria a participar, por lo que el inicio de la
actividad fue lento y se vio interrumpido por las congmniegativas de los estudiantes;

sin anbargo, al desarrollar la primera ronda con seis estudiantes, el interés por el juego
y la participacion voluntaria fue aumentando, de esta matnasacada ronda de juego

se evidenciaban los cambios de actitud y disposicion frente a la actividad, tornandose
divertida e interesante, obteniendo tras la actividad un muy buen resultado, dado que se
logré que dejean de lado la resistencia haciatdividadviviendo la experiencia de una
forma amigable, alcanzando satisfactoriamente dos de los objetivos de la actividad
(resolver ecuaciones de la format a = b enZ e identificar las propiedades que se

utilizan en la resolucion de ecuaciones).

Tras ralizar las anteriores pruebas y realizar las modificaciones en las tareas que se
consideraron pertinentes, el material fue llevado al aula en el marco de las practicas
iniciales correspondientes al espacio académico Ensefianza y Aprendizége de
Aritméticay d Algebra, en el Colegio Nydia Quintero de Turbay, con el grado 801 de

la jornada mafiana.

Figura 2-5. Estudiantes del grado 801 del Colegio Nydia Quintero de Turbay
jugando con el Ecuaparqués
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Treinta y cuatraestudiantes participaron en la actividad, el grupo en general realizé las
tareas planeadas jugando conEeuaParqués, las cuales eran jugar con el material
siguiendo algunas instrucciones, identificar las propiedades inmersas en la resolucion de
ecuacimes y construir la generalizaci@e la solucién de las ecuaciones de la forma
x+a=>b en Z haciendo uso de las propiedades identificadas. La aplicacion del
material, con su correspondiente planeacién, fomento la interaccidén entre estudiantes y
les posibiitdé un ambiente donde fue posible vivir el desarrollo de competencias
matematicas, como comunicar ideas para explicar, justificar y refinar su propio
pensamiento y no limitarse a procesos memoristicos.

En la figura Figura 2-5), se pueden apreciar algunas fotografias de los estudiantes

jugando cora primera version détcuaparqués.

En el XIV Encuentro Colombiano de Matematica Educatigeganizado por la
Asociacion Colombiana de Matematica Educativa y desarrokadda ciudad de
Barranquilla en las instalaciones de la UniversidadAdiéintico en octubre del 2013,

gracias a la iniciativa de la profesora Lyda Mdueg, presentada la experiencia en aula
gestionada con el Ecymrqués en modalidad de ponencia, en la cual se obtuvo gran
acogida e interés por parte de los asistentes que en su mayoria eran estudiantes de la
Licenciatura en Mateméaticas de la Universidadl Atlantico y algunos docentes de
educacion basica y media de la regién, quienes indicaron que hubiese sido pertinente y
enriguecedor incluir como parte de la ponencia un espacio para que ellos interactuaran
directamente con el Ecymarqués.

En el afio 203, para el segundo periodo académico, la Vicerrectoria de Gestion
Universitaria, la Division de Recursos Educativos, el Fondo Editorial y el Grupo de
Comunicaciones Corporativas de la Universidad Pedagdgica Nacional abrié la
convocatoridHaz para materias educativqscuyo objetivo era apoyar y acompaiiar el
disefio, la produccion y la difusion de materiales educativos que realiza la comunidad
universitaria (profesores, estudiantes e investigadores).

Los maestros en formacion y la profesora Lyda Constilora presentaron en dicha
convocatori a | aEcuxpamues: ena @al@ernativa tnnovadodagardila
ensefianza y aprendizaje de las ecuaciones lingalesc o n | a cual S

proporcionar una herramienta interactiva como recurso hipermediéitiacceso a la
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comunidad estudiantil, basada en el Epaegués que permita cumplir con el mismo
objetivo que se plantea en su version concreta, el cual es solucionar ecuaciones de la
forma x+a=b en dondea, b y x son numeros enterosr6<a<6 y

—12 < b < 12, en la que fuese posible identificar algunas de las propiedades inmersas
en la resolucion de dichas ecuaciones.

Tras ser seleccionada la propuesta, se desarrollé en ell281version hipermedia del
Ecuaparquésla cualcuenta ca los mismos elementos del Eguarqués en su version

inicial fisica como el tablero con sus respectivos sectores (izquierdo y derecho) y
casillas, las dos fichas de parqués (represertantg, los dados y la tabla de registro.

En esta version cambia representacion de la incognita, esta vez ya no va ser una ficha
verde sino que en la zona neutra se encontrara una vifieta con la letra que el participante

elija para representar al valor desconocido.

El aplicativo Figura 3-6) permite que en un mismo computador jueguen hasta 6
participantes, ofreciendo cuatro niveles de dificultad. Cabe resaltar que a la fecha de
elaboracion y entrega de este documento, el recursata con algunos errores les
niveles 3 y 4 los cuales fueron reportados a la Division de Recursos Educativos
20151, y se esta a la espera de gaarsrealizadas las correccionks niveles 1y 2

funcionan correctamente.

Formulando la ecuacion.

Nivel 1

Nivel 3

actual _ Tu jugada

Figura 3-6. Ecuaparqués Version hipermedia
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El disefio y la programacion fueron realizados por el equipo de profesionales de la
Division de Recursos Educativos, quienes en varias ocasiones se reunieron con los
autores para construima ruta de trabajo y de ejecucion de proyecto; con el fin de
definir el alcance y caracteristicas de cada nivel, los autor@sistraron diagramas de
bloquespara cada uno de los niveles en los cuales se representa claramente qué se
espera que realicé @suario y el aplicativo en cada nivel.

Para facilitar la programacion y optimizar los tiempos de entrega se tomo la decision de
disefiar las los sectores de la estacion de forma [(iRiegira3-7).

Selecciona el dado que desees
para asignar valor

| ®eq
\ °°

\ o dad
\ B

Figura 3-7. Estacién Ecuaparqués Hipermedia
Todos los elementos de la tabla de registro, las tareas de la version inicial, fichas y
dados, se encuentran emaplicativo; por ejemplo, como se observa eRitura3-8 es
posible que el estudiante elija cualquier letra del abecedario para representar la

incégnita.

Figura 3-8. Seleccion de letra
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Y con ayuda de un par de dadésg(ra 3-9) insertados en la ventana, establezca la

ecuacion a solucionar.

Figura 3-9. Dados version hipermedia

Los espacios APosicion actual o, ATu J ug:e
funcion que los espacios de la tabla de registro de la version inicial en la que se realizan
las operaciones de acuerdo a los movimientos realizados; en esta version fadantegr
una tablaFigura3-10) en la que quedan guardadas todas las posiciones a las que se ha
llegado tras el desarrollo del juego gsijueda de la solucion, adesrdeeso tiene un

botdn de validacion, que permite comprobar que los movimientos y operaciones sean

correctos.

Posiciéon actual  Tu jugada

Figura 3-10. Campos del entorno gréafico Ecugarqués
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