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PALABRAS CLAVES: Transformaciones Lineales, Transformaciones Afines, Matrices
Asociadas, Geometria Fractal, Fractal Lineal, SIF (Sistemas Iterados de Funciones),
Software Derive 6.1.

DESCRIPCION: Monografia que presenta una propuesta de actividades para la
construccion de los fractales lineales Tridngulo de Sierpinski, Carpeta de Sierpinski,
Conjunto de Cantor, Tridngulo de Cantor, Cuadrado de Cantor, Caja Fractal y Conjunto de
Besicovitch, usando el software de calculo simbdlico Derive 6. Las actividades se proponen
desde el dominio de los procedimientos bdsicos del software para el uso de las
transformaciones lineales Traslacién, Reflexion, Rotacién y Homotecia, y las afines
Reflexion-Traslacion, Rotacién-Traslacion y Homotecia-Traslacion, privilegiando el uso de
la representacion matricial, la comprension del efecto grafico respecto de sus pardmetros, el
uso de los comandos de algunas funciones predeterminadas en dos archivos de utilidades de
Derive en su ultima version (a la fecha) para finalmente guiar hacia la construcciéon de
fractales por medio del método de los Sistemas Iterados de Funciones, y proponer de
manera alternativa el método del Juego del Caos.

Se presenta un marco tedrico sobre los Conceptos Matematicos formales de las
Transformaciones Lineales y Afines, y su representacion matricial, vistos desde el algebra
lineal. También se incluye un capitulo sobre Fractales Lineales y Sistemas Iterados de
Funciones para fundamentar matemdticamente el uso de éste método para la construccion
de éstos fractales.

FUENTES: Las fuentes principales fueron libros de Algebra Lineal [1] [4] [11] y [13],
libros de Geometria Fractal [2] y [16], y articulos de revistas de Educaciéon Matemética que
se referencian en la bibliografia.

METODOLOGIA: El trabajo se desarrollé en tres grandes etapas que fueron la
elaboracion del estado del arte sobre el concepto geométrico y algebraico de los
movimientos en el plano y conceptos bdasicos sobre fractales, el reconocimiento del
software a usar en lo que se refiere a sus condiciones de uso, herramientas y
funcionamiento, y finalmente, el disefio de las actividades introductorias para el
conocimiento de las funciones bésicas del software, sobre matrices y sus operaciones, sobre
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el concepto de movimiento en el plano y finalmente sobre la construccion de fractales, con
el software de matemadticas dispuesto.

CONCLUSIONES: El conocer la aplicacién de conceptos matemdaticos del Curriculo
tradicional de Matematicas, como son las Transformaciones Lineales y Afines y su
Representacion Matricial, en un tema novedoso y reciente en Matematicas, la construccion
de Fractales Lineales, es un trabajo bastante enriquecedor para la experiencia escolar en
tanto aporta conocimientos nuevos al estudiante, y también dota de un significado mas
amplio a tales conceptos.

El uso de las nuevas tecnologias en propuestas de aula para Matematicas, proporciona
elementos valiosos y contextos novedosos para el aprendizaje de los estudiantes, exigiendo
en ellos una manera diferente de pensar los contenidos como también roles distintos para
los agentes que intervienen en el proceso de ensefianza-aprendizaje de las Matemadticas.

Queda abierta pues la tarea de aplicar esta propuesta de actividades, particularizdndola para
que sea pertinente segin convenga en consideracion del grupo particular de estudiantes al
que se escoja. Ademds, es importante resaltar que la propuesta sigue abierta para la
construccion de otros fractales con el mismo software, o con otro del mismo tipo.
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INTRODUCCION

En Colombia, la introduccién de los fractales como objeto de estudio en el Curriculo de
Matematicas estd apenas iniciando. Es a nivel universitario en donde se encuentra mayor
evidencia de este hecho, tres grupos de investigacién en tres universidades publicas
colombianas vienen trabajando en este campo: el Grupo de Trabajo sobre Fractales de la
Universidad Pedagégica y Tecnoldgica de Colombia liderado por el profesor Publio Suérez,
viene desarrollando un curso a nivel universitario sobre Geometria Fractal en la Escuela de
Matemiticas y Estadistica; el Grupo Fractales de la Universidad Industrial de Santander, en
cabeza de los profesores Sonia Sabogal y Gilberto Arenas, ha dirigido varias monografias
de pregrado, entre las que cabe resaltar tres' sobre la introduccién de la Geometria Fractal
en la secundaria; el Grupo Fractales DMA-UPN, liderado por el profesor Jorge Pdez, dentro
de sus labores investigativas, desarrolla a nivel universitario un curso electivo llamado
Fractales y tiene en marcha un proyecto de practica en donde el objetivo es “Disenar,
implementar y sistematizar una propuesta de actividades dirigida a los estudiantes de la
Educacién Basica y Media, sobre las temadticas propias del Curriculo tradicional de
Matemiticas y su relacién con los fractales”, también el profesor William Estrada,
integrante del mismo grupo, realiz6 su tesis de maestria de la Universidad de Pamplona en
el afilo 2002 que la titulé Geometria fractal en el bachillerato, en la que desarrolla toda una
propuesta didactica para la ensefanza de los fractales mediante transformaciones de
movimientos rigidos en el plano, también, publica en el 2004 el libro Geometria Fractal,
con la Editorial Magisterio y en €l retoma apartados de su tesis.

Con éstos antecedentes, esta propuesta de actividades busca ser un hecho més en la tarea de
incluir los fractales al Curriculo de Matematicas, apoydndose con el uso del software
Derive como elemento motivador y enriquecedor en el aula, posibilitando otra manera de
estudiar los fractales a nivel de Secundaria pues es un campo poco explorado el uso del
software de célculo simbdlico para la construccion de fractales, dado que ya varias
propuestas espafiolas hacen uso del software Cabri y la calculadora grifica para el mismo
propdésito.

El documento presenta en primer lugar una contextualizacién sobre la Geometria en el
Curriculo Escolar de Matemadticas, particularizando el estado de la inclusién de la
Geometria Fractal, también la fundamentacion tedrica sobre el concepto matemadtico de las
transformaciones lineales y afines, y su representacion matricial que son objeto de estudio
para la propuesta, un tratamiento breve sobre lo que son los fractales lineales y la manera

' Las tres monografias citadas son:

Castro, Fabiola. Geometria fractal en el bachillerato. Monografia de Grado, Lic. Mat., UIS. 1994

Daza, Carlos. Geometria Fractal en el bachillerato: Acercamiento por sistemas dindmicos. Monografia de
Grado, Lic. Mat., UIS. 1999.

Pérez, Nolvis. Implementacion, aplicaciéon y evaluacion de talleres de geometria fractal con estudiantes de
secundaria. Monografia de Grado, Lic. Mat., UIS, 2005.
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en que se usan las transformaciones para su construccién por el método de los Sistemas
Iterados de Funciones y finalmente la propuesta de actividades que van desde el tratamiento
basico de la construccion de los fractales con los comandos del software para las matrices,
hasta el uso de los comandos que involucran la recursién y el juego del caos.

Esta propuesta de actividades se dirige a dos tipos de poblacidn, a nivel de secundaria para
grado once teniendo como prerrequisitos el reconocimiento de figuras elementales de la
Geometria Euclidiana como tridngulos, cuadrados, rectas, dngulos, segmentos, mediatrices;
el manejo de las matrices 2x2 y sus operaciones; concepto intuitivo o elemental de
homotecia, traslacion, rotacion; conceptos y procedimientos bdsicos en el plano cartesiano;
ademas, el manejo de software de matemadticas de calculo simbdlico, por lo menos a nivel
intuitivo.

Por otro lado, a nivel universitario para los primeros semestres de universidad en
asignaturas de Geometria o en un curso de Fractales, en el caso de la Licenciatura en
Matemiticas de la Universidad Pedagdgica de tipo electivo. Los prerrequisitos aqui quedan
determinados por la organizacién curricular del programa respectivo, quedando abierto el
nivel de profundizacién que el profesor encargado quiera darle a la propuesta.

La implementacion de esta propuesta de actividades, es una posibilidad que queda abierta
para quienes lo consulten y estén interesados en la tarea de introducir los fractales al aula de
Matemiticas, aporta en tanto conlleva un estudio amplio y la comprension de los conceptos
involucrados enriqueciendo el conocimiento matemadtico de los estudiantes, pues aportan
contextos significativos para el estudio de los conceptos involucrados.
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JUSTIFICACION

Este trabajo se enmarca en el contexto de la Geometria Fractal, la cual es hoy en dia, un
drea de investigacion reciente en Matemadticas que se inicia en 1970 con los trabajos
realizados por Benoit Mandelbrot, y ha podido tener un desarrollo acelerado gracias a las
grandes aplicaciones en diferentes campos de la ciencia y la tecnologia. Respecto de las
aplicaciones cabe resaltar el trabajo realizado por este autor, que consistié en mostrar a
través de una perspectiva intuicionista la enorme aplicaciéon que pueden tener las
estructuras fractales como una posibilidad de describir formas complejas encontradas en la
naturaleza.

El estudio en esta drea de las Matemadticas resulta inquietante por lo novedoso que tienen
sus objetos de estudio, asi a través de éste se pueden enriquecer los cursos habituales de
matematicas en el sentido que aporta nuevos contextos de ensefianza sobre los conceptos y
procedimientos basicos de la Geometria Fractal; y es precisamente sobre este contexto
especifico de la Matematica Escolar que se enmarca la presente propuesta de actividades
brindando la oportunidad a docentes y estudiantes de estudiar y reforzar contenidos del
curriculo tradicional, como es el caso de las transformaciones geométricas y su
representacion matricial.

La propuesta también amplia su campo de aplicacién en tanto usa el software de
matematicas Derive 6, reconociéndola como una potente herramienta para la ensefianza,
aprendizaje e investigacion en Matemadticas. Se ha escogido este software, entre otras cosas,
porque permite hacer el trabajo sobre la parte de los procedimientos numéricos (vectorial y
matricialmente) y su correspondiente representacion grafica mas facilmente que otros
paquetes respecto al tema de las transformaciones geométricas lineales y afines
consideradas en las actividades, y también porque privilegia el estudio de la recursion como
elemento esencial de los procesos de construccion de los fractales.

Sea esta propuesta una oportunidad para permitir que los docentes involucren a sus
estudiantes con temas cientificos recientes, y al mismo tiempo sean instruidos en el uso del
computador, aspecto que es reclamado hoy por las politicas educativas actuales.
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OBJETIVOS

General

Disefar y proponer una serie de actividades que orienten la construccién de
fractales como una aplicacién de la composicién de los movimientos en el plano
tomando como base el concepto de transformacién afin, a través del uso de un
software de matematicas.

Especificos

Estudiar los movimientos de rotacion, homotecia, reflexion y traslacion a partir
de la matriz asociada.

Resaltar en el disefio de las actividades con el apoyo del software, la
visualizacién asociada al efecto en el grafico de las operaciones entre matrices.
Mostrar que el concepto de transformacion afin del plano es la composicion de
movimientos en el plano.

Proponer una serie de actividades con un software de matematicas para la
construccion de fractales sobre la relacion entre los movimientos en el plano y
las matrices que se establece.

10
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1 GEOMETRIA FRACTAL EN EL CURRICULO ESCOLAR

En este capitulo se hard una presentacion breve sobre tres dmbitos en los que se ve
implicado este trabajo: la Geometria, los fractales una forma diferente de hacer geometria,
y las transformaciones de traslacion, giros y simetrias una manera de construir fractales;
éstos son fundamentales para relacionar de manera general en el aspecto curricular, esta
propuesta de actividades, respecto al tema particular de las Transformaciones en Geometria
y su aplicacién en la construccion de fractales lineales.

1.1 El contexto curricular de la Geometria

Durante muchos afios en la Educacion, la Geometria fue una asignatura pendiente y no
considerada en los planes de estudio de instituciones de Educacion Basica y Media. Cuando
ésta fue tenida en cuenta por primera vez, en la reforma curricular de la Matemdtica
Moderna, tuvo un cardcter deductivo y no riguroso pues se consideraba como teoria
evidente; fue s6lo hasta la resolucién 277 de 1975 que fue incluida junto con la estadistica
al plan de estudios, y los libros de texto la ubicaban en sus capitulos finales siendo esta su
organizacion tradicional. Sin embargo, actualmente en Educacién Matemadtica, ha sido
objeto de numerosos estudios en didactica, y ha generado experiencias de aula que forjan
acciones en pro de mejorar las practicas de ensefianza y aprendizaje de las Mateméticas,
particularmente de la Geometria Euclidiana.

En este mismo sentido, documentos curriculares como los Lineamientos de Matematicas
(1998), consideran dentro de los conocimientos basicos, que es el segundo de tres grandes
aspectos para organizar el curriculo en un todo armonioso (MEN, 1998), cinco tipos de
pensamiento. En particular, el Pensamiento Espacial y Sistemas Geométricos, establece que
la ensefianza de la geometria debe estar vinculada de forma directa con el entorno para que
su estudio pueda hacerse a través de la manipulacion y la observacion de las formas y los
objetos por parte de los estudiantes. Proceso que se hace en la recuperacion del sentido
espacial intuitivo que es de gran importancia porque se relaciona con la capacidad prdctica
de actuar en el espacio (Ibid., 1998), y en el desarrollo del pensamiento espacial
considerado como conjunto de procesos cognitivos que construyen y manipulan las
representaciones mentales de los objetos del espacio, sus relaciones, transformaciones y
diversas traducciones a representaciones materiales.

De la misma forma, actualmente los Estandares de Matematicas establecen los mismos
cinco tipos de Pensamiento que los Lineamientos, encontrandose el Pensamiento Espacial y
Sistemas Geométricos, que establece que éste debe ser entendido como “el conjunto de los
procesos cognitivos mediante los cuales se construyen y se manipulan las representaciones

11



mentales de los objetos del espacio, las relaciones entre ellos, sus transformaciones, y sus
diversas traducciones o representaciones materiales” (Ibid, 1998) y distingue ademas entre
dos tipos de espacio diferentes para un sujeto, que son el “espacio geométrico” y el
“espacio sensorial”, los cuales buscan la apropiacion por parte de los estudiantes del
espacio fisico y geométrico que requiere del estudio de relaciones espaciales de sélidos -
formas y superficies donde se destacan los procesos de localizacion en relacién con
sistemas de referencia-, y del estudio de varianzas e invarianzas de formas geométricas bajo
transformaciones.

Particularmente, el tema de las transformaciones en el plano y sus propiedades geométricas,
se convierte en un potencial de bastante provecho cuando no se relega su aparicién y
estudio como una unidad aislada y particular en el curriculo, sino que se aprovechan los
distintos momentos en los que éstas se ven involucradas, ya sea en la solucién de un
problema o en el estudio de un nuevo concepto, que se apoyen €stos en este conocimiento
de tipo geométrico.

1.2 Los fractales una forma diferente de hacer geometria.

Los fractales, considerados como nuevo concepto dentro del curriculo de la escuela,
suministran modelos que contribuyen a percibir el espacio y las propiedades geométricas de
objetos y procesos naturales, ademds de contemplar la existencia de una conexion entre
éstos y algunos de los objetivos educativos establecidos para la etapa de Secundaria. El
introducir conocimientos formulados de manera reciente y asi romper con la creencia
comun de que las matemadticas son un drea ya acabada.

Los fractales como recurso metodolégico en el aula de Matematicas permiten hablar de
geometria desde una perspectiva moderna, ya que su proceso de construccion permite
desarrollar procesos de inferencia, el estudio de las semejanzas y por consiguiente los
movimientos y las homotecias en el plano, mediante el conocimiento de las propiedades
basicas de los fractales para utilizarlos en el trabajo matemaético.

La inclusién de la Geometria Fractal en el curriculo es justificada en primer lugar, por la
necesidad de actualizar los conocimientos matemadticos permitiendo que se cuestionen los
curriculos tradicionales fragmentados donde las disciplinas cientificas parecen compartir
muy pocas ideas importantes (Turégano, 1997), y en segundo lugar, porque el uso de
graficos interactivos usados para el trabajo en el campo de los fractales, puede ayudar a
desarrollar y utilizar modos alternativos de razonamiento basados fundamentalmente en
argumentos visuales y cualitativos (Figueiras, 2000).

Hoy en dia, es bastante comin el uso de las nuevas tecnologias en el aula de Matematicas
como soporte diddctico, que ofrece posibilidades de mejorar el aprendizaje de los
estudiantes, las cuales se hacen cada vez mayores cuando se toman los fractales como
recurso para trabajar aquellos contenidos con los que estén involucrados, potenciando en el
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estudiante las actitudes de buisqueda e investigacion enfocando el trabajo matematico
basicamente como una labor de éstas, para profundizar, entre otros, en el concepto de
recursividad.

1.3 Las transformaciones de traslacion, giros y simetrias, una manera de construir
fractales

Se encuentran en la literatura de revistas de Educacion Matemadtica, como SUMA, Epsilon
y The Mathematics Teacher, distintas propuestas para el tratamiento didéctico de los temas
de las transformaciones geométricas en el plano y la construccién de fractales, entre otros
como patrones numéricos y geométricos [18] [24] [26] [29], el juego del caos [17] [19]
[22], dimensidn fractal [27], sistemas dindmicos discretos [28], semejanza [30], perimetro,
area [31] y composicion de funciones [20].

Entre las propuestas que se encuentran en SUMA estan: “Movimientos en el plano y
mosaicos” de Juan Montero [1991], en la que propone que la introducciéon de las
transformaciones del plano se haga de forma préctica, es decir, a través del movimiento de
las figuras sobre el papel posibilitando que las obtenidas finalmente, propicien el desarrollo
de muchos contenidos geométricos y algebraicos del curriculo de secundaria; como
también propuestas que ademds relacionan la construccion de fractales; “Experiencia
diddctica en Matemdticas: construir y estudiar fractales” de Juan Moreno [2002], en la
cual propone también reforzar la introducciéon a la Geometria utilizando las
transformaciones lineales afines en el plano para definir y construir formas fractales. Otros
articulos que también se encuentran en SUMA, exponen propuestas metodolégicas y
experiencias diddcticas, en las que se propone la incorporacion de la calculadora grafica
para el estudio de los fractales y el juego del caos, asi como su incorporacién al curriculo
[19], [22], [29], [33].

Otro tipo de propuestas, que se encuentran en Epsilon, son como la de Pilar Turégano
[1997], que aseguran que estudiar las transformaciones geométricas, isometrias y
semejanzas, resolver problemas por el método analitico y el método grafico, o interpretar
representaciones y deducir relaciones geométricas de las mismas, son algunos de los
objetivos posibles con este trabajo.

Todo el trabajo anterior, posibilita el estudio y fortalecimiento de varios conceptos de las
Mateméticas de la secundaria que son habituales, como la iteracidn, las transformaciones
geométricas lineales y las no-lineales, la semejanza y la homotecia, la convergencia y el
limite, el determinismo y el azar, mostrando que existen interesantes interconexiones entre
diferentes ideas matemadticas revelando al mismo tiempo que no son aislados. Por otro lado,
el acercamiento a la Geometria Fractal puede hacerse a través de dos vias igualmente
enriquecedoras en el trabajo en el aula, la primera es por medio de actividades exploratorias
en las que juegan un papel importante los computadores o las calculadoras gréficas en las
que se privilegia el estudio analitico del objeto fractal llevando a la formulacion de modelos
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matematicos o geométricos; la segunda via, es el trabajo manipulativo con lapiz y papel,
por medio de actividades de construccion y estudio de curvas fractales privilegiando aqui el
establecer relaciones, como por ejemplo entre dreas y perimetros, asi como el desarrollo de
habilidades de conteo y generalizacion, entre otras, enfatizando en los procesos de
recursion.

Finalmente cabe mencionar, que propuestas de este tipo consideran también lo que
establecen los Lineamientos respecto de lo que se conoce actualmente sobre saber
matemadticas, que es hacer matemdticas, mediante la resolucion de problemas, el
razonamiento, la comunicacion, las conexiones, la investigacion y la exploracion, todas
actividades propias de las propuestas mencionadas.

1.4 La Geometria Fractal

La Geometria Fractal, una nueva Geometria distinta a la Euclidiana, estudia figuras y
objetos altamente irregulares de distinta naturaleza, generados a través de procesos
recursivos que tienen como caracteristicas fundamentales la autosemejanza, que se refiere a
que tienen una propiedad invariante bajo el cambio de escala, y la dimension no entera, que
se refiere a que no posee las dimensiones usuales. Estos son llamados fractales y surgen
dentro del desarrollo actual de la Geometria durante los dltimos treinta afnos, a partir del
ultimo tercio del siglo XX (afos setenta 1975 o 1977), de los trabajos realizados por Benoit
Mandelbrot (matematico nacido en Polonia en 1924, posteriormente vivié en Francia y
actualmente residente en los EE.UU.), considerado el padre de los fractales, quien logré
detectar las caracteristicas comunes de autosemejanza y dimensién no entera en objetos,
situaciones y fendmenos de naturaleza diversa, y los agrupd bajo el termino “fractal”. La
Geometria Fractal, una nueva rama de las Matemadticas que permite modelar fenémenos de
la naturaleza, es resultado de tal desarrollo, al respecto Mandelbrot afirma “Las nubes no
son esferas, las montafias no son conos, las lineas costeras no son circunferencias y la
corteza de un arbol no es lisa, como tampoco es cierto que la luz viaje en linea recta”.

Mandelbrot resalta la aplicabilidad de los objetos fractales a la realidad, su especial relacion
con la naturaleza y su intrinseca belleza. Asi, la Geometria Fractal, es considerada como el
estudio de las formas irregulares y por ende como la geometria propia de la naturaleza,
recobrando asi gran importancia puesto que en €sta es bastante facil encontrar modelos para
esta geometria, como la medida de costas con muchos fiordos (golfos estrechos en las
montafias), los sistemas ramificados como el sistema nervioso, la ramificaciéon de los
bronquios en los alvéolos pulmonares, entre otros, sin embargo sus fundamentos
matematicos son complejos. Asi, en la naturaleza los objetos fractales suelen aparecer de
dos formas, o también se dice en relacion con dos circunstancias. Una de ellas es en una
situacién de frontera, en donde se incluyen todos los casos en que entran en contacto dos
medios humanos, naturales, fisicos, quimicos, etc. o dos superficies diferentes, aqui estdn
las fronteras entre paises, riberas de los rios, litoral, nubes, entre otros; otra situacion es la
de 4arbol, en la que se produce una ramificacion con auto similitud, aqui estdn los drboles,
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arbustos, plantas, tejidos arteriales, cuencas fluviales con sistemas de rio, afluentes,
ramblas, barrancos, riachuelos, redes capilares, redes pulmonares, entre otros.

Mandelbrot hace un tratamiento informal de su nueva teoria considerando que los fractales
representan un renacimiento de las Matemadticas experimentales, sin embargo ya hay
trabajos que intentan formalizar y unificar dicha teoria. Particularmente en relacién con la
cualidad de autosemejanza John E. Hutchinson expone una teoria formal y unificada de los
que llama conjuntos estrictamente autosimilares en su articulo Fractals and Self-Similarity,
posteriormente es Michael Barnsley quien, ampliando su trabajo elaborado junto con S.
Demko, hace un estudio formal de la obtencién de atractores, conjuntos autosimilares para
Hutchinson, desarrollando en su libro Fractals Everywhere una teoria para construir
fractales mediante un SIF (Sistema Iterado de Funciones) que es un conjunto finito de
transformaciones lineales afines; esta teoria hizo un gran aporte a la ciencia de la
computacién, puesto que encontré6 un modo de generar paisajes realistas de manera
artificial, y también porque contribuye un procedimiento para la comprension de imagenes.
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2 TRANSFORMACIONES LINEALES Y MATRICES

En este capitulo’ serd expuesto el marco matemdtico correspondiente al isomorfismo que se
establece entre los espacios vectoriales ¥(V,W) y M,x(K), respectivamente, de las
Transformaciones Lineales de V en W y las Matrices con valores en un cuerpo K. EI cual
permitird posteriormente, representar matricialmente las transformaciones lineales que
definen los movimientos en el plano usados en la construcciéon de fractales lineales,
situacion que se toma como base en la propuesta de las actividades.

Seran introducidos en primera instancia, los conceptos de Cuerpo y Espacio Vectorial,
puesto que son las nociones base sobre las que se definen los espacios vectoriales y(V,W)
y M,xn(K). Para esto es necesario disponer inicialmente de un conjunto no vacio, que sera
el conjunto R de los nimeros reales, y de dos operaciones definidas sobre €l, que serdn la
adicién y multiplicacion.

Posteriormente se introduce el concepto de Transformacién Lineal y algunos de sus
resultados importantes, para definir el Espacio Vectorial »(V,W) de todas las

Transformaciones Lineales y sus propiedades.

Asi mismo, es importante para este capitulo, incluir el concepto de Matriz no como un
arreglo rectangular de nimeros, como es cominmente definida, sino como una funcién,
para definir el Espacio Vectorial real M,,,(K) de todas las matrices con elementos reales y
sus propiedades.

Finalmente, es pertinente mostrar la estrecha relacion que guardan las Transformaciones
Lineales con las Matrices, puesto que para cada transformacion puede ser asociada una
matriz y viceversa; a través del isomorfismo que se establece entre los espacios vectoriales

VW) Y Mysa(K).

2.1 Cuerpo

Introduciremos aqui la definicién de la estructura algebraica de Cuerpo, para la cual
necesitamos precisar de un conjunto no vacio K, dos operaciones definidas sobre K y la
definicion de la estructura algebraica de anillo.

! Se tomardn aqui las definiciones y teoremas de [1], [4] y [9].
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Definicion de Anillo

Sobre un conjunto no vacio A, se llama estructura de anillo conmutativo a

una estructura algebraica determinada por dos operaciones binarias + y

X definidas sobre A para las cuales:

1. (A, +) es un grupo abeliano’.

2. (A, X) es un semigrupo conmutativo con identidad’.

3. La operacion de semigrupo (A, X) es distributiva sobre la operacion
del grupo (A, +).

Se dice que (A, +, X), o simplemente A, es un anillo.

Definicion de Cuerpo
Un cuerpo K es un anillo conmutativo con 1 # 0 en el que todo elemento
diferente de cero es una unidad’.

Mais adelante, el cuerpo K serd tomado como el conjunto de escalares en un espacio
vectorial. Asi, cuando se diga en su definicion, sobre el cuerpo K, pensaremos que es
cerrado para las operaciones de suma y multiplicacion y que los escalares cumplen las
propiedades arriba mencionadas.

2.2 Espacio Vectorial sobre un cuerpo K

En Matematicas, se encuentran muchos ejemplos de objetos matematicos que pueden
sumarse con otros y multiplicarse por nimeros reales. Todos, se generalizan en un concepto
llamado espacio vectorial, que es un conjunto cuyos elementos son de naturaleza
cualquiera sobre el que pueden realizarse dos operaciones llamadas suma y multiplicacién
por escalar, sin embargo, se exige que estas operaciones cumplan ciertas propiedades que
se toman como axiomas; la operacién de multiplicacién por escalar, se hace con elementos
de un cuerpo K. En la teoria de espacios vectoriales, el cuerpo K se fija de una vez y se
llama el cuerpo base.

Aqui se debe poner atencion sobre el uso del signo de las operaciones, puesto que la suma
definida en el cuerpo K no es la misma definida en el espacio vectorial definido sobre K.

Definicion de Espacio Vectorial sobre un cuerpo K
Dado un cuerpo conmutativo K, sea E un conjunto arbitrario de objetos
sobre los cuales se definen dos operaciones la adicion y la multiplicacion

' Un grupo abeliano es la estructura algebraica (G, *) compuesta por un conjunto no vacio G y una operacién
* definida sobre G la cual es asociativa, tiene elemento idéntico, para cada elemento de G existe si inverso y
es conmutativa.

igru utativ i i un gru u Xi inv u .
? Un semigrupo conmutativo con identidad es un grupo para el cual no existen inversos para sus elementos
3 Una unidad en un anillo conmutativo es un elemento que tiene inverso multiplicativo. Asi todos los
elementos en un cuerpo tienen inverso multiplicativo, luego es (K, x) un grupo conmutativo.
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por escalares (elementos de K). Por adicion se entiende una regla para
asociar a cada pareja de objetos u y v de E, un elemento u + v, llamado
suma de u y v. Por multiplicacion por escalares se entiende una regla
para asociar con cada escalar k de K y cada objeto u de E, un elemento
k-u, llamado producto de u por el escalar k. Si los axiomas siguientes son
satisfechos por todos los objetos u, v, w en E 'y todos los escalares k, k’ en
K, entonces E recibe el nombre de espacio vectorial sobre K, y a los
objetos en E se les denomina entonces vectores.

1. Clausura para la adicion
Si uy v son objetos de E, entonces u @ v estd en E.

2. Asociatividad
U vVeEw=u®v)dw

3. Conmutatividad
UDv=v®u

4. Existencia del elemento idéntico
Existe un objeto 0 en E, denominado vector cero, tal que 0 @ u=u @
O=u

5. Existencia de opuestos
Para cada u en E, existe un objeto -u en E, denominado opuesto de u,

tal que u ® (-u)=(-u) ® u=0

6. Clausura para la multiplicacion
Sik estd en Ky u en E, entonces ku estd en E

7. Distributividad para la adicion
k(u® v)y=ku+kv

8. (k+kHYu=ku+ku

9. Asociatividad
k (k’u) = (kk”) u

10. Existencia del elemento idéntico
1 u=u (I es la unidad del cuerpo K)

Los esquemas siguientes, ilustran las reglas que definen las funciones suma vy
multiplicacion por escalar para un espacio vectorial E.
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Suma Multiplicacién por escalar
®:EXE—>E X:KXE—E
(a,b) > a®b (k,a)— kxa

2.3 Transformaciones Lineales

Las transformaciones lineales son los ejemplos mas sencillos de las funciones cuyos
dominios y recorridos son subconjuntos de espacios vectoriales, particularmente cumplen
las propiedades de aditividad y homogeneidad que significan que conservan la adicién y
multiplicacién por escalares, respectivamente. Sean entonces V' 'y W espacios vectoriales
sobre el mismo cuerpo K, entonces se define una transformacién lineal” como sigue.

Definicion de Transformacion Lineal

Si V. .y W son dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K, una
funcion T: V. — W se llama transformacion lineal de V en W, si cumple las
propiedades siguientes:

a) T(x+y)=T(x)+ T(y) cualesquiera que sean x,y < V. (Aditividad)
b) T(c x) = ¢ T(x) para todo x€V y cualquier escalar ce K.
(Homogeneidad)

Las dos propiedades en la definicion pueden combinarse en una sola expresiéon que
establece para todo x,ye V y todos los escalares a 'y b en K, que

T(ax + by) =a T(x) + b T(y)

A las transformaciones lineales son asociados otros subconjuntos que son el nicleo y el
recorrido que se definen enseguida.

Definicion de Niicleo de una Transformacion
El conjunto de todos los elementos de V que T aplica en 0 se llama niicleo
de Ty se designa por N(T). Asi N(T)={x/xe VyTx) =0}

* Una definicién alternativa de Transformacién Lineal presentada en varios textos es: Una funcion T de R" en
R" es llamada Transformacion Lineal si existe una matriz A mxn tal que T()?)I AX para todo X R".
Pero lo que es realmente importante no es distinguir entre una y otra definicién, pues es posible pensar en una
Transformacién Lineal de las dos maneras, como una funcién de R™ en R" de la forma T()?) =AX, o

como una funcién que tiene las propiedades de aditividad y homogeneidad.

Sin embargo, el camino seguido en este trabajo es definirla como una funcién entre subconjuntos de espacios
vectoriales que cumple las propiedades de aditividad y homogeneidad, para luego si relacionarlas con sus
representaciones matriciales.
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Definicion de Recorrido de una Transformacion
El conjunto de todas las imdgenes T(x) para todo xe€V se llama la
imagen del dominio V a través de T que es el recorrido de T.

Particularmente consideraremos en este trabajo las transformaciones lineales definidas
sobre subconjuntos de espacios vectoriales sobre el cuerpo R de los nimeros reales.

2.4 Espacio Vectorial de las Transformaciones Lineales

Siendo V' 'y W espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K, consideramos el conjunto
¥(V,W) de todas las transformaciones lineales de V en W, y los escalares de W (elementos

de K) como 7(V,W) = {T transformacion lineal / T: V — W}, dos ejemplos son:

T-v—-Ww S:V->W
v—T(v) v—SHW)

Definimos ahora el espacio vectorial de las transformaciones lineales, introduciendo
primero la definicién de las operaciones algebraicas definidas sobre »(V,W), que son la
suma de transformaciones lineales y el producto por escalar.

Definicion de operaciones algebraicas con transformaciones lineales

Sean V'y W dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K,y S: V— W
y T: V. — W dos funciones con un dominio comiin V y con valores
pertenecientes a W. Si ¢ es un escalar cualquiera de W, se define la suma
S + Ty el producto por escalar cT por las ecuaciones

S+ D)(x) =8x) + T(x), y (cD)(x) = cT(x)
Para todo xe'V .

Las operaciones entonces se establecen asi

S+T: y(V.W)xy(V,W) — »(V.W) exT: Kxy(V.W) — y(V.W)
(S+T)(v) — SW)+T(v) (cT)(v) — cxT(v)

que cumplen que (aS + bT)(v) =a S(v) + b T(v).

Se tienen entonces dos resultados importantes. De la definicion se sigue que si Sy T son
dos transformaciones lineales de ¥(V,W), S+7T'y ¢T también son transformaciones lineales
de y(V,W), y ademds, existen la transformacién I: V — V que aplica cada elemento de V
en 0 que se llama la transformacion cero y la transformacién (-1)7" que es la opuesta de 7.
Con lo cual el conjunto #(V,W) es un espacio vectorial puesto que cumple los 10 axiomas
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de espacio vectorial expuestos en 2.2. El teorema que se enuncia enseguida resume este
hecho.

Teorema
El conjunto y(V,W) de todas las transformaciones lineales de V en W,

ambos sobre el mismo cuerpo K, es un espacio vectorial con las
operaciones de adicion y multiplicacion por escalares.

Otra operacion que puede definirse entre transformaciones lineales que resulta interesante
es la composiciéon o multiplicacién de transformaciones, la cual se hereda de la
composicion de funciones reales en el calculo.

Definicion de composicion de transformaciones lineales

Dados los conjuntos U, V, W. Sean T: U — V una funcion con dominio U
yvalores en'V, y S: V— W otra funcion con dominio V'y valores en W. La
composicion ST es la funcion ST: U — W definida por

(8T)(x) = S[T(x)] para todo xe U

En general se conoce que la composicion de funciones no es conmutativa, pero si satisface
la propiedad asociativa.

Teorema
SiT:-U—-V, §: V> WyR W — X son tres funciones, se tiene
R(ST)=(RS)T

Se define también inductivamente las potencias enteras de una funcién como sigue.

Definicion de las potencias enteras de una funcion

Sea T: V — V una funcion que aplica V en si mismo e I la transformacion
.., .. 5§ . . . . .
idéntica’. Se define inductivamente las potencias enteras de T como sigue:

T =1,T"=TT"" para n>1

La operaciéon de composiciéon de funciones extendida a las transformaciones lineales es
importante, puesto que la composicion de transformacion lineales es lineal y ésta puede
combinarse con las operaciones algebraicas definidas en 7(V,W). Enseguida se mencionan

dos teoremas importantes que establecen estas dos situaciones.

Teorema

Si U, V, W son espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K, y si T: U—V
y S: V— W son transformaciones lineales, la composicion ST: U — W es
lineal.

> La transformacién idéntica es aquella que asigna cada elemento del espacio V en si mismo.
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Teorema
Sean U, V, W espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K, si Sy T
pertenecen a 7(V,W), y sea c un escalar cualquiera de K,

a) Para cualquier funcion R con valores en 'V, se tiene
(S+TR=SR+TR y (cS)R = c(RS)
b) Para cualquier transformacion lineal R: W — U, se tiene

Otro hecho que es importante sefialar, es que las transformaciones lineales tienen la
propiedad de ser uno a uno. En el caso en que el dominio de una transformacion lineal es de
dimension finita, esta propiedad se formula en términos de la dependencia de la base de
cada espacio y la dimensionalidad del recorrido de la transformacion.

Teorema
Sea T: V. — W una transformacion lineal de y(V.W) y dim V = n.
Entonces son equivalentes las proposiciones siguientes.

a) T esunoaunoenV.
b) Si €€, SON elementos independientes de V, T(e1 ),...,T(ep) son

elementos independientes de T(V).

c) dimT(V)=n.
d) Si {el,...,en} es una base para 'V, {T(e1 ),...,T(en )} es una base para
(V).
2.5 Matrices

Comunmente las matrices son definidas como un arreglo rectangular de niimeros, pero para
los propésitos de este trabajo, estas son consideradas como funciones con una
representacion en forma rectangular en la que se disponen sus valores. Estas conforman un
conjunto cuyos elementos pueden ser operados bajo algunas condiciones particulares.

Definicion de matriz

Dados dos conjuntos finitos [ = {1,2, ...,m} yJ = {1, 2, ..., n}, se llama
matriz de orden mxn con coeficientes en un cuerpo K a toda funcion
AAl,...,m} x {1, ..., n} — K, tal que a cada par de elementos (i, j) € IXJ
le hace corresponder el elemento a;j de K. Dicha matriz es expresable
como una tabla rectangular de m filas y n columnas formada por
elementos de K. Asi:
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ay  ap a,
a4y Qs
A=
_aml am2 o amn n

Si A es una matriz de orden mxn, el valor de la funcion A(i, j) se llama
elemento de la matriz y se designa por a;; indicando que ocupa el lugar
correspondiente a la i-ésima fila y la j-ésima columna.

Cuando m = n, la matriz se llama cuadrada de orden n. Si m = 1, la
matriz se llama matriz fila de orden n'y si n = 1 la matriz se llama matriz
columna de orden m.

Otra notacion para las matrices es A = (al.j )’,”’,"1 0 A= (aij )
i,j=

De la misma manera que se define la igualdad entre funciones, se tiene que dos matrices del
mismo orden mxn A = (a;) y B = (b;) son iguales si y s6lo si a;; = b; para todo i = 1,2,...,m
yj=12,...,n

Particularmente consideraremos en este trabajo las matrices con coeficientes en el cuerpo
R de los nimeros reales.

2.6 Espacio Vectorial de las Matrices

Como se hizo antes para las transformaciones lineales, definiremos en este apartado el
espacio vectorial real® de las matrices a partir de las definiciones de las operaciones de
suma de matrices y multiplicacién por escalares.

Denotemos por M,,x,(K) = {A matriz / (a;)mxn} €l conjunto de todas las matrices de orden
mxn con coeficientes en el cuerpo K, las cuales pueden sumarse con otras y multiplicarse
por escalares de K como establece la definicién que sigue.

Definicion de operaciones algebraicas con matrices
Si A = (a;) y B = (bjj) son dos matrices de M,x,(K) y si ¢ es un escalar
cualquiera en K, se define las matrices A + B 'y cA como sigue

A+ B= (Clij + blj)’ cA = (ca,;,-)

® Un espacio vectorial es llamado real, cuando se define sobre el cuerpo R de los nimeros reales.
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La suma solo se define cuando A y B tienen el mismo orden mXn.
Las operaciones entonces se establecen asi

A+B: Myuxn(K)X Miysin(K) — Myxen(K) kA: KX Myyxn(K) — Mipsn(K)
((ay),(by)) = (ay+by) (k, (ay)  — (kay)

Se tiene entonces dos resultados importantes. De la definicién es claro que para cualquier
par de matrices de M,,x,(K), la suma y el producto por escalar es también una matriz de
M xn(K), y ademds existen, la matriz O como la matriz mxn cuyos elementos son todos
cero, y la matriz -A que es la opuesta de A. Con lo cual el conjunto M,,,(K) es un espacio
vectorial real de dimensién mxn, puesto que cumple los 10 axiomas de un espacio vectorial,
expuestos en 2.2.

Existe otra operacién que se puede definir entre matrices distinta a la suma, que es la
multiplicacion, definida s6lo para dos matrices A y B, en las que el nimero de columnas de
A es igual al de filas de B. Esta operacién es también importante, puesto que el producto de
dos matrices bajo las condiciones anteriores, es también un matriz.

Definicion de multiplicacion de matrices
Sean A una matriz mxp, y B una matriz pxn cualesquiera de M,,x,(K)

A=(a )y B=b,)

i, j=1

Entonces el producto AB se define como la matriz mxn C = c¢; cuyo
elemento ij viene dado por

)4
Cj = Zaikbkj
k=1

En general se sabe que la multiplicacién de matrices no es conmutativa, pero si satisface las
propiedades asociativa y distributiva de la multiplicacién respecto a la suma. Esta ultima
logra relacionar las operaciones algebraicas definidas en M,x,(K). El teorema que sigue
establece estas dos situaciones.

Teorema
Dadas las matrices A, B, C de M ,x,(K)

1. Silos productos A(BC) y (AB)C estdn definidos, se tiene que
A(BC) = (AB)C (Propiedad asociativa)

2. Si Ay B son dos matrices del mismo tamaiio. Si AC y BC estdn
definidos, se tiene que (A + B) C=AC + BC
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0 si CA y BA estdn definidos, se tiene que C (A + B) = CA + CB

A partir de la multiplicacién entre matrices es posible definir inductivamente la potencia
entera de una matriz cuadrada.

Definicion de potencias enteras de una matriz cuadrada
Si A es una matriz cuadrada e 1 la matriz identidad, se define la
potencia entera de A por induccion como sigue

A’=1, A" =AA"" para n=>1.

2.7 Representacion matricial de las transformaciones lineales

En este apartado se va a presentar la manera en que puede hacerse una representacion
matricial de las transformaciones lineales, haciendo hincapié en la relacién natural que
puede establecerse entre los elementos de los espacios vectoriales ¥(V,W) de las
transformaciones lineales y M,,x,(K) de las matrices definidos sobre el mismo cuerpo R de
los nimeros reales.

El siguiente teorema establece que si V es un espacio vectorial de dimension finita,
dimV=m, siempre es posible construir una transformacién lineal 7 de ¥(V,W) con valores

asignados a los elementos base de V, esto es que la transformacién lineal T esta
determinada por su accion sobre un conjunto dado de elementos base ey, ...,e,,.

Teorema
Sea ey, ...,en, una base para un espacio vectorial m-dimensional V sobre el
cuerpo K. Sean ujy, ..., u,, m elementos arbitrarios de un espacio vectorial

W sobre el cuerpo K. Existe entonces una y solo una transformacion T de
7(V,W) tal que T(ey) =uy para k=1,2,3,...,m
Esta transformacion T aplica un elemento cualquiera x de V del modo

1 1
siguiente: Si x = Zxkek , entonces T(x)= Zxkuk
k=1 k=1

Si suponemos ahora que el espacio W es también de dimensién finita, dim W = n, y
wi,...,Ww, €s una base para W, como los valores de 7 estdn en W, cada elemento 7(ex) puede
expresarse con unicidad como combinacidn lineal de los elementos de la base de wy, ...,w,
de W. Esto es,

T(ek ) = Ztikwi
i=1
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siendo ty, ..., ty los componentes de 7(ex) respecto de la base ordenada (wy, ...,w,). Estos
elementos considerados como la n-pla (ty, ..., tw«), se puede disponer verticalmente como
una matriz columna, también llamado vector columna como sigue.

nk

Asi, para cada uno de los m elementos base de V, existen m elementos 7(ey), ..., T(en)
matriz columna, las cuales se colocan una junto a otra se encierran en un par de corchetes
obteniendo la siguiente matriz m X n.

T(e,) Tle,)  T(e,)

J J 2

I, t, . . 1,

1, 1, t,,
L tml tm2 tmn n

Dada esta relacion, toda transformacion lineal 7 de un espacio vectorial m-dimensional V
en un espacio vectorial n-dimensional W, ambos sobre el mismo cuerpo K, determina una
matriz m X n cuyas columnas son los componentes t; de T(ey), ..., T(ey) relativos a la base
ordenada (wj, ...,w,). Esta se llama representacion matricial de 7 relativa a las bases
ordenadas (ey, ...,e,) de Vy (wy, ...,w,) de W.

Asi, si se eligen primero dos bases (e, ...,en) y (Wi, ...,w,) para V' 'y W, respectivamente,
toda transformacion lineal de 7(V,W) tiene una representaciéon matricial de M, x,(K).
Reciprocamente, si se tiene primero una matriz () de M,,x,(K) y se eligen dos bases
ordenadas para V'y W, existe exactamente una transformacién lineal de ¥(V,W) que tiene
esa representacion matricial. Definiendo 7 solo con los elementos base de V por medio de

T(ek )= Ztikwi
i=1
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entonces el primer teorema de este apartado, afirma que existe una y s6lo una
transformacién de y(V,W) con esos valores asignados.

Esta ultima relacidén expuesta como conclusion, establece que M,,«,(K) el espacio vectorial
de todas las matrices m x n con elementos reales y ¥(V,W) el espacio vectorial de todas las

transformaciones lineales de V en W, ambos sobre el cuerpo R de los nimeros reales, son
espacios vectoriales isomorfos, es decir, son espacios vectoriales entre los cuales se puede
definir una transformacidn lineal uno a uno y sobre. Esto es precisamente lo que expone el
siguiente apartado.

2.8 Isomorfismo entre Transformaciones Lineales y Matrices

Dada la relacion expuesta en el apartado anterior. Sean V' 'y W dos espacios vectoriales de
dimension finita con dim V = m y dim W = n, ambos sobre el cuerpo R de los nimeros
reales, se eligen dos bases (ey, ...,e,) para V'y (wy, ...,w,,) para W. Elegimos T de 7(V,W),

entonces existe la matriz A representacion matricial de 7 relativa a las bases dadas. Asi se
define A como sigue

A= (tik )i,l;:l
ecuacion que define una nueva funcién m con dominio 7(V,W) y valores en M,x,(K),
particularmente el recorrido de m es todo M,,x,(K). Esta funcién es una transformacién
m: y(V,W)— M.(K) la cual es lineal y uno a uno en ¥(V,W) como enuncia el siguiente
teorema.

Teorema de Isomorfismo
Para cualquiera Sy T de y(V,W) y todos los escalares c de K, se tiene

m(S +T1)=m(S)+m(T) 'y m(cT) = c m(T)

Ademds,
m(S) =m(T) implica S=T

Asi que m es uno a uno en 7(V,W).

Este teorema afirma que la funcién m es un isomorfismo, por lo que se dice que los
espacios vectoriales 7(V,W) y Mxn(K) son isomorfos, lo cual quiere decir que las
operaciones de adiciéon y multiplicacion por escalar se conservan a través de esta
correspondencia’. El siguiente diagrama muestra este hecho.

7 Este hecho es de gran importancia en el presente trabajo, pues en adelante es posible hablar indistintamente
de operaciones entre transformaciones y operaciones entre matrices, que se va a ver evidente en el capitulo 4.
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Este isomorfismo se extiende también a la operacion de composicion de transformaciones
en 7(V,W), y su correspondiente en M,,.,(K), que es la multiplicacién de matrices.

En adelante nos referiremos al isomorfismo entre el espacio 7(V,W) sobre el cuerpo R de
los nimero reales y el espacio M,x,(R ).
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3 TRANSFORMACIONES AFINES Y MATRICES

En este capitulo se introducird el concepto de transformacion afin, el cual junto con el de
transformacion lineal, son de gran importancia para este trabajo dado que son los elementos
principales que definen lo que es un fractal lineal' el cual es el tipo de fractal objeto de
estudio en este documento. Se tomardn como presupuestos para los conceptos que aqui se
presentan, los tratados en el capitulo 2 correspondientes a Espacio Vectorial sobre un
campo K y Transformaciones Lineales.

El concepto de espacio vectorial real de tres dimensiones, estudiado de manera general al
inicio del capitulo anterior, se da de manera natural al estudiar las propiedades principales
del espacio fisico que nos rodea, siempre que se haya fijado un punto como el origen del
sistema de coordenadas. Dado que realmente ningun punto del espacio tiene esta cualidad,
es conveniente disponer de un modelo matematico que corresponda a este hecho como lo es
el espacio afin, teoria que estudia el concepto de transformacion afin.

La exposicion de conceptos en este capitulo es muy sucinta a comparacion a la hecha en el
capitulo anterior, puesto que la teoria correspondiente a las Transformaciones Afines se
sale de los propdsitos de este trabajo, debido a que la teoria sobre el grupo de estas
transformaciones es un concepto naturalmente asociado al de Espacio Afin, el cual se
define axiomaticamente asociado a un espacio vectorial y se definen en €l las nociones que
generalizan los conceptos de la geometria euclidiana, como son variedad lineal
(generalizacion de rectas y planos), paralelismo entre variedades, semiespacios, etc.
Obteniendo asi un modelo de las propiedades de ésta geometria que no dependen de la
nocién de distancia, que recibe el nombre de Geometria Afin [35]. De manera abstracta se
dice que el conjunto de todas las transformaciones afines de un espacio afin X es un grupo
que define esta geometria del espacio X; como también que ésta se define en un espacio
vectorial, ampliando el grupo general lineal’con transformaciones que se llaman
traslaciones.

Dada la complejidad y extension de la teoria de los espacios afines, que no se adecua de
forma pertinente para este trabajo, se hard en primera instancia mencion de la definicion de
Espacio Afin, para luego definir lo que es una transformacion afin, y describir su relacion
con las transformaciones lineales y las matrices.

" Ver capitulo 5.
? Este corresponde al conjunto 7(V, W) estudiado en el capitulo anterior.
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3.1 Espacios Afines

Para definir un Espacio Afin, es necesario considerar un espacio vectorial V de dimension
finita n sobre un cuerpo K.

Definicion de Espacio Afin

Un conjunto no vacio E se dice un espacio afin asociado a V si dada una
aplicacion de VXE — E tal que a cada par (x, A) € VXE le hace
corresponder un elemento de E, denotado como A + x, que satisface las
siguientes condiciones’:

I. A+ (x+y)=(A+x)+yparatodo A€ Ey cualesquiera sean sy y de
V.
2. Dados A, B € E, existe un tinico elemento xe V tal que B = A + x.

Los elementos de un espacio afin se llaman puntos del espacio afin y a los
elementos de V vectores libres o simplemente vectores.

Esta definicién da de forma axiomatica la nocién de suma de un punto de un espacio E con
un vector de un espacio vectorial V. Un ejemplo de un espacio afin, es cualquier espacio
vectorial V, puesto que puede ser considerado un espacio afin asociado a si mismo (caso en
el que E = V). Solo basta definir la suma del punto A€ V con el vector xe V como es la
suma A + x de elementos de V, dada por la estructura de espacio vectorial definida en V.

3.2 Transformaciones Afines

Se definen aqui las transformaciones afines, que no son mas que funciones entre espacios
afines. Sean E; y E, dos espacios afines asociados, respectivamente a los espacios
vectoriales V1 y Vo y T: E; — E> una funcion de E; en Es.

Definicion de Transformacion Afin
T se dice una transformacion afin si existe un punto A de E\ tal que la
funcion Ty (x) = T(A + x) — T(A), xe Vi, sea una transformacion lineal.

Como lo que es relevante para este trabajo de la teoria de los espacios afines, son las
transformaciones afines, estudiemos un ejemplo de una transformacién afin particular.

" En algunos textos, las dos propiedades son formuladas de forma equivalente en términos de leyes de

composicién, asf:

1. Una aplicacién AXE — A, que asigna (x, #) — x + u o (x, u) — u + x, que para todo x€ A y todo par u,
v€ E verifica v+ (u+ x) = (v + u) + x.

2. Una aplicaciéon AXA — E, que asigna (x, y) — y - x, que para todo x, y € A verifica (y —x) + x = y.
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Sea f: R"— R™ un transformacion lineal y Pe R™ . Entonces cualquier funcién g: R" — R"

definida para cada Xe R"™ por g(X) = fiX) + P, se dice que es una transformacion afin de

R" en R". También se dice que f es la transformacion lineal asociada a la transformacion
afin g.

La anterior observacion, indica que las transformaciones afines se obtienen de las lineales
al componer éstas con un traslado (sumar P); equivalentemente, una transformacion afin es
una transformacion lineal seguida de un desplazamiento; de forma equivalente puede
decirse que se compone una transformacion lineal con una traslacién no trivial, se obtiene
una transformacion afin. Esta es la manera como van a ser consideradas para este trabajo
las trasformaciones afines, dado que es la nocién esencial que se aplica de éstas en la
construccion de fractales lineales.

Asi, sea T*: V — W una transformacion afin a la cual se asocia la transformacion lineal 7, y
la representacion matricial A de 7. Luego, una representacion matricial de la forma A + B
con Be W, corresponde a T*, siendo B el traslado de T. Esta relacion es posible establecerla
dado el isomorfismo definido en el apartado 2.6 entre el espacio vectorial de las
transformaciones lineales y el de las matrices, ambos definidos sobre el mismo cuerpo R

de los ndmeros reales. Asi, una transformacién afin de R*es de la forma

(¢ DCH

o también escrita de la forma W (x;, x) = (ax; + bxa + e, cx; + dxa + f)
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4 TRANSFORMACIONES LINEALES Y AFINES EN GEOMETRIA Y
MATRICES ASOCIADAS

En los capitulos 2 y 3, se han definido rigurosamente las transformaciones lineales y afines
y se ha establecido su relacién estrecha con las matrices, a través de sus representaciones
matriciales, concretamente el teorema de isomorfismo entre los espacios vectoriales de las
transformaciones lineales y las matrices. Particularmente en este capitulo, se estudiaran las
transformaciones lineales y afines de R> — R* a partir de su representacion matricial, por
medio de matrices 2 X 2 y su representacion geométrica.

Estas transformaciones definen los movimientos en el plano de rotacion, reflexion y
traslacion que son usados en la construccion de los fractales lineales y la transformacion de
homotecia, que son transformaciones lineales y afines del plano en si mismo. De forma
explicita se mostrard aqui que la suma de transformaciones lineales o matrices, corresponde
a la aplicaciéon sucesiva de movimientos, que la multiplicaciéon por escalar con una
transformacion lineal o una matriz, corresponde a una homotecia, y que la composicién de
transformaciones lineales o multiplicaciéon de matrices, corresponde a la composicion de
movimientos.

4.1 Transformaciones Lineales en Geometria
En primer lugar, se debe considerar que hasta ahora se ha definido una transformacién
lineal como una funcién y = T(x) de R*> — R* (una aplicacion del plano sobre si mismo)

como y = A x, donde y y x son vectores de R*, A es una matriz 2x2 y se dispone de los
elementos de R como el conjunto de escalares; y que ademads esta cumple las propiedades
de aditividad y homogeneidad. Entonces en el plano, geométricamente el significado de
estas propiedades es como se muestra en las figuras 1 y 2, respectivamente:

Figura 1. Propiedad de Aditividad
T(v+w)=T(v)+T(w)

T(v)
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Figura 2. Propiedad de Homogeneidad

T(kv)=kT(v)

kv

En adelante no hard falta hacer explicito los espacios que definen las transformaciones
lineales o afines, como tampoco el conjunto de escalares sobre el que se definen éstos, sino
que las transformaciones con las caracteristicas antes mencionadas son las que van a ser
tratadas en lo que sigue del trabajo. Esto es, serdn transformaciones definidas del espacio

R’ sobre si mismo definido sobre el conjunto de escalares R de los niimeros reales. Asi,
corresponderdn como representacion matricial, las matrices 2x2.

Como se menciond al principio de este capitulo, las transformaciones lineales y afines
definen los movimientos en el plano (que son aplicaciones del plano en si mismo). Las
primeras que deben considerarse son las lineales que tienen la caracteristica de conservar
las distancias entre cualquier par de puntos o se dice también que conservan la congruencia,
ademads de la forma de la figura, llamadas isometrias o transformaciones rigidas, que son la
rotacion, la traslacion y la reflexion. También existe la homotecia que es una
transformacion que altera las distancias en una razén k entre cualquier par de puntos
conservando la forma y las razones entre las distancias, y puede ser considerada como una
transformacion lineal cuando tiene su centro en el origen. Enseguida se hace una
descripcion de cada una considerando brevemente las combinaciones entre éstas.

4.2 Rotacion

En esta transformacion, es todo el plano que gira un dngulo o dado alrededor de un punto
fijo (el origen del sistema coordenado) llamado centro de rotacién. Cuando se rota una
figura permanecen invariantes su tamafio y forma de las figuras mientras todos sus puntos
se mueven a lo largo de arcos de circunferencias concéntricas.

Figura 3. Transformacion de rotacién
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Por lo expuesto en el apartado 2.5, se puede establecer que como la matriz de esta
transformacion es de la forma

T(e)T(e,)
y resulta ser que

. - - 2
Figura 4. Transformacion de rotacién a los vectores base de R

A 1(ey)
€2

T(e2)

Y

(]

las componentes de los vectores base de R* son

T(el):{cosa} , T(ez):[—sena}

senx

la matriz de esta transformacion resulta ser

cosd —senb

sen@ cosé@
Asi, la rotacidn es una transformacion lineal que manda al vector candnico e; en un vector
unitario # y al otro vector candnico e, en su componente ortogonal u’. Si se escribe a u en

términos de su dngulo respecto al eje x, es decir, respecto a e, entonces obtenemos que la
matriz asociada a la rotacion por un dngulo 0 es

cos@ —senb
R, =
sen@ cos@
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se tiene que si se rota un dngulo B y luego un dngulo @, se habrd rotado un dngulo o + f,
luego Ry Rg = Ry + g puesto que

cosax —senx COos —sen

sena  cosQ senfl  cos 8

R .R. |8 a-cos f+(—sena)-senfB cosa-(—senB)+ (- senar)-cos B
“ 7P| sena-cos B +cosa-senf sena - (— senfB)+ cos a - cos B

cosa-cos B —sena-senfB —(sena-cos B+ cosa- senﬁ)]

R, Ry =
sena -cos f+cosa-senfS  cosa-cos f—sena- senf3

o ~ (Cos(a+ B) —sen(a+ ,6’)]

‘R, =
“ P A senla+ ) cosla+pB)
En coordenadas polares, se define
la rotacion de un dngulo o alrededor del origen como

P, R - R
p,6.7)=0+a,r)

Figura 5. Rotacion del sistema coordenado por un dngulo o

Debe notarse que po = pox = id y se cumple que pg © Po = P(a+p)
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4.3 Traslacion

Esta transformacién dada por Tpx(x,y)=(x+h, y+k) es un movimiento que indica un
desplazamiento de 4 unidades en direccién' paralela al eje x y k unidades en direccién’
paralela al eje y, conserva la forma, el tamafo de las figuras, y la direccion de la recta que

une los puntos de la figura, la cual es determinada por un vector b:<h,k>. La matriz

asociada a esta transformacién tiene dimensiones 2x1, cuyos elementos son las
coordenadas del punto final del vector b por el que se hace la traslacion, siendo b el vector

h
la matriz es 7, = (kj .
De manera formal:

Dado un vector be R*, la traslacion por b, es la funcion

7, R >R’
7,(X)=X +b

Figura 6. Traslacion del sistema coordenado por un vector b

4.4 Reflexion

Este tipo de transformacién se hace respecto a una recta’ llamada eje de reflexién cuyos
puntos son invariantes; la imagen de un punto A que no pertenezca al eje de reflexién es un
punto A’, tal que el eje es la mediatriz del segmento AA’.

" El desplazamiento tiene direccién positiva si #>0, 6 negativa si h<0.
2 El desplazamiento tiene direccién positiva si k>0, 6 negativa si k<0.
3 Recibe el nombre de simetria axial.
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: - : : 10
La representacion matricial de una reflexién con respecto al eje x es R = (0 J, con

-1 0

con respecto
0 _1] y p

-1 0
respecto al eje yes R, = [ 0 1] , con respecto al origen es R, =(

0 1
alarectay=xes R_, = L ol

Figura 7. Reflexion respecto a un eje

eje

Las reflexiones se deben parametrizar por la mitad del dngulo de la imagen de e, el cual es
el dngulo de la recta respecto a la cual se hace la reflexion. Asi, la reflexion en la recta con
angulo 6 manda a e; en el vector unitario de dngulo 20, por lo que su matriz asociada es

_ cos260  sen2@
| sen20 —cos26

Se ve que Eg Eg =1y que la composicion de reflexiones resulta ser Eq Eg = R (.- p)

4.5 Homotecia

Este tipo de transformacion conserva los dngulos pero no las distancias entre cualquier par
de puntos, sin embargo todas las distancias se incrementan o disminuyen en la misma razén
k, que se llama razén de homotecia, asi la longitud de la imagen de cualquier segmento AB
viene dada por k A’B’. Por lo que tiene la cualidad de cambiar cualquier figura en una
semejante.

En el caso en que k < 1 se disminuyen las distancias; si k = 1 las distancias se conservan,
esto es que resulta una figura congruente, y se obtiene una isometria; y si k > 1 se aumentan
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las distancias. Esta transformacion se puede considerar como lineal si tiene centro en el

1 0 kK 0O
origen para k > 0 con matriz asociada kI = k(o 1] = (O kj

. . . ., . 4 . .
Los siguientes ejemplos (y las imdgenes correspondientes)” ilustran algebraica y
geométricamente las definiciones expuestas de cada una de las isometrias y la homotecia,

para transformaciones lineales f R*> — R*>.
Ejemplo 1:

Dada la transformacion lineal definida por

)

W < W&

cuya matriz asociada es

S W=
W= O

puesto que resulta de

Kﬂ
7~ N\
<~ =
N—

Il
S W
VR
- o=
N—

Il
W< W=

0
1 .
3

Dada la matriz asociada, es facil concluir que la transformacién corresponde a una
homotecia que reduce o contrae las distancias entre cualquier par de puntos en una razén de
1. La siguiente imagen ilustra este efecto

Figura 8. Trasformacién de homotecia de factor 1/3
1/3 0
0 1/3
— T
0
(1)

(1)

(o)

* Tomados de [9].
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a 0
De manera general se puede considerar el caso de una matriz de la forma (0 bj la cual se

le asocia la transformacién de homotecia con un cambio de escala en sentido horizontal de
razén | al, y en el caso en que a < 0 se aplica también una reflexion con respecto al eje y.
De la misma manera se tiene un cambio de escala en sentido vertical de razén | b |, y en el
caso en que b < 0 se aplica una reflexion con respecto al eje x.

Ejemplo 2:

La transformacion lineal cuya matriz asociada es

-2 0
0 -2
realiza una homotecia de factor 2 y una reflexion con respecto al origen, puesto que
resulta de componer dos transformaciones

X -1 0)(x -2 0
fl7 =2 . -
y 0 —-1)\y 0o -2
La siguiente imagen ilustra este efecto

Figura 9. Composicién de Trasformaciones, homotecia de factor 2 y una reflexion con respecto al origen

o G

—

(5) (%)

()
Ejemplo 3:

Dada la transformacién definida por

x, 1
y) |21
33
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cuya matriz asociada es

S W

[

puesto que resulta de aplicar sucesivamente dos transformaciones, una homotecia de
factor 1/3 y una traslacién tanto horizontal como vertical de 1/3. La siguiente
imagen ilustra este efecto

W= O
W | =L | =

Figura 10. Aplicacién sucesiva de transformaciones, una homotecia de factor 1/3 y una traslacién de 1/3

1/3 0 1/3
. 0 1/3 1/3
() — T |

p =

()

4.6 Transformaciones Afines en Geometria

Las transformaciones afines, como se explicit6 en el capitulo anterior, se obtienen
componiendo una o mads lineales con una traslacion. Asi, se pueden definir con las
transformaciones lineales ya definidas, las transformaciones afines asociadas a éstas. Una
transformacion lineal afin en el plano es un movimiento que contrae (o amplia), rota (o
refleja) y finalmente traslada una figura expresada en la composicion T°ReH, se puede
escribir algebraicamente como W(x,y)=(ax+by+e,cx+dy+f) donde a, b, c, d, e, f son nimeros
reales, y matricialmente como

[xj [a bJ [xj (e] (ax+by+e}
w :A'X+z'e!f = . + =
y c d)\y f cx+dy+ f

r-cos@ —s-sen@

donde la matriz asociada A se puede escribir en como A =( J siendo

r-sen@ s-cos@

(r,0) y (s,0+m/2) las coordenadas polares de los puntos (a,c) y (b,d). Se puede reconocer el
factor de homotecia de parametros r y s, respectivamente horizontal y vertical, ademés una
reflexion respecto al eje y en el caso que r<0 o respecto al eje x si s<0; la rotacion de los
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ejes respecto al origen de dngulos 0 y ¢ de los ejes x y y respectivamente y la traslacion
dada por las coordenadas e y f, en su orden, en sentido horizontal y vertical.

4.7 Rotacion y traslacion

Usando las traslaciones se puede definir rotaciones con centro diferente al origen. Para
obtener la rotacién de un dngulo o con centro en un punto ¢, se nota como Py, llevando el
centro c¢ al origen por medio de la traslacion T.. (Figura 11), se rota alli (Figura 12) y luego
se regresa al centro ¢ (Figura 13), definiendo asi pg. = Tc ° pPa ° T. Se tiene entonces que la
formula para las matrices es po. (x) =Rg (x —¢)+ ¢

Figura 11. Traslacién T..

Figura 12. Rotacién seguin dngulo o

Figura 13. Traslacién T,
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4.8 Reflexion y traslado
Estas se escriben como f'(x) = Eg x + b, y se representa graficamente comos sigue

Figura 14. Traslacién al origen

Figura 15. Reflexion segiin eje

eje

Figura 16. Traslacién

eje
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4.9 Homotecia y traslado
Estas se escriben como kI + b.

Figura 17. Homotecia en el origen

Figura 18. Traslacién por vector b

Un ejemplo de una transformacion afin, es el ejemplo 3 expuesto en 4.5.

Otro ejemplo de una transformacion afin, es la siguiente definida por
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que al aplicarla a un tridngulo equildtero de lado 1, lo transforma en un tridngulo

. . . 1 . .
reducido a la mitad y trasladado horizontalmente B en el sentido positivo.

Figura 19. Transformacién compuesta de rotacion y traslacion
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S FRACTALES LINEALES

Luego de haber expuesto la teoria e ilustrar a través de ejemplos las transformaciones
lineales y afines que van a ser consideradas para los propdsitos de este trabajo, en este
capitulo se hace un tratamiento breve de lo que son los fractales lineales y cémo se aplica
en su construccion los conceptos y procedimientos estudiados antes como predmbulo para
la propuesta de actividades que se hace en este documento.

5.1 Fractales Lineales y SIF'

Los fractales lineales son un grupo de conjuntos fractales importante dentro de la geometria
fractal, éstos quedan totalmente definidos con un conjunto de transformaciones lineales
afines en el plano: reducciones, desplazamientos, rotaciones, reflexiones y combinaciones
de estas. (Moreno, p. 91, 2002) Una caracteristica importante de estas transformaciones es
que deben ser contractivas’, es decir, que al aplicarla reduce la distancia entre un par de
puntos cualesquiera, aspecto que dota a estos de la cualidad propia de los fractales de ser
autosimilares”.

Dado que un fractal solo existe en su estado infinito®, las transformaciones que los definen
deben aplicarse iteradamente para poder obtener la estructura fractal. Asi, se tiene que la
expresion matemadtica mds sencilla para describir un objeto fractal lineal es un Sistema de
Funciones Iteradas o IFS (Iterated Function Systems) que es un conjunto de
transformaciones afines contractivas. Cada conjunto de estas transformaciones define una
imagen fractal denominada atractor del SIF, que siempre existe y es tnica. (Moreno-Marin,
p.- 92, 2002) Este SIF debe ser una sucesion infinita de repeticiones de las transformaciones
sobre una figura original llamada iniciador, y debe proveer la informaciéon necesaria

! Sigla usada en espafiol para significar Sistemas Iterados de Funciones, que en inglés corresponde a Iterated
Function Systems.
? La siguiente definicién formal de transformaci6n contractiva es tomada de Barnsley (1993).

Una transformacion f: X — X en un espacio métrico (X, d) es llamada contractiva o

mapeo contractivo si existe una constante 0 < s < 1 tal que d( f(x), f(y)) <s-d (x,y),

Vx,y€ X . El niimero s es llamado factor de contraccion para f.
3 Este tipo de autosemejanza recibe el nombre de deterministica, que quiere decir que cuando se examinan
partes pequefias del objeto, resulta una imagen copia del objeto inicial.
* Afirmacién que se justifica por el siguiente teorema expuesto en Barnsley (1993).

Sea f: X — X un mapeo contractivo en un espacio métrico completo ( X, d ). Entonces f

posee exactamente un punto fijo X, € X y ademds para algin punto x€ X, la

secuencia {f"(x): n=0, 1,2, ... } converge a xx.
Adelante se verd que este punto fijo es el objeto fractal de un SIF.
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respecto del nimero de transformaciones que lo componen y sus caracteristicas, la relacién
de semejanza que es el factor de homotecia, las posiciones relativas respecto al iniciador y
su traslacién y/o rotacién. El comportamiento limite del SIF garantiza' que, con
independencia de la figura original, cada algoritmo fractal da lugar a una figura limite, y
s6lo una. (Moreno-Marin, p. 72, 2002)

Para construir un fractal usando un Sistema Iterado de Funciones, se necesita disponer de
un conjunto finito de transformaciones afines contractivas {T;,T2,T3,....,Ta} y un
subconjunto A cualquiera del plano, que recibe el nombre de iniciador. A la unién
T(A)=T1(A)UT2(A)UT3(A)u...UTy(A) de las imagenes que resultan de aplicar una vez
cada transformacion del SIF al iniciador A se le llama generador o iteracién 1, luego la
iteracién 2 serd T2(A)=T*(A)UT%(A)UT*(A)U...UT?(A), y en la n-ésima iteracién se
tiene que T"(A)=T";(A)UT(A)UT"3(A)U...UT",(A).

Como las transformaciones que definen el SIF son afines contractivas, tienen
representacion matricial de la forma

X a b)) (x e ax+by+e
T\ |=A-X+7,, = . + =
y ’ c d)\y f cx+dy+ f
en la que la matriz® A indica el factor de contraccién que reduce la figura, la reflexién que

se aplica y si la figura es rotada o no, y la matriz T.rindica el vector que define la traslacion
de la figura. Entonces la imagen de un punto (x, y) es el punto (x;, y;) donde

xi=ax+by+e y yi=cx+dy+f
De esta manera una transformacién lineal afin en el plano se puede escribir

algebraicamente como W (x,y) = ( a -x+b-y+e, c-x+d-y+f ) donde a, b, c, d, e, f son nimeros
reales. Asi, es posible expresar mediante seis ndmeros una transformacién afin, siendo

' Dicho comportamiento se justifica en el siguiente teorema tomado de Barnsley (1993)
Sea { X ; W,, n =1, 2,3, ..., N} un sistema iterado de funciones con factor de
contraccion s. Entonces la transformacion W: HX) — H(X) (del espacio de los fractales

en si mismo) definida por W(B) = U::1 w, (B ) para todo Be H (X ) es una
contraccion en el espacio métrico completo (H(X), h(d)) con factor de contraccion s. Tal
que h(W(B), W(C)) < s-h(B, C) para todo B,C e H(X) El punto fijo es iinico,
Ae H(X) A = WA) =LJ::1 W, (A) y es dado por A = lim,_,.. W (B) para algin
Be H(X).

* la matriz asociada A se puede escribir en como A= [" cosf —s- Se”(”] , donde (r,0) y (5,0 + 1/2) son las
r-send s-cosQ

coordenadas polares de los puntos (a,c) y (b,d). Se puede reconocer el factor de homotecia de pardmetros ry

s, respectivamente horizontal y vertical, ademds una reflexion respecto al eje y en el caso que r < 0 o respecto

al eje x si s < 0; la rotacion de los ejes respecto al origen de dngulos 6 y ¢ de los ejes x y y respectivamente y

la traslacién dada por las coordenadas e y f, en su orden, en sentido horizontal y vertical.
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X=(x, y) un punto de la figura, entonces a = r-cos(®), b = —s-sen(B), ¢ = rsen(w),
b=s-cos(B), e indica la traslacién en x y f indica la traslacion en y, donde o es el dngulo de
rotacion en x, B es el dngulo de rotacién en y, r es el factor de homotecia en x y s es el
factor de homotecia en y. Estos seis nimeros se organizan en una tabla donde la i-ésima fila
corresponde a la transformacion T;, asi

Tabla 1

Esta tabla se interpreta seguin corresponden los pardmetros de cada transformacion afin en
el orden dentro del sistema. Los pardmetros a y b determinan el factor de homotecia
horizontal y vertical, respectivamente; y los pardmetros e y f la traslacion horizontal y
verticalmente, en su orden.

El ejemplo mdas sencillo de una transformaciéon afin, es la de semejanza, porque se
determina con el mismo factor de homotecia k tanto horizontal como verticalmente, y una

rotacion respecto al origen de dngulo 0 para ambos ejes x y y. Se define formalmente como
sigue:

X
Toda transformacion T, que a cada punto X=[ ] lo transforma mediante

X cos@ —senB\ x e ) o
T =k + es una transformacion de similitud.
y sen@ cos@ \y f

Un ejemplo clasico de un conjunto fractal, definido por transformaciones de semejanza, es
el tridngulo de sierpinski, que ejemplifica muy bien los SIF. La figura inicial es un
tridngulo equilatero de lado 1 y el SIF compuesto por una transformacién lineal 7;, y dos
transformaciones afines 7 y 73 definidas enseguida

iy
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Al hacer una iteracion de este sistema a la figura inicial, se obtiene el generador que es un
tridngulo dividido en cuatro tridngulos pequefios iguales entre ellos y semejantes al
original, pero sin el tridngulo del medio como se muestra.

Figura 20. Aplicacién del SIF

La iteracion al infinito de este SIF produce el siguiente atractor o fractal, que es una
representacion del verdadero atractor.

Figura 21. Representacion finita del Tridngulo de Sierpinski

.T.

48



TRANSFORMACIONES LINEALES, AFINES Y FRACTALES

La informacién proporcionada por el SIF, puede ser organizada en una tabla donde la
i-ésima fila corresponde a la transformacion 7; y las columnas corresponden cada una a los
pardmetros descritos antes.

Tabla 2
a |b|lc| d e f
7,/05[0]0[05] O 0
7,/05[0]0(05] 05 1] 0
75 105]0]0(0.5]0.25]0.5

Esta tabla se interpreta seguin corresponden los pardmetros de cada transformacion afin en
el orden dentro del sistema.
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6 PROPUESTA DE ACTIVIDADES

La propuesta de actividades, que es la intencion central de este documento, se presenta en
este capitulo final orientada, con base en el marco tedrico hasta aqui expuesto, respecto a
tres ejes principales que son: las matrices y sus operaciones, las transformaciones lineales y
afines y su representacion matricial, y finalmente la construccion de fractales lineales a
partir de las transformaciones. Todas las actividades estdn disefiadas para ser desarrolladas
con la dltima versién' 6.1 del software Derive del cual se incluye en el CD anexo el archivo
Derivetrial que es el instalador de la version de prueba del software mencionado® as
como el archivo ArrowVectors.mth creado por las necesidades de la propuesta de
actividades, el primero debe ser ejecutado en el computador antes de comenzar a desarrollar
las actividades para instalar el programa en el que se van a desarrollar las actividades.

La necesidad de anexar un CD con los archivos referidos arriba, se debe a que la version
6.1 del software contiene el directorio \Users que incluye archivos y utilidades que han sido
desarrollados por diversos usuarios de Derive, algunos de los cuales estin como archivos
mth, y con el mismo nombre con extensiones® doc y dmo, y otros como archivos dfw que
contienen su explicacién y ejemplos, los cuales no pueden ser leidos en una version
anterior, como la 5, pues son parte de las mejoras de la dltima version; particularmente son
usados para el desarrollo de estas actividades los archivos de utilidades
PlotTransformations.mth del subdirectorio Representacion gréfica Plotting, y
ArrowVectors.mth incluido en el CD, pues ambos contienen, respectivamente, las
definiciones de funciones® necesarias para la representacion grifica de poligonos vy
transformaciones geométricas, y vectores en Derive, aspecto completamente necesario para
el desarrollo de las actividades del segundo y tercer eje. Los tnicos procedimientos y
comandos que funcionan de la misma manera en otras versiones anteriores de Derive son
los de la actividad del primer eje.

En el CD anexo también se encuentran los archivos en Derive con el cddigo de la ventana
algebraica y el grafico generado para cada fractal correspondiente. Se incluyen los graficos
en formato . jpegqg para visualizar el resultado final del grafico.

La presentacion que se hace de cada actividad contiene los siguientes elementos: Una
descripcion general de la actividad y algunas especificaciones técnicas necesarias para el

"'La versién 6.1 de Derive es la dltima a la fecha, ler semestre de 2007.

* Este archivo se puede descargar de Internet de la pagina www.derive.com en la seccién de descargas
downloads.

? Los que tienen extensién doc son la documentacién del archivo correspondiente y los que tienen la extension
dmo son demos de las utilidades definidas en los archivos correspondientes mth.

* Estas funciones no estdn predefinidas en el software, razén por la cual se hace necesario acudir a los
archivos de utilidades en donde estdn declaradas.
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desarrollo de la misma respecto del software, los prerrequisitos, tiempo requerido, los
objetivos, una introduccion para el estudiante, y finalmente las actividades para los
estudiantes; en algunas se incluye dentro de recuadros lo que bien podrian ser las hojas de
trabajo.

6.1 Recomendaciones para la Implementacion

Cabe resaltar que la secuencia y metodologias propuestas para el desarrollo de las
actividades, estd pensada para que se de una evolucion tanto en el manejo procedimental y
algoritmico del software, como en la comprension de los conceptos involucrados.
Enseguida se lista, como estructura general de la propuesta, una descripcion general de
cada actividad y algunas recomendaciones importantes a tener en cuenta, siendo importante
para todas que el profesor realice una explicacion previa sobre los conceptos involucrados
en cada una.

ACTIVIDADES PREPARATORIAS'

1. Ambientacion en Derive ®. Aqui el profesor debe realizar una orientacién a los
estudiantes sobre las dos ventanas de Derive en las que se trabajard, la algebraica y
la grafica que se muestran y describen enseguida, con el objetivo que los
estudiantes conozcan el ambiente de trabajo del software, particularizando en los
iconos que van a ser usados y el funcionamiento de cada uno.

2. Las Matrices y sus Operaciones. Se propone un trabajo para que los estudiantes
se familiaricen y dominen la sintaxis sobre la introduccion de vectores y matrices
en el software, como también para realizar las operaciones de suma, resta y
producto de matrices. Al final se presenta un ejercicio para explorar lo que
corresponde a la grafica de una matriz.

3. Las Transformaciones Lineales y Afines y su Representacion Matricial. Aqui
el trabajo se guia hacia el estudio de las transformaciones lineales a través de las
matrices asociadas, introduciendo los comandos para cada una de manera matricial
y luego con el uso de los comandos de funciones predeterminadas en Derive. Cabe
resaltar que debe ya existir un completo dominio de la sintaxis y los procedimientos
de entrada y graficacion en el software para centrar la atencion del estudiante en la
comprension y uso de la representacion matricial y grafica de las transformaciones.

! Estas actividades corresponden a la preparacién previa necesaria, para la orientacién temética sobre las
matrices, sus operaciones y las transformaciones lineales afines en Geometria, y el dominio de los
procedimientos correspondientes a estas tematicas.
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ACTIVIDADES CONSTRUCCION DE FRACTALES?

4. La Construccion de Fractales Lineales a partir de las Transformaciones. En
este ultimo capitulo, se propone la construccion de los fractales lineales Triangulo
de Sierpinski, Carpeta de Sierpinski, Conjunto de Cantor, Tridngulo de Cantor,
Cuadrado de Cantor, Caja Fractal y Conjunto de Besicovitch buscando que el
estudiante sea quien proponga los algoritmos que deben usarse, prestando atencién
en la aplicacion que tienen las transformaciones estudiadas en esta tarea. Se
presenta como alternativa para la construccion de fractales lineales, el método del
Juego del Caos que hace uso también de los SIF pero con la asignacién de
probabilidades a las transformaciones usadas, llamado Sistemas Iterados de
Funciones Aleatorio.

? Estas actividades son la propuesta central de este trabajo, precedidas por las actividades preparatorias, en
éstas se propone la construccidn de algunos fractales lineales cldsicos. Razén por la cual se presentan en un
capitulo aparte.
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6.2 Ambientacion en Derive ®

La siguiente es la ventana algebraica en la que se introducen expresiones numéricas y/o
simbolicas, y se pueden aplicar algunas 6rdenes dependiendo de cada una. Se compone
basicamente de 7 elementos que estin sefialados y se describen abajo.

Figura 22. Ventana Algebraica Derive

.

b 1] BER]

Eile Edit Insert Author Simplify  Solve Calculus  Options  Wwindow  Help 1= EI_)SJ
= = = R N L N N | % o B Sug |l 001 =% &

fﬁgﬁﬁfa %

o
m
J
=
Lan]
¢
)
=
<
(NI st
o
o
q
E
[
S
i
+
=
I
1
"
m
Z
8
[~

o
o
M
—
T
o
|
T
“‘—u
I+
(R [
4
g}
=
M
-
-
—
=

Barra de titulos: Es en esta barra en donde se muestran los nombres de los
archivos que son abiertos con Derive.

Barra de ment: En esta barra aparecen los menus de Derive, las acciones que
pueden aplicarse a las expresiones que son ingresadas o a las graficas que se
generan, las opciones de configuracion, las opciones de ventana y la ayuda.

En algunas actividades se pedira leer un archivo de utilidad o un archivo mth, para
lo cual debe hacerse clic en File y escoger Load, y segin corresponda seleccionar
Utility File... o Math File...

Mena de herramientas: En este mend aparecen algunos de los iconos cuyas
funciones son las acciones propias y bdsicas de la ventana algebraica, asi como las
basicas de Windows (nuevo, abrir, guardar, imprimir, copiar, cortar, pegar).

La tabla siguiente muestra algunos de los iconos de este menu de herramientas que
van a ser usados en las actividades.
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Tabla 3

ICONO

FUNCION

Delete Object

Borra el ultimo objeto de la ventana algebraica, o el que el usuario escoja para
borrar.

Insert Text

Inserta texto a la ventana algebraica.

=

Aukhor Expression

Activa la linea de entrada para ingresar una expresion a la ventana algebraica,
o para modificar una que ya haya sido ingresada.

£]

Aukhor Yeckor

Permite ingresar un vector fila a la ventana algebraica especificando la
dimension del mismo.

E

Author Makrix

Permite ingresar una matriz o un vector columna a la ventana algebraica
especificando sus dimensiones.

(=]

Muestra el resultado de una operacién u orden dada respecto a una expresion.

Approximate

Muestra el resultado de una operacién u orden dada respecto a una expresion,
aproximdndolo.

Display Step

Muestra los pasos intermedios del proceso seguido resultado de una operacién
aplicada a una expresion.

20-plot Window

Lleva a la ventana gréfica del software.

4. Area de trabajo (algebraica): Es donde aparecen las expresiones que son
ingresadas y los resultados de las acciones que le son aplicadas a éstas.

5. Barra de estado: Es donde se informa sobre el estado actual del programa.

6. Linea de entrada: Es donde el usuario introduce las expresiones que se quieren
llevar al area de trabajo.

7. Barra de simbolos: Es en esta barra donde se encuentran las letras griegas y los
simbolos que se usan en matematicas.

La siguiente es la ventana gréifica en la que se representan las expresiones numéricas y/o
simbolicas introducidas en la ventana algebraica, que han sido seleccionadas antes de pasar
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a esta ventana. Esta también se compone bdsicamente de 7 elementos como la ventana
algebraica, éstos se sefialan abajo y se describen los que son diferentes a los ya mostrados.

Figura 21. Ventana Algebraica Derive
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1. Barra de titulos.

2. Barra de meni.

Siempre, antes de comenzar el desarrollo de las actividades, particularmente antes de
generar cualquier grafico, situado en la ventana grafica debe hacerse clic en Options y
escoger Approximate Before Plotting y también Display/Points/Connect YES/Size
SMALL, de lo contrario las graficas bajo los comandos para vectores, poligonos y
transformaciones geométricas no se verdn y algunas no los podré hacer el software.

3. Menu de herramientas: En este menu aparecen algunos de los iconos cuyas
funciones son las acciones propias y bdsicas de la ventana grafica, asi como las
basicas de Windows (nuevo, abrir, guardar, imprimir, copiar, cortar, pegar).

La tabla siguiente muestra algunos de los iconos de este menu de herramientas que
van a ser usados en las actividades.
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FUNCION

Borra la dltima grafica ingresada en la ventana grafica.

Genera la grafica de la expresiéon numérica o simbdlica seleccionada en la
ventana algebraica, sobre el plano cartesiano. Cuando se genera la grafica
el software selecciona por defecto un color para la curva, si se quiere
cambiar se debe volver a pulsar este botdn.

|Insert Fl.nnu:utati-:un|

Permite ingresar un comentario sobre el plano cartesiano.

Center an Cross

Centra la region del plano respecto de la posicion del cursor en él.

|Center an Origin|

Centra el plano cartesiano respecto del origen del mismo.

Set Range

Selecciona una region del plano para hacer un zoom sobre la misma.

Reset range

Reestablece la posicién del plano, centrandolo respecto a su origen.

@

Zoom out (F10)

Reduce la escala de los ejes coordenados.

H}Ijﬁjﬁ

|Z|:u:|m wertical out (FE]I|

Reduce la escala del eje y.

H
o+

1

Zoom horizonkal ouk I{FEu]l|

Reduce la escala del eje x.

jE

Zoom in (F2)

Aumenta la escala de los ejes coordenados.

B
'y

|2-:u:|m werkical in I{F?]l|

Aumenta la escala del eje y.

-

|Z|:u:|m horizonkal in (F5}|

Aumenta la escala del eje x.

—|.ﬁ.lgebra ‘indion (Crrl+17 |

ki

Lleva a la ventana algebraica.

4. Area de trabajo (grafica): Es donde aparecen las graficas de las expresiones que
son seleccionadas en la ventana algebraica.
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5. Barra de estado: Es donde se informa sobre el estado actual del programa,
particularmente informa la posicion del cursor, las coordenadas del centro del plano,
y la escala de los ejes.

6. Linea de entrada.

7. Barra de simbolos.
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6.3 Las Matrices y sus Operaciones

Las matrices van a ser consideradas aqui como un arreglo rectangular de nimeros reales,
aun cuando en el marco tedrico se definieron matematicamente como una funcion del
producto cartesiano de dos conjuntos finitos de enteros positivos en un cuerpo K de
escalares; esto porque se hace mads util para los propositos del uso del software y por las
condiciones que €l mismo genera para su uso.

En esta actividad se familiarizard al estudiante con los comandos y procedimientos basicos
de la representacion de las matrices 2x2 y vectores 2x1 o 1x2, y las operaciones de suma,
resta y producto con éstas. Se brindardn elementos practicos para el manejo adecuado de
estos elementos, que serdn necesarios para el desarrollo de las actividades posteriores,
solamente desde la parte algebraica.

Se complementard este ejercicio con la representacion geométrica en el plano cartesiano de
las matrices consideradas, para mostrar como el software entiende estos procedimientos,
aspecto fundamental para las actividades posteriores.

6.3.1 Prerrequisitos

= Concepto de matriz 2x2
= Manejo de los algoritmos de la suma, resta y producto de matrices 2x2
= Conocimiento del ambiente de trabajo del software Derive 6

6.3.2 Tiempo Requerido

Pueden usarse dos sesiones de clase de dos horas cada una, en la primera el profesor da la
orientacion temadtica sobre lo que es un vector y una matriz, y las indicaciones de la sintaxis
propia del software para introducir en la ventana algebraica estos elementos, tomando como
ejemplos los primeros ejercicios propuestos en cada actividad; en la segunda, y parte final
de la primera, puede dejarse el tiempo para que los estudiantes realicen los ejercicios
propuestos.

6.3.3 Objetivos

= Reconocer los comandos bdsicos de entrada y salida del software, para la
representacion de matrices 2x2 y 2x1.
= Manejar con solvencia los procedimientos involucrados para operar con matrices.

6.3.4 Introduccion

Las matrices son consideradas como un arreglo rectangular de nimeros, en este caso es
necesario ser explicitos y declarar que los nimeros a;; elementos del arreglo son nimeros
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reales, y que dicho arreglo tiene una dimensién nxm, con n,me Z", que da cuenta de la

cantidad de elementos n-m que hay en €l asi, n es la cantidad de filas y m la cantidad de
columnas. Para el caso en que las dimensiones de la matriz sean (1, m) o (n, 1), se debe
referir a estas matrices como vectores fila o columna, respectivamente.

Las operaciones entre matrices son suma, resta y producto, de las cuales s6lo se considera
entender el algoritmo que cada una tiene, dejando de lado sus propiedades pues no son
relevantes para los propdsitos de este trabajo.

6.3.5 Actividades

Para esta actividad se trabajard en la ventana algebraica del software, en la que se dispone
de cuatro maneras para ingresar una matriz: con el menu de herramientas, en la linea de
entrada, por generacion y por componentes aleatorias. Se hard necesario considerar no mas
las dos primeras.

Con el menu de herramientas
Para entrar un vector fila o una matriz (también un vector columna) a la ventana algebraica
a través del menu de herramientas, se usan respectivamente los iconos Introducir Vector e
Introducir Matriz.

En ambos casos, aparece una ventana en la cual se pide especificar la dimension del vector
fila o la matriz. Para el vector fila se debe especificar la cantidad de elementos, y para la
matriz la cantidad de filas y columnas, siendo (n, 1) la dimensién para un vector columna.

Introduccion de un Yecto. .. E| Tamano de la Matriz... E|

- Dimenzian del Yector - - Dimenziones -

Elementas; | 3: Filaz: JE ;ﬂ

Columnas: 13 Eﬂ
57 | Cancelar ‘

Si Cancelar ]

Al finalizar se confirma la entrada con el botén Si o pulsando Enter. Enseguida aparece
otra ventana en la que se pide ingresar los elementos del vector.
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Introduccion de un vector de 4 elementos

2| |0
3|0
1| (o

S | Sirnplificar Cancelar

O los elementos de la matriz.

Introduccion de una matriz 3 x 3

1 2 3
1|[@ o o
2 |lo o o
3o |0 |0

Si | Simplifizar | Cancelar 1

Se ingresa finalmente el vector o la matriz con el botén Si o pulsando Enter.

Si se desea nombrar el vector o la matriz con una letra, por ejemplo v, luego de haberlos
ingresado a la ventana algebraica en la que se le asigno el numero #n, debe escribirse en la
linea de entrada la instruccion v:= #n.
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6.3.5.1 Actividad 1

a.

/oo

o a0 o

b.

ACTIVIDAD 1

1. Ingresa la matriz de dimension d y elementos a;; dados

d= 2)(1, aj = 1, a12=0.

d= 2X2, ap = 1, a12=0, ar; ZO, axy = 1.
d= 2)(1, ajpg :2, (112:5.

d= 2)(2, aj =—1, a12=o, ar; :0, Ll22=—1.

2. Ingresa la matriz dada

0 —11—2
3

-2 3 7 4

1 0 2
0 0
0.5E
4
1 0

3. Ingresa el vector de dimensién n y elementos a; dados

n=2,a;=1,a,=0.
n=5a=1a=0,a3=2,a,=-1, as =-3.
n=2,a,=3,a,=1.
n:3,a]=—2,a2=4/2,a3:0.
n=2a;=-3,a,=1.

4. Ingresa el vector dado

2 -1 3]
1 0o -4 3 2 —1]
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En la linea de entrada
Para entrar un vector a la ventana algebraica a través de la linea de entrada, deben entrarse
los elementos separados por comas entre paréntesis cuadrados asi: [ _, _, ..., _ ]

E Derive 6 - [Algebra 1] =13
&rchivo Editar Insertar Introduce Simplificar Resolver Calculo Opciones  Ventana Avuda ___LE_J__)‘(_J
DEEE $B2RX F0elE =2 76 % mag [ I 4Lk &

#1:

Nueva
o oo oo e el el ] = Joe =T <o =] s o o] ]
o | s =

Si se desea nombrar el vector con una letra, por ejemplo v, luego de ingresarlo a la ventana
algebraica en la que se le asigno el numero #n, debe escribirse la instruccion v:= #n, o
cuando se ingresa a la linea de entrada se antepone la letra asi vi=[ _, _, ..., _].

o 1 e | 7R
¥l Derive & - [Algebra 1] =3
Erchivo Editar Insertar Introducic Simplificar Resolver Calculo Opciones  Ventana Ayuda i EJ Xj

DEeHE & BEX FMeB =% 7 &% ma | I +% &£

#1: [, o, 2, -1, =31

#2:

INueva

-QHHHLJ_'JHH_'J_'JHHLJ_'JHH_'J_'JHHLJ_ 0 5t Sl YA A R RN
U W A W B W A R KRR R S AR

Para ingresar una matriz, se debe considerar como un vector de vectores cuyos elementos
son las filas de la matriz, cada fila se escribe entre paréntesis cuadrados seguida de una
coma, 6 también sin usar paréntesis separando las filas con punto y coma.
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¥ Derive 6 - [Alzebra 1] TEK
Erchivo Editar Insertar Introducic Simplificar Resolver Calculo Opciones  Ventana Ayuda i Ejij

DEEE §B2ERBX FlwiE =% &% mad [ T +L &

#1:
H v = ¥ x v % [ERENE e
| LARRRNEY J_J_I_U_J_I_I_I_J_i_ij_l {0l 3l R N N Y N A M R RN

| 'l e e T S e R
E Derive 6 - [Algebra 1] =13
&rchivo Editar Insertar Introduce Simplificar Resolver Calculo Opciones  Ventana Avuda ____J__@_]__)‘(_‘j
DS $R2RX B0 =% Q% ma [ T 44 &

#1:

Nusva

-
T T e T TR
1 e e S O e R

Si se desea nombrar la matriz con una letra, por ejemplo A, luego de ingresarla a la ventana
algebraica en la que se le asigno el numero #n, debe escribirse la instruccion A:= #n, o
cuando se ingresa a la linea de entrada se antepone la letra asi A:=[[ _, _,...], ..., [ _, _,...]]
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%] Derive & - [Alzebra 1] EJ@“E
Erchivo Editar Insertar Introducic Simplificar Resolver Calculo Opciones  Ventana Ayuda i 51&

DEEE §B2ERBX FlwiE =% &% mad [ T +L &

o 1 o 2 H
d |
#1: B =dle =mrd
a O
o -2 a 1.

7] Derive & - [Aleebra 1] |:J|E“z‘
&rchivo Editar Insertar Introduce Simplificar Resolver Calculo Opciones  Ventana Avuda I Ej_.)‘(_j
D @ E é 1}(‘: @ x Ifi E [and [] = = _'.rr @l SUB lim A J‘ b ) S * @

#1:

==

|JJJLJHJJJJJJJJJJJJJHLJ e = i
T T T o T R O T e e i T I R T G R R R I R 1

1kS
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6.3.5.2 Actividad 2

I.

2.

3.

ACTIVIDAD 2

Ingresa el vector cuyos elementos a; estan dados

a. a;=2,a,=10, az =26, a,=50.
b. a; = 10, az = 50, az = 170.

Ingresa la matriz dada

10 -1 5 2 -4 -2
“ o J 2 -10 -1 6 5
1 -3 0 c. (-1 5 2 7 0
b. | 4 4 -20 -2 -1 -3
-1 5 3 0O 0 3 8 11

Ingresa la matriz cuyos elementos a;; estdn dados
a. ap=2,ap=4,a;3=6,a;=4,a2=06,a3=8,a3=06,a3 =28, az3=10.
b. aj; = 3, ajpp = 33, az; = 9, ay = 78, asz; = 12, aszy = 141.

Los vectores de dimensién 2 pueden representarse graficamente en el plano cartesiano,
solo debe determinarse cudles son los puntos inicial y final. Para representar
graficamente un vector de dimensién' 2 en Derive, situado en la ventana algebraica lee
el archivo mth llamado ArrowVectors que estd en el CD anexo, ahora siendo (a, b) y (c,
d) los puntos inicial y final, respectivamente, de un vector v escribe en la linea de
entrada el comando ARROW[a,b; c,d] y teclea Enter, luego en la ventana grafica haz clic
en Plot para ver la representacion de dicha expresion.

4. Los vectores con n =2 en el punto 3 de la Actividad 1, estdn anclados en el origen,

luego su punto inicial es (0,0) y el final el que corresponde a cada uno.
Represéntalos graficamente.

Representa graficamente los vectores de dimensién 2, cuyos puntos inicial y final
estan dados.

a. a=0,b=2,c=-3,d=1
b. a=-2,b=-3,c=3,d=1
c. a=2,b=1,c=-3,d=3
d a=3,b=2,c=2,d=2
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Para operar con las matrices, es preciso ingresarlas primero nombrandolas con letras
mayusculas para que sea mas facil luego operar simbdlicamente. Las operaciones que
pueden hacerse entre matrices son la suma, la resta y el producto, como también el
producto de un escalar k por una matriz. En la tabla que sigue se muestra la sintaxis en
Derive que corresponde a cada operacion que debe ingresarse en la linea de entrada, para
dos matrices A y B, cuyas dimensiones permiten que se haga la operacion.

Tabla 5 .
OPERACION SINTAXIS
Suma A+B
Resta A—-B
Producto AB, A.B, A*B
Multiplicacion por escalar | kA, k.B, k*B
6.3.5.3 Actividad 3
ACTIVIDAD 3
Dadas las matrices y los vectores
-5 12 -7 -1 0
2 -1 3 5
6 -4 -2 2 -1
A=|-3 4 -13 1|, B= , V= , W=
0 1 13 3
2 -1 0 7
5 1 15

1. Calcular, si es posible, las siguientes matrices. Explicar en el caso en que no sea

posible.
a. —3A+2B
b. 2AB

c. 5A+34%—-849 +A®
d. 2B-4B+5B+B

2. Representar graficamente las matrices obtenidas en los literales del punto anterior, y
en cada caso responder:
a. (Cuadl es la dimension de la matriz que se obtuvo como resultado?
b. Al representarla graficamente, ;Qué tipo de grafica resulta?
c. (Qué relacion existe entre la dimension de la matriz y el grafico resultante?
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6.4 Las Transformaciones Lineales y Afines y su Representacion Matricial

Las transformaciones geométricas que van a ser estudiadas son: traslacion, reflexion,
rotacion y homotecia. Las tres primeras reciben el nombre de isometrias porque conservan
la distancia entre cualquier par de puntos, y como consecuencia la forma y el tamafo de la
figura, la homotecia no se clasifica dentro de las isometrias pues modifica las distancias
entre cualquier par de puntos en una misma razén k, llamada razén de homotecia. Estas
pueden ser estudiadas desde el punto de vista de la geometria plana, apenas como
movimientos rigidos en el plano, pero aqui se estudiardn como funciones del tipo

R? - R? sobre el plano cartesiano, llamadas transformaciones geométricas.

Se establecerd ademds la relacién que existe entre dichas transformaciones y las matrices de
dimensiones 2x2, para cada una existe una matriz de dimensién 2x2, a excepcién de la
traslacién que es un matriz de dimension 2x1. Se estudiard también la operacién de
composicion de transformaciones y su correspondiente representacion matricial, para la que
existe una operacion equivalente que es el producto de las matrices asociadas a cada una,
resultando una matriz que cuando se aplica a una figura produce el mismo efecto que
cuando se aplican de forma sucesiva las transformaciones.

En esta actividad se familiarizard al estudiante con los comandos y procedimientos basicos
para visualizar el efecto de operar las matrices de cada transformacién sobre un punto y
representar graficamente las figuras bajo cada transformacion. Por la manera en que estdn
definidas las transformaciones y por ende se operan las matrices de las transformaciones
cuando éstas se componen, se esperaria que el grafico que se produzca sea un vector, (pues
son funciones del plano en si mismo y el dominio y codominio son conjuntos de puntos)
pero en Derive, aunque se llamen vectores y se noten algebraicamente por [ _, _ |, el
grafico es un punto porque es tomado este comando como sus coordenadas, por lo cual es
necesario antes de iniciar las actividades de esta seccidon leer el archivo de utilidad
PlotTransformations.mth en el subdirectorio Plotting del directorio /Users de Derive, y
también leer el archivo mth ArrowVectors del CD anexo. En la ventana grafica debe
hacerse clic en Options y escoger Approximate Before Plotting y también
Display/Points/Connect YES/Size SMALL.

6.4.1 Prerrequisitos

= Reconocimiento de figuras elementales de la Geometria Euclidiana como
tridngulos, cuadrados, rectas, dngulos, segmentos, mediatrices

= Manejo de las matrices 2X2 y sus operaciones

= Concepto intuitivo o elemental de homotecia, traslacion, rotacion, reflexion.

= Conceptos y procedimientos basicos en el plano cartesiano

= Conocimiento del ambiente de trabajo del software Derive 6
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6.4.2 Tiempo Requerido

Pueden usarse seis sesiones de clase de dos horas cada una. En la primera el profesor da las
especificaciones técnicas necesarias para la representacion de las figuras en la ventana
gréfica y las indicaciones de la sintaxis del software para introducir en la ventana algebraica
los comandos para las figuras geométricas tomando como ejemplos distintos poligonos
regulares o los que aparecen en la tabla; en la segunda sesion el profesor da la orientacién
temadtica sobre la transformacion de traslacion, permite que los estudiantes realicen los dos
primeros ejercicios y luego orienta sobre la sintaxis de la funcién DIS predeterminada en
Derive; en las siguientes tres sesiones, tendrdn el mismo esquema que la segunda,
estudiando las transformaciones de Reflexion, Rotaciéon y Homotecia; en la sexta y tltima
sesion el profesor explica qué es una transformacion afin y permite que los estudiantes
realicen los ejercicios.

Dependiendo de la agilidad del trabajo de los estudiantes, se necesitardn mas sesiones para
estudiar cada transformacion.

6.4.3 Objetivos

= Reconocer cada transformacién con su correspondiente matriz asociada.

= Conocer y manipular los pardmetros de cada matriz segun la transformacion.

= Construir la matriz correspondiente segun la transformacién que se quiera aplicar.

= Manejar con solvencia los procedimientos involucrados para componer
transformaciones y operar con las matrices.

6.4.4 Introduccion
Las transformaciones geométricas de traslacion, reflexion, homotecia y rotacién, son

funciones del plano R* en el mismo, por tanto, el dominio y rango son conjuntos de puntos
del plano. Este tema pudo ya haber sido estudiado apenas en el plano euclideo sin
coordenadas ni vectores, pero aqui se complementara con el estudio de las ecuaciones que
determinan cada una y su representacion matricial.

Estas transformaciones se clasifican en lineales y afines. Las lineales son aquellas que
cumplen dos propiedades llamadas de aditividad y homogeneidad, y son la traslacion, la
reflexion y la rotacion. La homotecia puede ser considerada como lineal cuando tiene
centro en el origen de coordenadas. Este tipo de transformaciones conforman, junto con la
operacion de composicién de funciones, el espacio vectorial de las transformaciones
lineales definido, para nuestro caso, sobre el cuerpo R de los nimeros reales como
escalares. Las afines se entienden como la composicion de una lineal con un traslado.

En el software Derive, conviene estudiar las transformaciones lineales y afines desde su

representacion matricial, pues alli se operan con matrices y vectores que dan las
coordenadas de los puntos bajo la transformacién en el plano.
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6.4.4.1 Las Figuras Geométricas

Se van a usar objetos geométricos de la geometria plana como' cuadrados, tridngulos y
poligonos regulares, que se determinan por las instrucciones que se listan en la siguiente
tabla, para graficarlos se ingresan desde la linea de entrada a la ventana algebraica y luego
de seleccionarlos se va a la ventana grafica 2D y se hace clic en Plot:

Tabla 6
Instruccion Funcion Grafico
Dibuja un segmento de extremos A(a,b) y l%-
[la,bl, [c,d]] B(c,d).
Ejemplo a=0, b=1, c=1, d=1. _—j'__

UNIT_SQUARE2

Dibuja un cuadrado unidad con lados sobre los
vectores unidad i y j.

UNIT_TRIANGLEZ2

Dibuja un tridngulo rectdngulo isésceles unidad
con angulo recto en (0,0) y catetos sobre los ejes
xey.

UNIT_RPOLY2 (n)

Dibuja un poligono regular unidad de n lados.
Ejemplo n=5

SQUARE (s, p)

Dibuja un cuadrado de lado s, con lados
paralelos a los ejes coordenados y el vértice
inferior izquierdo en P(x,y).

Ejemplo s=2 y P(1,1)

' Entre otros objetos en 2D como circulos, paralelogramos, elipses, y en 3D como cubos, tetraedros,
pirdmides, prismas, paralelepipedos, conos y dobles conos, esferoides.
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RECTANGLE ([s1, S2]1,p)

Dibuja un rectangulo de lados s; horizontal y s,
vertical paralelos a los ejes coordenados y el
vértice inferior izquierdo en P(x,y).

Ejemplo s,=1, s,=2y P(1,2)

PARALLELOGRAM (aj, .., a,)

Dibuja un paralelogramo de n lados y n vértices

en al(xl,YI)’ aZ(x25y2)9 a3(x37y3)9~ cey an(xrhyn)'
Ejemplo a,(0,0), a,(2,1), a3(0,2)

TRIANGLE (a;, az, as)

Dibuja un tridngulo con vértices en a;(xy,y;),

ax(x2,y2) ¥ a3(x3,y3).
Ejemplo a,(0,1/2), a5(1/2, 3/2), a5(1,0)

RPOLY (n, r,c)

Dibuja un poligono regular de n lados, radio ry
centro en c(x,y).
Ejemplo n=6, =1y c(-1,2)

UNIT_CIRCLEZ2

Dibuja un circulo unidad con centro en (0,0).

CIRCLE (r, c)

Dibuja un circulo de radio r y centro en c(x,y).
Ejemplo =2y ¢(-1,0)
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6.4.4.2 Las transformaciones Geométricas

Las transformaciones de traslacion, reflexion, rotaciéon y homotecia que se van a usar, se
pueden aplicar a un punto, un vector o una figura a través de tres maneras, y es la segunda
la que se va a usar en estas actividades:

1. Matricialmente, operando la matriz del punto, vector o figura con la matriz de
transformacion, multiplicacion para la reflexion, homotecia y rotacion, y suma para la

traslacion.

2. Con las funciones definidas en el archivo de utilidad PlotTransformations.mth, los
comandos de cada una se muestran en la tabla. Para componer dos transformaciones
definidas por los comandos se debe insertar la primera como objeto (en el lugar del
argumento) de la segunda:

Tabla 7
Transformaciéon | Comando Sintaxis Ejemplo

u puede ser un punto, un DIS(SQUARE(2,[1,1]),[1,-2])
vector, una matriz o un

Traslacion DIS(u,d) | objeto geométrico, y d | Traslacion de 1 unidad en direccién
es el vector de|positiva en x y de 2 unidades en
desplazamiento. direccién negativa en y.
v es un objeto
geometrico -~ (punto, REF(UNIT_SQUAREZ2,35)
vector o figura) y o es

Reﬂe?( ‘on REF(v,a) un dngulo, y refleja a v Reflexion axial del cuadrado unidad

Axial en una recta que pasa
por el origen formando con respectf) a la recta gue pasa por el
. - origen con dngulo de 35° con el eje x.

un dngulo positivo o con
el eje x.
v es un objeto
geométrico (punto, ROT(UNIT_TRIANGLEZ2,45)
vector o figura) y o es

Rotacién ROT(v,a) | un dngulo, y rota a v a | Rotaciéon del tridngulo unidad con
través de un 4ngulo | centro en (0,0) y dngulo de rotacién de
positivo o con centro en | 45°.
el origen.
v es un objeto
geométrico  (vector o
figura) y s es un vector
de dimension 2 fila 0| grp T RPOLY2(5),[1/3,1/3])
columna, que aplica la

Homotecia STR(v,s) | homotecia a v por

factores s; y s, en las
direcciones x e y,
respectivamente. Como
se defini6 la homotecia
debe ser s; = s5.

Homotecia del pentdgono unidad con
factor de 1/3.
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3. Con la funcion TRAN(u,d) definida también en el archivo de utilidad
PlotTransformations.mth, como un transformador de propdsito general, pues U puede
ser un punto, matriz o vector 2D, y d es una matriz de transformacion 2x2, asi
identifica la transformacion correspondiente segtin la matriz ingresada en d, solamente
multiplicando.

6.4.5 Actividades

6.4.5.1 Traslacion

La traslacion es quizé la transformacion lineal mds sencilla de estudiar, pues ésta consiste
en un movimiento que indica un desplazamiento de un punto P en el plano, determinado
por dos componentes que indican una direccién y una magnitud, una paralela al eje x y otra

paralela al eje y. Asi, si T, : R? — R? es una traslacién dada por Thi(x,y)=(x+h,y + k)

el movimiento indicado es un desplazamiento de /4 unidades en direccion paralela al eje x y
k unidades en direccion paralela al eje y, la direccion de tales desplazamientos se determina
por el signo de & y k. Formalmente:

Dado un vector be R*, la traslacion por b, es la funcion

7, R >R
7,(X)=X+b

Segiin la definicién, si Pe R* su posicién en el plano es descrita por sus coordenadas en
un vector [a, b], de la misma forma con un vector [c, d] para be R>. Luego, la traslacion
7,de un punto P en el plano se puede representar matricialmente como la suma de dos

o))
[o)-(ovs)

vectores, asi:
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ACTIVIDAD 1

1. Dadas las coordenadas de los puntos A, By C, y los vectores v y w que determinan
las traslaciones 7, y 7,, en Derive escribe matricialmente cada traslacion, grafica

los puntos y sus imdgenes A’, B’ y C’ correspondientes segin cada una y escribe
cudles son las coordenadas de las imdgenes.

A(1,-1), B(-1/2,-3), C(2,-2), v=[-3, 4], w = [-2, -3].
AQ3,-2), B(5/2, 3), C(7/2, 1), v=[-6, 2], w = [3, -2].
A(-3, 1), B(-1, 3), C(-2,-3), v=[5, -3], w=[-2, -3].
A(5/2,-1), B(5/2, -3), C(5/2,-2), v=10, -7], w = [3, -2].

ao o p

2. Sean A(1,2) y v(h, k), respectivamente, un punto y un vector en el plano. Representa
graficamente la traslacion por v cambiando los signos de sus componentes seguin
cada caso y responde las preguntas.

a. Con h=1y k=0 ;Hacia donde es el desplazamiento si 2 > 0? y si & < 0 ;hacia
donde es el desplazamiento?

b. Con h=0y k=2 ;Hacia donde es el desplazamiento si k > 0? y si k < 0 ;hacia
donde es el desplazamiento?

c. Puedes generalizar los resultados obtenidos en a y b para una traslacién de
un punto A bajo un vector v(h, k).

Para hacer la traslacion 7, de una figura es necesario aplicarla a cada uno de sus puntos,
y como se ha hecho hasta el momento resultaria una tarea grande, sin embargo Derive6
dispone de la funcién DIS(u,d) donde u puede ser un punto, un vector, una matriz o un
objeto geométrico, y d es el vector de desplazamiento.

3. Grafica cada vector dado segun sus puntos inicial A y final B, y su traslacién 7, .
a. Los vectores anclados en el origen y lado final A, B, y C, y su traslacién
segtn el vector v de los literales a y b del punto 1
b. A(1/2,1), B(2,-3), v=1[-4,3/2]
c. A(-3,3), B(-1,-3), v=[3,-1]

4. Dibujar cada figura y trasladarla segtn cada vector v
a. Cuadrado unidad, v =[8/3, -3.7]
b. Tridngulo unidad, v = [-3, 3]
c. Poligono regular de 7 lados, radio 2 y centro en (1,1), v =[-2, 2.5]
d. Circulo unidad. v=11/3. -31
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6.4.5.2 Reflexion

La reflexién es la transformacién lineal que invierte los vértices de una figura dada
obteniendo una figura simétrica. Existen dos tipos de reflexion, la central y la axial, la
primera se hace respecto a un punto y la otra respecto a una recta, y es la que se va a
estudiar aqui. Para obtener el simétrico P’ de un punto P dado en el plano respecto de una
recta /, [ debe ser mediatriz del segmento PP’. Una reflexion con respecto al eje x cambia el
signo de la coordenada en y del punto, en cambio si se hace con respecto al eje y cambia el

signo de la coordenada en x. Asf, si R, :R* > R* y R, :R* — R*son dos reflexiones con

respecto a los ejes x y y, son tales que Ry(x, y) = (x, —=y) y R(x, ¥) = (—x, y). Matricialmente,
la reflexion de un punto P(a, b) se puede escribir como:

(o) S
oo L))

ACTIVIDAD 2

1. Dados los puntos en el plano, graficalos y encuentra matricialmente las coordenadas
de sus simétricos respecto a los ejes coordenados.

AL, 3), A, 2D, AL D)
B(-2, 1), B.(_, _),By(_,_)
C(-3.2), C(_, ), C(_, )
D(@3,-3),Di(_, ), Dy(_,_)
E(1,5/2), Ex(_, ), E,(_,_)
FO, 172), F(_, ), F,(_,_)
G@3,0), G(_, ), Gy(_,_)

G e ao o

2. Las matrices dadas representan, A los vértices de un poligono en el plano, R, R, y
R,-,, respectivamente, las matrices de reflexion respecto al eje x, el eje y y la recta
y=x. Realizando los productos A*R,, A*R, y A*R,_,, encontrar los vértices del
poligono imagen por cada reflexion, graficar el poligono y su imagen con los
comandos correspondientes.
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a. Tridngulo A =

N = O

0
1
0

0 O
-2 -1
b. Paralelogramo A =
0 -2
-2 -3

¢. Cuadradodelado 3/2yP=(1,0), A=

||l = =

d. Rectangulodelados2y 1l,yP=(1,0), A=

o o = —DNlw o plwo

S = = O

Asi como para la traslacion existe en Derive6 un comando que permite aplicar la
transformacion a todos los puntos de una figura, para la reflexion axial (respecto de una
recta) se tiene el comando REF(v,a) donde v es un objeto geométrico (punto, vector o
figura) y o es un angulo, y refleja a v en una recta que pasa por el origen formando un
angulo positivo o con el eje x.

3. Dados los puntos inicial A y final B del vector v y el dngulo «, grafica v y su
simétrico respecto de la recta que forma el dangulo o con el eje x.

a. A(l1,1), B(2,-3), a=30°

b. A(3/2,-1), B(-1,3), oo = 60°

c. A(-2,-2),B(1,1), aa=75°

d. A(1,3), B(3,-1), oo = 0°. ;Cudl es la recta respecto a la que se hace la
reflexion?

e. A(1,3), B(3,-1), a = 90°. ;Cudl es la recta respecto a la que se hace la
reflexién?
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4. Graficar la figura dada y su simétrica respecto de la recta que forma el dngulo o con
el eje x.

a. Cuadrado unidad, oo = 30°, oo = 120°.

b. Tridngulo con vértices en (1, 1), (2, 3.5), (3, 0), oo = 80°.

c. Cuadrado de lado 3 y vértice inferior izquierdo en (-1, -2), a0 = 120°.

d. Circulo de radio 3/2 y centro en (-1, -2)

e. Paralelogramo con vértices en (0,0), (-2,-1) y (0,-2), oo = 95°.
6.4.5.3 Rotacion

La rotacién es la transformacién lineal que consiste en desplazamientos de los puntos del
plano en arcos de circunferencias, determinados por un angulo, llamado dngulo de rotacién
o de giro, y un punto, el cual es un elemento invariante en esta transformacién, llamado
punto fijo o centro de rotacion. El dngulo de rotacion determina el sentido del giro segtn su
valor positivo o negativo. Para obtener la imagen P’(x’, y’) de un punto P(x, y) dado en el
plano, respecto del origen O(0,0) del sistema coordenado y un dngulo €, se debe rotar el
vector OP el dngulo @ en el sentido que determine el signo del dngulo para obtener el

vector OP’. Asi, si R, :R> — R* es una rotacién de dngulo @ y centro de giro el origen

del sistema coordenado, para expresar las coordenadas de P’ en términos de las
coordenadas de P, se hacen los siguientes calculos.

N

’ x'=r-cosa-cos@—r-senc-send

X'=x-cos@—y-senf

1 r/vép(x’w y'=r-sen(a+6)
/0 y'=r-sena-cos@+r-cosa-sent
o 5 '=y.cosf+x-send
. . — y'=y-cosf@+x-sen
0 Q R

Luego, matricialmente la rotacion R, , de un punto P(x, y) se puede escribir como:
R x| (x-cos@—y-send
2y | x-senf+ y-cosé

R x| (cos@ —senf\ x
2oy | sen6  cos® y
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ACTIVIDAD 3

1. Sea v un vector anclado en el origen y punto final A, encuentra matricialmente las
coordenadas de sus imdgenes aplicando las rotaciones R, ,p., R,spe» Ry 00 ¥

R, _;s. , entonces grafica v y su imagen.

a. A(l,2)
b. A2, 3)
c. A(2,1)
d. A3, -3)

2. Grafica todos los puntos imagen del punto A por una rotacién de centro el origen de
coordenadas y un dngulo @ cualquiera, encontrando matricialmente las coordenadas
de por lo menos uno de tales puntos.

a. A2, 1/2)
b. A(-3,5/2)
c. AG,-2)

Para no tener que escribir siempre el producto de la matriz de rotacion por el vector
anclado en el origen del punto P cuando lo queremos rotar, es posible crear como
variables la matriz R, , y el vector v=[x’, y’] imagen bajo la rotacion, y simplemente

ingresar el valor del dngulo @ y el vector P=[x, y] de la preimagen, siguiendo los
siguientes pasos:

a. Ingresa o :=

b. Ingresa la matriz de rotacion R, ,
Ingresa A:=[a, b]

Ingresa el vector v = [x, y]

e. Ingresalaexpresionv=R:-A

oo

Para obtener las coordenadas de la imagen de A bajo la rotacion, selecciona la expresion
o := haciendo clic derecho sobre ella y escoge Editar para modificar la medida del

angulo a rotar, y luego la expresion A:=[a, b] para modificar las coordenadas del punto

preimagen, finalmente selecciona la expresion v = R - A y haz clic sobre el botén
aproximar.
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3. Encuentra la rotacion del vector anclado en el origen de punto final A por un dngulo
o con centro en (0,0).
a. a=35°%A2,1).
b. o =135° A(3,-2).
c. a=2380° A(L3).

4. Las matrices dadas representan, A los vértices de un poligono en el plano y Rp g la
rotacion con centro en (0,0) y dngulo 0. Realizando los productos A*Rg, ¢ encontrar
los vértices del poligono imagen por cada rotacidn, graficar el poligono y su imagen
con los comandos correspondientes.

NS V22

R0,30°: % \/52 > R0,45°: \/25 \/% > R0,90°:£(1) Olj,
2 2 2 2
» 02(—1 oj X °=£O 1]
0,180 0 _1 ’ 0,270 _1 O
0 1
a. Tridangulo A=|1 -2
2 -1
-1 0
b. Paralelogramo A = bl
0 -2
2 -3
-1 0
c. Cuadrado delado 2y P=(-1,0), A= _1 z
1 0
-2 -1
L, 1
d. Rectingulo de lados 3y 1/2,y P=(-2,-1), A= %
LT
I -1
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Existe en Derive6 el comando ROT(v,x) para la rotacién, que permite aplicar la
transformacion a todos los puntos de una figura, donde v es un objeto geométrico

(punto, vector o figura) y o es un angulo, y rota a v a través de un dngulo positivo o con
centro en el origen.

5. Rotar la figura dada segun el dngulo o.

a. Tridngulo unidad, o0 = 30°.
b. Poligono regular unidad de 5 lados, o = 45°.
c. Rectangulo de lados s; = 2, 5o = 1.5 y vértice inferior izquierdo en (1,2),
a=75°.
d. Paralelogramo con vértices en (0,0), (2,1) y (0,2) , oo = 50°.
6.4.5.4 Homotecia

La homotecia, si se hace con respecto al origen de coordenadas, es una transformacion
lineal que conserva los dngulos pero no las distancias entre cualquier par de puntos, pues
las incrementa 6 disminuye en la misma razon k, llamada razén de homotecia, por lo que el

vector de posicién v de cualquier punto imagen viene dado por kv. Asi, si H, : R*> — R’

es una homotecia de razén k, Hy(x, y) = k-[x, y]. Matricialmente, la homotecia de un punto
P(x, y) se puede escribir como:

b O
()=o)

/o o

ACTIVIDAD 4

1. Sea A(2, 3) el punto final de un vector v anclado en el origen. Encuentra
matricialmente las coordenadas de cada una de sus imagenes aplicando la homotecia
segtin cada factor k. Grafica v y todas sus imdgenes.

k=1/2 e. k=1/3
k=3 f. k=2
k=-1 g k=-3
k=1 h. k=-1/3
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3. (Qué ocurre con la magnitud del vector v en el caso en que k < 1?, ;qué cuando
k=17, ;y qué cuando k> 1?

4. La matriz dada representa los vértices (cada fila es un vértice) de un poligono en el
plano, encuentra matricialmente las coordenadas de su imagen bajo cada homotecia
H, luego dibuja el poligono y su imagen.

; 0
a HL/Z: 1
0o =
2

2 0

b H2:0 5
;o

C H1/3 1
0o -

3

~1 0
d. H,= o

La matriz A es la de un cuadrado de lado 1 con vértice inferior izquierdo en (1,2), la
matriz B es la de un tridngulo, y la matriz C es de un paralelogramo.

1 2
0 0 0 1
A 22 B 3 0 C 3 2
2 = > 2 > x| T -
13 3 3\/5 -3 2
2 3 5 2

5. (Qué ocurre con el tamafio de las figuras en el caso en que k < 1?7, ;y qué ocurre
cuando k > 1?, ;qué ocurrird cuando k=17

Para aplicar la transformacién de homotecia a todos los puntos de una figura existe en
Derive6 el comando STR(v,s), donde v es un objeto geométrico (vector o figura) y s es
un vector de dimension 2 fila o columna, que aplica la homotecia a v por factores 1y sz
en las direcciones x e y, respectivamente. Como se definié la homotecia debe ser s; = s;.
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6. Usando el comando STR, encuentra los homotéticos de los poligonos definidos por
las matrices A, B y C segin cada factor en los literales del punto 3, grafica los
poligonos y sus imdgenes.

El cambio de escala es considerado también una transformacién lineal, pero no es una

homotecia, pues esta Ultima se caracteriza por tener el mismo factor en el eje x y y, sin
embargo, el cambio de escala por ser una transformacion también se le asocia una

matriz que es:
X a-x a 0)x
Eab = =
[yj (va [0 bj@

7. Considera el tridngulo en el plano con vértices en (1,1), (3,1) y (2,2), aplica el
cambio de escala E; 4, luego dibuja el tridngulo y su imagen por el cambio de escala.
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6.5 Transformaciones Afines

Las transformaciones afines son también funciones del tipo R> — R’ que son la
composicién de una lineal con un traslado, asi son transformaciones afines Rog°Thx,
Ry—n°Thy 'y HieTnx cuya representacion matricial es la suma de las matrices
correspondientes a cada una. La composicion de dos transformaciones lineales es también
lineal, asi Rog°Ry—mr, Roe°Hr Y Ry-m°Hy son también transformaciones lineales cuya
representacion matricial es el producto de las matrices correspondientes; €stas compuestas
con una traslacion T son transformaciones afines con representacion matricial de la forma

a b e
A+Te’f:{c d]J{fJ

en la que la matriz A indica el factor de contraccion que reduce la figura, la reflexion que se

aplica y si la figura es rotada o no, y la matriz 7. rindica el vector que define la traslacion de
la figura.

ACTIVIDAD 5
1. Encuentra matricialmente las coordenadas de la imagen, segun la matriz de la
transformacion lineal correspondiente, del poligono dado por la matriz A. Luego
grafica el poligono y su imagen por la transformacién afin (usando el comando DIS)
determinada por el vector v.
V31 L,
O Rome=| 2 2| m, =5 v=(2,3]
y=x 1 o) 0,150° 1 \/g ’ JA 0 l ) ’
2 2 5
-3 2
a Tridngulo A=| 3 2
I 1
3
2
_| 0 1
b Paralelogramo A = 1
1 —=
2 2

82



TRANSFORMACIONES LINEALES, AFINES Y FRACTALES

En Derive, para componer dos transformaciones definidas por los comandos estudiados
DIS, REF, ROT y STR, se debe insertar la primera como objeto (en el lugar del
argumento) de la segunda.

2. Graficar la figura dada, su imagen bajo la transformacion lineal correspondiente y la
imagen bajo la transformacidn afin definida segin el vector v dado.

a. Cuadrado unidad. Reflexién con o = 30°. v=[1/3,1]
b. Tridngulo con vértices en (-2, -1), (2, -2), (1, 1). Homotecia de razén 2.
v=[1/2,1/2].
Cuadrado de lado 3/2 y vértice inferior izquierdo en (-1, 5/2). Rotacién segtin o0 =38°.

83



TRANSFORMACIONES LINEALES, AFINES Y FRACTALES

7 LA CONSTRUCCION DE FRACTALES LINEALES A PARTIR DE LAS
TRANSFORMACIONES

Las transformaciones lineales estudiadas junto con sus matrices asociadas, permiten definir
el concepto de transformacion afin en el plano como la composicion de una de tales
transformaciones con un traslado. La composiciéon de transformaciones en el plano, que
puede representarse también como el producto de sus matrices asociadas, es la base sobre la
cual se fundamenta el método de construcciéon de fractales llamado Sistema Iterado de
Funciones SIF (Iterated Function System) creado por J. Hutchinson en 1981, y una década
mds tarde formalizado matematicamente por Michael Bransley'. Este método originé un
gran adelanto en la ciencia, por un lado la geometria fractal permitia generar imdgenes casi
reales y por otro las imdgenes podian ser codificadas matemdticamente. Un SIF consiste de
una coleccion finita de transformaciones contractivas aplicadas a una figura cualquiera,
uniendo las imagenes de la figura por cada transformacion se obtiene una nueva a la cual se
aplica nuevamente cada una de las transformaciones del SIF, las imdgenes nuevamente se
vuelven a unir y se repite infinitamente este proceso para obtener una figura con estructura
fractal.

Se definirdn los SIF que determinan los fractales clasicos del Tridngulo de Sierpinski, la
Carpeta de Sierpinski, el Conjunto de Cantor, el Tridngulo de Cantor, el Cuadrado de
Cantor, la Caja Fractal y el Conjunto de Besicovitch, como aplicacion de las
transformaciones estudiadas antes y haciendo uso de los comandos que permiten aplicarlas
a todos los puntos de la figura. Inicialmente se propondré escribir los SIF de cada uno de
los fractales mencionados con los comandos estudiados para las transformaciones y luego
se mostrara un algoritmo que hace uso de la funcién ITERATES predefinida en Derive para
generar un fractal por un método llamado el juego del caos?, con la definicién algebraica de
las transformaciones. Finalmente se pedird que se aplique el mismo SIF de los fractales
mencionados a un iniciador diferente para mostrar que el atractor de un SIF es tnico.

7.1.1 Prerrequisitos

= Conocimiento del efecto grafico de la aplicacion de la matriz de una transformacion
sobre la de un objeto geométrico

= Conocimiento y manejo de la sintaxis de las funciones predeterminadas en Derive
para las transformaciones geométricas.

* Conocimiento del método de los Sistemas Iterados de Funciones para la
construccion de fractales lineales

! Esta formalizacién se presenta en el libro Fractals Everywhere escrito por el mismo autor.

% Sobre el método del juego del caos no se mencioné algo en el marco tedrico, aunque éste si se usa en las
actividades, dado que el énfasis que se da para ésta seccidn no es estudiarlo sino mostrar otra manera en que
se pueden construir fractales lineales en Derive usando las transformaciones geométricas estudiadas.

El algoritmo que se usa para el juego del caos se encuentra descrito detalladamente en [33]
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7.1.2 Tiempo Requerido

Pueden emplearse dos sesiones de clase de dos horas para realizar cada actividad, en total
corresponden a doce sesiones. Si se prefiere, pueden escogerse dos o tres actividades para
ser desarrolladas en su totalidad, pues todas tienen el mismo formato sélo cambian las
cuestiones propias de los SIF para cada fractal, sin embargo se debe tener muy en cuenta
que si se escoge aplicar la actividad 4 debe ir acompaiiada de la actividad 3, pues ésta
orienta la primera para que se desarrollen con éxito los ejercicios propuestos.

7.1.3 Objetivos:

= Reconocer un SIF como la composicion de las transformaciones lineales y afines
estudiadas aplicadas a una figura inicial dada, como un proceso de construccién de
fractales lineales.

= Codificar un SIF, con los comandos estudiados, para que dado éste y el iniciador se
ingrese al software y se visualice su efecto gréfico.

= Reconocer que un SIF tiene un Gnico atractor, aplicdndolo a distintos iniciadores.

= Estudiar un SIF desde su representacion algebraica mediante la funcion ITERATES
predefinida en Derive, observando su comportamiento respecto de los pardmetros
usados.

7.1.4 Introduccion

La composicion de las transformaciones lineales estudiadas, reflexién, rotacién y
homotecia (cuando tiene centro en el origen de coordenadas), con un traslado definen lo
que es una transformacién afin en el plano, y a su vez cuando éstas son contractivas’, esto
es que reducen la distancia entre cualquier par de puntos, permiten definir un método para
la construccion de fractales llamado Sistema Iterado de Funciones (lterated Function
System), que fue formalizado por Michael Bransley en 1991. Este consiste de un conjunto
finito de transformaciones afines contractivas {T;, T,, Ts,..., Ty} aplicado a un conjunto A
cualquiera del plano, que recibe el nombre de iniciador. A la unién
T(A)=T(A)UT2(A)UT3(A)u...UTy(A) de las imagenes que resultan de aplicar una vez
cada transformacion del SIF al iniciador A se le llama iteracion 1, luego la iteracion 2 sera
TX(A)=T*(A)UT(A)UTA(A)U.. .UT?(A), y en la n-ésima iteracién se tiene que
T A)=T"(A)UT"(A)UT(A)u...UT"(A).

Como las transformaciones que definen el SIF son afines contractivas, tienen
representacion matricial de la forma

(x} (a bJ (x} (e] (ax+by+e]
T =A-X+7,, = : + =
y c d)\y f cx+dy+ f

3 Una transformacién afin fes contractiva si d(f(x), y)) < d(x, y)
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en la que la matriz A indica el factor de contraccidon que reduce la figura, la reflexion que se
aplica y si la figura es rotada o no, y la matriz 7. rindica el vector que define la traslacion de
la figura. Entonces la imagen de un punto (x, y) es el punto (x, y;) donde

xj=ax+by+e y yi=cx+dy+f
esto es una funcién del tipo fi (x,y) = (ax + by + e, cx + dy + f).

Asi, es posible expresar mediante seis nimeros una transformacién afin, siendo X=(x, y) un
punto de la figura, entonces

a=r-cos(), b=-ssen(P)
c=rsen(a), b=s-cos(P)
e indica la traslacion en x, findica la traslacién en y

donde o es el angulo de rotacion en x, B es el dngulo de rotacién en y, r es el factor de
homotecia en x y s es el factor de homotecia en y. Estos seis nimeros se organizan en una
tabla donde la i-ésima fila corresponde a la transformacién T;, asi

al|b|cld|e|f

T
T,

Ti
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7.2 Actividad 1: Triangulo de Sierpinski

ACTIVIDAD: TRIANGULO DE SIERPINSKI

El tridngulo de Sierpinski es uno de los fractales cldsicos creado en 1916 por Waclao Sierpinski
(1882-1969). Es un fractal que se genera por una sucesion infinita de extracciones de drea a un
tridngulo equilatero como iniciador. Son cuatro las transformaciones lineales que se usan para
en la construccion del tridngulo de Sierpinski

1
H,,»: Homotecia de factor E y centro en (0,0)
1
Tipno: Traslado de E en x

1
Tip: Traslado de Z en x
3
To,34: Traslado de T eny

Estas se componen determinando las tres transformaciones afines contractivas que definen el
SIF para el tridngulo de Sierpinski as{

Ti: Hip
Ta: TipooHip
Ts: To, 34°Ta0oH1n

1. Tomando como iniciador el tridngulo equildtero definido por la instruccién
TRIANGLE ([0,0;1/2,V3/2;1,01) usalos comandos STR y DIS para construir la primera
iteracion del triangulo de Sierpinski.

2. Construir la segunda iteracién del tridngulo de Sierpinski.
a. (Los pardmetros usados en la definicién de las transformaciones afines del SIF se
pueden mantener?
(Como se modifican los pardmetros? ;por qué?
c. (Como se construye la iteracién 3?7 ;qué pasa con los pardmetros?
d. ¢Es sencillo continuar la construccién usa los comandos STR y DIS?

3. Si se toma como iniciador el tridngulo isdsceles definido por la instruccién

UNIT_TRIANGLE2.

a. (;Cudles son las transformaciones lineales que se usan para en la construccién del
Tridngulo de Sierpinski?

b. (Cudles son las tres transformaciones afines contractivas que definen el SIF para el
tridngulo de Sierpinski?

c. Construir la primera iteracion.

d. Construir la segunda iteracion. ;los pardmetros se mantienen?
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4. Tomar como iniciador un cuadrado de lado 1 y vértice inferior izquierdo en (0,0) y aplicar el
SIF del tridngulo de Sierpinski construyendo 5 iteraciones.

1
5. Dado el SIF para el tridngulo de Sierpinski, con a=0=f, r =§= s y la tabla siguiente,

donde la i-ésima fila corresponde a la transformacién T;, obtener la representacién matricial
y las ecuaciones en la forma f, = (x, y), de cada una de las tres transformaciones del SIF

al|blc|d]|e]| f
T, 2104002 10] 0
T, L1000 L L]0
T; 0 L |00 L |1 | 43

2 2| 4| g

6. El método de construccion de fractales SIF, sugiere que tras aplicar las transformaciones
afines al iniciador deben unirse las imdgenes que resultan para obtener el generador, y al
aplicar nuevamente las transformaciones a dicha unién deben unirse nuevamente las
imagenes y asi sucesivamente iterando el algoritmo fractal. Para simular dicho proceso en
Derive sigue los siguientes pasos en la ventana algebraica:

= Ingresar como iniciador AABC isorectangulo, tal que A(0,1), B(0,0) y C(1,0). Esto es
TRIANGLE[0,1;0,0;1,0]

= Ingresar el generador T(A)=T(A)UT,(A)UT3(A) como u:=[T;(A),To(A), T3(A)], es
decir

u:=[TRIANGLE([O0,1;0,1/2;1/2,1/2]), TRIANGLE([0,1/2;0,0;1/2,01),
TRIANGLE ([1/2,0;1/2,1/2;1,01) ]

= Ingresar el comando ITERATES( [Ty, Ty, Ts], u, u, 3), esto es

ITERATES ([STR(u, [a,d]),DIS(STR(u, [a,d]), [e,0]),DIS(STR(u, [a,d]), [e, T
1)1,u,u,3)

= Habiendo seleccionado el comando ITERATES ingresado, hacer clic en EI Simplify
para obtener las cuatro primeras iteraciones del Tridngulo de Sierpinski

= Selecciona cada iteracion y graficala.

7. Tomar como iniciador un cuadrado de lado 1 y vértice inferior izquierdo en (0,0) y aplicar el
SIF del tridngulo de Sierpinski construyendo 4 iteraciones.
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8. Otra manera de generar figuras fractales es un método conocido como el juego del caos, que
consiste en aplicar al azar una sucesion de transformaciones sobre un solo punto. Este
método se puede simular en Derive considerando un SIF y asignando a cada transformacion
que lo compone una probabilidad entre 0 y 1, igual a cada una ya que los fractales son
autosemejantes.

= Ingresa las siguientes expresiones en Derive:
#1:p:=RANDOM (50) +1

#2:ITERATES (IF (p<17, [1/2-%x,1/2-y], IF (p<33.5, [1/2-x+25,1/2-y], [1/2-x
+12.5,1/2-y+12.51)), [x,vy], [25,12.5],2500)

= Aproxima la expresion #2 para obtener 2500 puntos del fractal.
= Representa graficamente dichos puntos para obtener el Tridngulo de Sierpinski.

= Cambia los pardmetros en la instruccion #2 y observa el grafico que se genera.
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7.3 Actividad 2: Carpeta de Sierpinski

oo

T;:
T,:
Ts:
Ty
Ts:
Te:
T;:
Ts:

ACTIVIDAD: CARPETA DE SIERPINSKI

La Carpeta de Sierpinski es uno de los fractales cldsicos, también creado por Waclao Sierpinski
(1882-1969). Es un fractal que se genera por una sucesion infinita de extracciones de drea a un
cuadrado como iniciador. Son cinco las transformaciones lineales que se usan para en la
construccion del tridngulo de Sierpinski

1
H,;;: Homotecia de factor g y centro en (0,0)
1
Ty;30: Traslado de — en x
2
Tys0: Traslado de — en x
1
To.13: Traslado de 5 eny

2
Toos: Traslado de 5 eny

Estas se componen determinando las ocho transformaciones afines contractivas que definen el
SIF para la carpeta de Sierpinski asi

His

TinocH 3
Ton0°His
Toun°H 3
To2°H 3
T0,13°T2/3.0°H 113
To.2i3°T13,0°H 13
T0.2/3°T23.0°H 113

1. Tomando como iniciador el cuadrado unidad definido por la instruccién UNIT_SQUARE2
usa los comandos STR y DIS para construir la primera iteracion de la carpeta de Sierpinski.

2. Construir la segunda iteracion de la carpeta de Sierpinski.
a. (Los parametros usados en la definicién de las transformaciones afines del SIF se
pueden mantener?
( Cémo se modifican los pardmetros? ;por qué?
(Coémo se construye la iteracién 3? ;qué pasa con los pardmetros?
d. ¢Es sencillo continuar la construccion usa los comandos STR y DIS?
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3. Si se toma como iniciador el cuadrado de lado 2 definido por la instruccién

SQUARE (2, [0,01).

a. ¢;Cudles son las transformaciones lineales que se usan para en la construccién de la
Carpeta de Sierpinski?

b. (Cudles son las tres transformaciones afines contractivas que definen el SIF para la
Carpeta de Sierpinski?

c. Construir la primera iteracion.

d. Construir la segunda iteracion. ;los parametros se mantienen?

1
4. Dado el SIF para la Carpeta de Sierpinski, con a=0=p, r = 5 =s y la tabla siguiente,

donde la i-ésima fila corresponde a la transformacién T;, obtener la representacion matricial
y las ecuaciones en la forma f, = (x, y), de cada una de las ocho transformaciones del SIF

al|b|c|d| el f
TI%OO%OO
T,| L 0[0] L] L1]O
3 3|3
T; | L]0]0] 1|20
3 3|3
T, L [0]0| L]0 1L
3 3 3
Ts| L ]0]0]1L]0|2
3 3 3
Te| L |O|O] L | 2] L
3 33 |3
T, 1L ]0|0|L1 | 1|2
3 3|3 |3
HEEBEE

R

5. El método de construccién de fractales SIF, sugiere que tras aplicar las transformaciones
afines al iniciador deben unirse las imagenes que resultan para obtener el generador, y al
aplicar nuevamente las transformaciones a dicha unién deben unirse nuevamente las
imdgenes y asi sucesivamente iterando el algoritmo fractal. Para simular dicho proceso en
Derive sigue los siguientes pasos en la ventana algebraica:

= Ingresar como iniciador el cuadrado unidad. Esto es UNIT_SQUARE?2

= Ingresar el generador T(A)=T(A)UT,(A)UT3(A)UT4A)UTs(A)UTs(A)UT7(A)JT(A)
como u:=[T;(A),T>(A), T3(A), T4(A), T5(A), T¢(A), T7(A), Tg(A)], es decir

u:=[SQUARE (1/3,[0,0]), SQUARE(1/3,[1/3,0]),
SQUARE (1/3,[2/3,0]), SQUARE(1/3,[0,1/3]),
SQUARE (1/3, [0,2/3]), SQUARE(1/3,[1/3,2/31),
SQUARE (1/3, [2/3,1/3]), SQUARE(1/3,[2/3,2/3])]
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= Ingresar el comando ITERATES( [Ty, Ty, T3, T4, Ts, Ts, T7, Tsl, u, u, 3), esto es

ITERATES ([STR(u, [a,d]), DIS(STR(u, [a,d]), [1/3,01),
DIS(STR(u, [a,d]), [2/3,01), DIS(STR(u, [a,d]), [0,1/31),
0,2/31),DIS(STR(u, [a,d]), [1/3,2/31),

]
DIS(STR(u, [a,d]), [
DIS(STR(u, [a,d]), [2/3,1/31),
DIS(STR(u, [a,d]), [2/3,2/3]1)],u,u,3)

= Habiendo seleccionado el comando ITERATES ingresado, hacer clic en EI Simplify
para obtener las cuatro primeras iteraciones de la Carpeta de Sierpinski

= Selecciona cada iteracion y graficala.

6. Tomar como iniciador un cuadrado de lado 2 y vértice inferior izquierdo en (0,0) y aplicar el
SIF del tridngulo de Sierpinski construyendo 4 iteraciones.

7. Otra manera de generar figuras fractales es un método conocido como el juego del caos, que
consiste en aplicar al azar una sucesién de transformaciones sobre un solo punto. Este
método' se puede simular en Derive considerando un SIF y asignando a cada
transformacién que lo compone una probabilidad entre O y 1, igual a cada una ya que los
fractales son autosemejantes.

= Ingresa las siguientes expresiones en Derive:
#1:p:=RANDOM (50) +1

#2:ITERATES (IF (p<6.25,[1/3-%x,1/3-y], IF (p<12.5,[1/3-x+50/3,1/3
-y1, IF (p<18.75, [1/3-x+100/3,1/3-y], IF (p<25, [1/3-x,1/3-y+50/3]
, IF (p<31.25,[1/3-x,1/3-y+100/3], IF (p<37.5, [1/3-x+50/3,1/3-y+1
00/3],IF (p<43.75,[1/3-x+100/3,1/3-y+50/31, [1/3-x+100/3,1/3-y+
100/31))))))), [x,y]1,125,12.5],2500)

= Aproxima la expresion #2 para obtener 2500 puntos del fractal.
= Representa graficamente dichos puntos para obtener la Carpeta de Sierpinski.

= Cambia los parametros en la instruccién #2 y observa el grafico que se genera.
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7.4 Actividad 3: Conjunto de Cantor

ACTIVIDAD: CONJUNTO DE CANTOR

En la construccion del Conjunto de Cantor se toma como iniciador AB [0,1;1,1] de
longitud 1, tal que A(0,1) y B(1,1), y las dos transformaciones lineales siguientes

1 2
H,;3: Homotecia de factor 5 y centroen (0,1) y Tys0: Traslado de — en x

Estas se componen determinando las dos transformaciones afines contractivas que definen el
SIF para el Conjunto de Cantor asi T;: Hy;3 y Ta: Tan0oH i

1. Usalos comandos STR y DIS para construir la primera iteracién del Conjunto de Cantor.

2. Construye la segunda iteracién del Conjunto de Cantor.
a. (Los parametros usados en la definicién de las transformaciones afines del SIF son los
mismos?
(Como se modifican los parametros? ;por qué?
c. (Como se construye la tercera iteracion? ;qué pasa con los pardmetros?
d. (Es sencillo continuar la construccién usando los comandos STR y DIS?

3. Si se toma como iniciador el segmento de longitud 2 y extremo izquierdo en (0,1).
a. ¢Son las mismas transformaciones del SIF que se usan para la construccién del conjunto
de cantor?
Construye la primera iteracion.
c. Construye la segunda iteracion. ;los pardmetros se mantienen?

4. Las representaciones matriciales de las dos transformaciones del SIF del conjunto de cantor

son:
X L 0) (x X L 0) (x 2
y) \0 3)\y y) \0 y) \0
a. Obtener las ecuaciones de T, y T, para determinar los seis pardmetros a, b, ¢, d, e y fy
llenar la tabla siguiente

|—
W=

T,
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5. El método de construccién de fractales SIF, sugiere que tras aplicar las transformaciones
afines al iniciador deben unirse las imagenes que resultan para obtener el generador, y al
aplicar nuevamente las transformaciones a dicha unién deben unirse nuevamente las
imdgenes y asi sucesivamente iterando el algoritmo fractal. Para simular dicho proceso en
Derive sigue los siguientes pasos en la ventana algebraica:

Ingresar como iniciador AB de longitud 1, tal que A(0,1) y B(1,1). Esto es
[0,1;1,1]

Ingresar el generador T(A)=T(A)UT,(A) como u:= [T{(A), To(A)], es decir
u:=[[0,1;1/3,11,12/3,1;1,111

Ingresar el comando ITERATES( [T, Tz], u, u, 3), esto es

ITERATES ([STR(u, [a,1]),DIS(STR(u, [a, 11),[e, 01)1,u,u,3)

Habiendo seleccionado el comando ITERATES ingresado, hacer clic en EI Simplify
para obtener las cuatro primeras iteraciones del conjunto de cantor
Selecciona cada iteracién y graficala.

6. Otra manera de generar figuras fractales es un método conocido como el juego del caos, que
consiste en aplicar al azar una sucesion de transformaciones sobre un solo punto. Este
método se puede simular en Derive considerando un SIF y asignando a cada transformacion
que lo compone una probabilidad entre 0 y 1, igual a cada una ya que los fractales son
autosemejantes.

Ingresa las siguientes expresiones en Derive:

#1: p : = RANDOM(10) + 1

#2: ITERATES(IF(p < 5, [1/3-x, 1-y], [1/3-x + 20/3, 1-y]), [X, y], [5, 2.5], 200)
Aproxima la expresion #2 para obtener 200 puntos del fractal.

Representa graficamente dichos puntos para obtener el Conjunto de Cantor.
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7.5 Actividad 4: Nuevos Fractales de Cantor

ACTIVIDAD: NUEVOS FRACTALES DE CANTOR

Existen dos fractales llamado Tridngulo y Cuadrado de Cantor que se construyen partiendo,
respectivamente, de un tridngulo equildtero y un cuadrado como iniciador, realizando sobre cada
lado del iniciador la construccién bésica del Conjunto de Cantor.

Tridngulo de Cantor

Construye el Tridngulo de Cantor, tomando como iniciador el tridngulo unidad, usando el
comando ITERATES con el siguiente SIF definido por las siguientes transformaciones afines

(e 20 =0 HOHG) =L MG

Obteniendo las ecuaciones de T, T, y T; determina los seis pardmetros a, b, ¢, d, e y 'y llena la
tabla correspondiente

)

W |—

)

T,
T,
T;

cuadrado de Cantor

Construye el Cuadrado de Cantor, tomando como iniciador el cuadrado unidad, usando el
comando ITERATES con el siguiente SIF definido por las siguientes transformaciones afines

0o S0k SO SO A SOM

Obteniendo las ecuaciones de T, T,, T; y T4 determina los seis parametros a, b, ¢, d, e y [y
llena la tabla correspondiente

(=]

|—
W W

T,
T,
Ts
T,

Fractales oe Cantor
Intenta crear otros fractales con el mismo principio que para el cuadrado y el tridngulo de
cantor, como el pentdgono o hexdgono de cantor, por ejemplo.

a. Determina primero el iniciador, usando bien sea el comando UNIT_POLY2 0 RPOLY.

b. Determina las transformaciones lineales que se usarian, especificando sus
pardmetros.
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7.6 Actividad 5: Caja Fractal

ACTIVIDAD: CAJA FRACTAL

La caja fractal es uno de los fractales cldsicos creado por Thomas Viscek (1882-1969). Es un
fractal que se genera por una sucesion infinita de extracciones de drea a un cuadrado como
iniciador, caracterizada sorprendentemente por poseer drea nula y perimetro infinito. Son tres las
transformaciones lineales que se usan para en la construccion de la caja fractal

1
H,;3: Homotecia de factor 5 y centro en (0,0)
1
Tis0: Traslado de 5 en x

1
To.3: Traslado de 5 eny

Estas se componen determinando las cinco transformaciones afines contractivas que definen el
SIF para la caja fractal asi

Ty: Hip

To: T10°H1s

Ts: ‘520,1/3°H 173

T4 Toan°Tin0°H 13
Ts: ’520,1/3"’521/3,0"[‘1 113

1. Tomando como iniciador el cuadrado unidad, usa los comandos STR y DIS para construir
la primera iteracion de la caja fractal.

2. Construir la segunda iteracion de la caja fractal.
a. ¢(Los pardmetros usados en la definiciéon de las transformaciones afines del SIF se
pueden mantener?
b. (Cdmo se modifican los parametros? ;por qué?
c. (Como se construye la iteracidon 3? ;qué pasa con los pardimetros?
d. (Es sencillo continuar la construccién usa los comandos STR y DIS?

3. Si se toma como iniciador el cuadrado de lado 2 y vértice inferior izquierdo en (0,0).
a. ¢Cudles son las transformaciones lineales que se usan para en la construccién de la
caja fractal?
b. (Cuales son las tres transformaciones afines contractivas que definen el SIF para la
caja fractal?
c. Construir la primera iteracion.
d. Construir la segunda iteracion. ;los pardmetros se mantienen?
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4. Tomar como iniciador un cuadrado de lado 1y vértice inferior izquierdo en (0,0) y aplicar el
SIF de la Caja Fractal construyendo 5 iteraciones.

1
5. Dado el SIF para la Caja Fractal, con o=0=p, r = 5 = s y la tabla siguiente, donde la -

ésima fila corresponde a la transformacién T;, obtener la representacion matricial y las
ecuaciones en la forma f;, = (x, y), de cada una de las tres transformaciones del SIF

al|blc|d| e ]| f
TI%OO% 010
T, L (0|01 ]2]0

3 313
T; L (0]0] L]0 2

3 3 3
T, L (0]0] L] L] L

3 3133
Ts|L]ofo[21]2]2

3 3053

6. El método de construccién de fractales SIF, sugiere que tras aplicar las transformaciones
afines al iniciador deben unirse las imagenes que resultan para obtener el generador, y al
aplicar nuevamente las transformaciones a dicha unién deben unirse nuevamente las
imdgenes y asi sucesivamente iterando el algoritmo fractal. Para simular dicho proceso en
Derive sigue los siguientes pasos en la ventana algebraica:

= Ingresar como iniciador el cuadrado unidad. Esto es UNIT_SQUARE?2

= Ingresar el generador T(A)=T(A)UTr,(A)UT3(A)UT4(A)UT5(A) como
w:=[Ti(A), T2(A), T3(A), Ta(A), Ts(A)], es decir

u:=[SQUARE (1/3,[0,0]), SQUARE(1/3,1[2/3,01),
SQUARE (1/3,[1/3,1/31), SQUARE(1/3,[0,2/31),
SQUARE (1/3,[2/3,2/3])]
= Ingresar el comando ITERATES( [T, Ty, T3, Ty, Ts], u, u, 3), esto es

ITERATES ([STR(u, [a,d]),DIS(STR(u, [a,d]), [2/3,0]),DIS(STR(u, [a
,dl),10,2/3]1),DIS(STR(u, [a,d]), [1/3,1/3]),DIS(STR(u, [a,d]), [2
/3/2/3])]ruru13)

= Habiendo seleccionado el comando ITERATES ingresado, hacer clic en EI Simnplify
para obtener las cuatro primeras iteraciones del Tridngulo de Sierpinski

= Selecciona cada iteracion y graficala.
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7. Otra manera de generar figuras fractales es un método conocido como el juego del caos, que
consiste en aplicar al azar una sucesion de transformaciones sobre un solo punto. Este
método se puede simular en Derive considerando un SIF y asignando a cada transformacion
que lo compone una probabilidad entre 0 y 1, igual a cada una ya que los fractales son
autosemejantes.

= Ingresa las siguientes expresiones en Derive:
#1:p:=RANDOM (50) +1

#2:ITERATES (IF (p<10, [1/3-%x,1/3-y], IF (p<20, [1/3-x+100/3,1/3-y]
, IF (p<30,[1/3-x+50/3,1/3-y+50/37,
IF (p<40, [1/3-x,1/3-y+100/31, [1/3-x+100/3,1/3-y+100/31)))), [x,
vl,[25,12.5],2500)

= Aproxima la expresion #2 para obtener 2500 puntos del fractal.
= Representa graficamente dichos puntos para obtener la Caja Fractal.

= Cambia los pardmetros en la instruccion #2 y observa el grafico que se genera.
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7.7 Actividad 6: Conjunto de Besicovitch

ACTIVIDAD: CONJUNTO DE BESICOVITCH

El conjunto de Besicovitch es un fractal que se genera por una sucesion infinita de extracciones
de area a un cuadrado como iniciador. Son cinco las transformaciones lineales que se usan para
en la construccién del conjunto de Besicovitch

H,,s: Homotecia de factor % y centro en (0,0)
Tip: Traslado de en x
To.4: Trasladode — eny
Taup: Traslado de — en x
To.12: Trasladode — eny
Tino: Traslado de — en x

Tosu: Trasladode — eny

N T N e S B e N O N B N

Estas se componen determinando las cuatro transformaciones afines contractivas que definen el
SIF para el conjunto de Besicovitch as{

Ty TiocHus
To: TooH s
T3: To,12°T340°H 114
T4 Tozu°Tin0°H 14

1. Tomando como iniciador el cuadrado unidad usa los comandos STR y DIS para construir la
primera iteracién del conjunto de Besicovitch.

2. Construir la segunda iteracién del conjunto de Besicovitch.
a. (Los parametros usados en la definicion de las transformaciones afines del SIF se
pueden mantener?
( Cémo se modifican los pardmetros? ;por qué?
(Coémo se construye la iteracién 3? ;qué pasa con los pardmetros?
d. (Es sencillo continuar la construccién usa los comandos STR y DIS?

oo
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3. Si se toma como iniciador el cuadrado de lado 2 y vértice inferior izquierdo en (0,0).
a. (;Cudles son las transformaciones lineales que se usan para en la construccién del
conjunto de Besicovitch?
b. (Cuadles son las tres transformaciones afines contractivas que definen el SIF para el
conjunto de Besicovitch?
c. Construir la primera iteracion.
d. Construir la segunda iteracion. ;los pardmetros se mantienen?

4. Tomar como iniciador un cuadrado de lado 1 y vértice inferior izquierdo en (0,0) y aplicar el
SIF del Conjunto de Besicovitch construyendo 5 iteraciones.

1
5. Dado el SIF para el Conjunto de Besicovitch, con a=0=0, r :Z = y la tabla siguiente,

donde la i-ésima fila corresponde a la transformacién T;, obtener la representacién matricial
y las ecuaciones en la forma f, = (x, y), de cada una de las tres transformaciones del SIF

a|blc|d|e|f

T, | L 0|0 L |L1L]O
4 4 | 4

T, L 0|01 ]|0]|1

4 4 4

T; | L (0|0 L |3 |1

Sl s 4 |4 |2

T4 L OO} L | L] 3

4 4 12 |4

6. EIl método de construccién de fractales SIF, sugiere que tras aplicar las transformaciones
afines al iniciador deben unirse las imdgenes que resultan para obtener el generador, y al
aplicar nuevamente las transformaciones a dicha unién deben unirse nuevamente las
imagenes y asi sucesivamente iterando el algoritmo fractal. Para simular dicho proceso en
Derive sigue los siguientes pasos en la ventana algebraica:

= Ingresar como iniciador el cuadrado unidad. Esto es UNIT_SQUARE?2

= Ingresar el generador T(A)=T;(A)UT,(A)UT3(A)UT4(A) como u:=[T;(A),T2(A), T5(A),
T4(A)], es decir

u:=[SQUARE (1/4,[1/4,0]), SQUARE(1/4,[0,1/4]),
SQUARE (1/4, [3/4,1/2]), SQUARE(1/4,[1/2,3/4])]

= Ingresar el comando ITERATES( [Ty, Ty, T3, T4l, u, u, 3), esto es

ITERATES ([DIS (STR(u, [a,d]), [1/4,0]),DIS(STR(u, [a,d]), [0,1/4])
+DIS(STR(u, [a,d]), [3/4,1/2]),DIS(STR(u, [a,d]), [1/2,3/4])],u,u
r3)
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* Habiendo seleccionado el comando ITERATES ingresado, hacer clic en EI Simplify
para obtener las cuatro primeras iteraciones del Conjunto de Besicovitch

= Selecciona cada iteracion y graficala.

7. Otra manera de generar figuras fractales es un método conocido como el juego del caos, que
consiste en aplicar al azar una sucesidon de transformaciones sobre un solo punto. Este
método se puede simular en Derive considerando un SIF y asignando a cada transformacion
que lo compone una probabilidad entre 0 y 1, igual a cada una ya que los fractales son
autosemejantes.

= Ingresa las siguientes expresiones en Derive:
#1:p:=RANDOM (50) +1

42 : ITERATES (IF (p<12.5, [1/4-x+12.5,1/4-y], IF (p<25, [1/4-x,1/3-y
+12.5], IF (p<37.5, [1/4-x+37.5,1/4-y+25], [1/4-x+25,1/4-y+37.5])
)), [x,y],[25,12.5],2500)

= Aproxima la expresion #2 para obtener 2500 puntos del fractal.
= Representa graficamente dichos puntos para obtener el Conjunto de Besicovitch.

= Cambia los pardmetros en la instruccion #2 y observa el grafico que se genera.
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8 CONCLUSIONES

Esta propuesta de actividades aporta de manera significativa al campo de la Educacion
Matemadtica, en tanto aporta nuevos contextos de enseflanza con el estudio de la
construccion de los Fractales Lineales por el método de los Sistemas Iterados de Funciones
y el uso del software de Matematicas de calculo simbdlico, privilegiando la representacién
matricial de las Transformaciones Lineales y Afines, y su estudio por medio del grifico
generado. Existen propuestas para el mismo propdsito, en las Matemadticas Escolares de la
ESO, con el software de Geometria Cabri en el que se privilegian los conceptos puramente
geométricos de las mismas como movimientos rigidos en el plano.

El uso de las nuevas tecnologias en propuestas de aula para Matematicas, proporciona
elementos valiosos y contextos nuevos para el aprendizaje de los estudiantes, exigiendo en
ellos una manera diferente de pensar los contenidos como también roles distintos para los
distintos agentes que intervienen en el proceso de enseflanza-aprendizaje de las
Matematicas.

El disefio de esta propuesta de actividades fue un trabajo valioso y enriquecedor, en tanto
involucré grandes tareas como el estudio de la parte formal sobre las transformaciones
lineales y afines, su aplicacion a los Sistemas Iterados de Funciones como un método para
la construccién de fractales lineales, la busqueda y seleccidon del software que debia ser
usado, el estudio y adecuaciéon de los conceptos y procedimientos involucrados, para
finalmente obtener como resultado esta serie de actividades enfocadas hacia el aprendizaje
de un concepto matematico guiado por un contexto actual en Geometria.

Cabe destacar que con el software se logré resaltar la visualizacién asociada al efecto en el
griafico de las operaciones entre las matrices asociadas a cada transformacidn, aspecto
fundamental, no solo porque contribuye de manera significativa al éxito de la propuesta,
sino porque ademds es asequible a quienes usen la misma. También, que el software de
célculo simbdlico Derive®, tiene un gran potencial pues permitié que se estudiara el
método de los Sistemas Iterados de Funciones bajo su forma original, que es la
consideracién de un nuevo objeto geométrico como resultado de la unién de las imédgenes
del objeto inicial por la aplicacion de las transformaciones afines y su composicion.

El estudio que se hizo del software Derive® fue exhaustivo, pues los requerimientos
particulares del método a usar eran muy exigentes, sin embargo, a pesar de las dificultades
pudo llevarse a buen termino el empleo del software, del cual debe recalcarse su
potencialidad para multiples tareas y la posibilidad abierta que deja para seguir explorando
sus herramientas.
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