Me quiere, no me quiere
La ecuacidn de una flor

Jost Luis MuNOZ CASADO

Durante varios afios he tenido la suerte de tra-
bajar con Antonio Pérez Sanz en el IES Salvador
Dali, un maestro al que siempre merece la pena
escuchar y del cual aprendi y aprendo mucho en
esto de enseflar matematicas.

Alla por el afio 2006 Antonio trabajé con sus
alumnos en una ecuacién muy particular
r=a+ bcos(&0). Ecuacién escrita en coordenadas
polares y que representa a una familia de curvas
lamadas Concoides de Rosetin.

Al hilo de la forma polar de un nimero com-
plejo que vemos en bachillerato esta curva se
presta mucho a la investigacion, a tocar y a des-
cubrir regularidades. Y no solo por nuestros
alumnos. Muchos de nosotros quizas nos pre-
guntemos: ;Como sera la pendiente de la recta
tangente en un punto de la curva? ;Qué curva
tendra la derivada ? ¢Sera otra flor? ¢Cual sera su
arear ¢Cual sera su longitud?

Como dice el poeta Jesus Lizano en su poesia
Las personas curvas:

A mi me gustan las personas curvas,
las ideas curvas,

los caminos curvos,

porque el mundo es curvo,

y la tierra es curva

y el movimiento es curvo.

[...]



Coordenadas polares en GeoGebra

Quizas no sea necesario pero nunca viene mal
recordar esos apuntes amarillentos de la facultad
donde estaban las coordenadas polares y como
trabajar con ellas.

En el plano existen diferentes sistemas de re-
ferencia para identificar un punto. Un sistema
de referencia esta formado por un punto que lla-
matremos origen y un sistema de coordenadas
que nos permite identificar ese punto con res-
pecto a nuestro origen.

El plano polar

Generalmente en el plano trabajamos con coot-
denadas cartesianas en un sistema de referencia
definido por {O: (7,7)} (figura 1). O es un punto
del plano y 7, ¥ dos vectores con ditecciones
distintas.

Dependiendo de la eleccién tendremos un
sistema u otro. De todos es conocido el sistema
1(0,0): 7 =(1,0), 7=(0,1)} llamado sistema orto-
normal.

Este sistema es especialmente ventajoso para
describir muchas curvas en el plano y nos sirve
para relacionar las curvas con dlgebra. Asi pues
de esta forma es muy facil expresar la ecuacién
de, por ejemplo, una circunferencia de centro el
otigen y radio 7 x*+ )2 =72

Pero no es la unica forma de poder represen-
tar un punto en el plano. Usando {O:{,0}}
donde | 7| es la distancia de un punto cualquiera
al origen y 0 el dngulo de inclinacion con respecto
a una semirrecta que parte del origen O, que lla-

Figura 1. Sistema de referencia

maremos eje polar medido en el sentido contrario
a las agujas del reloj (figura 2).

Conviene puntualizar algunos ajustes necesa-
rios para la correcta comprension de esta nueva
forma de identificar puntos en el plano.

— El origen no tiene coordenadas polares.

— Pueden aparecer coordenadas donde <0,
pot ejemplo para 0=31/4 el valor de r
es —\2/2. Por tanto, hay que sefialar que
los pates (1,0) y (—r,0+ ) representan el
mismo punto.

La relacién entre ambos sistemas es la si-
guiente:

x = rcos(0)
y=rsen(0)
y
tan = <
J
rZ — XZ +J2

GeoGebra permite trabajar con ambos siste-
mas de referencia.

Para introducir un punto en coordenadas po-
lares simplemente tendremos que escribir en la
barra de entrada con el formato (r;0) por ejem-
plo, (4;30°) (figuras 2 y 3).

(4;-30°)

Figura 2. Coordenadas polares

wh———f—

Figura 3. Coordenadas cartesianas



Con esta sencilla introduccién y con la ayuda
de un deslizador de tipo angulo podemos des-
cribir muchas curvas.

Guia de construccion

— Creamos un deslizador de tipo angulo. Va-
lor minimo 1°, valor miximo 360° e in-
cremento 1°.

— Escribimos en la barra de entrada: (1; o).

— Activamos el rastro del punto A.

— Animamos el deslizador.

o= 52°

Figura 4

Con esta técnica dibujamos la curva. Recor-
dando algunas curvas...

a=0°
@

Figura 5. Circunferencia r=2sen(w)
[Barra de entrada: (2 sen(a); o]

o=0°

[ S =S——

Figura 6. Limagon de Pascal r=a+bcos(a), para a=-2, b=-1
[Barra de entrada: (a+b cos(o); o))

o = 48°
@t
Figura 7. Concoide de Nicomedes r = a +b,a=1,b=2
cos(a)
[Barra de entrada: ( a +2;a) ]
cos(a)

Visor de coordenadas polares

Pero quizas queramos conservar la curva, pues
hasta ahora lo unico que hemos hecho ha sido
mover un punto y dejar su rastro. Veamos la téc-
nica. GeoGebra no cuenta con una herramienta
especifica para representar curvas en coordenadas
polares.

Usaremos el comando: Curva[<Expresién>, <Ex-
presidon>, <Parametro>, <Valor Inicial>, <Valor Final>]

Realmente lo que haremos serd escribir la
curva r=p(0) en su forma paramétrica:

ix = p(0)cos(6)
> =p(B)sen(0)

Guia de construccion

— Escribimos f(t)= 2 cos(t)en la barra de en-
trada (cualquier expresion en t es valida).
A continuacién ocultamos la funcién.

— Afiadimos una casilla de entrada con el bo-
ton a=[1. En objeto vinculado seleccionare-
mos la funcién que hemos creado antes. Y
en rétulo podemos poner p(t)= (figura 8).

— Escribimos en la barra de entrada: p=1y
g=1. Seran los extremos de nuestro inter-
valo.

— Afadimos dos casillas de entrada, una aso-
ciada al valor p y otra al valor q. En rétulo

Rotulo:  p(H)=
~

Objeto vinculado: = f(t) = 2cos(t) ¢

OK Cancelar

Figura 8



escribimos t_{min} para p y t_{méx} para q.
Por defecto, las casillas aparecen con un
tamafio de 20 caracteres, podemos cam-
biarlo en la pestafa estilo de las propieda-
des de la casilla de control.

— Afadimos un pequefio texto después de la
casilla de control con el texto T (figura 9).

— Ya estamos preparados para crear nuestro
visor de curvas polares.

— Escribimos en la barra de entrada:
Curvalf(t) cos(t), f(t) sen(t), t, p pi, q pi ].

Con estos sencillos pasos, ahora nos aparecera
la curva como tal. Es mds, podemos cambiar de
curva sin tener que volver a escribir todo, sim-
plemente poniendo nuestra expresion en la casilla
de entrada p(t)=.

Jugando otro poco podemos afiadir un punto
en nuestra curva escribiendo en la barra de en-
trada Punto[c]. Esta simple construccién nos pet-
mitird ver, experimentar y descubrir curvas en
coordenadas polares.

Mejorando la construccion para intentar fa-
cilitar al alumno su uso podemos llegar a conse-
guir la siguiente configuracion. En GeoGebraTube,
dentro de mi perfil, puedes encontrar el fichero
(tigura 10).

p(t)=2cos(t)

t...12.7 |70 tméx 1 T

Figura 9

Al /‘l/: D OO <) \ AsC 22 4

~ Vista Gréfica X

n[cr

~ Vista Grifica 2 X

el [ rcvar oo [ rare

Pardmetros
a=1

c=1

S

Entrada

Figura 10. Visor ampliado (disponible en GeoGebraTube)

1
velocidad @
=1

b
°

d=1
s 2

Actividades

— ¢Qué curva sale con la funcién p = £, con
kcR*?

— ¢Coémo influyen los valores de 7y
¢Qué sucede si 7 >2m>?

— ¢Qué ecuacién pondrias para centrar una
circunferencia de radio 1 en (1,0), (-1,0)
y en (0,-1)?

— ¢Qué sucedera si en la casilla de entrada

l.r
max

pongo una funcién lineal, por ejemplo, 72
¢Tiene nombre esa curva? Fijate en la am-
plitud entre las vueltas (quizas necesites
poner mas de una vuelta en 7__ ).

— Experimenta con las expresiones algebrai-
cas de funciones que ya conoces: a ‘#+g,
a1/t

— Representa las siguientes curvas:

p(t) = sen[é]
()= sen[i]

—| L
=]
p(2) = sen(#)+sen’ [%]

p(¢)=tsen(?)
p(2) =14 4cos(?)

De todas las curvas que podemos dibujar no-
sotros nos vamos a fijar en una.

La ecuacién p(a) =a+bcos(kx)

Una vez familiarizado con la representacion de
curvas dadas en su expresiéon polar, podemos
centrarnos en un clase particular de curvas. Con
las gufas de construccién anteriores tenemos
nuestro visor de polares que nos permitira in-
vestigar sobre esta ecuaciéon.

Escribamos en nuestra casilla de control p(t)=
la expresion a+b cos(kt) y ajustamos t_ =0yt . =2.

Ahora es cuando nos dedicamos a jugar con
los valores de los parametros. Para que el juego
sea divertido conviene llevar un orden, por ejem-
plo, fijemos los parametros b y k a uno y mova-
mos solamente el parimetro a. Y dentro de los



valores de a conviene observar los siguientes in-
tervalos: (—00,—1), [-1,0), [0,1) y [1,00). En cada
uno de ellos la funcién muestra una curva dife-
rente (figuras de la 11 ala 14).
Realizamos el mismo estudio con el parametro
b. Fijamos a=1y k=1 (figuras de la 15 a la 18).
Ahora el parametro variable es k y fijjamos

p(t) =3+ 1cos(1t)

a=1, b=1. La primera diferencia que observamos
es que aqui sf influye si £ es un nimero racional
o no. Exploremos primero con £ un nimero en-
tero (figuras 19 y 20). Figura 14. a €[1,0)

. p(t) =1—3 cos(1t) 3‘
p(t) = —2+1 cos (1) [

- Figura 15. b € (—00,-1)
Figura 11. a € (—00,-1)

p(t) = —05+1 clc')ss(l t) o) =12 0.4 cos(11) 15
0.5
e >
15 1 C.5 5 2 2[s 3
5 2 1.5!
Figura 12. a €[-1,0) Figura 16. b€[-1,0)
157
p(t) = 0.741 cos (1 t) p(t) =1+ 0.8cos(1t)

=15

Figura 13.a€[0,1) Figura 17. b€[0,1)



Con una simple observacién vemos que el
nimero de pétalos de nuestra flor lo determina
el parametro 4, siendo 4, by £ un valor entero
donde #€ [0, 27].

Si activamos en nuestro visor el punto P, el
rayo y el rastro podemos colorear nuestra flor
(figura 21).

La interpretacién de 2 y b cambia cuando con-
sideramos £> 1. Ademas la relacion entre ambos
parametros también influira en la curva. Consi-
deremos tres posibilidades: 0<a=b4, 0<a<by
0<b<a.

p(t) =143 cos(lgn)

Figura 18. b€ [1, c0)

p(t) =1+1 cos(—31t)

Figura 19. k=-3

p(t) =141 cos (21t)

2

Figura 20. k=2

p(t) =1+1 cos(3t)

Figura 21. Flor de tres pétalos con el rastro activado

a=b

£ (£ entero mayor que uno) marca el nimero de
pétalos de nuestra flor. Estudiemos cémo se
comportan ay ben el caso de £> 1. En principio
consideraremos que a y b son nimeros enteros.

Observamos que simplemente cambia el ta-
mafio de la flor (figuras 22, 23 y 24).

p(t) =2+ 2 cos (21)

Figura 22

p(t) =141 cos(3t)

Figura 23



p(t) =2 + 2cos(4t)

Figura 24
a<b

En general cuando <4 la curva presenta dos
conjuntos de pétalos, unos grandes y otros pe-
quefios. Observando la grafica vemos que los
pétalos pequeflos tienen longitud b—a y los pé-
talos grandes 4+ a. El nimero de pétalos coincide
con el valor de 4.

Con nuestro visor también podemos ver
como influye el valor de  en nuestra curva.

Y aun hay mas, porque vemos que cuando £
es par los pétalos pequefios estan entre los pétalos
grandes y cuando £ es impar los pétalos pequefios
estan dentro de los grandes (figuras 25 y 26).

p(t) =244 cos(41t)

Figura 25

p(t) =2+ 4 cos(5t)

Figura 26

a>b

Cuando exploramos este caso se observa que los
pétalos no pasan por el origen.

Un poco mas de observacién nos muestra
que la parte mas alejada de la funcién serd a+ b
y la mas cercana serd a—b .

Fijado el valor de a podemos mover el desli-
zador b. Descubrimos que el parimetro b con-
trola la abertura de los pétalos (figuras de la 27 a
la 30).

p(ty=4+ 1<cos(5t)

Figura 27

p(ty=4+ 1<cos (3 t)

Figura 28

p(ty=4+27cos(31t)

Figura 29



Hasta ahora el valor de 4 ha sido un entero
positivo, sQué sucedera si £ no es entero? ¢Y si
k se encuentra entre 0y 1?

Una simple exploracién nos muestra que entre
0 y 1 nuestra flor no se cierra (figura 31). Tome-
mos por ejemplo

o(1) = 2—|—2cos[%z‘]

Con £€Q necesitaremos dar mis de una
vuelta para cerrar nuestros pétalos ya que
p(0) #p(2m). El nimero de vueltas que necesita-
rfamos lo determina, claro esta, £ Supongamos
k=p/q con mcd(p,q) =1. Si representamos la
curva en un intervalo [0, 7]

p(0)=p(t,)=a+b= a+bcos[p—f1]:
q

= & =1 e
cos =1= pt, =2mq
9

Observamos entonces que nuestra flor tendra
p pétalos y necesitaremos el intervalo [0, 2¢T]
para representar la curva entera.
En nuestro ejemplo, cambiando t . =0y
min
t =10 nuestra flor tendra 11 pétalos (figura 32).
max

p(t) =4+ 3cos(3t)

Figura 30

p(t) =24 2 cos (2.21)

Figura 31

p(t) =2+ 2 cos(2.2¢t)

Figura 32

Anadlisis

Desde un punto de vista analitico también son
un buen ejemplo para practicar con ellas. Tome-
mos pot ejemplo la flor p(£)=2+4cos(3£) cuya
representacion en [0,27] se ve en la figura 33.

Crecimiento y decrecimiento

Cuando hemos analizado cémo afectan los pa-
rametros @'y b en la generacion de la curva men-
cionamos que el tamafio de los pétalos pequefios
era b—ay el de los grandes 4+ a cuando a<by
a—by b+ acuando a> b. Es facil comprobar ana-
liticamente esa afirmacion.

Puesto que 7=p(?) es la distancia de un punto
P de la curva al origen, podemos estudiar esa
funcién y ver como varia la distancia en funcién
del angulo.

Su derivada sera p’() =—12sen(37). Y por
tanto se anula en 7= A7/3, £= 0, 1, 2, 3, 4, 5.
Veamos qué aspecto tendra la funcién en esos
puntos (figura 33).

p"(¢)=—36cos(3¢)
p"(0)=—36 < 0 = méaximo

o’ %]:36>0:>m1’nimo
p”%ﬁ — 36 < 0= miximo
U 3?’“ = 36> 0 = minimo
p”%“ = —36< 0= maximo
o 5?’“ = 36> 0 = minimo




p(t) =2+ 4 cos (3 t)

Figura 33

También podemos intentar calcular la pen-
diente de la recta tangente en un punto. En una
funcion f(x) la pendiente viene dada por la ex-
presion f/(x) pero ¢qué sucede en p(#)? Uno
puede pensar que la pendiente de la recta tan-
gente sera p’ () pero un simple ejemplo, p(#) =1,
NOs muestra que nuestro razonamiento es erro-
neo ya que p(#) =1 representa una circunferencia
y no en todos los puntos la recta tangente tiene
pendiente nula, p/(#) = 0.

¢Coémo calcular la pendiente de la recta tan-
gente en un puntor

x = p(0)cos(0)
{y — p(8)sen(8)

dy  dp
b _db_ —p () +p(O)cos(B)
dx  dx

0 %COS(G) —p(0) sen(0)

Por tanto, la pendiente de la recta tangente es:
_ /() sen(6) +p(0)cos(6)
m==3
p'(0)cos(0)—p(0) sen(0)
Por ejemplo, en nuestra flor, la pendiente de
la recta tangente en /6 serd

L ({337 24)

107
y por tanto nuestra recta tangente

y—IZ#(\B'?ﬁ—Zﬂ(»«—\B).

Longitud de la curva

La longitud de un segmento cuyos extremos son
los puntos A(a,,a,), B(b,,b,) viene dada por el
Teorema de Pitagoras

W =)+ (b —3)

Aproximamos la longitud de nuestra flor me-
diante la longitud de un linea poligonal cuyos
puntos estan en la flor. La suma de las longitudes
de todos estos segmentos nos aproximara la lon-
gitud de la curva (figura 34).

Como todos esperdbamos podemos hacer tan
pequefia como queramos la longitud de cada uno
de estos segmentos. De hecho su cuadrado es, por
el teorema de Pitagoras x”*(0)+ 5'*(0), donde

x'(0) = p'(0)cosd —p send
5'(0)=p'(0) send + pcos
Llegados a este punto podemos activar la vista
Calculo Simbélico CAS en el mend Vistas y trabajar
con el calculo simbdlico que GeoGebra nos ofrece.

En la figura 35 podemos ver los pasos para
calcular lo escrito mas arriba, obteniendo:

x(0)+ 5" (0)=p"(0)+p"(0)

p(t) =3+ 3 cos(31t) 6

Figura 34

r®:=a + b cos (kt)

+ r(t):=bcos(kt)+a

X:= r(t) cos(t)

—~ X := cos(t) (b cos(kt)+a)

Y:=r(t) sen(t)

w

—~ Y :=sen(t) (b cos(kt)+a)
DerivadalX,t]

» —sen(t) (b cos(kt)+a)—bk cos(t) sen(kt)
DerivadalY,t]

- cos(t) (b cos(kt)+a)— bk sen(t) sen(kt)
$47 4 552

2 a® cos?(t) +a® sen?(t) +2ab cos(kt) cos®(t) +:

. (cos?(t) +sen?(t)) (a®+2ab cos(kt) +b? cos? (k
Sustituye[$7,cos(t)® + sen(t)® = 1]

~ b2k? sen?(kt) +b? cos’(kt)+a*+2ab cos(kt)

o

Figura 35



Sumando todos estos infinitos trocitos tene-
mos nuestra longitud:

b
L= f p*(0)4p"*(0)d0 con 2 <O < b

Asi la longitud de nuestra flor p(0) =a+
+ beos(k0), 0, <0=0,, viene dada por la expre-
sion:

eZ
L= f Jﬂz + 2abcos(K0) + b* & sen’ (£0) + b cos” (£0)d0
el

Por ejemplo, p(#) =3+ 3 cos(37), entre O y
27 (figura 36). Aqui podemos acudir al rescate
de la vista Calculo Simbdlico CAS y los comandos
TrigSimplifica y TrigCombina, conviene revisar los
resultados porque en algunos casos se puede
simplificar atin mas (figura 37).

En linea 8 podemos ver la expresion p(®) +p/*(0)
con p(©) =a+bcos(£0), 0, =0 =0,

Escribiendo en una nueva linea: Sustituye[$8,{a
=3, b =3, k = 3}], sustituimos en la expresién 8 a
por 3, b por 3y k por 3.

Ahora simplemente escribimos: Integral
[sart(($9)),£,0,2 pil.

El resultado es

—«/5-3%111(—«/5-408 + 577) 4 36.

Area

Para calcular el area que encierra una flor necesi-
taremos recurtir a la férmula del area de un sector
circular.

A= 1729
2

donde res el radio y 0 el dngulo central del sector
expresado en radianes. La idea para calcular el
area de una curva expresada en coordenadas po-
lares es muy parecida a las sumas de Riemann,
salvo que aqui usaremos sectores circulares como
método de aproximacion.

Si tenemos una curva polar expresada como
r=p(#) y los rayos 0=z y 0=/ donde p(#) es una
funcién continua y positiva y ademas 0 < b—a <27
podemos aproximar su area como la suma de
sectores circulares de amplitud cada vez mas pe-
quefia (figuras 38, 39 y 40).

p(t) = 3+ 3.cos(3t)

Figura 36
1{t):=a+ b cos (k1)
= r(t) :=b cos(kt) +a
X:= r{t) cos()
= X := (b cos (kt) +a) cos(t)
Y= rit) sentt)
~ ¥ := (b cos(kt)+a) sen(t)
DerivadalX,}
~ —(b cos(kt) +a) sen(t) — b k sen (kt) cos(t)
Dervadal.
~ (b cos(kt)+a) cos(t) — bk sen(t) sen (kt)
547+ 55%
Desanoliz a cos? (t) +a sen? (t) +2ab cos(kt) cos?(t) +
$6
Facioriza (cos?(t) +sen (t)) (@ +2ab cos(k t)+ b? cos? (I
TrigSimplifica($6] @]
~ a’42ab cos(kt) 4 b2 k? sen? (k t) — b? sen? (kt) +b?
Figura 37
[0}
Figura 38

Figura 39



Figura 40

Asi,
Y T
A—fd 2(p(e)) 49

Particularizando para nuestras flores p(8) = a +
+ bcos(#0) tendremos:

a
f [%42 + abcos(£0)+ %bz cos’ (k@)]d@

Por ejemplo, podemos calcular el 4rea de
una flor de cinco pétalos, p(#) =1+ cos(57) (fi-
gura 41).

Una vez mas podemos recurrir al CAS (figura
42). El area de nuestra flor es 3w/2.

Como se ha podido observar, trabajar con
polares puede ser otra posibilidad mas para
practicar y aprender otros conceptos alejados
de la visioén cartesiana pero no por ello menos
validos. Con los conocimientos arriba escritos
es posible plantear a los alumnos cuestiones en-
contrar la ecuaciéon de una margarita o de una
rosa, la longitud y el area de un pétalo, etc. (fi-
guras 43, 44 y 45)

p(t) =1+ 1cos(5t)

Figura 41

f
—~ cos(5t)+1

1/2 A2
1 2
"3 (cos(5t) +1)
Integral[$2,t,p T,q 1]

, 3
3w

Figura 42

&

-2

Figura 43

p(t) =244 cos|(1t)

o
>

Figura 44

p(t) =3 + 3cos(4t)

o

Figura 45

Por ultimo, es inevitable no jugar y obtener
un repertorio bonito e interesante de flores. Aqui
va el mio.



Juuo

o Catalogo

p(t) =2+2 cos(1t)

102 pt)=2+2cos(31)

p(t) =1+3 cos(2t)

Jost Luis MuNoz CASADO

(07, 27]

[O7r, 2]

p(t) =2+2 cos(2t)

p(t) =242 cos(41)

p(t) = —1+3 cos(21)



p(t) =143 cos (3 1) p(t) =1+ 3 cos(41) zjgig

a=1 b=3 k

3 [07r, 27]
’ a=1 b=3 k=4 [Om2n]

p(t) =443 cos(2t) p(t) =443 cos(3¢)

103

a=4 b=3 k=3 [07r, 27]

p(t) =4+ 2 cos(3 1) p(t)y =4+ 2 cos(51t)

a=4 b=2 k=3 (07, 27] a=4 b=2 k=5 [0, 27]

ME QUIERE, NO ME QUIERE. LA ECUACION DE UNA FLOR



Juuo — : 1
2016 A= b rilag p(t) =5+ 5cos(; 1)

a=5 b=5 k=% [07r, 107]
2 4
p(t) = 5+5cos(g t) p(t) = 5+5cos(g t)
82
2 4
a=>5 b=5 k:=g [0, 107] a=>5 b=5 k::g [0, 107]
13
p(t) =5+ 5 cos(L 1) p(t) =5+ 5cos(;, )

Jost Luis MuNoz CASADO



1 le}
p(t) =4+ 2cos(§ t) 2016

p(t)y =2+ 5cos(§ t)

105

4
a=2 b=5 k=g [07r, 107]

3
p(t) =3+2 cos(ﬁ t)




Juuo

3 6
2016 p(t)=4+3 cos(g t) p(t)=4+3 cos(g t)

a=4 b=3 kz=§ [07, 107] a=4 b=3 k:g [07r, 107]
9 5
p(t) =4+ 3005(5 t) p(t) =5+ 2cos(§ t)
82
9 5
a=4 b=3 k=§ (07, 4] a=5 b=2 k:=§ (07, 47]
p(t) =5+ lcos(% t) p(t) =5+ %cos(; t)

5
a=5 b=0.5 k= 2 [07r,107]

Jost Luis MuNoz CASADO



9 3
p(t) =5+ 10 cos(é t)
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