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Resumen

Este articulo da cuenta de una investigacion que tiene por objetivo establecer las relaciones que guardan las
conexiones matematicas detectadas en los estudiantes del preuniversitario asociadas al Teorema Fundamental del
Calculo (TFC). Las conexiones matematicas se asumen como un proceso cognitivo mediante el cual una persona
relaciona o asocia dos o mas ideas, conceptos, definiciones, teoremas, procedimientos, representaciones y
significados entre si, con otras disciplinas o con la vida real. Se utilizo el analisis tematico para analizar los datos
obtenidos mediante entrevistas basadas en tareas con 25 estudiantes del preuniversitario que habian cursado y
aprobado Calculo Diferencial e Integral. Los resultados muestran que el nivel de comprension que puede lograr
cada estudiante es diferente en cada caso segun la frecuencia y usos que les dan a las conexiones matematicas que
establecieron. Asimismo, el conjunto de conexiones matematicas identificadas permite establecer un sistema de
conexiones asociadas al TFC.

Palabras clave: sistema de conexiones matematicas, calculo, analisis tematico, preuniversitario.

Abstract

The aim of this paper is to establish the relations of the mathematical connections associate with the Fundamental
Theorem of Calculus that were detected in pre-university students. Mathematical connections are assumed as a
cognitive process by means of which a person relates or associate two or more ideas, concepts, definitions, theorems,
procedures, representations and meanings with each other, with other disciplines or with the real world. Thematic
analysis was used to analyze data obtained through task-based interviews to 25 pre-university students who had
taken and passed Differential and Integral Calculus subject. The results show that the level of comprehension that
each student can achieve is different in each case according to the frequency and uses that they give to the
mathematical connections they established. Also, the set of mathematical connections identified allows establishing
a mathematical connection system associated with the fundamental theorem of calculus.

Key words: mathematical connections system, calculus, thematic analysis, pre-university.

Introduccion
Las Matematicas por naturaleza, tiene contenidos conectados unos con otros, sin embargo, para fines de

ensefianza-aprendizaje, tanto en los programas de estudio, en los libros de texto y en el aula de clases, se
presentan en campos separados y, por lo tanto, es posible que activen creencias distintas para cada dominio
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(Drageset, 2010). Como consecuencia, los contenidos matematicos son vistos como desconectados uno
de otros (Evitts, 2004). Para evitarlo, se propone que en el proceso enseiianza-aprendizaje se establezca
relacion entre distintos objetos matematicos, entre éstos y otras disciplinas y con la resolucion de
problemas planteados en diversos contextos, es decir, se promueve el uso de las conexiones matematicas.
Esto permitiria a las Matematicas ser vistas como un campo integrado que posibilitaria ademas una mejora
en la compresion matematica, como lo sefialan Businskas (2008), Mhlolo (2012) y Eli, Mohr-Schroeder
& Lee (2011).

Hoy dia, las conexiones matemadticas son una demanda de la curricula de diversos paises y han sido
estudiadas desde diversas perspectivas. Por tanto, es pertinente seguir investigando en esa linea para
identificar qué conexiones matematicas hacen los estudiantes del preuniversitario al trabajar diversas
tareas en Calculo. La razon de esto es porque, ademas de los escasos trabajos que abordan conjuntamente
el tema de conexiones matematicas y las ideas centrales del Célculo (derivada e integral), ambos juegan
un papel preponderante en el aprendizaje de los estudiantes. Por otra parte, la conexion matematica entre
la derivada y la integral esté cifrada por el TFC. En ese sentido, es pertinente preguntarse si los estudiantes
son conscientes de la relacion de reversibilidad entre ambos conceptos al resolver tareas especificas de
Célculo como lo sugieren Dolores & Garcia-Garcia (2017).

Por lo expuesto anteriormente realizamos una investigacion en la que planteamos dos preguntas de
investigacion a saber: ;qué conexiones matematicas establecen los estudiantes del preuniversitario al
resolver tareas de Calculo que involucran a la derivada y a la integral? y, ;qué relacion guardan esas
conexiones matematicas y como contribuyen a la comprension del Teorema Fundamental del Calculo
(TFC)? Por las limitaciones de espacio, en este escrito se discutira con mayor énfasis la respuesta a la
segunda pregunta. Sin embargo, si el lector desea conocer otros resultados relativos a la primera pregunta
de investigacion puede consultar a Garcia-Garcia & Dolores-Flores (2017).

Las creencias y las conexiones matematicas

Las creencias estan estrechamente asociadas al dominio cognitivo (Drageset, 2010), asi como las
conexiones matematicas y la comprension matematica. Dado que ocurren en la mente del estudiante,
entonces éste puede externarlas a través del lenguaje hablado, representaciones semioticas, gestos o
producciones escritas. Por una parte, se asume que cuando un concepto matematico es objeto de ensefianza
y aprendizaje, el estudiante trata de darle sentido usando sus creencias y concepciones previas. Estos
intentos de dar sentido a sus resultados se constituyen en una coleccion de creencias (Katsberg, 2002) que
se incorporan a su sistema de creencias (Pehkonen, 1994). Cuando estas creencias son consistentes con
las creencias culturalmente aceptadas sobre el concepto matematico dentro de la comunidad matematica,
entonces el estudiante tiene una comprension matematica sobre ese concepto (Katsberg, 2002). Por otra
parte, se acepta que las conexiones matematicas son producto del sistema de creencias atribuido a cada
estudiante, por lo que cada uno establecera conexiones matematicas a un nivel diferente (Garcia-Garcia
& Dolores-Flores, 2017).

En relacion con las conexiones matematicas, Businskas (2008), las define, por un lado, como aquellas

relaciones sobre la base de las cuales esta estructurada la matematica y son independientes del estudiante
y, por otro lado, como las relaciones a través de las cuales los procesos del pensamiento construyen la
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matematica. En cambio, en este escrito las conexiones matematicas se entienden como un “proceso
cognitivo mediante el cual una persona relaciona o asocia dos o mas ideas, conceptos, definiciones,
teoremas, procedimientos, representaciones y significados entre si, con otras disciplinas o con la vida real
(Garcia-Garcia & Dolores-Flores, 2017, p. 4)”. Estas emergen cuando los estudiantes resuelven tareas
concretas y se identifican en sus producciones escritas o en sus argumentos verbales o gestuales. Por otra
parte, se asume que las conexiones matematicas tienen las siguientes caracteristicas: (1) son relaciones
correctas y deben ser utiles en la mejora de la comprension matemadtica (Businskas, 2008), (2) una
respuesta correcta no implica que el estudiante establece una conexién matematica, pero el uso de
conexiones conlleva a respuestas consistentes (Garcia-Garcia & Dolores-Flores, 2017), (3) una parte
importante de hacer conexiones matematicas reside en el uso de diferentes representaciones semioticas
(Businskas, 2008; Mhlolo, 2012) y, (4) las relaciones logicas como la inclusion y la generalizacion
(Businskas, 2008) son parte de establecer conexiones; asi como la modelizacion también es una tipologia
de conexiones matematicas (Evitts, 2004).

El Teorema Fundamental del Calculo

EL TFC es esencial en el desarrollo del Calculo, sin embargo, dado su complejidad tedrica, provoca
diversas dificultades en los estudiantes. El TFC relaciona a la derivada y a la integral como operaciones
inversas de tal manera que cada uno deshace lo que el otro hace (Stewart, 2010). Matematicamente, indica
que:

Si f'es continua en [a, b], entonces la funcion g definida por

90 = jxf(t)dt a<x<b

a
Es una antiderivada de f, es decir, g"(x) = f(x) paraa < x < b.
Usando notacion de Leibniz, podemos escribir este teorema como

d X
= rod=re
cuando f'es continua. (Stewart. 2010, p. 369).

La segunda parte del TFC indicado en el libro del mismo autor, se indica que para una funcién f continua
en [a, b]

b
[ £eax = @ - F®)
a

Donde F es cualquier antiderivada de f, esto es F' = f (Stewart. 2010).

Metodologia

La presente investigacion es de caracter cualitativo. Para la colecta de datos se utilizo a las entrevistas
basadas en tareas que consiste en la interaccion, minima, entre un sujeto (estudiante) y un entrevistador,
en relacion con una o mas tareas presentadas al sujeto por el entrevistador en una forma pre planeada
(Goldin, 2000). Para los propdsitos de esta investigacion se utilizd un protocolo semiestructurado que
incorporo tareas de derivada y de integral en tres registros diferentes: algebraico, grafico y lenguaje escrito
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(problemas de aplicacién que evocaron conceptos de biologia y de fisica). A los participantes se les
proporcionaron hojas con las tareas a resolver; mientras éstos respondian cada tarea el investigador hacia
preguntas para identificar las conexiones matematicas que ellos establecian en ese momento. En el estudio
participaron 25 estudiantes del preuniversitario (entre 15 y 19 afios) del estado de Guerrero, México que
habian cursado y aprobado Calculo Diferencial e Integral.

Para el andlisis de los datos se utilizo el andlisis tematico (Braun & Clarke, 2006), cuyo objetivo es
identificar patrones de significados (temas) a través de un conjunto de datos proporcionados por las
respuestas a la pregunta de investigacion planteada. Este método se estructura en seis fases:

Fase 1. Familiarizarse con los datos. Se hizo una lectura general de las narrativas de todos los estudiantes
una y otra vez, ademas de que se revisaron sus producciones escritas. Mientras se hizo esto se realizaron
anotaciones de algunas observaciones iniciales.

Fase 2. Generar codigos iniciales. Con base a la acepcion de conexiones matematicas adoptada, se busco
en las narrativas frases donde se infirieran conexiones matematicas que los alumnos hicieron entre
conceptos, procedimientos, representaciones, etc.

Fase 3. Buscar temas. Se contrastaron los extractos asociados a cada codigo para buscar temas potenciales.
Se crearon temas que agruparon los patrones respuestas de los estudiantes. Se asumi6 que cada tema y
subtema es una conexion matematica.

Fase 4. Revision de los temas. Los temas fueron discutidos con profesionales de la Matematica Educativa
con experiencia previa en la investigacion. Algunos sufrieron modificaciones, asimismo fueron agrupados
de acuerdo con el concepto matematico al que estaban asociados. En esta fase se encontraron las relaciones
entre las temas y subtemas, de tal forma que se establecieron los sistemas de conexiones matematicas
asociadas al TFC.

Fase 5. Definicion y nombre de los temas. En sesiones de trabajo se asigné el titulo a cada conexion
matematica y su respectiva redaccion.

Fase 6. Elaboracion del informe. Finalmente, se hizo el reporte final del estudio.

Resultados y discusion

El andlisis tematico permiti6 identificar 335 conexiones matematicas asociadas a 23 temas, sin embargo,
por limitaciones de espacio en la tabla 1 se presentan solo las conexiones matematicas asociadas a la
primera parte del TFC. En Garcia-Garcia & Dolores-Flores (2017) se puede encontrar descritas las
principales conexiones matematicas que se detectaron en la resolucion de tareas algebraicas.

.50



Clame Acta Latinoamericana de

atematica Educativa SECCION 1/ANALISIS DEL DISCURSO MATEMATICO ESCOLAR
VOL 31, NUMERO 1, ARO 2018

Tabla 1. Conexiones matemadticas detectadas en estudiantes preuniversitarios

Grupo Conexion matemadtica Frecuencia
Derivada o 1. La derivada de una funcion polinomial de la forma 25
integral fx)=ax"es f'(x) = anx™ 1.

2. La integral de una funcion polinomial de la forma 24
f(x) =ax™es [ ax"dx = a:f::l +C.
3. La derivada es la pendiente de la recta tangente a 11
una curva.
3.1 f'(a) significa la pendiente de 2
la recta tangente a f(x) en x = a.
4. La derivada de una funcion polinomial es 11

disminuir su grado en una unidad y la integral es

aumentar su grado en uno.

5. La constante | 5.1 ... significa una familia de 10
de integracion C | primitivas desplazadas

verticalmente en el eje de las

ordenadas.
5.2 ... siempre acompana al 4
resultado de una integral
indefinida

6. El diferencial en una integral indica respecto de 5

qué variable se va a integrar la funcion.

TFC 7. La derivada y la integral son operaciones inversas. 22

7.1. La derivada de la integral de 15

una funcion polinomial es igual a
la misma funcion.

7.2. La integral de la derivada de 12
una funcién polinomial es la misma
funcion.

8. En una integral definida al limite superior evaluado 14

en la antiderivada de f'(x) se le resta el limite
inferior evaluado en la misma antiderivada.

Conceptos 9. En [ r(t)dt = p(t) + C la constante de 11
biologicos integracion C significa poblacién inicial de animales.
10. Calcular la velocidad de crecimiento de una 14

especie significa encontrar la derivada de la

representacion algebraica asociada a la poblacion

total.

11. La integral de la funcion velocidad de 12
crecimiento r(t) de una poblacion es la funcién

poblacion total.
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12. El resultado de p’(2) = 20 significa que en el 7
segundo afio la poblacion aument6 20 especies.
Conceptos 13. La integral de la funcion aceleracion de un objeto 15
fisicos es su velocidad y la integral de la funcion velocidad
€s su posicion.
14. La derivada de la funcion posicion de un objeto 14
es su velocidad y la derivada de su velocidad es su
aceleracion.
15. La velocidad de un objeto en su punto maximo es 13
cero.
16. Encontrar una funcion primitiva de la posicion de 8

un objeto, dada una posicion inicial, implica primero

calcular una integral y segundo, resolver una

ecuacion lineal.

17. El resultado de s’(a) = 0 significa que el objeto 6
estd en reposo en t = a.

La variabilidad en la frecuencia de las conexiones matematicas detectadas indica que el nivel de
comprension que los estudiantes pueden lograr es diferente en cada caso. Por otra parte, los datos indican
que, similar a las creencias, las conexiones matematicas también estan fuertemente relacionadas formando
un sistema. De esta manera, hay una conexion central (Figura 1) relacionada con el concepto superior que
es objeto de comprension por el estudiante y que esta determinado por las normas oficiales. Esta conexion
central permea en la forma en que los estudiantes resuelven todas las tareas propuestas, ademas de que
rige sus concepciones sobre la derivada y la integral. En Garcia-Garcia & Dolores-Flores (2017) se
hicieron los primeros intentos de explicar este sistema de conexiones matematicas.

Las conexiones matematicas que los estudiantes establecieron estan asociadas a los conceptos de funcion,
derivada, integral, constante de integracion, diferencial, al TFC, a los conceptos biologicos y a los
conceptos fisicos. De ellos, el concepto superior que es objeto de comprension es el TFC porque relaciona
matematicamente a la derivada con la integral, ademas de que engloba a los otros conceptos y sirve de
soporte para resolver los problemas de aplicacion. Esto se observo durante la entrevista ya que los
estudiantes en distintos momentos establecieron la conexion matematica “la derivada y la integral son
operaciones inversas”, que es en esencia, la primera parte del TFC.

Los datos indican que a partir de esta conexion central hay otras que son derivadas inmediatamente de
ellas. A estas se les llamo conexiones derivadas de primer orden. La caracteristica de estas es que estan
asociadas directamente a los dos conceptos centrales del Célculo: la derivada y la integral que, en un nivel
jerarquico, corresponden a un nivel de comprension menor en comparacion con el TFC. Pero, ademas,
algunas de estas conexiones matematicas permiten derivar otras, a las que se llamo conexiones derivadas
de segundo orden. Por tanto, los datos indican que existe una cadena de conexiones que se derivan una de
otras asociadas al nivel de comprension que tiene cada estudiante. Un estudiante puede establecer esta
cadena de conexiones, pero no siempre es logrado por todos.

-61-



Oame =Y Acta Latinoamericana de

atematica Educati SECCION 1/ANALISIS DEL DISCURSO MATEMATICO ESCOLAR
VOL 31, NUMERO 1, ARO 2018

Por otra parte, entre las conexiones matematicas existe la relacion logica de implicacion (Figura 1). Es
implicacion porque la existencia de una conexion matematica justifica la existencia de otra de la forma si
A entonces B. Esta relacion logica permite distinguir las conexiones matematicas de primer y segundo
orden. El nivel de comprension de los estudiantes y el sistema de creencias atribuido a uno de ellos
determina en gran medida que esta relacion logica entre las conexiones matematicas se manifieste en la
tipologia de conexiones que cada uno establece.

Laintegral de la derivada de una La derivada de la integral de una La derivada de una funcion

funcion polinomial es la misma funcion polinomial es igual a la polinomial de la forma

funcion (4, 7, 9, 12-15, 17, 2123, misma funcién (2, 3, 6-9, 12, 13 fl(’;): ax es f'(x) = anc™ "t e
25). 15,17, 18,2123, 25) -25). {Ta deivada de una funcion

! polinomial es disminuir su grado
! en una unidad y la integral es
su grado enuno (3, 7. 11,

Calcular la velocidad de
crecimiento de una especie
significa encontrar la derivada de
la representacion algebraica o
asociada a la poblacion total (2-6, 1 El diferencial en una integral
8,9.12, 14, 15, 20, 22-24). i indica respecto de qué variable se

- — " va a integrar la funcion (8. 9. 21,
Ta derivada y In imtearal son La integral de una funcion 4N
................. . operaciones inversas (1-15, 17, 18, polinomial de la forma de f (x) = S

| El resultado de p'(2) = 20 20-24). ax™es faxtdx = 4 ¢ (116,
! significa que enel segundoariola 1 1825)

! poblacion aumentd 20 especies (3, |
i 8.9, 12, 14,22, 24).

n+1 ! La constante de integracion C
siempre acompaiaal resultado de

i una integral indefinida (3, 10, 22,

i La constante de integracion C
i significa una familia de primitivas
" desplazadas verticalmente en el eje

wl'lain"n esla f\;‘lk‘[ﬁ"ll’lw:’[‘dﬂg" velocidad y la integral de la derivada de su velocidad es su ! §
total (3, 4, 6-8, 12-15, 20, 23. 25). funcion velocidad es su posicion aceleracion (2-4, 7-1 3). H

(2-4, 6-15, 22, 23). \ PR -
I e ! La velocidad de un objetocnsu | | Fl resultado de s'(a) = 0 significa |
i : i puntomdximo es cero (2, 4,9, 11- | queel obj enreposoent =

La integral de la funcion velocidad

Laintegral de la funcién La derivada de la funcion posicion
de crecimiento r(t) de una

aceleracion de un objeto es su de un objeto es su velocidad y la

i En fr@dt=p(0) +Cla i [ La derivada cs In pendicnte de Ia {15, 17, 18, 20-20), ! i !
| constante de integracion ¢ ! | recta tangente  una curva (2, 1, 7- ioet Ayt e ot SN et
i significa poblacion inicial de i | 10.12-14, 16, 24), ‘Encontrar una funcién primitiva de lela simbologlautilizada
| animales (3, 4. 6, 8, 12-15, 20,23, ! la posicion de un objeto, dada una Conexi6n matemtica central.
25). ! 7imimimmimemn Xemn oo | poSicion inicial, implica primero =
e ¥ f'(a) siguifica la pendientedela | | calcular una integral y segundo, | —
i recta tangente a f (x) en i | resolver unaecuacion lieal 3,9, | ! de segundo orden.
Lx=a(s24). i | 1113415, 18, 23). T (8 mplicatelpae)

(1,2.3,...,25) Tndican el nimero del participante.

Figura 1. Sistema de conexiones matematicas asociada a la primera parte del TFC.

A partir de la figura I correspondiente al sistema de conexiones matematicas asociadas a la primera parte
del TFC, se puede plantear lo siguiente:

1. La conexidén matematica central es “la derivada y la integral son operaciones inversas”, porque
encierra la comprension de un concepto matematico superior, a saber, la reversibilidad entre dos
conceptos claves del Calculo: la derivada y la integral. A partir de ella, se derivan otras conexiones
matematicas verdaderas (en el sentido de Businskas, 2008) que contribuyen a reconocer esa
relacion de reversibilidad y que posibilitan la comprension del TFC tanto en el contexto
matematico como en el extramatematico.

2. Conexiones matematicas como: “la integral de una funcion polinomial de la forma de f(x) = ax™

axn+1

es [ax™dx = + C”, “la derivada de la funcion posicion de un objeto es su velocidad y la

+1
derivada de su velocidad es su aceleracion”, “la integral de la funcién velocidad de crecimiento

r(t) de una poblacion es la funcion poblacion total”, entre otras son conexiones derivadas de
primer orden. Todas ellas se ven posibilitadas por la conexion matematica central.
3. La conexidén matematica “la integral de una funcidén polinomial de la forma de f(x) = ax™ es

axn+1
[ax™dx =
n+1

funcion polinomial es disminuir su grado en una unidad y la integral es aumentar su grado en uno”,

+ C” permite que emerjan conexiones matematicas como: “la derivada de una
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“el diferencial en una integral indica respecto de qué variable se va a integrar la funcion”, entre
otras, todas ellas conexiones derivadas de segundo orden. Otras conexiones matematicas también
permiten la emergencia de esta tipologia de conexiones (Figura 1).

Conclusiones

En la resoluciéon de las tareas propuestas y en los argumentos verbales y gestuales utilizados por los
estudiantes del preuniversitario se detectaron una variedad de conexiones matematicas (Tabla 1). Las
diversas conexiones matematicas se organizan en torno al TFC formando un sistema, que reconoce la
relacion inversa entre la derivada y la integral (Figura 1). Estos resultados indican que estos estudiantes
han logrado cierta comprension sobre esta primera parte del TFC, aunque limitados por su sistema de
creencias el nivel de comprension que logran es diferente en cada uno. Finalmente, el estudio sobre las
conexiones matematicas en Calculo promete resultados interesantes que pueden ser utiles a la
investigacion, pero también para el diseno de una intervencion docente con miras a promover la habilidad
de utilizar conexiones matematicas en situaciones intramatematicas y extramatematicas.
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