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Resumen

Se presenta un analisis desde una postura cognitiva, de distintos hechos didacticos especificos, a través de ejemplos.
El primer y segundo ejemplo abordan desde la teoria de los modos de pensamiento de Anna Sierpinska el concepto
de conicas y de Sistema de Numeros complejos, respectivamente. El tercer y cuarto ejemplo abordan, bajo el
enfoque de la teoria APOE, los conceptos de raiz cuadrada y Fractal Triangulo de Sierpinsky. El Quinto ejemplo,
muestra que teorias de la Didactica de la Matematica se estan utilizando para indagar en el aprendizaje de conceptos
estadisticos, como el de variable aleatoria.
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Abstract

This report shows an analysis of different specific didactic events from a cognitive stance, by using examples. The
first and second examples address the concept of conics and Complex System of Numbers, respectively, from Anna
Sierpinska’s theory of modes of thinking. The third and fourth examples tackle the concepts of square root and
Sierpinsky’s Fractal Triangle, under the APOE theory framework,. The fifth example shows that mathematics
education theories are being used to investigate the learning of statistical concepts, such as that of random variables.

Key words: analysis of activities, modes of thinking theory, apos theory

Introduccion

En este reporte se presenta el analisis de cinco ejemplos (como casos de estudio (Stake, 2010)) desde dos
referentes teoricos cognitivos de la Matematica Educativa —La teoria los Modos de Pensamiento de
Sierpinska y la teoria APOE—, con la finalidad de mostrar a la comunidad como los elementos que
constituyen estas teorias van explicando la comprension y construccion de fragmentos de la matematica
en los aprendices de Chile.
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Marcos tedricos referenciales: Modos de pensamiento y Teoria APOE

La teoria de los Modos de pensamiento (MP) de Sierpinska (2000) y la teoria APOE (Arnon et al, 2014),
son ambas de corte cognitivo, sin embargo, sus elementos y enfoques son diferentes. La teoria MP esté
interesada en hacer explicito el pensar tedrico de la matematica y en propiciar que el aprendiz alcance la
interaccion entre lo tedrico y lo practico de topicos matematicos. En cambio, APOE esta enfocada en
explicar la construccion de fragmentos de la matematica a través de etapas previamente construidas y en
ayudar a otros aprendices a que se apropien de los constructos que se precisan como previos, en el
aprendizaje de nociones matematicas especificas.

Con respecto a los elementos de ambas teorias, su razon de ser es que a través de ellos se pueden explicar
obstaculos que se perciben en el proceso de enseiar y aprender la matematica, por ejemplo, la teoria MP
atiende el obstaculo epistemologico de la convivencia de dos posiciones dogmaticas opuestas en la
matematica “una que rechaza los numeros dentro de la geometria (pensamiento practico) y la otra que
la geometria pueda ser llevada a un dominio puramente aritmético (pensamiento teorico)”’. Entre tanto
la teoria APOE, aborda el obstaculo de “alcanzar en los aprendices niveles superiores de construccion
en topicos de la matematica” a través de constructos previamente construidos, si el aprendiz no evidencia
esos conocimientos —llamados previos—, es imposible que pase de un estado de construccion a otro
superior.

Elementos de la teoria los Modos de Pensamiento

Los modos pensamiento de Sierpinska (2000) interpretan la comprension de un concepto matematico, a
través de sus elementos, estos son, el modo pensamiento sintético-geométrico, el modo de pensamiento
analitico-aritmético y el modo de pensamiento analitico-estructural. Es precisamente estos dos ultimos
elementos, los encargados de hacer explicito el pensar tedrico de un objeto de la matematica.

Cada uno de estos modos de pensamiento que es preferible considerarlos igualmente utiles, cada uno en
su propio contexto, para propositos especificos y principalmente cuando estan interactuando.

En el modo de pensamiento sintético-geométrico (SG) los objetos matematicos son atendidos
directamente por la mente mediante una representacion geométrica, una figura, un conjunto de puntos,
utilizando el lenguaje de las figuras geomeétricas, planos y lineas, intersecciones, asi como sus
representaciones graficas convencionales. La visualizacion matematica (en el sentido de Zimmermann y
Cunningham, 1991) juega un rol fundamental en lo que es la resolucion de problemas en este modo de
pensamiento.

En el modo de pensamiento analitico-aritmético (AA) los objetos matematicos son pensados a través de
relaciones numéricas o simbdlicas, los puntos del plano aparecen como pares ordenados de numeros
reales, las rectas como ecuaciones, los vectores como n-uplas, las matrices son arreglos de nimeros en
filas y columnas, entre otros. Las figuras geométricas son entendidas como conjuntos de “n-uplas” de
numeros que satisfacen ciertas condiciones que son escritas.
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El modo de pensamiento analitico-estructural (AE) va mas alld de este tipo de andlisis y sintetiza los
elementos algebraicos de las representaciones analiticas dentro de conjuntos estructurales. Los objetos
matematicos son pensados a través de propiedades, o caracterizaciones a través de axiomas.

Para esta teoria comprender un objeto matematico, es poder abordarlo articuladamente (ir y venir) entre
los modos de pensar: SG, AA y AE (Parraguez, 2012).

Elementos de la teoria APOE

La teoria APOE (Arnon, et al., 2014) es acronimo de Accién, Proceso, Objeto y Esquema, y que en
conjunto las etiqueta como construcciones mentales —existen variadas definiciones, pero en general se
refiere a la organizacion de las ideas para intentar construir fragmentos de la matematica—, debido a su
base piagetiana (Dubinsky, 1996), y constituyen una pieza fundamental, en la construccion de objetos
matematicos. Especificamente, una construccion mental Accion resulta de una operacion mental, que
obedece a un estimulo externo y repetible que transforma de alguna manera un objeto matematico, a través
de la explicitacion de todos sus pasos, y de cierta manera es algoritmica. La construccion mental Proceso
resulta de la interiorizacion de una Accion. Esta construccion Proceso no se deja conducir por los estimulos
externos, sino por los internos, y el estudiante ya no precisa hacer todos los pasos de una actividad
matematica, explicitamente. También un Proceso es el resultado de la coordinacidon (como concatenacion)
de otros dos procesos. La construccion mental Objeto, resulta de la reflexion sobre las operaciones
aplicadas en el proceso, que es dindmico inicialmente, y quien la posee puede actuar sobre el proceso, y
también realizar transformaciones y pensarlo como algo estatico, o como algo involucrado en si mismo,
es decir encapsulado. La construccion mental Esquema, resulta de la organizacion de las construcciones
accion, proceso, objeto y también otros esquemas previamente construidos en la mente de un aprendiz.

Ejemplos
Presentamos a continuacion una descripcion de 6 ejemplos (extraidos de los instrumentos disefiados para
la de Fase de la Medicion Inicial en el Proyecto Fondecyt N°1180468), y analizados es este reporte como
Casos de Estudio (Stake, 2010) a priori, a través de los referentes tedricos presentados.

Primer Ejemplo: En la Geometria Discreta del Taxista

Justifica si la Conica A y la Conica B son elipses de focos F'y F’ en la Geometria Discreta del Taxista,
donde la distancia se mide en cuadras horizontales o verticales.
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Posibles respuestas a la actividad matematica presente en este primer ejemplo se precisan en la Tabla 1,
interpretadas desde los Modos de Pensar (Con base en Bonilla, Parraguez y Solanilla, 2014).

Tabla 1: Respuestas del ejemplo 1 interpretadas desde los modos de pensar

La Coénica A, no es una elipse, porque la suma de la distancia de cualquier
punto digamos X a F, més la distancia de X a F'’ no es siempre constante. AA
[ ] X1 L
F F oeeep
) °
» L
AA -SG
) ® % Pl
Xz
L]
- Conica B
Conica A ,
d(Xl, F’) +d(X1, F) d(Xl,F) + d(Xl, F) ,
, =d(X,, F)
#d(a 1) +d(X,, F
+d(X,, F) (X2, F)
La Elipse es el lugar geométrico de todos los puntos, cuya suma de las | AE
distancias de cualquier punto a los focos, es siempre una cantidad constante.

Segundo Ejemplo: En el Sistema de los nlimeros complejos
Considere Z € C. {Qué nimeros cumplen con |Z| = 5? Muestra tu resolucion.

Posibles respuestas a la actividad matematica presente en este segundo ejemplo se precisan en la Tabla 2,
interpretadas desde los Modos de Pensar (Con base en Randolph y Parraguez, 2015).
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Tabla 2: Respuestas del ejemplo 2 interpretadas desde los modos de pensar

Determina casos particulares a partir de: a? + b? = 25, tales como
5i, 5, 3+ 4i, 4 + 3i (y sus opuestos).

AA

Trabaja casos particulares en el plano complejo, apoyandose en el triangulo

rectangulo de hipotenusa |z|.
s Eje

imaginario

o

z=(3,4)

0 Eje Real
T T T T T T T T T
-4 3 2 A o 1 2 3 4 5 6

SG

Relaciona que si |z| =5 = +Va? + b? y apoyandose del plano complejo,
sostiene que la solucién son los puntos de la circunferencia definida por a? +
b? = 52,

imaginario
S B S

o - N W o

|

|

| Eje Real
[

B2
I
NS

Tercer Ejemplo: En la Funcion raiz cuadrada

Supongamos que el Texto A afirma que\'9 = +3, y el Texto B afirma que\/9 = 3.

¢ Cual de los dos textos afirma lo correcto?

Posibles respuestas a la actividad matematica presente en este tercer ejemplo se precisan en la Tabla 3,
interpretadas desde los elementos de la teoria APOE (Con base en Gamboa, Parraguez y Vasquez, 2014).
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Tabla 3: Respuestas del ejemplo 3 interpretadas desde APOE

Vx es una funcion de variable real, con dominio y
recorrido establecidos. Funcion Raiz cuadrada como
vV R->RY construccion mental Objeto
x—ox
Evaluando x = 9 en la funcion v : R > R, se | Funcion  Raiz  cuadrada  como
x=Vx construccion mental Proceso.
obtiene que V9 = 3.

Cuarto ejemplo: En el Fractal Triangulo de Sierpinsky

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3
¢ Cual es la figura de la etapa 57

Posibles respuestas a la actividad matematica presente en este cuarto ejemplo se precisan en la Tabla 4,
interpretadas desde los elementos de la teoria APOE (Con base en Gutiérrez y Parraguez, 2015).

Tabla 4: Respuestas del ejemplo 4 interpretadas desde APOE

La figura de la Etapa 1,
como iniciador de Fractal. Iniciador como construccion mental
proceso

La figura de la etapa 2,
como Generador de Fractal. Generador como construccion mental
Objeto
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La figura de la etapa 3,
autosimilitud a escala. Autosimilitud proceso resultante de la
coordinacion entre los procesos
iniciador y generador.

La figura de la etapa 5, como generalizacion de la
autosimilitud.

Generalizacion del proceso de
autosimilitud.

Quinto ejemplo: En la Variable Aleatoria

Considera el experimento de lanzar dos monedas, no cargadas.
a) Escribe el espacio muestral del experiemnto.
b) Define una variable aleatoria para el experimento.

Posibles respuestas a la actividad matematica presente en este cuarto ejemplo se precisan en la Tabla 5,
interpretadas desde los elementos de la teoria APOE (Con base en Salazar y Parraguez, 2013.

Tabla 5: Respuestas del ejemplo 5 interpretadas desde APOE

Se describen los elementos del espacio, de acuerdo

a los elementos C (cara) y S (sello) de una moneda

cualquiera: Espacio muestral como construccion
E ={(C,0(),(CS),(S50),(S5 9} mental Proceso.

La cardinalidad del espacio muestral estd

determinada por el principio multiplicativo.

Coordinacion de los procesos Dominio
Se define una funcion, desde el espacio muestral £ | de una funcién y Variable aleatoria,
hacia el conjunto de los nimeros reales (o bien | mediante el concepto de asociacion
intervalo [0,1]. unica.
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A modo de conclusion

A través de estos cinco ejemplos, se ha mostrado como los elementos de estas dos teorias —

MP y APOE- explican e interpretan la actividad mental, cuando un aprendiz (hipotéticamente hablando)
se enfrenta a una tarea de Matematica, lo que constituye el quehacer paradigmatico e interpretativo de la
Educacion Matematica, desde marcos teoricos explicitos.

Cabe senalar que las respuestas dadas para cada uno de los ejemplos presentados, retinen elementos dados
a priori por un investigador que trabaja adherido a una u otra teoria, y para lo cual precisa describir la
matematica desde los elementos de las teorias de la Matematica Educativa que operacionaliza en su
investigacion. Los ejemplos 1 y 2 interpretan el pensar practico y el pensar tedrico de un topico matematico
y los ejemplos 3, 4 y 5 muestran estados de construccion de conceptos matematicos, segun el investigador
haga referencia a cuestiones estaticas o dindmicas del concepto, y que sintonizan con la intencion de un
instrumento investigativo, para que posterior a su aplicacion se convierta en un documento de analisis, el
cual podré ser examinado por el investigador a través de la técnica mostrada, de acuerdo con los fines que
se precise en el disefio metodologico trazado para tal o cual investigacion.
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