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Resumen

Este articulo expone una forma de abordar los “contenidos matematicos” en la formacion de profesores de
matematica enfatizando su “sentido pedagdgico”. Uno de los ingredientes para alcanzar este proposito es el estimulo
y el desarrollo de la sensibilidad sobre formas del pensamiento matematico que no se reducen a técnicas y algoritmos
ni a la l6gica del proceso matematico, pero que son importantes para una adecuada formacién matematica de un
profesor. Formacion que, como veremos, involucra una vision diferente de la historia de la matematica, su
“historicidad”, la que con su caracter epistemoldgico pone en evidencia la dinamicidad del conocimiento
matematico.

Palabras clave: formacion matematica del profesor, contenidos matematicos, sentido pedagogico de los
contenidos, historicidad de la matematica, dinamicidad del conocimiento matematico.

Abstract

The aim of this paper is to show a way of approaching “mathematical contents” in mathematical teachers’ training,
emphasizing their “pedagogical sense”. One of the elements to achieve this purpose is the stimulation and
development of the sensibility on forms of mathematical thinking that are not reduced to techniques and algorithms
nor to the logic of mathematical process, but that are important for an adequate teacher’s mathematical training,
which, as we shall see, involves a different view of mathematics history, its “historicity”, that with its
epistemological character highlights the dynamism of mathematical knowledge.

Key words: teacher’s mathematical training, mathematical contents, pedagogical sense of contents, mathematical
boom, historicity of mathematics.

Introduccion

Este articulo podria también titularse “La historicidad de la matematica, una alternativa a la ensefianza de
la historia de la matematica en la formacion de profesores”, pues resalta “la historicidad” de los conceptos
matematicos como un enfoque alternativo a la ensefanza de la matemadtica a través de su historia
epistemologica, una historia interna al pensamiento matematico que deberd poner en evidencia su
dinamicidad y la posibilidad de recurrir a formas de pensamiento no légico-formales que también dan
acceso al conocimiento matematico.
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La propia naturaleza del problema nos induce a un doble tratamiento:

1) un tratamiento matematico en que seran discutidas “nuevas” concepciones o concepciones
ampliadas de matematica, y

2) un tratamiento pedagogico en que se discuta la relevancia de lo anterior para la formacion de un
profesor de matematica, mas aun, diriamos, para la adecuada “formacion matematica” de un profesor de
matematica, una formacién que debera ser no tradicional en el sentido de que cuestiona las concepciones
usuales de ensefianza de la matematica a nivel de pregrado, concepciones que muchas veces enfatizan el
caracter logico-deductivo de las teorias matematicas que son enseiiadas, descuidando los aspectos no-
formales que les dieron origen.

Un primer abordaje del problema de la historicidad de la matemadtica para delimitar su alcance y
posibilidades fue propuesto por mi como tesis de maestria en Educacion Matematica en la Universidad
Federal de Parana - Curitiba/Brasil, a inicios de 2012 y desarrollado, como tal, bajo mi supervision, por
Chyczy (2014). En 2016, durante mi estadia de posdoctorado en la Universidad Estatal de Maringa -
Brasil, ofreci una conferencia con el titulo “Un paseo por la floresta matematica a través de su historicidad”
a partir de la cual organicé y publiqué el articulo (Cifuentes, 2016) en un niimero especial de la revista
REVEMAT cuyo tema central fue Filosofia de la Educacion Matemadtica. El presente articulo, entonces,
es un avance en la direccion ya trazada por esas investigaciones preliminares. El va dirigido para los
profesores de matematica en formacion y para los profesores formadores de profesores a fin de motivarlos
a una reflexién pedagdgica sobre su propia practica en clase.

Una de las ideas centrales propuesta en este articulo, veremos, es que la historicidad, a diferencia de la
historia, exige un cambio en las concepciones usuales de matemadtica: de una matematica ya sistematizada
como un cuerpo organizado de conocimientos a una matematica pensada como actividad, cuya
dinamicidad pone en evidencia formas de pensamiento matematico que incluyen otros tipos de
razonamiento que escapan de lo puramente logico-formal y, por tanto, con una fuerte dimension
epistemologica en la interpretacion y discurso historicos, discurso que podriamos llamar “historia
epistemologica de la matematica”.

Nuestra motivacion principal, que constituy6 el eje conductor de este trabajo y que muestra la importancia
de la historia y filosofia de la matematica para su ensefianza, fue la siguiente citacion de Albert Einstein:

Concuerdo plenamente en cuanto a la importancia y al valor educativo de la metodologia y
también de la historia y filosofia de la ciencia. Hoy, muchas personas — y también cientificos
profesionales — me parecen alguien que vio miles de arboles pero nunca una floresta [un
bosque]. Un conocimiento de las bases histéricas y filosoficas proporciona aquel tipo de
independencia de los preconceptos de su generacién que afectan muchos cientificos. Esta
independencia creada por el conocimiento filoséfico es — en mi opinion — la marca de
distincion entre un mero artesano o especialista y un verdadero investigador de la verdad.
(Howard, 2006, p. 3)

En la siguiente seccion describiremos brevemente lo que entendemos por “floresta” en el campo de la

matematica. Preferimos “floresta” en lugar de “bosque” porque trae una connotacion de “paisaje” con una
carga interpretativa que la diferencia de un “mero” fragmento de la naturaleza.
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La floresta matematica

Parafraseando la citacién anterior de Einstein podriamos decir: Una formacion puramente técnica y
algoritmica en matematica nos capacitaria, sin duda, para identificar miles de drboles de un bosque
matemdatico en sus especificidades, sin embargo, no nos educaria para “percibir” la floresta matemdtica.

“Ver” o “percibir” la floresta matematica exige colocarnos en un nivel superior de reflexion, observar no
solamente las ideas sino

- el movimiento de las ideas,
- la dindmica del conocimiento.

Nos exige procurar no solo la consistencia ldgica de los “contenidos matematicos” que es lo que los
encapsula a través de su exigencia de rigor y exactitud, sino también, y principalmente,

- la claridad de los métodos y
- la fluidez del pensamiento en el campo de la matematica.

Comparando con la apreciacion en arte, podemos expresar que pensar que la matematica se reduce a
formulas, técnicas, algoritmos y demostraciones es como ir a un museo de arte y apreciar solamente las
molduras o marcos de los cuadros y no los mismos cuadros. Ellos traen el paisaje no logico de la floresta
matematica cuya percepcion requiere de facultades como la intuicidon y la imaginacidon, importantes
también para la creatividad en matematica.

Ahi reside, creemos, la diferencia entre ser un conocedor de la matematica y ser un usuario de la
matematica. Y esa diferencia debe guiar el aprendizaje de nuestros alumnos y nuestra ensefianza como
profesores.

Los “contenidos matematicos” y la historicidad de la matematica: un problema pedagdgico

La ensenanza técnica de la matematica se basa usualmente en la presentacion del conocimiento en forma
de “contenidos” encajonados o encapsulados en didacticas y metodologias, base del curriculum escolar.
A los “contenidos” se les atribuye el papel principal de informar (una vez que pueden ser colocados en
libros llamados “didacticos”), y no el de formar, ellos son cristalizados, sistematizados, formalizados para
ser colocados en disciplinas, en areas.

Entonces, ;cual es el sentido pedagogico de los contenidos matematicos? La palabra “pedagogico” en esa
expresion apunta para un movimiento de “conduccion dindmica” del conocimiento, a través de los
contenidos, para una formacién matematica mas amplia y no para un mero entrenamiento en técnicas de
matematica, y es inspirado en la funcién originaria del asi llamado “pedagogo” de la época de los griegos.
El pedagogo era el guia que conducia al nifio o al joven en la direccion del conocimiento.

Lo que llamamos el “sentido pedagdgico” de los contenidos matematicos se consigue a través de dos
caminos:
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1) poniendo en evidencia el origen conceptual de esos contenidos y el camino de su construccion teodrica
(su génesis, sus mutaciones, su evolucion), lo que llamaremos su “historicidad”, que solamente se revela
en la dinamica del conocimiento. Ella exige incorporar, como veremos, aspectos de la historia y
epistemologia de la matematica, o mejor conjugadamente, de la historia epistemologica de la matematica;

2) mejorando la sensibilidad y perspicacia sobre formas del pensamiento matematico, las cuales no se
reducen a la aplicacion de técnicas y algoritmos, no se limitan a la l6gica del proceso matematico, pero
son importantes para una adecuada formacion matematica de un profesor en el camino de la creatividad,
con el concurso firme de la intuicion y la imaginacion.

Como sugeriran los dos ejemplos que veremos a continuacion, ejemplos que fueron implementados en
cursos especificos de Historia y Filosofia de la Matematica en nuestra universidad, podremos considerar
la historicidad de la mateméatica como un capitulo de la propia matemaética y no como un asunto sobre la
matematica. La historicidad se constituye como un ver interno de la matematica y no un ver externo. El
ver interno no es historia, pero revelara el lado orgénico de la matematica que usualmente queda vedado.

Una version diferente, aunque proxima, de nuestra nocion de “historicidad”, puede ser encontrada en Paty
(2005). Para Paty (2005) la historicidad torna el objeto de estudio mas inteligible en la medida en que
permite entender las ampliaciones de racionalidad que posibilitan el progreso del conocimiento.

La historicidad de la matematica traera un perfil metafisico de la matematica pues envuelve la busqueda
sobre el origen, la génesis, lo que podriamos llamar el ADN de los conceptos, la mutacion, la evolucion,
nociones organicas que pueden ser asociadas también a una cosmogonia.

La palabra “cosmogonia” proviene de dos términos griegos: kosmos (buen orden) y gonos (nacimiento).
También, “génesis” debe ser entendida como una accion que significa la venida al mundo (al mundo
matematico).

En ese contexto caben también, discusiones sobre lo que seria la “fecundidad” de la matematica, que
usualmente es entendida de un punto de vista estético.
De los conceptos euclideos a los conceptos cartesianos en geometria, un primer ejemplo

En esta seccion discutiremos las concepciones euclideas de “punto” y “recta” y como ellas evolucionaron
hacia las definiciones cartesianas correspondientes.

Primero debemos observar que la geometria euclidea, en su forma axiomatica material, es considerada
como el estudio del espacio natural, el espacio de concretizacion o materializacion de los objetos
geométricos. Para teorizar sobre ese espacio los gedmetras griegos, especialmente Euclides (2009),
definieron los conceptos de “punto” y de “recta” de la siguiente manera:

a) Punto es aquello de que nada es parte.
b) Recta es una linea sin anchura dispuesta “uniformemente” en todos sus puntos.
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Mas que en la forma de definir debemos reparar en el impetu natural de dar concretitud o sustancia al
objeto definido, el “objeto-cosa”.

La geometria analitica (plana) iniciada por Descartes y Fermat en el siglo XVII crea un espacio artificial
para la geometria euclidea: el plano cartesiano. El se constituye en el nuevo espacio de concretizacion-
visualizacion de las verdades geométricas transformando intuiciones geométricas en intuiciones
numéricas sobre los nimeros reales, aunque el concepto de “numero real”, como apuntado por Cifuentes
(2015), atn no estaba debidamente comprendido y delimitado en esa €poca, lo que solo se dara en el siglo
XIX. Para la geometria cartesiana:

a) Punto es un par ordenado (x , y) de nimeros reales.
b) Recta es el lugar geométrico de los puntos (x , y) que satisfacen una ecuacion lineal de la forma y
—b=m(x —a), donde (a, b) es un punto dado de la recta.

Esa definicion, asi consolidada, de “recta” se basa en el concepto de “pendiente” o “inclinacion” de la
recta que es dada numéricamente por el coeficiente m.

(Cuadl es, entonces, la historicidad del concepto de “recta cartesiana”? Esa historicidad debe explicitar de
qué manera se llegd del concepto euclideo de recta al de recta cartesiana. La historia de ese concepto esté
presente en algunos libros didacticos situando cronologicamente su surgimiento y trayendo ya una
definicion acabada de recta cartesiana colocada en determinado momento historico. Sin embargo, la
historicidad nos debe revelar cual fue su génesis tedrica, como ella se desenvolvio.

Si volvemos a la definicion griega, mencionada anteriormente: “recta es una linea dispuesta
uniformemente en todos sus puntos”, veremos que la dificultad en su comprension reside en el trecho
“uniformemente en todos sus puntos”. A pesar de eso, ahi estd (creemos, como un ejercicio de
interpretacion) la raiz de su conceptualizacion por Descartes. El entendi6 “uniforme” como teniendo la
misma inclinacion en todo su trayecto, lo que tradujo matematicamente a través del concepto de
“pendiente” que geométricamente significa la tangente del angulo de inclinacion de la recta a respecto del
eje x: la pendiente del segmento formado por los puntos (x , y) y (a, b) es el valor del cociente (y — b)/(x
—a). Si ese valor es una constante m para todos los puntos (x , y) de una linea, manteniendo el punto (a ,
b) fijo, entonces, esa linea es una recta. De ahi resulta la ecuacion lineal de la recta dada anteriormente.

En este caso la definicion dada por Euclides podria ser considerada una parte del “ADN conceptual” de la
idea cartesiana de recta, o sea, un inicio, un origen que puede contener el todo necesario para su desarrollo
teorico.
Asi, pues, la concepcion cartesiana de recta tiene su razon historica y epistemoldgica en la concepcion
euclidea de recta. Ese movimiento de ideas es que llamamos “historicidad”.

La teoria de grupos como base epistemologica para la constitucion de la geometria moderna y sus

raices euclideas, un segundo ejemplo

La geometria es importante en la formacion (matematica) de los profesores por diversas razones,
destacandose, primero, el hecho de ser ejemplo del poder de sistematizacion de una teoria por el método
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axiomatico, también por introducir formas de pensamiento matematico que van desde lo empirico a lo
logico-formal, por su caracter epistemoldgico y, en el campo de la “experiencia matematica”, por su
capacidad de visualizacion, importante también en la ensefianza de la matematica (Cifuentes, 2010).

La geometria de Euclides admite, en su forma axiomatica, ciertos procedimientos no formales de
naturaleza intuitivo-experimental como, notoriamente, el de “superposicion de figuras” para establecer su
“igualdad” o congruencia. El uso de ese procedimiento es regido por uno de sus axiomas llamados
comunes que dice: “dos cosas que se ajustan una a la otra (es decir, que coinciden cuando son
superpuestas) son iguales entre si”. Desde el punto de vista intuitivo, el procedimiento de superposicion
puede ser entendido como la realizacion, en el espacio natural, de un movimiento (no necesariamente
fisico, y hasta podria ser instantaneo) de figuras para establecer su coincidencia.

Una consecuencia importante de la posibilidad de esos “movimientos” es que, para Euclides, la geometria
plana no es independiente de la geometria espacial, ya que uno de los movimientos admisibles es la
reflexion a respecto de una recta.

A partir del siglo XIX, y como consecuencia del advenimiento de la geometria cartesiana, la geometria
(euclidea o no) puede ser estudiada por los efectos que diversos “movimientos”, traducidos ahora a través
de transformaciones geométricas, producen sobre las figuras geométricas: por ejemplo, los movimientos
rigidos que dejan invariantes las distancias entre puntos se llaman isometrias y fundamentan la llamada
“geometria euclidea métrica” (Lima, 1992). Estas son las traslaciones, las rotaciones, las reflexiones y sus
combinaciones. Todas ellas son formuladas usando el concepto de funcion introducido en la geometria
solo en el siglo XIX y usado extensivamente, como observado por Miorim (1998), por Felix Klein (1849-
1925) y David Hilbert (1862-1943), entre otros.

Asi como las isometrias permiten el estudio formal de la congruencia de figuras, dando significado
matematico al procedimiento intuitivo de superposicion, las llamadas “transformaciones de semejanza”,
como por ejemplo las homotecias, permiten el estudio de las propiedades de semejanza de figuras,
fuertemente matematizada por relaciones de proporcionalidad (Lima, 1992).

Los grupos de transformaciones geométricas y sus raices euclideas

En ese nuevo contexto de la geometria, desarrollada en el siglo XIX y con el auxilio de técnicas
provenientes de la geometria cartesiana, es que aparece el concepto “natural” de grupo, especialmente el
de “grupo de transformaciones geométricas”. Creemos que los grupos deben ser introducidos, en la
formacion de profesores, como grupos de transformaciones geométricas o grupos de movimientos, para
asi desarrollar la geometria con ese enfoque, inclusive las geometrias no-euclideas.

El mismo concepto de “simetria de una figura” adopta un nuevo significado en la teoria de grupos de
transformaciones, a saber: una simetria de una figura es un “movimiento” (transformacion) que deja

invariante la figura (Arnstrong, 1988).

Lo que es més sorprendente es que la teoria de grupos de transformaciones, bajo una cierta interpretacion,
ya aparece en la obra de Euclides(!) De hecho, los axiomas llamados comunes con que se inicia la
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geometria de Euclides pueden ser considerados precursores de los axiomas de la teoria de grupos cuando
son “interpretados” como propiedades de la congruencia de figuras: el grupo de las isometrias.

Veamos. El axioma que dice “dos cosas iguales a una tercera son iguales entre si”’, puede ser traducido,
cuando la igualdad es interpretada como el resultado de aplicar una isometria, de la siguiente manera: “la
composicion de dos isometrias es una isometria”. También, el axioma (implicito) que dice ““si una cosa es
igual a otra, la segunda es igual a la primera”, se traduce como “cada isometria tiene una inversa que es
también una isometria”. Andlogamente “cada cosa es igual a si misma” significa, en esa interpretacion,
que “existe la isometria trivial”. Otro de los axiomas dice “si son adicionadas cosas iguales a cosas iguales,
los resultados son iguales”, lo que puede ser traducido por “las isometrias preservan la adicion de figuras”,
y asi en adelante.

Se observa, entonces, que en el siglo XIX se pasa de una geometria de las formas estaticas a una geometria
de las formas en movimiento. Se pasa de lo sensible y experimental (basado en el procedimiento euclideo
de superposicion) a lo formal y racional (basado en la nocion de “transformacion”).

Poincaré (1948) atribuia extrema importancia a los “grupos de movimientos”. Para Kant, a fines del siglo
XVIII, las nociones de espacio y tiempo son capacidades innatas del ser humano. Para Poincaré, la
capacidad mas primitiva del ser humano es la que se refiere a la nocion de grupo, es a partir de ella que el
espacio y el tiempo adquieren significado. Posteriormente Piaget recupera las ideas de Poincaré para
explicar el desarrollo sicoldgico del nifio sobre su “percepcion” del espacio y del tiempo (Piaget y Beth,
1980).

Conclusion

Este articulo ilustra, en primer lugar, que es posible “hacer matematica”, en una concepcion ampliada:
mas como una forma de pensar que como una forma de saber, por el camino de su historicidad. Para mi,
mas importante que saber matematica, en el sentido de tener un conocimiento organizado y sistematizado,
es saber pensar matematicamente movilizando el conocimiento en la floresta matematica rumbo a la
creacion o recreacion de diversos conceptos matematicos.

De hecho, diversos aspectos de la floresta matematica relacionados con la historia, filosofia y metodologia
de la matematica (no de la ensefianza de matematica) atraviesan los contenidos en forma transversal
tejiendo conexiones inesperadas entre esos contenidos matematicos. El dinamismo del conocimiento
matematico reside en las diversas formas de pensamiento y razonamiento matematicos involucrados y sus
interconexiones, como el pensamiento avanzado y el elemental, el pensamiento visual, el raciocinio por
analogia, etc.

Esas diversas formas de pensamiento, debidamente desarrolladas, nos dan acceso a la “experiencia
matematica”, es decir, a aspectos de la matematica que no dependen solo de la razon y de la légica, sino
también de la sensibilidad, de la intuicién y de la imaginacion, formas de acceso a la floresta matematica
y fuentes para la creatividad.
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