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Resumen

En el presente trabajo se sigue un enfoque cualitativo y heuristico, dirigido a describir el proceso de planteo de
problemas como parte del pensamiento matematico. Se toma como base un modelo tedrico compuesto por seis
etapas cognitivas que favorecen la formulacion de nuevos problemas: seleccion, clasificacion, asociacion,
blisqueda, verbalizacion, y transformacion (proceso SCABV+T). A partir de aqui, se describe una experiencia en
la formacion de estudiantes para profesor, los cuales logran plantear varios problemas a partir de un problema
geométrico dado. El principio heuristico de movilidad se relaciona directamente con las transformaciones del objeto
geométrico, y para ello el proceso cognitivo se dinamiza con ayuda del software GeoGebra. La experiencia revela
que el seguimiento de etapas cognitivas, en un ambiente de geometria dinamica mediado por la reflexion heuristica,
favorece el planteo de nuevos problemas. Todo ello se revierte en el desarrollo del pensamiento matematico de los
alumnos.
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Abstract

In the present work a qualitative and heuristic approach is followed, aimed at describing the process of problem
posing as part of mathematical thinking. It is based on a theoretical model, composed of six cognitive stages that
encourage the formulation of new problems: election, classification, association, search, verbalization, and
transformation (ECASV+T process). From here, an experience in the formation of prospective teachers is described,
which is focused to pose several questions from a given geometrical problem. The heuristic principle of mobility is
unswervingly related to the transformations of the geometric object and, in connectedness, the cognitive process is
dynamized with the help of GeoGebra software. Experience shows that the monitoring of cognitive stages, in an
environment of dynamic geometry mediated by heuristic reflection, favors the formulation of new problems. All
this allow the development of students’ mathematical thinking.
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Introduccion

El planteo de nuevos problemas constituye parte indisoluble de la historia de las matematicas. Como ejemplo de
ello, es célebre el enunciado de 23 problemas compilados por Hilbert, los cuales influyeron notablemente en el
desarrollo de las matematicas durante el siglo XX. Por este motivo Halmos expres6 en el epilogo de un sugestivo
articulo su convencimiento de que “[...] los problemas son el corazén de las matematicas” (Halmos, 1982, p. 524).
Muchos ejemplos dan testimonio acerca del vinculo estrecho que existe entre los componentes de las matematicas
y ciertos problemas asociados. Por ejemplo, Hamilton introdujo el concepto de cuaternion en su afan por resolver
el problema de extender los numeros complejos a un nimero mayor de dimensiones (Hamilton, 1844). El teorema
de Fermat-Wiles esta vinculado al problema de probar la inexistencia de soluciones enteras de la ecuacion de Fermat
para grado superior al segundo, inamovible por el término de tres siglos (Wiles, 1995). El método de las sumas
trigonométricas de Vinogradov fue desarrollado para resolver problemas clasicos formulados por Waring y
Goldbach en forma de conjeturas (Vinogradov, 1947). Asimismo, el origen de la teoria de Galois estuvo motivado
por el problema de encontrar una formula para resolver ecuaciones polinémicas de grado superior al cuarto (obra
postuma publicada por Liouville, 1846).

De modo similar a la importancia que se le concede a la resolucion de problemas, muchos curriculos y
personalidades destacadas de la ensefianza de las matemadticas han propugnado el planteo de problemas en el
contexto escolar. Polya, por ejemplo, sefiala que:

La experiencia de un alumno en matematicas serd incompleta mientras no tenga ocasion de resolver problemas que
él mismo haya inventado. Ensefiando a los alumnos el modo de derivar un nuevo problema de un problema ya
resuelto, el profesor lograra suscitar la curiosidad de sus alumnos (Polya, 1981, p. 173; las italicas en el original).

Halmos incluso sugiere que, “[...] del mismo modo que no se debe dar al estudiante todas las respuestas, tampoco
se debe formularles todas las preguntas” (Halmos, 1982, p. 524). Seguidamente reflexiona que, incluso en el nivel
de investigacion, no se debe dar el problema definitivo de tesis a un candidato, ya que la identificacion de nuevos
problemas sera parte de su futuro cuando el tutor no lo estard supervisando. En esencia, identificar problemas
también constituye parte de las competencias investigativas.

En el caso de los curriculos, los influyentes Principles and Standards for School Mathematics sehalan que:

[...] una meta mayor de la Matematica de la escuela media consiste en equipar a los estudiantes con conocimientos
y herramientas que les permitan formular, abordar y resolver problemas mas alla de aquellos que han estudiado.
[...] Ellos deben tener oportunidades para formular y refinar problemas, pues los que ocurren en el ambiente real
no llegan puramente disefiados (NCTM, p. 335).

Razones como estas dan crédito suficiente a la necesidad de abordar el planteo de problemas desde una perspectiva
cientifica, lo cual viene adquiriendo un interés cada vez mds creciente en Latinoamérica (vid. Espinoza, Segovia, y
Lupiafiez, 2018; Salazar, 2018). Corresponde a la educacion matematica un importante papel, en el sentido de
sistematizar buenas practicas y también de ahondar en las bases tedricas que sirven de fundamento a la ensefianza
y el aprendizaje del planteo de problemas en el contexto escolar. En el presente trabajo se presenta una experiencia
de clase, basada en la aplicacion del software dindmico GeoGebra, con lo cual se favorece el planteo de nuevos
problemas y, consecuentemente, el desarrollo del pensamiento y de la creatividad. Los fundamentos que sirven de
plataforma teorica se presentan a continuacion.
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Marco teorico

Si bien las investigaciones asociadas al planteo de problemas matematicos no son tan numerosas como otros campos
de la educacion matematica, tampoco puede decirse que son demasiado escasas. Tres argumentos pueden resultar
ilustrativos. Primero: la existencia de obras clasicas como el libro The Art of Problem Posing (Brown y Walter,
2005), publicado por primera vez en 1983 y con méas de mil citaciones en Google Scholar. Si bien no constituye un
informe de investigacion, si marca un espiritu renovador en el quehacer didactico, algo similar al legado del How
to Solve It de Polya en el campo de la resolucion de problemas. Esta obra sistematiza una importante perspectiva
para el planteo de nuevos problemas, consistente en aceptar/poner en duda (4Accepting/ Challenging), provista de
una poderosa herramienta: la estrategia ;jqué-si-no? (what-if-not?). Se trata de una expresion didactica donde
confluyen numerosas fuentes tales como la vision falibilista de las matematicas, la puesta en duda del racionalismo
cartesiano, la educacién matematica critica, el equilibrio/desequilibrio piagetiano, entre disimiles aspectos
filosoficos, psicoldgicos, y didacticos.

Un segundo argumento proviene del desarrollo de investigaciones avanzadas, muchas de ellas basadas en disefios
experimentales y también en enfoques cualitativos y mixtos. Por ejemplo, Silver dirigié un experimento clasico
(vid. Silver, Mamona-Downs, Leung, y Kenney, 1996), consistente en presentar a 58 profesores de educacion media
y a 28 estudiantes para profesor, una situacion relacionada con un juego de billar, donde la mesa es un tablero de
dimension mxn. En un esquema discreto, los sujetos son invitados a reflexionar acerca de nuevos problemas que
podrian ocurrir modificando las dimensiones del tablero. Seguidamente, se pide que cada individuo resuelva uno
de los problemas propuestos para que asi, nuevamente, imagine otros problemas mas. Incluso investigaciones
recientes han utilizado modificaciones de esta situacion (cf. Kontorovich, Koichu, Leikin, y Berman, 2012; Daher
y Anabousy, 2018). En realidad, poco se ha avanzado con relacién al disefio de tareas y situaciones que resulten
utiles para evaluar el planteo de nuevos problemas.

Un tercer argumento consiste en la existencia de compilaciones, lo cual demuestra cierto grado de actividad
cientifica, con la formacion y desarrollo de colegios invisibles encabezados por lideres cientificos. Entre las
compilaciones mas recientes se encuentran Mathematical Problem Posing. From Research to Effective Practice
(Singer, Ellerton, y Cai, 2015) con 26 articulos redactados por 52 autores de 16 paises. Otro ejemplo se titula Posing
and Solving Mathematical Problems. Advances and New Perspectives (Felmer, Pehkonen, y Kilpatrick, 2016), obra
que reafirma una tesis defendida por muchos investigadores, consistente en que existe un vinculo estrecho entre los
procesos de planteo y resolucion de problemas (Kilpatrick, 1987; Silver, 1994; English, 1998; Xie y Masingila,
2017).

Los estudios realizados convergen o divergen es aspectos diversos. Por ejemplo, si bien se reconoce el vinculo entre
planteo y resolucidn de problemas, poco se sabe acerca de la naturaleza y el modo en que esto tiene lugar (Napoles
y Cruz, 2000). He aqui un ejemplo descrito en una investigacion anterior. A un estudiante se le pregunta por qué
escoge un tridngulo de entre un grupo de objetos matematicos para formular un nuevo problema, ante lo cual
responde que —“[...] en las figuras geométricas es donde més problemas se pueden encontrar” (Cruz, 2002, p. 88).
Esta preconcepcion muchas veces escapa de los instrumentos de evaluacion y se arraiga desfavorablemente en el
estudiante. Sirve este ejemplo de evidencia acerca de la manifestacion de creencias y concepciones en el planteo de
problemas, de modo similar a numerosos fenomenos descritos en el campo de la resolucién de problemas.

Otro asunto complejo reside en la precision de qué es lo que realmente se entiende por “planteo de problemas”.
Para comenzar, existen varias terminologias en lengua inglesa: problem posing (Brown y Walter, 2005), problem
construction (Bernardo, 2001), problem creation (Engel, 1987), problem formulating (Kilpatrick, 1987), problem
generation (Kapur, 2017), problem finding (Dillon, 1982), entre otras. Algunas diferencias pueden explicarse desde
la psicologia, conforme a una observacion de Dillon (1982) quien distingue el reconocimiento, el descubrimiento y
la invencidn, en un sentido creciente de los niveles de complejidad, y que pasan por la percepcion de lo evidente,
lo implicito y lo incipiente, respectivamente. Para el campo de la educacion matematica, Silver (1994) sugiere que
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el planteo de problemas comprende tanto la formulacion de nuevos problemas como la re-formulacion de problemas
dados. Ademas, sefiala que ello puede ocurrir antes, durante, o al final de la solucién de un problema. Esta
concepcion se ajusta al enfoque seguido por Polya (1981) y ha sido asumido por numerosos autores, ya que mira
mas alla del resultado y lo conceptualiza bajo un enfoque proceso-producto. Es decir, plantear problemas no consiste
en hacer preguntas, sino que estas son el resultado de un proceso cognitivo complejo.

Sobre la base de las reflexiones anteriores, el planteo de problemas comprende etapas que es necesario investigar.
Ya esta problematica fue advertida tempranamente por Dillon (1982), quien relaciona dichas etapas con niveles de
desarrollo por intermedio de los procesos de reconocimiento/descubrimiento/invencion. Recientemente, un estudio
similar se ha erigido con base en cierta taxonomia, abordada bajo un riguroso enfoque experimental. Las etapas
también responden a niveles de complejidad en el planteo de problemas, comenzando por los de comprension, luego
de traduccion, seguido de los de edicion, y concluyendo con los de seleccion que resultan los de mayor complejidad
(Christou, Mousoulides, Pittalis, Pitta-Pantazi, y Sriraman, 2005). Otro camino alternativo consiste en la
identificacion de fases por las cuales transcurre el proceso de planteo. Brown y Walter reconocen cinco: escoger un
punto de partida, listar atributos, ;qué-si-no?, realizar preguntas, y analizar el problema (Brown y Walter, 2005, p.
64). Siguiendo esta idea, en Cruz (2002) se incorporan otras etapas y relaciones que luego se enriquecen a partir de
varios estudios empiricos (c¢f. Cruz 'y Alvarez, 2002; Cruz, 2006; Cruz, Garcia, Rojas, y Sigarreta, 2016).

La Figura 1 muestra un modelo mental del proceso de planteo de problemas en un sentido no trivial, o sea, bajo el
supuesto de una actividad intencionada y reflexiva. La transformacion no solo explica la estrategia ;qué-si-no?,
sino que también contiene otras formas de contradiccion como el ;qué-si-mas? de Kaput (en comunicacion personal
a Kilpatrick, 1987). De forma sintética, el proceso se denominara SCABV+T y sus etapas y relaciones esenciales
se abordan en Cruz et al. (2016).

i! i i! Iy

Figura 1. Un modelo del proceso cognitivo de planteo de problemas (SCABV+T)

En la literatura han sido descritas numerosas estrategias heuristicas asociadas al planteo de problemas, las cuales
pueden ser explicadas con la ayuda del proceso SCABV+T. En efecto, la reformulacion, la generalizacion, la
variacion de condiciones dadas (Polya, 1981; Sharygin, 1991), son formas especificas de realizacion del ;qué-si-
no? Por su parte, formar el producto cartesiano entre dos conceptos (Kilpatrick, 1987) se enmarca principalmente
en la etapa de seleccion. Asimismo, la descomposicion y recomposicion (Polya, 1981) se originan de la dindmica
asociacion/busqueda. Otros procesos tales como el empleo de analogias (Polya, 1981), encadenamiento (formular
un problema que se reduzca a otro ya resuelto; Silver et al., 1996), la anidacion (“problemas matrioska”; Sharygin,
1991), responden a subprocesos todavia mas complejos dentro del esquema cognitivo SCABV+T.

Otro aspecto importante que ha ganado espacio en el campo del planteo de problemas consiste en el uso de
tecnologias (Abramovich, 2014; Daher y Anabousy, 2018). En particular, los paquetes de geometria dindmica
resultan utiles para potenciar el desarrollo de procesos cognitivos complejos, tales como la imaginacion y el
establecimiento de conjeturas (Christou, Mousoulides, Pittalis, y Pitta-Pantazi, 2005; Contreras, 2013; Lavy, y
Shriki, 2010). La posibilidad de transformar el objeto matematico, en el proceso SCABV+T, se entrelaza
directamente con el principio de movilidad bajo el uso de geometria dindmica. Por tanto, la implementacion de
paquetes como GeoGebra constituye una oportunidad para favorecer el planteo de nuevos problemas.
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Metodologia

Con el objetivo de profundizar en el planteo de nuevos problemas, se sigue un camino predominantemente
cualitativo, basado en la argumentacion y apoyado en evidencias empiricas. El modelo subyacente consiste en el
proceso cognitivo SCABV+T antes referido, mientras que su ejemplificacion se adapta de sesiones de planteo de
nuevos problemas. Estas sesiones han sido desarrolladas con estudiantes del primer afio de la carrera de Licenciatura
en Educacion de la especialidad Matematica, en la Universidad de Holguin (Cuba).

El planteo de problemas gira en torno al intento infructuoso de extender el teorema de las tres mediatrices de un
triangulo a un cuadrilatero. Todo el analisis se realiza utilizando GeoGebra, en sesiones de analisis y discusion con
pequetios grupos (de tres o cuatro estudiantes). Un estudio similar para el planteo de problemas, pero relacionado
con la extension del teorema de las tres bisectrices, ha sido desarrollado por Christou, Mousoulides, Pittalis, y Pitta-
Pantazi (2005, pp. 136-140).

Resultados

La situacion inicial tiene lugar justo al concluir la demostracion del teorema de las tres mediatrices de un triangulo
ABC, las cuales concurren en el circuncentro O. La estrategia ;qué-si-no? resulta de la interaccion entre las etapas
seleccion/transformacion. La idea original que se discute con los estudiantes consiste en buscar nuevos puntos de
partida e indagar qué propiedades se conservan y qué nuevas relaciones tienen lugar. La Figura 2 muestra dos de
las ideas discutidas: ;Qué pasaria si en lugar del triangulo ABC se trata de un cuadrilatero convexo ABCD? ;Qué
pasaria si el triangulo ABC no es plano sino esférico?

El teorema se cumple en el segundo caso. El primer caso se adopta como punto de partida (seleccion). La etapa
siguiente consiste en la clasificacion de componentes del objeto, como el caso de los puntos de intercepcion que
son seis, sin excluir posibles coincidencias ni posicionamiento en el infinito como puntos impropios. Durante la
etapa de asociacion, a estos objetos se le hacen corresponder conceptos tales como lugar geométrico, alineacion,
concurrencia, vértices de otro cuadrilatero, entre otros. Seguidamente comienza la etapa de bisqueda de posibles
relaciones y propiedades. Se trata del momento mas complejo, donde se requiere el despliegue de un profundo
razonamiento e imaginacion.

Con ayuda de GeoGebra, el estudiante logra en un tiempo razonable formular algunas conjeturas. Por ejemplo:
“[...] parece ser que los cuatro puntos no impropios son concurrentes cuando el cuadrilatero es un rectangulo”. Sin
embargo, en general, la concurrencia tiene lugar cuando el cuadrilatero seleccionado es ciclico. Es importante
destacar el elevado valor heuristico de la movilidad, pues de la misma forma que sugiere una hipotesis falsa también
se apronta a rechazarla, luego de examinar varias posibilidades antes de comenzar una eventual demostracion de la
posible propiedad descubierta.
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Figura 2. Dos intentos de extension del teorema de las tres mediatrices de un tridngulo

El planteo concluye con la etapa de verbalizacion. Con ello se sintetiza el proceso reflexivo en una forma rigurosa
de comunicacion matematica. Durante el proceso de busqueda, la conjetura relacionada con la concurrencia de
cuatro puntos puede conducir al siguiente enunciado de manera directa: ;Bajo qué condiciones los puntos son
concurrentes? (P, O, Ry S en la Figura 2). Sin embargo, cuando la busqueda se apoya de procesos cognitivos mas
complejos, la reflexion puede conducir a un enunciado de orden superior en su nivel de complejidad y elaboracion:
Probar (o refutar) que los puntos son concurrentes si y solo si el cuadrilatero es ciclico.

Por este camino de razonamiento pueden salir a colacion otros problemas, los cuales fueron identificados por los
estudiantes: ;Cuando SQ es bisectriz del angulo MSN? ;Cuando las rectas PR y MN son paralelas? ;Cuando el
cuadrilatero PORS es un paralelogramo? ;Cuales puntos del conjunto {P, O, R, S, M, N} pueden estar alineados?
(Bajo qué condiciones el cuadrilatero PORS es ciclico? Esta ultima pregunta se vincula estrechamente al
antiparalelismo de dos pares de rectas que se cortan: PS'y OR que se cortan en M, respecto a QP y RS que se cortan
en N.

Para dar continuidad a la sesion de planteo de problemas, el profesor realiza la siguiente pregunta heuristica: —;Se
podran encontrar nuevos elementos en la figura? No necesariamente deben estar representados. Con esta pregunta
se trata de dirigir la atencion hacia las amplias posibilidades de transformar el objeto, no solo al inicio sino también
en las etapas subsiguientes del proceso. —Observen que, en general, se obtiene un nuevo cuadrildtero. ; Qué nuevos
problemas se pueden encontrar? Aqui se trata de concentrar los esfuerzos en el cuadrilatero PORS. Durante el
debate, uno de los estudiantes realizo la siguiente observacion: —;Podemos repetir la idea del problema sobre el
nuevo cuadrilatero! En efecto, arribar a esta idea era uno de los objetivos de la conversacion heuristica, con el fin
de aprovechar varios resultados asociados a la sucesion de cuadrilateros que se pueden obtener.

Un aspecto importante consiste en la naturaleza de la transformacion sefialada por el estudiante. La idea es un
ejemplo genuino del ;qué-si-mas? de Kaput. Nuevamente, el razonamiento puede discurrir por las etapas de
clasificacion/asociacion/buisqueda hasta llegar al planteo de nuevos problemas. Por ejemplo, realizando varias
construcciones con GeoGebra, de modo que a cada nuevo cuadrilatero se le asocie otro mas por intermedio de las
mediatrices, el estudiante puede arribar a las siguientes conjeturas, las cuales son efectivamente validas cuando el
cuadrilatero original no es ciclico (vid. Radko y Tsukerman, 2012; Shephard, 1995):
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- Los angulos correspondientes de dos cuadrilateros consecutivos son suplementarios.

- El cuadrilatero original, el tercero, el quinto, y asi sucesivamente todos los de indice impar en dicha sucesion
son semejantes. Lo mismo ocurre con los de indice par.

- Cada sucesion anterior forma una especie de “espiral de cuadrilateros semejantes”, las cuales convergen en
el mismo punto.

- El angulo de rotacion para cada espiral de semejanza es © cuando el cuadrilatero original es convexo, y 0
cuando es concavo.

La Figura 3 describe algunos de los caminos de razonamiento, conforme al proceso cognitivo SCABV+T. La saeta
en rojo discontinuo ilustra la implementacion de la estrategia ;qué-si-mas? en el marco de la transformacion.

(Qué-si-mas? {Una sucesion de cuadrilateros!

Seleccion Clasificacion Busqueda BN Verbalizacion

Cuadrilatero —» Indicespare —» Semejanza —» ;Cualesson —» Conjetura: los

ABCD, trazado impar en la semejantes? cuadrilateros de
de las sucesion de indice con igual
mediatrices a cuadrilateros paridad son
cada lado para (cuando ABCD semejantes
la obtencion de no es ciclico)
PORS
Espiralesde —» Convergencia —» ;Convergen? —» Conjetura: ambas
cuadrilateros (Hacia donde? espirales
semejantes convergen en el

mismo punto

Unadelas —»  Angulode —# ;Seconservala —» Conjetura: e/

espirales rotacion amplitud? En caso angulo de
(digamos, la de contrario, (qué rotacion es
indice impar) relaciones tienen  cuando ABCD es
lugar? convexo y 0 si es
concavo

Figura 3. Nuevas conjeturas tras la implementacion de la estrategia ;qué-si-mas?

Es importante resaltar la presencia de ciclos dentro del proceso cognitivo SCABV+T. Ya este hecho fue sefialado
por Brown y Walter (2005) y ha sido poco tratado en la literatura relacionada con el planteo de problemas. Aunque
se trata de algo intuitivamente natural en el proceso de razonamiento matematico, las conexiones entre etapas no
son completamente evidentes. En la experiencia didactica aqui descrita, pueden observarse dos tipos de ciclos. En
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primer lugar, ciclos lineales (de tipo I) como la interaccion entre las etapas de asociacion/busqueda. Ello ocurre
cuando las propiedades o conceptos asociados a un componente, identificado dentro del objeto, no suscita alguna
conjetura relevante para el individuo. En segundo lugar, ciclos no lineales (de tipo II) como el sefialado en la Figura
3, donde la etapa de transformacion enriquece el proceso de forma significativa. Las evidencias sugieren que el uso
de GeoGebra contribuye a la activacion de complejos mecanismos cognitivos asociados a ambos tipos de ciclos,
con base en la movilidad de los objetos geométricos. Sin embargo, queda mucho por hacer en los o6rdenes teérico y
empirico, a fin de comprender mejor la forma en que tales ciclos tienen lugar.

Conclusiones

El planteo de problemas constituye un campo emergente de la educacion matematica, estrechamente ligado a los
estudios sobre resolucion de problemas. El presente trabajo ilustra una experiencia didactica, en sesiones de analisis
y discusion con pequefios grupos de estudiantes que se forman como futuros profesores de matematicas. En el
estudio se explora el razonamiento con base en el proceso cognitivo SCABV+T, mostrando su pertinencia por un
camino predominantemente cualitativo. Con el ejemplo tratado, puede ejemplificarse la forma en que se
interrelacionan las etapas, la existencia de ciclos de sendos niveles de complejidad, asi como las relaciones estrechas
con varias estrategias heuristicas descritas por otros autores.

El uso de GeoGebra no significa una condicién necesaria para el planteo de nuevos problemas, sino un crédito
favorable acerca de sus potencialidades para el desarrollo del pensamiento. Los recursos de movilidad permiten que
este software de geometria dinamica se convierta en un catalizador de pensamiento creativo. Con economia de
tiempo, son cuantiosas las ventajas que este paquete brinda para favorecer el planteo de nuevos problemas,
principalmente por la intuicién de conjeturas. En varias ocasiones, las conjeturas pueden descartarse moviendo
elementos del objeto geométrico, o bien reafirmarse incluso para casos mas generales (como ocurre con ciertas
propiedades cuando el cuadrilatero descrito es no convexo).
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