1V Encuentro sobre Diddctica de la Estadistica, la Probabilidad y el Andlisis de Datos

La integracion de habilidades en la resolucion de problemas de
Probabilidad y Estadistica

Edwin Chaves Esquivel!, Ricardo Poveda Vasquez?, Jonathan Espinoza Gonzalez®, Claudia
Martinez Pacheco* y Miguel Gonzalez Ortega’

Resumen

Se propone realizar un taller, en donde se plantean algunos problemas para la
implementacion de topicos de probabilidad y estadistica en secundaria,
siguiendo lo propuesto en los programas de estudio de Matematicas. El
propdsito basico de este taller consiste en ejemplificar el tipo de problemas que
el docente puede implementar en el aula, para lograr un trabajo estudiantil
exitoso, de modo que se involucran paralelamente diferentes conocimientos
probabilisticos o estadisticos, mediante la integracion de diferentes habilidades.
Pero ademas, se analiza la puesta en practica de los fundamentos teéricos
estructurados en estos programas, por medio del método de los cuatro pasos
para resolucion de los problemas, la implementacion de los diferentes procesos
matematicos y de las diferentes etapas metodologicas.

Los problemas planteados, por su estructura y nivel de dificultad, son
susceptibles para que los profesores puedan utilizarlos en sus aulas con las
adecuaciones del caso.

Palabras clave: Resolucion de problemas matematicos, ensefanza de la
estadistica y probabilidad, programas oficiales de matematicas en Costa Rica

1. Introduccion

Los programas vigentes del Ministerio de Educaciéon Publica (MEP, 2012), propone al
docente aprovechar el potencial de las Matematicas como herramienta fundamental para el
desarrollo de las diferentes disciplinas cientificas. En este curriculo se plantea como
objetivo principal la busqueda del fortalecimiento de las capacidades cognoscitivas para
enfrentar los retos de la sociedad moderna, donde el conocimiento, la informacion, y la
demanda de habilidades y capacidades de razonamiento logico y de toma de decisiones
basadas en evidencia concreta tienen especial relevancia.

Para lograr este objetivo, se plantean dos propdsitos basicos: primeramente que cada
estudiante asuma la responsabilidad de participar activamente en la construccion del
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aprendizaje, y en segundo lugar que la accion docente se enfoque a la generacion de
suficientes situaciones de aprendizaje tanto en cantidad y calidad que faciliten el logro del
primer propo6sito en forma motivadora.

Se promueve una accion de aula centrada en la resolucion de problemas vinculados con
contextos reales, fisicos, sociales y culturales. Por medio de esta estrategia se promueve una
identificacion de cada estudiante con el entorno y el uso de las Matematicas como
herramienta para comprender y modelar las situaciones de la cotidianidad estudiantil. En
este sentido, la mediacion pedagodgica adopta premisas fundamentales constructivistas, tal
como lo establece la politica educativa vigente para el pais, la cual propicia construccion
activa de los aprendizajes por parte del mismo estudiante.

Con este enfoque, se promueve el desarrollo de habilidades vinculadas directamente a las
areas matematicas. El aprendizaje de los conceptos o conocimientos disciplinares por
medio de la resolucion de problemas debe ser concentrada en cuatro pasos basicos:

(1) propuesta de un problema,

(2) trabajo estudiantil independiente,
(3) discusion interactiva y comunicativa,
(4) clausura o cierre. (MEP, 2012; p.14)

El desarrollo de un problema por parte de los estudiantes, puede ocupar una o mas
lecciones. Esta propuesta se contrapone con la ensefianza tradicional que ha estado centrada
en el desarrollo de los topicos matematicos en abstracto por parte del docente, con el
planteo de ejemplos y practicas rutinarias y mecdnicas. El planteo y resolucion de
problemas constituye una constante durante todo el proceso educativo, lo que incluye el
reforzamiento, movilizacion y aplicacion de los conocimientos aprendidos. (MEP, 2012;

p.15)

Aunque se promueve el empleo de problemas vinculados con contextos reales; no obstante,
la implementacion de problemas abstractos para situaciones particulares constituyen
también una importante herramienta del proceso educativo. Con esto se pretende la
construccion de capacidades para la manipulacion de los objetos matemdticos cuya
naturaleza es abstracta. La estrategia asumida se propone fundamentar pedagogicamente
el paso desde lo concreto a lo abstracto. (MEP, 2012; p.15)

Una de las principales criticas que sefialan los docentes sobre la implementacion de esta
estrategia didactica, consiste en la cantidad de tiempo que se requiere para lograr cada una
de las habilidades planteadas en el programa. Aseguran que la cantidad de problemas que
deben ser propuestos, y el tiempo que se debe destinar para cada uno de ellos superan las
posibilidades reales en cuanto al tiempo que se destina a las lecciones de Matematicas
actualmente.

En este sentido, el taller que se propone realizar con docentes de Matemadticas, viene a
contrarrestar estas criticas. Para ello, se presentan actividades académicas que evidencian
que por medio de un solo problema es posible integrar diferentes conocimientos
matematicos, que posibilitan en los estudiantes la adquisiciéon de varias habilidades al
mismo tiempo.
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Esta propuesta se desarrolla en el area de Estadistica y Probabilidad, cuya implementacion
también ha causado zozobra en los docentes, debido a que en los nuevos programas de
estudio, estas dreas tienen un mayor peso del que se les habia venido dando en los
programas anteriores.

2. Proceso de mediacion pedagégica para desarrollar capacidades cognitivas
superiores

Para las diferentes areas matemadticas, en los programas de estudio, por un lado, se
proponen habilidades vinculadas con las 4reas matematicas, y por otro lado, se plantean
procesos que favorecen la reproduccion de capacidades cognitivas transversales. Estas
dimensiones estdn intimamente asociadas: los procesos matemdticos adoptados se
introducen a partir de tareas para el aprendizaje en las que se persigue el desarrollo de
habilidades especificas. (MEP, 2012; p. 26). Sin embargo, las el proceso que vincula el
desarrollo de las habilidades especificas, las capacidades cognitivas y la competencia
matematica es complejo, y de dificil identificacion; pero aun mas dificil es evaluar.

Producto de lo anterior, en el documento se aclara que ni los conocimientos matematicos ni
las habilidades especificas generan por si solas, capacidades cognitivas mas amplias que
puedan encaminar hacia la competencia matematica. Para ello se requiere una accion de
aula capaz de favorecer dicho proposito. Para ello se requiere disefiar lecciones con
situaciones de aprendizaje que permitan la realizacion de los procesos matematicos.

Sin embargo, no solamente el disefio de situaciones de aprendizaje es importante, sino
también la labor docente durante la ejecucion de estas situaciones. En este sentido, el
docente deber ser un apoyo y el complemento ideal para la labor que realizan los
estudiantes.

Por lo anterior, el disefio de las actividades didacticas y la labor docente en el aula son
elementos claves para la realizacion de los procesos matematicos. Esta labor requiere de un
proceso de planificacion de las lecciones, para poder generar una mediacion pedagdgica
dirigida a la obtencion de habilidades especificas y, por ende, se desarrollen capacidades
basicas y la competencia matematica.

Para lograr este fin, tal como se ha citado previamente, la estrategia didactica propuesta es
la resolucion de problemas, la cual se adapta plenamente a los propdsitos previos. Al
respecto se indica:

Colocada ya en contexto educativo, la resolucion de problemas debe integrar al menos
dos propdsitos:

e aprendizaje de los métodos o estrategias para plantear y resolver problemas,

e aprendizaje de los contenidos matemdticos (conceptos y procedimientos) a través
de la resolucion de problemas. (MEP, 2012; p. 32)

Por medio del primer proposito se hace énfasis en los medios (heuristicas, estrategias y
métodos) que requiere un problema para ser exitoso en la accidon educativa. Mientras que
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con el segundo propdsito se propone generar una accion de aula que posibilite generar un
aprendizaje matematico vinculado con un contexto especifico. Se incorporan,
preferiblemente, problemas reales, en entornos fisicos y socioculturales.

En el enfoque que se beneficia aqui, la escogencia de un problema para el desarrollo
de una leccion debe estar establecida por los propositos de aprendizaje de un
conocimiento matemdtico y el desarrollo educativo que se realiza, y no, por ejemplo,
por las estrategias o técnicas que supone para su solucion. Aunque, sin duda, existe
relacion entre un problema rico en posibilidades de solucion y los fines de un buen
aprendizaje.
(...)

Los contextos donde un problema puede emerger pueden ser diversos. Una situacion de
salud en el pais, asuntos economicos, ambientales, culturales. Contextos escolares,
Sfamiliares, comunitarios, profesionales, cientificos. Pero también un problema puede
disefiarse a partir de pasajes de la historia de las Matemdticas, de una representacion
artistica donde es posible encontrar matemdticas, incluso un juego, un rompecabezas,
un video, etc.

Un problema es un planteamiento o una tarea que busca generar la interrogacion y la
accion estudiantil utilizando conceptos o métodos matemdticos, implicando al menos
tres cosas:

® que se piense sobre ideas matemdticas sin que ellas tengan que haber sido
detalladamente explicadas con anterioridad,

e que se enfrenten a los problemas sin que se hayan mostrado soluciones similares,

e que los conceptos o procedimientos matemdticos a ensefiar estén intimamente
asociados a ese contexto. (MEP, 2012; p. 34)

Ademas, se indica en el documento que la complejidad de un problema debe posibilitar una
accion cognitiva, no pueden ser simples acciones rutinarias. Se puede poner en los
siguientes términos: una tarea matemdtica constituye un problema si para resolverla el
sujeto debe usar informacion de una manera novedosa. En el caso que el individuo pueda

identificar inmediatamente las acciones necesarias se trata de una tarea rutinaria. (MEP,
2012; p. 34)

3. Estadistica y Probabilidad en los programas de estudio

En los programas actuales, el area de Estadistica y Probabilidad adquiere un mayor relieve
del que se le habia venido dando en los planes de estudio previos. Desde su inclusion en los
programas de Matemadticas de 1995, estos temas se incluyeron parcialmente en Primaria;
pero ademas no se le dio continuidad en la secundaria.
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Programas oficiales de Matematicas, peso relativo de las diferentes areas
por afio y ciclo

100%
80%
60% B NUmeros
40% B Medidas
(]
Geometria

20%
M Relaciones y algebra
0% - -
W Estadistica y probabilidad

Fuente: Ruiz, A. Fundamentos Teoéricos de los Programas de Estudio de Matematica. Conferencia
impartida en II Encuentro Provincial de Educacion Matematica, Filadelfia, Guanacaste, 2012.

Con la inclusion de una mayor cantidad de conceptos de Estadistica y Probabilidad dentro
de los programas vigentes, se ha pretendido favorecer el pensamiento aleatorio y el
desarrollo de habilidades dirigidas a abordar situaciones de incertidumbre en la vida
cotidiana. Pero también la generacion de habilidades para utilizar evidencia estadistica en la
resolucion de problemas contextuales. Con esto se propicia lograr una cultura estadistica en
los jovenes, tal como ha sido resaltado por Batanero (2004), al fundamentar la necesidad de
incluir el razonamiento estocastico en la educacion primaria y secundaria.

La importancia de los analisis estadisticos se fundamenta en la resolucion de problemas
vinculados con datos, en donde el principio de variabilidad es el eje conductor que visualiza
la importancia de empleo de diferentes técnicas para el manejo de informacion. Desde este
punto de vista, se atribuye como principal funcion de la Estadistica la de identificar,
describir e interpretar el patrén de variacion de grupos de datos, con el proposito de
descubrir el mensaje que proporcionan en funcidon del problema que les dio origen. Para
ello, se discute la implementacion de diferentes técnicas de recoleccion y resumen de
informacion, asi como la presentacion por medio de cuadros, diagramas o graficos, calculo
y uso de medidas estadisticas de posicion y variabilidad. En esta etapa, se promueve la
adquisicion del razonamiento estadistico que trasciende lo procedimental, tal como lo
sefialaron Wild y Pfannkuch (1999), los cuales establecieron que para la promocion del
razonamiento estadistico deben tomarse en cuenta cinco componentes basicos:

1. Reconocer la necesidad de los datos: una gran cantidad de problemas de la
cotidianidad deben ser analizados considerando informacion pertinente y valida,
que otorga evidencia concreta para decidir.



1V Encuentro sobre Diddctica de la Estadistica, la Probabilidad y el Andlisis de Datos

ii.  Transnumeracion: basicamente consiste en cambiar las representaciones de los
datos para favorecer una mejor comprension en relacion con el mensaje que
transmiten. En esta etapa, se pasa de datos brutos a diferentes representaciones, en
busca de aquella que pueda dar un mejor significado para el analisis que se realiza.

iii.  Variacion: resulta de vital importancia que los estudiantes puedan percibir la
variabilidad que se presenta en los datos, la cual genera la incertidumbre sobre el
mensaje que comunican. La funcion principal de la Estadistica consiste establecer
estrategias para explicar esta variabilidad y el impacto que provoca en cada caso.

iv.  La Estadistica como un conjunto de modelos: los diferentes objetos estadisticos,
sea un cuadro, un grafico, una medida u otros mas elaborados, tienen como
proposito utilizar los datos para modelar su patron de variabilidad. Se requiere
lograr la sensibilidad para diferenciar los modelos de acuerdo con el tipo de dato,
pero guardando las diferencias entre cada modelo y los datos mismos.

v.  Contexto, Estadistica y Sintesis: se indica que el razonamiento estadistico se
establece al momento en que se vincula el problema generado de un contexto
particular con el modelaje estadistico para realizar la sintesis de los hallazgos. Al
momento de hacer estadistica se puede estudiar detalladamente el comportamiento
de los datos para determinar los patrones, pero dichos patrones deben responder al
contexto de los datos.

Aunque son conceptos globales, resulta de fundamental importancia tomarlos en cuenta al
momento de formular problemas para la ensenanza de la disciplina.

Por su parte, para el estudio de la probabilidad, ademas de la valoracion de los conceptos
anteriores vinculados con el razonamiento estadistico, se propone iniciar con las ideas
primarias que los estudiantes pueden tener sobre la disciplina y los diferentes conceptos que
se relacionan con ella. En este sentido, la construccion del concepto de probabilidad se
promueve a partir de las ideas intuitivas (denominadas intuiciones primarias) con que los
nifios ingresan a la escuela a partir de ciertos juegos. Con el andlisis de estas intuiciones
primarias, la accion educativa debe favorecer intuiciones secundarias mejor articuladas y
mas fundamentadas. Esta propuesta se fundamenta en los estudios de Fischbein (1975) en
este campo. De esta manera, se procura que paulatinamente se vayan incorporando
conceptos mas elaborados tales como eventos mas y menos probables, eventos
equiprobables, resultados simples a favor de un evento, con los cuales sirven de base para
construir el concepto cldsico o laplaciano de probabilidad. Estos conocimientos basicos,
deben permitir que hacia la secundaria se formalicen otros conocimientos como, la
definicion frecuencista de probabilidad, la ley de los grandes numeros, los axiomas de
Kolmogorov y algunas propiedades que se desligan de ellos. En sintesis, por medio del
estudio de las probabilidades se pretende modelar las situaciones aleatorias con el proposito
de favorecer la toma de decisiones en condiciones de incertidumbre.
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4.

Propuesta de taller:

Mediante el trabajo en grupos se plantean los siguientes problemas

PROBLEMA 1

A)

B)

C)

Debido a los problemas de infraestructura vial que aquejan nuestro pais, una
organizacion internacional decidio brindar apoyo a uno de los cantones para que
invierta en la construccion de carreteras, puentes peatonales, pasos a desnivel, entre
otros. Para ello brindard una donacion de $500 millones. Pero para hacer mds justa
la escogencia, decidio seleccionar aleatoriamente al canton que iba a ser beneficiado
con dicha donacion mediante el siguiente procedimiento.

En una tombola se incluyen 81 bolitas idénticas en tamario y peso. Cada una tiene el
nombre de uno de los cantones de Costa Rica. Se selecciona una bolita al azar y el
canton seleccionado serd aquel cuyo nombre estd escrito en la bolita.

De acuerdo con la informacion anterior:

a) (;Cudl canton tiene mds posibilidades de recibir la donacion, el cantén de San José
que actualmente cuenta con 287 619 habitantes o el canton de Dota en el cudl viven
6946 personas?

b) (Es posible que sea seleccionado el canton de Flores ubicado en Heredia si éste es
el canton del pais que posee la menor cantidad de km? de territorio?

¢) ¢Cudl canton de Costa Rica tiene menos probabilidad de ser elegido para recibir la
donacion? ;Cudl tiene mds posibilidades?

d) ;Cudl es la justificacion que fundamenta las respuestas dadas a las preguntas a), b)
ye)?

Se ha decidido donar el dinero a una de las provincias de Costa Rica, para ello se
selecciona aleatoriamente una de las 81 bolitas (cada bolita contiene el nombre de un
canton), y la provincia beneficiada serd aquella a la que pertenece el canton
seleccionado. ;Es equitativa esta forma de seleccionar una de las provincias?
Justifique su respuesta.

Tomando como referencia el analisis efectuado en los problemas anteriores, proceda a
resolver las siguientes situaciones:

a) Suponga que las siguientes bolas se incluyen en la bolsa de papel:
—a—

98

Si se extrae al azar una de las bolas,
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al) ;Cudl color es mds probable? Justifique su respuesta.
a2) ;Qué cambios realizarias para que los eventos: extraer una bola azul y extraer
una bola roja sean igualmente probables?
b) Considere ahora cinco bolsas como las que se muestran a continuacion (todas las
bolas son del mismo tamaiio).

—
o 08 &0 ) X
Gelge WP ~ A~ 2% —
Caso 1 Caso 2 Caso 3
—— — -

-]
e &0

caso 4 Caso 5

bl) (En cudl de los cinco casos es mas probable seleccionar una bola roja? Justifique
su respuesta.

b2) Si se consideran unicamente los casos 1, 2y 3 ;En Cudl de los tres es mds
probable obtener una bola roja?

Analisis del problema 1

Propésito de la actividad:Esta actividad se ide6 para introducir la definicion clasica o
Laplaciana de Probabilidad. Mediante la solucion de tres problemas, el lector establecio una

estrategia para determinar la posibilidad de ocurrencia de un evento y su comparacioén con
otros.

Conocimientos y habilidades: octavo afio

Conocimientos Habilidades

Eventos Determinar eventos y sus resultados a favor dentro de una
Resultados favorables a un evento situacion aleatoria.

Eventos simples y compuestos Clasificar eventos en simples o compuestos.

Evento seguro, evento probable, evento Identificar eventos seguros, probables e imposibles en una
imposible. situacion aleatoria determinada.
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Probabilidad Diferenciar entre eventos mas probables, menos probables e
Eventos mas probables, menos probables e igualmente probables, de acuerdo con los puntos muestrales
igualmente probables a favor de cada evento.

Definicion clésica (o laplaciana) Determinar la probabilidad de un evento como la razéon

entre el namero de resultados favorables entre el numero
total de resulta- dos.

Valorar la importancia de la historia en el desarrollo de la
teoria de probabilidad.

En los problemas A) y B) el total de casos posibles es el mismo (81 cantones), por lo que el
criterio empleado para resolverlos consiste en determinar el nimero de resultados a favor
de cada evento. Este es el principio basico que establece cuales sucesos son mas o menos
probables en diferentes situaciones -juegos y situaciones aleatorios- de la vida real. Sin
embargo, el problema C) propone situaciones en las que el total de casos no es el mismo.
Para resolver este problema debe calcularse la razon entre la cantidad de resultados a favor
de cada evento y el total de casos posibles. Este es precisamente el principio que
fundamenta el concepto clasico de probabilidad.

Ejes disciplinares incluidos en los programas de estudio: A través de este problema se
integran los siguientes ejes disciplinares:

e Resolucion de Problemas. Los estudiantes deben idear estrategias para resolverlo.
No es un problema cuya solucion es inmediata.

e Uso de la tecnologia. Podria emplearse la calculadora como una herramienta para
simplificar los calculos.

e Contextualizacion activa. El problema esta relacionado con situaciones de la vida
cotidiana como los problemas de infraestructura que tiene el pais o bien la seleccion
de un canton de Costa Rica, es decir, se utilizan elementos del contexto.

e Actitudes y creencias, particularmente:

o Perseverancia

o Confianza en la utilidad de las matematicas

o Respeto, aprecio y disfrute de las Matematicas
o Participacion activa y colaborativa

e El uso de la historia de las matemdticas. En este caso se utiliza la historia para
justificar la importancia del concepto de equiprobabilidad.

Procesos

En la resolucion de los tres problemas pueden activarse los cinco procesos matematicos que
se proponen en los programas de estudio. Razonar y argumentar se manifiesta al momento
de argumentar los resultados obtenidos. Plantear y resolver problemas pues su resolucion
no es trivial y se debe disefiar una estrategia y métodos adecuados para resolverlo. Por
ejemplo hay que valorar si la estrategia de determinar los resultados simples favorables de
cada evento les permitird resolver el problema. Comunicar se activa cuando se expresan de
forma oral las estrategias que les permitieron resolver el problema asi como los resultados y
argumentos matematicos que justifican la solucién.Conectar debido a que en los problemas
se emplean habilidades de las areas Nimeros (comparar fracciones propias utilizando los
simbolos <, > 0 = o mediante su expansion decimal) y Relaciones y Algebra (analizar la
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proporcion entre dos cantidades numéricas). Por ultimo, Representar se evidencia pues se
debe idear una forma de representar la nocién matematica “12 de las 22 bolas son rojas” la
cual puede representarse mediante la fraccion propia 12/22 o mediante el nimero decimal
0,54.

Elementos de la organizacion de la lecciéon
Etapa 1: El aprendizaje de conocimientos

Este problema se emplea para la generacion de nuevo conocimiento, mediante su
implementacion se pretende que los estudiantes adquieran las habilidades vinculadas con la
identificacién de eventos mds y menos probables, o eventos equiprobables; mediante la
identificacion del nimero de resultados a favor de cada evento. Del mismo modo, se
posibilita la identificacion de la probabilidad de un evento como la razén de resultados a
favor entre el total de resultados, siempre que dichos resultados sean equiprobables,
concepto que tradicionalmente se conoce como definicion cldsica o laplaciana de
probabilidad.

1. Propuesta de un problema

Se recomienda presentar los tres problemas de forma independiente, es decir, hacer un
cierre del problema A) antes de presentar el B). De la misma forma resolver el
problema C) después de presentar una solucion al B). Esto permitird guiar al estudiante
a la construccion de la definicion clasica de probabilidad.

2. Trabajo estudiantil independiente

Se espera que los estudiantes identifiquen estrategias para resolver los problemas. Por
ejemplo en el problema A) deben identificar que en la seleccion del canton no importa
su extension o la cantidad de habitantes que poseen, sino que todos tienen la misma
posibilidad de ser elegidos. Es decir los eventos son equiprobables.

En el caso del problema B), los eventos no son equiprobables pues el nimero de
cantones por provincia no es el mismo. La siguiente tabla muestra la cantidad de
cantones por provincia.

Costa Rica: Nimero de Cantones por provincia. 2014

Provincia No. de cantones
San José 20
Alajuela 15
Cartago 8
Heredia 10
Puntarenas 11
Guanacaste 11

Limoén 6

Total 81
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Es evidente que la provincia de San José tiene mds posibilidades de ser elegida pues es
la que tiene mayor cantidad de cantones (20) y la que menos tiene es Limon, ya que es
la que tiene menor cantidad (6).

En el tercer problema, se espera que los estudiantes, después de reflexionar pueden
deducir que para realizar un andlisis comparativo entre los diferentes casos, se debe
considerar no solamente la cantidad de bolas rojas, sino también el total de bolas rojas y
azules en cada caso. Para ello se espera que puedan establecer la relacion entre estos
dos datos, es decir la razon de bolas rojas entre el total de bolas por bolsa, de modo que
la mayor probabilidad de bola roja se obtiene en el caso en que dicha razén tome el
mayor valor numérico. Asi, aunque en los casos 1 y 3 las bolsas tienen la misma
cantidad de bolas rojas (12), la posibilidad de seleccionar una bola roja en estos casos
no es la misma, pues la cantidad total de bolas es diferente (22 y 25 respectivamente).
La bolsa del segundo caso tiene menos bolas rojas (10), pero el total de bolas también
es menor que en los casos 1 y 3 (18). En el cuarto caso hay la misma cantidad de bolas
rojas que azules (es decir es igualmente probable seleccionar una bola roja que una
azul) y en el quinto no hay bolas rojas, en este caso especifico, se espera que el
estudiante identifique que es imposible seleccionar una bola roja.

Para determinar en cudl de los casos es mas probable seleccionar una bola roja los
estudiantes deben buscar la proporcion de bolas rojas en cada uno de ellos, la cual se
muestra a continuacion:

Caso Proporcion
1 12/22=0,55
2 12/25=0,48
3 10/18=0,56
4 12/12=1
5 0/15=0

De acuerdo a los datos de la tabla anterior

al) Si se consideran los cinco casos es mas posible seleccionar una bola roja en el
cuarto caso

b2) Si se consideran los casos 1, 2 y 3 en el tercer caso es mas posible seleccionar una
bola roja.

Los casos 4 y 5, permiten deducir también que la probabilidad del evento seguro es uno
y la probabilidad del evento imposible es cero. Con ello, se deduce también que la
probabilidad de cualquier evento es un valor numérico entre cero y uno.

0 | 1
I B 2000 | [

imposible poco probable muy probable Seguro

3. Discusion interactiva y comunicativa
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Se espera que los estudiantes compartan con sus compaiieros los hallazgos obtenidos.
Se debe prestar atencion a las estrategias utilizadas y a posibles errores que puedan

surgir

4. Clausura o cierre

El docente enuncia el concepto de probabilidad clésica. Puede emplearse el problema
para enunciar las reglas basicas de probabilidad.

PROBLEMA 2

Ante las sequias reiteradas que se han venido presentando en diferentes zonas del pais, se
hace necesario propiciar un proceso de ahorro de este liquido. Proceda a leer el siguiente

articulo:

EL CONSUMO DE AGUA POR PERSONA EN LOS PAISES
DESARROLLADOS ALCANZA LOS 300 LITROS FRENTE LOS
80 QUE RECOMIENDA LA ORGANIZACION MUNDIAL DE LA

SALUD (OMS)

El consumo de agua por persona en los paises desarrollados puede
alcanzar los 300 litros diarios, ante los 25 que se consumen en zonas
subdesarrolladas y los 80 litros que recomienda la Organizacion
Mundial de la Salud (OMS) para las necesidades vitales e higiene
personal. No obstante, el consumo medio mundial de litros de agua
por persona es de 1 800 litros diarios si se suman las actividades en
las que se utiliza el agua para la agricultura y ganaderia un 75 por
ciento, e industria un 8 por ciento.

Para concienciar a los ciudadanos de la necesidad de adoptar una
serie de hdbitos de ahorro de agua, el grupo Eroski y la organizacion
mundial de conservacion WWF/Adena han puesto en marcha la
campana “El agua, un recurso escaso, natural e imprescindible”.
Eroski pretende sensibilizar a la poblacion hacia una cultura
respetuosa con el agua, posibilitando un ahorro efectivo de un
recurso tan escaso a través de acciones de sensibilizacion para
prevenir el derroche del agua y mostrando medidas que optimicen su
aprovechamiento, con el propdsito de que la poblacion también se
implique en el proyecto.

AHORRO DEL AGUA

Los estudios revelan que los seres humanos pueden llegar a
desperdiciar una considerable cantidad de agua sin consumirla. Uno
de los casos mds alarmantes es el de los grifos deteriorados que
permiten fugas de hastalO gotas por minuto provocando un
desperdicio anual de 2 000 litros de agua.

El uso diario de la ducha®, en vez del baiio’, contribuye también de
sobremanera a cimentar el ahorro de agua, pues pueden ahorrarse
hasta 7 300 litros de agua por persona al afio. Ademads, si la ducha
cuenta con economizadores de agua, la cifra de litros ahorrados
asciende hasta los 14 600. Otro de los casos en los que se pueden
ofrecer datos es en el capitulo de las cisternas, pues la instalacion de

El agua es un recurso escaso, cada dos minutos muere un ser humano
por falta de agua potable, algo dificil de comprender desde el mundo
civilizado, que obtiene el liquido elemento solo con abrir el grifo.
Ademds, 20 por ciento de las especies de agua dulce corren peligro
de extincion, victimas de la contaminacion o de la disminucion de
reservas.

La sequia que afecta a Espaiia no solo se debe a una desigual
distribucion de precipitaciones entre la zona atldntica y la
mediterrdnea, sino también al consumo desequilibrado que se realiza.
Espaiia es el tercer pais del mundo con mayor consumo por
habitante, aunque en los iltimos 75 aiios se ha producido una
reduccion del 30 por ciento del caudal circulante en los rios, sélo 5
por ciento es atribuible a causas naturales.

HABITOS DE CONSUMO RESPONSABLE

La representante de WWF/Adena, Lucia De Stefano, sefialo que
“muchas veces no somos conscientes del impacto al medio ambiente
que tienen nuestras acciones diarias”. Por ello, se hace una serie de
recomendaciones que segun De Stefano “deben convertirse en
hdbitos diarios e interiorizarlos”.

Entre ellos destacan evitar verter productos de limpieza por el
desagiie, ya que dificultan la posterior depuracion de las aguas; en el
jardin regar al amanecer o al anochecer, ya que es cuando el agua
tarda mds en evaporarse, y escoger plantas autoctonas que consumen
menos agua; cerrar el grifo al lavarse los dientes o los platos; tirar
de la cadena del inodoro sélo cuando sea necesario y no utilizarlo
como papelera; reparar los grifos que gotean con urgencia; ducharse
en vez de bariarse; lavar la fruta y la verdura en un cuenco; o utilizar
el lavavajillas y la lavadora sélo a plena carga.

Lucia De Stefano indico que “el agua tenemos que utilizarla bien y
solo si la necesitamos”, e incidio en la importancia de no abusar de
Jjabones y detergentes, ya que estos “contaminan el agua”, y aunque
pase por la depuradora “nunca la devuelve a los rios en las mismas

2

condiciones en que salieron de ellos”.

De Stefano concluyo recordando que “el agua viene de rios y vuelve
a ellos, son arterias de vida en las que viven muchos organismos que
participan en una cadena de vida que tenemos que conservar y
transmitir a generaciones futuras”.

Tomado de la pdgina Web

® Tomar un bafio en la ducha.
7 Tomar un bafio en la tina.
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dispositivos de ahorro pueden lograr a que no se tiren 7 600 litros de
agua por persond.

En la actualidad, 26 paises sufren la escasez de agua, pero la
prevision es que para el 2 025 sean 41 los paises que presenten un
déficit cronico de agua, afectando a 2 800 millones de personas, 35
por ciento de los 8 000 que para entonces habitardn el planeta.

http://terranoticias terra.es/articulo/html/av2860416 .htm

En dos ciudades de Costa Rica, se seleccionaron muestras aleatorias de 26 personas cada
una, de distintos estratos sociales y se midio la cantidad de agua que consumieron en un
dia cualquiera (en hectolitros). A continuacion se presenta dicha informacion.

Ciudad 1: Consumo de agua por persona en hectolitros, para una muestra de 26

personas
Persona 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Consumo | 0,69 | 0,71 | 0,76 | 0,76 | 0,81 | 1,00 | 1,03 | 1,17 | 1,17 | 1,31 | 1,35 | 1,35 | 1,57
Persona 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26
Consumo | 1,93 | 1,93 | 1,99 | 2,09 | 2,62 | 2,66 | 3,27 | 3,29 | 3,37 | 3,47 | 3,69 | 4,05 | 4,15

Ciudad 2: Consumo de agua por persona en hectolitros, para una muestra de 26

personas
Persona 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Consumo | 0,89 | 0,90 | 0,92 | 0,93 | 1,03 | 1,22 | 1,29 | 1,36 | 1,36 | 1,41 | 1,53 | 1,55 | 1,71
Persona 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26
Consumo | 1,80 | 2,00 | 2,12 | 2,22 | 2,31 | 2,39 | 2,45 | 2,78 | 3,12 | 3,14 | 3,22 | 4,99 | 6,20

De acuerdo con dicha informacion, resuelva lo siguiente:

1) Construya un poligono de frecuencia porcentual, en cada caso, utilizando la siguiente
distribucion, que debe ser completada previamente

Consumo diario de agua por persona para una muestra aleatoria
de las ciudades 1 y 2(en hectolitros)

Ciudad A

Ciudad B

Consumo Nimero de

de agua personas de personas

Porcentaje

Nimero de Porcentaje
personas de personas

De 0,50 a menos de 1,00
De 1,00 a menos de 1,50
De 1,50 a menos de 2,00
De 2,00 a menos de 2,50
De 2,50 a menos de 3,00
De 3,00 a menos de 3,50
De 3,50 a menos de 4,00
De 4,00 a menos de 5,00
Mas de 5,00

Total

Bomvw—rw—nawu
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2) Utilice diferentes medidas estadisticas y el grdfico anterior, para argumentar en cudl de
las muestras se presenté un consumo de agua que se aleja en mayor medida de lo
recomendado por la Organizacion Mundial de la Salud.

3) ;Constituye la media aritmética o promedio una medida estadistica de tendencia central
adecuada para resumir estos datos? Razone su respuesta. En caso negativo, ;cudl seria
una mejor medida de tendencia central y por qué?

4) Construya un diagrama de cajas y con base en toda la informacion recolectada
responda ;En cudl de las muestras fue mds homogéneo el consumo de agua? ;Por qué?
Analice nuevamente el resultado dado en la pregunta 2).

5) De acuerdo con la lectura realizada, ;qué tan adecuado es el consumo de agua en estas
dos ciudades, basados en las muestras observadas? Qué recomendaciones daria usted
para mejorar esta condicion.

Analisis del problema 2

Propésito de la actividad:Su propdsito fue no solo utilizar las medidas estadisticas de
posicion y variabilidad para caracterizar un conjunto de datos, si no destacar la importancia
que tiene el combinar estas medidas y utilizar representaciones graficas para analizar
integralmente un conjunto de datos vinculados con un problema particular.

Conocimientos y habilidades: décimo aiio

Conocimientos Habilidades especificas

Medidas de posicion 2. Resumir un grupo de datos mediante el uso de la moda, la
media aritmética, la mediana, los cuartiles, el maximo y el

e Moda minimo, e interpretar la informacion que proporcionan dichas

e Media aritmética medidas.

e Mediana 3. Identificar la ubicacion aproximada de las medidas de

e Cuartiles posicion de acuerdo con el tipo de asimetria de la distribucion

e Extremos de los datos.

- Méximo 4, Utilizar la calculadora o la computadora para calcular las

- Minimo medidas estadisticas correspondientes de un grupo de datos.

Conocimientos y habilidades: undécimo aio

Conocimientos Habilidades especificas
Medidas de variabilidad 1. Identificar la importancia de la variabilidad para el analisis de datos.
e Recorrido 2. Reconocer la importancia de la variabilidad de los datos dentro de los
e Recorrido intercuartilico analisis estadisticos y la necesidad de cuantificarla.
e Variancia 3. Resumir la variabilidad de un grupo de datos mediante el uso del
e Desviacion estandar recorrido, el recorrido intercuartilico, la variancia o la desviacidon
estandar e interpretar la informacion que proporcionan.
Representacién grafica 5. Emplear.la calculadora olla c.omputadora para simpliﬁcar. .los calculos
e Diagrama de cajas matemdticos en la determinacion de las medidas de variabilidad.
6. Utilizar diagramas de cajas para comparar la posicion y la variabilidad
de dos grupos de datos.
7. Resolver problemas del contexto estudiantil que involucren el andlisis
de las medidas de variabilidad.
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Ejes disciplinares incluidos en los programas de estudio: A través de este problema se
integran los siguientes ejes disciplinares

Resolucion de Problemas. Los estudiantes deben aplicar sus conocimientos en
medidas estadisticas para la resolucion de este ejercicio y dado que no es trivial los
argumentos que justifican las respuestas a cada una de las preguntas, puede ser
ubicado en un nivel de Reflexion.

Uso de la tecnologia. Para el célculo de las medidas podria emplearse la calculadora
o una hoja de calculo como una herramienta para simplificar los célculos y hacer
énfasis en el analisis.

Contextualizacion activa. El ejercicio estd relacionado con una problematica que no
es ajeno al pais: el consumo responsable del agua. El ejercicio en si a parte de
permitir la apropiacion del conocimiento que se estipula, pretende crear conciencia
sobre el uso racional de nuestros recursos naturales (el agua).

Actitudes y creencias, particularmente:

o Perseverancia. Durante el andlisis y la argumentacién que cada estudiante
propone para dar respuesta a las interrogantes planteadas.

o Confianza en la utilidad de las matemdticas. Viendo en ellas un medio que
nos permite interpretar, caracterizar y modelar la realidad para la toma de
decisiones a futuro.

o Participacion activa y colaborativa. A la hora en que los estudiantes se
organizan para la realizacion de calculos, la confrontacion de ideas, etc.

Procesos

En la resolucién de este problema se activaron los cinco procesos matematicos que se
proponen en los programas de estudio.

Razonar y argumentar. Se manifiesta en la resolucion de las preguntas 2, 3,4, y 5,
donde se solicita al estudiante una justificacion de sus respuestas.

Plantear y resolver problemas. Es inherente dada la naturaleza de este ejercicio.
Comunicar: Se activa cuando los estudiantes comunican los resultados o respuestas,
esto bajo el supuesto de que el docente habilite un espacio para dicha discusion.
Conectar. Algunas areas presentes son Niimeros y Relaciones y Algebra (uso de
férmulas).

Representar. Se evidencia al utilizar representaciones graficas y tabulares para
argumentar y justificar los resultados o respuestas a las interrogantes planteadas.

Elementos de la organizacion de la lecciéon

Movilizacion y aplicacion de los conocimientos: Este problema-ejercicio corresponde a
esta etapa pues se pide la aplicacion directa de las medidas estadisticas para su resolucion.
No se pretende introducir un nuevo conocimiento.

Sin embargo, el Programa de Matematicas es flexible en cuanto a que el docente puede
organizar su leccion de acuerdo a la etapa 1 (aunque se esté en la etapa 2). De ahi que a
continuacion se presenta una propuesta para desarrollar esta actividad siguiendo los cuatro
momentos que se proponen en la etapa 1.
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Se recomienda al docente estar pendiente de que el estudiante realiza la lectura del articulo
pues es conocido el poco habito de lectura presente en ellos. Motivarlos a que se tomen su
tiempo para entender la problematica que ahi se describe. Realizarle preguntas que
permitan diagnosticar su comprension sobre las ideas centrales presentes en ellas.

Con este problema se procura aplicar los conocimientos concernientes al uso de medidas de
tendencia central y de variabilidad para caracterizar un conjunto de datos en un contexto
cercano al estudiante. Se procura que los estudiantes se organicen en subgrupos para poder
generar espacios de discusion en torno a la resolucion del problema.

Se espera que los estudiantes puedan discriminar cudl o cuales medidas estadisticas
permiten responder de manera eficiente a cada uno de los planteamientos propuestos. A
continuacion se presentan los detalles que se esperan observar durante la etapa de
resolucion:

Pregunta 1
Cuando los estudiantes completan la distribucion suministrada, se obtiene:

Consumo diario de agua por persona para una muestra
aleatoria de las ciudades A y B (en hectolitros)

Ciudad A Ciudad B

Consumo Nimero de Porcentaje Nimero de Porcentaje
de agua personas de personas personas de personas
De 0,50 a menos de 1,00 5 19,2 4 15,4
De 1,00 a menos de 1,50 7 26,9 6 23,1
De 1,50 a menos de 2,00 4 15,4 4 15,4
De 2,00 a menos de 2,50 1 38 6 23,1
De 2,50 a menos de 3,00 2 7,7 1 3,8
De 3,00 a menos de 3,50 4 15,4 3 11,5
De 3,50 a menos de 4,00 1 38 0 0,0
Mas de 4,00 2 7,7 1 3,8
Total 0 0,0 1 3,8

26 100 26 100

Se puede confeccionar previamente plantillas que permitan a los estudiantes agilizar la
elaboracion de los poligonos de frecuencia y que ellos se enfoquen necesariamente en el
trazo y la obtencion de las marcas de clase (puntos medios). Cuando los estudiantes las
elaboren, se obtendria una representacion como la siguiente:
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30,0 -Consumo de agua en hectolitros para una muestra de 26
personas en las ciudades 1y 2
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Consumo en hectolitros
Pregunta 2

Para el célculo de algunas medidas estadisticas, los estudiantes podran hacer uso de la
calculadora cientifica o una hoja de célculo cuando sea posible. Lo importante es el analisis
de dichas cantidades y la discusion que de ellas se pueda generar. No hay que valorar
mayoritariamente la labor de célculo. A continuacion se detallan dichas medidas:

[ cwpapi ] [ CIUDAD2 |

MINIMO 0,69 MINIMO 0,89
MAXIMO 4,15 MAXIMO 6,20
RANGO 3,46 RANGO 5,31
PROMEDIO 2,01 PROMEDIO 2,11
MEDIANA 1,750 MEDIANA 1,755
DESV 1,14 DESV 1,26
Cuartil 1 1,02 Cuartil 1 1,26
Cualtil 3 2,96 Cualtil 3 2,42

Si se considera el consumo medio o mejor denominado el consumo promedio, se tiene que
en la ciudad 2 se produjo un mayor consumo. No obstante, al analizar el consumo mediano
los resultados son practicamente idénticos. Por esta razon se hace necesario realizar un
analisis mas integral, pues las representaciones graficas generadas en el inciso anterior,
tampoco evidenciaron un patron claro. Pues tanto el minimo consumo como el consumo
maximo son mayores en la ciudad 2. Pero el cuartil 3 es mucho menor, por lo que la
confusion se mantiene.Ante esta situacion, los estudiantes pueden ofrecer diferentes
respuestas muchas de ellas antagdnicas entre si, por lo que el docente debe estar atento para
ofrecer la recomendaciones pertinentes.

Pregunta 3

En los casos en que existen importantes diferencias entre la mediana y el promedio, es una
evidencia que existen valores extremos que provocan que el promedio se sesgue hacia esos
valores extremos. En el problema planteado, existen valores de consumo de agua de unas
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pocas personas que sobrepasa el consumo de las demds personas, por ello, la media
aritmética o promedio no es una medida adecuada de la tendencia central de los datos. En
estos casos la mejor medida de tendencia central es la mediana, dado que indica el valor
central, pues el 50% de las personas tiene un consumo inferior o igual y el otro 50% un
consumo mayor o igual a dicho valor.

Por otro lado, la moda no es una medida que permita realizar comparaciones, en el sentido
que en la ciudad 1 hay varias modas, mientras que en la ciudad 2 solamente una. Al
agruparlos datos, pareciera evidenciarse que los datos presenta mas de una moda.

Pregunta 4

Desde el punto de vista de la variabilidad, si se analizan los poligonos de frecuencias, el
rango y la desviacion estandar, todas muestran una mayor variabilidad en el consumo de la
ciudad 2.

No obstante, para analizar la homogeneidad de los datos, resulta de relevancia analizar el
diagrama de cajas, el cual se presenta a continuacion:

Consumo de agua en hectolitros para una muestra de 26 personas
en las ciudades 1y 2

Ciudad 2

T T T T T T T T T T T T T T 1

0 0,5 1 15 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5 5,5 6 6,5 7

Puede notarse que a pesar de los resultados anteriores, el grafico es contundente en indicar
que la mayor variabilidad producida en la ciudad 2, obedece al 25% de la familias que mas
consumen agua, mientras que si se considera el 75% de las familias que menos consumen
agua, los datos son mas homogéneos en la ciudad 2.

Este resultado es relevante para efectos del analisis integral del problema, pues se evidencia
que, aunque en ambas muestras el consumo de agua estd muy por encima de lo que
recomienda la Organizacion Mundial de la Salud, en la ciudad 2,para una gran mayoria de
personas el consumo es inferior al de la ciudad 1, pero existen algunas personas que tienen
un consumo mucho madas alto, que afecta drasticamente las mediadas estadisticas,
especialmente el promedio y la desviacion estandar.
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Lo anterior refleja, que dentro de los andlisis estadisticos, no es suficiente analizar una
unica medida, sino que se requiere llevar a cabo un analisis integral.

El andlisis anterior, puede ser visualizado mas simplemente con un diagrama de puntos, el
cual refleja lo que se ha indicado previamente.

3 Consumo de agua en hectolitros para una muestra de 26 personas
) en las ciudades 1y 2
1 Ciudad 1
O T T T T T T T T T T T T T T 1 Cludad 2
o o5 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7
Pregunta 5

Si consideramos el consumo diario de agua propio de un pais subdesarrollado como el
nuestro y el consumo que recomienda la OMS, se puede observar que ambas muestras
evidencian un uso inadecuado de este preciado liquido. EI consumo minimo de agua en la
muestra de la ciudad B (0,89 hl) supera a lo recomendado por esta organizacion (0,80 hl) y
que para el caso de la muestra de la ciudad A no estd muy lejos. En otros términos, casi la
totalidad de las personas entrevistadas en una u otra ciudad consumen mas de lo que
recomienda la OMS y de lo que corresponde a un pais subdesarrollado. Al mismo tiempo, se
espera que los estudiantes puedan ofrecer algunas recomendaciones tendientes a disminuir
el consumo de agua.

Se espera que los estudiantes compartan con sus compaieros los hallazgos obtenidos. Se
debe prestar atencién a la forma en que los estudiantes justifican sus respuestas para
garantizar que todas ellas estan bien fundamentadas. Aqui, las representaciones graficas les
permitiran comprender mas globalmente la situacion.

Al final, el docente rescata las siguientes ideas:

- Lautilidad de las medidas estadisticas en la caracterizacion de un conjunto de datos.

- Es importante considerar la distribucion de los datos para garantizar que las medidas
utilizadas son realmente representativas.

- Un andlisis estadistico comparativo debe considerar las medidas de posicion, de
variabilidad y su relacion con el patron de variabilidad de los datos

- La mediaaritmética y la desviacion estdndar son muy sensibles a la presencia de
valores extremos atipicos, pero puede compensarse observando la mediana, los
cuartiles y un diagrama de cajas.

- Lamoda suela ser volatil y no representa bien al conjunto de datos

- Ademas de lo que se ha indicado previamente.

Conclusion

Con el taller planteado, se ha pretendido ejemplificar a los docentes de Matematicas que en
la implementacion de los programas de estudio de esta area es posible integrar diversas
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habilidades mediante un solo problema. De este modo, con la aplicacion de unos pocos
problemas es factible abarcar varios conocimientos y habilidades especificas. Pero ademas,
también se querido dejar en evidencia que si esta integracion no se lleva a cabo, se estaria
provocando una desarticulacion del curriculo, lo que implicaria un analisis aislado de
conocimientos, y dificilmente se logren las habilidades generales propuestas en dicho
programa.

En los dos problemas propuestos para el taller, se logré evidenciar la riqueza conceptual y
didactica que conlleva el planteamiento de situaciones didacticas que articulen diferentes
conocimientos y habilidades. En el caso del problema vinculado con probabilidades, se
ejemplifico la construccion de concepto clasico de probabilidad, desde la identificacion de
eventos mas y menos probables, y de eventos equiprobables. La posibilidad de articular
dichos conceptos, permite tener un conocimiento mas integral de la disciplina, lo cual no se
logra si los conocimientos se desarrollan en forma desarticulada. Esto también quedd en
evidencia, con el segundo problema, en donde fue necesario realizar un andlisis integral de
representaciones graficas con la identificacion de medidas de posicion y variabilidad para
responder las interrogantes que gener6 el problema.

Aunque el primer problema estaba estructurado para generar conocimiento, mientras que el
segundo estaba direccionado a la movilizacioén y aplicacion de conocimientos adquiridos,
ambos dejan claramente evidenciado la puesta en practica de los fundamentos tedricos
establecidos en los programas de estudio. Ademads de la integracion de habilidades que fue
discutida previamente, entre otros componentes, se observa la presencia de los procesos
matematicos y de los ejes curriculares debidamente identificados en cada caso.

Finalmente, en relacion con la ensefanza de la Estadistica y la Probabilidad, los problemas
han sido ilustrativos en relacion con la flexibilidad que tiene el area para implementar los
programas vigentes. Es importante rescatar la forma en que estos problemas, promueven el
razonamiento estocastico, desde la perspectiva de los componentes basicos de sus
componentes basicos, tal como se discutio en la seccion 3. del presente documento.
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