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Presentamos parte de un estudio que persigue analizar el proceso de generalizacion
que realizan futuros profesores de Educacion Primaria cuando trabajan expresiones
aritméticas. Los datos se recogieron a través de entrevistas a dos parejas de estudiantes
a los que se les propusieron cuatro tareas escritas. Centramos nuestra atencion aqui en
la produccion de una estudiante en una de dichas tarea. Destacamos ademas algunas

de las principales conclusiones que se extraen de la investigacion realizada.

INTRODUCCION

En las investigaciones sobre la ensefianza y aprendizaje del algebra, el estudio del
proceso de generalizacion ha sido abordado en el caso de estudiantes de educacion
secundaria, pero no tanto en relacion a estudiantes de otros niveles, en particular futuros
maestros (Trujillo, 2008). Waters (2004) reporta la existencia de una literatura muy
limitada sobre la creacién de patrones, asi como de la expresion y justificacion de
generalizaciones e insiste en la necesidad de proporcionar un mayor apoyo a los
profesores en un esfuerzo para mejorar su conocimiento matematico. Partiendo de estas
consideraciones, hemos realizado un estudio de casos sobre las generalizaciones que
realizan futuros maestros. El propdsito es conocer cdmo se enfrentan estos estudiantes a
ciertas tareas aritméticas, propuestas especialmente para provocar en ellos la realizacion
y expresion de generalizaciones, y analizar su desempefio centrdndonos en el tipo de

generalizaciones que realizan y las dificultades que manifiestan.
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MARCO TEORICO

Numerosos autores, entre los que se encuentran Becker y Rivera (2008), Kieran (2006),
Mason (1996), Schliemann et al. (2003), Usiskin (1999), han tratado de responder a la
cuestion qué es el algebra. Asi mismo, se han centrado en buscar la forma mas
adecuada de trabajar el algebra en el sistema escolar. En dicha bdsqueda, han llegado a
distinguir diferentes concepciones y componentes del algebra asi como enfoques para
trabajarla en el aula. Destacamos aqui aquellos que hacen referencia a la generalizacion.
Para Kieran (2006) el “algebra como generalizacion” es una perspectiva que tiene sus
raices en el uso de la notacion algebraica como una herramienta para expresar
demostraciones. Afirma que la experiencia previa de los estudiantes con la estructura de
las matematicas, y especialmente con la estructura de expresiones aritméticas, debe
tener un efecto importante en la capacidad de los estudiantes en dar sentido al algebra
(Kieran, 1989). Por su parte, Mason (1996) considera la generalizacién como una ruta
hacia el algebra, o incluso como la esencia del algebra, y afirma que la estructura de la
aritmética, cuando es expresada, produce algebra como una aritmética generalizada. Asi
mismo, Schliemann et al. (2003) consideran en sus trabajos el &lgebra como una
aritmética de nimeros y cantidades generalizada. Sostienen que este enfoque resalta el
cambio de pensar sobre relaciones entre numeros y medidas particulares a pensar sobre
relaciones entre conjuntos de numeros y medidas, y de calcular respuestas numeéricas a
describir y representar relaciones entre variables. Segun Socas et al. (1989), el algebra
no esta separada de la aritmética, sino que es en gran parte aritmética generalizada.
Hewitt (1998) considera que el algebra o el pensamiento algebraico subyacen a la
aritmética, ya que la aritmética no consiste en la memorizacion de cientos de hechos
numéricos sino en el aprendizaje de métodos (generalidades) para hacer célculos
aritméticos. Usiskin (1999) afirma que las instrucciones clave para el estudiante en esta
concepcion son “traducir” y *“generalizar”, y afirma que éstas son habilidades
importantes no sélo para el algebra sino también para la aritmética.

A través de estas aportaciones, se observa que la generalizacion de la aritmética es
considerada una componente fundamental del &lgebra, que es utilizada tradicionalmente
para la introduccion del algebra en el ambito escolar. Siguiendo esta linea tomamos,
para nuestro trabajo, la vision del algebra como una aritmética generalizada y
consideramos que la generalizacion es una valiosa via de introduccion del algebra en la
escuela. Enmarcamos este enfoque de la ensefianza del algebra dentro de la propuesta de

cambio curricular denominada Early-Algebra que pretende introducir el algebra desde



los primeros cursos de la escolarizacion obligatoria (Blanton y Kaput, 2005). Esta
propuesta persigue promover un aprendizaje con comprension de las matematicas y, en
especial de la aritmética, a partir de la integracion de modos de pensamiento algebraicos
en la actividad aritmética. Al promover un enfoque estructural de la aritmética, se
persigue potenciar el desarrollo del sentido numeérico, operacional y estructural de los
estudiantes (Molina, 2006).

Consideramos que la puesta en préactica de dicho cambio curricular la han de realizar
maestros preparados para tal efecto y que, para llevar a cabo este tipo de ensefianza, es
necesario que los maestros sean capaces de promover en sus estudiantes modos de
pensamiento algebraicos, entre ellos el pensamiento relacional (Molina, 2006). La
formacion del maestro en dicho ambito, es por tanto, ineludible. Tomando dicha
formacion como un objetivo a considerar a corto plazo, nos proponemos investigar
sobre el comportamiento de futuros maestros ante procesos de generalizacion en los que
el pensamiento relacional juega un papel primordial. Aunque no de forma directa, el
sentido numeérico esta involucrado en esta concepcion del algebra, ya que si éste se ha
desarrollado adecuadamente potenciara el paso a la generalizacion.

METODOLOGIA

Nuestra investigacion responde a un estudio de casos. Los sujetos participantes han sido
cuatro estudiantes de primer afio de Magisterio de la especialidad de Lengua Extranjera
del curso 2007/2008, de la Universidad de Granada. La recogida de datos se llevo a
cabo en dos sesiones, en forma de entrevistas, que se realizaron en dias diferentes en el
segundo cuatrimestre académico tras haber cursado la asignatura de Matematicas y su
didactica. En dicha asignatura los estudiantes no habian trabajado nada sobre este tema.
La primera entrevista se realizd a las dos parejas por separado. El papel de la
investigadora fue, principalmente, de observadora y su participacion fue limitada. A
través del trabajo en parejas forzamos a los estudiantes a tener que expresar oralmente
como iban abordando las tareas. De este modo podriamos recoger informacién de lo que
pensaban mientras realizaban su trabajo. La segunda entrevista, de caracter semi-
estructurado, se realiz6 de forma individual. La investigadora participd haciendo las
preguntas que, a priori, se habian elaborado para recabar la informacion pertinente. El
objetivo de la segunda entrevista era profundizar en las respuestas dadas por los
estudiantes en la primera sesion. En ambas sesiones cada estudiante tuvo a su

disposicion calculadoras y folios en blanco.



Los datos recogidos son de tipo cualitativo y tienen distinta procedencia: documentos
escritos por las investigadoras como preparacién para el desarrollo de las entrevistas,
observaciones y notas tomadas por la investigadora a lo largo de las sesiones,
documentos escritos por los estudiantes con los resultados de las tareas propuestas,
grabacion en audio de las dos sesiones y la transcripcion de las mismas.

Tareas

En la primera entrevista se le propuso a las parejas de estudiantes cuatro tareas que se
presentaron junto a dos informaciones que aportaban un contexto y una motivacién para
su desarrollo. Las tareas elegidas responden a los siguientes criterios: a) estar
compuestas por expresiones aritméticas en las que intervienen sélo nimeros naturales,
de no mas de tres cifras, b) las operaciones implicadas sélo son de suma y
multiplicacion y c) las expresiones guardan entre si una relacion que permite detectar un
patron susceptible de ser generalizado. Concretamente, las expresiones en las que

trabajaron en cada tarea fueron las siguientes:

12x12 4x4 9x9 2X5+2x7 4x10+4x5 TX9+7x6
13x11 5x3 10x 8 2x(5+7) 4x (10 +5) 7x(9+6)

Tarea 1 Tarea 2

3+5=

27 +29 = 16 +17+18+ 19+ 20 =

9+11 = 9+10+11+12+13=

45 + 47 = 132 +133+ 134 + 135+ 136 =

Tarea 3 Tarea 4

En las cuatro tareas se les solicitd a los estudiantes: (1) que escribieran expresiones
similares a las dadas y (2) que explicaran, de forma general, cdmo pueden construir mas
expresiones similares a las dadas. En las tareas 1 y 2, también se les pidi6 que
observaran las relaciones existentes en y entre las expresiones dadas y que expresaran
dichas relaciones de forma general, y en 3y 4, que encontraran alguna multiplicacion de
dos numeros que diera igual resultado que las sumas dadas, y que expresaran las
relaciones encontradas de forma general.

Taxonomia para categorizar las generalizaciones

Para el analisis de los datos recogidos utilizamos la taxonomia de Ellis (2007)
modificada para la ocasion (ver tabla 1). Dicha taxonomia tiene en cuenta diferentes
niveles de generalizacion y distingue entre la actividad de los estudiantes cuando
generalizan, denominadas acciones para la generalizacién, y los enunciados finales de

generalizacion, llamados generalizaciones reflejadas. En este trabajo utilizamos la



segunda parte de la taxonomia para analizar y clasificar los enunciados finales (orales o
escritos) de generalizacion de los estudiantes.

Por el tipo de tareas elegidas y objetivo de nuestro trabajo hemos realizado dos
modificaciones en dicha taxonomia: no incluir la sub-categoria influencia ya que
consideramos que ésta hace referencia a aquellas acciones que los estudiantes realizan
para llegar a enunciar una generalizacion mas que a un enunciado final, y nuestro
interés estaba localizado en los enunciados finales; y distinguir dos tipos de enunciados
dentro de la sub-categoria de similitud de objetos o representaciones: estructura y
resultado, al apreciar en el analisis de los datos una clara distincion entre ambos tipos de
enunciados. Esta distincion es pertinente por estar considerando expresiones numéricas
las cuales pueden considerarse similares por tener el mismo valor numérico (resultado)

0 por tener una estructura idéntica o semejante.

1. Fendmeno continuo: ldentificacion de una propiedad dinamica que se
extiende mas alla de un ejemplo especifico.
. ... | Propiedad comun: Identificacion de la propiedad comdn a
2. Similitud: : R
_ Enunciado objfatos 0 situaciones. _ N
Tipo IV: de una Ob_Jetos 0 reprgse_ntamon(_es:, Id_entlflcaCIon de| Estructura
Identific similitud o objetos como similares o idénticos. Resultado
aciono | ; Situaciones: Identificacion de situaciones como similares o
.| igualdad. N
Enuncia idénticas.
do 3. Principio | Regla: Descripcion de una férmula general o hecho.
general: Un | Patrdn: Identificacion de un patrén general.
enunciado de | Estrategia o procedimiento: Descripcion de un método que
un fendmeno | se extiende mas alla de un caso especifico.
general. Regla global: Enunciado del significado de un objeto/idea.
Dg‘ri)r?izli- Clases de_ pbjetos: Defi,nicic'm de una clase de objetos que satisfacen todos
n una relacion dada, patron u otro fendmeno.

Tabla 1. Taxonomia modificada de generalizaciones reflejadas

ANALISIS DE DATOS

Presentamos el andlisis de datos de la estudiante Natalia (nombre ficticio) en la tarea 2.
Los enunciados que produjo en esta tarea se clasificaron en las subcategorias de
similitud en propiedad comun y situaciones; y en cuanto a principios generales en regla,

estrategia o procedimiento y regla global.



Similitud de una propiedad comin?®. La estudiante reconoce que estas expresiones se

relacionan con una propiedad, con la asociativa, porque se esta asociando (Figura 1).
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Figura 1

Situaciones. Cuando Natalia y su compariera advirtieron que era posible expresar de
forma general la propiedad distributiva, Natalia expresé de forma oral la importancia
que para ella tenian las letras en el contexto de las matematicas: “Yo creo que las letras,
también es un recurso, digamos didactico para ensefiar matematicas, es una forma que
a lo mejor los nifios a primera vista al ver los numeros, les resulte mas comodo verlos
en letras... s6lo es sustituir y es relacionar”.

Regla. La explicacion que proporciond Natalia para construir mas expresiones similares
la clasificamos como regla ya que expresa la relacion en forma general pero utilizando

un caso particular (Figura 2).
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Figura 2
Estrategia o procedimiento. La estudiante manifestd como construir mas expresiones

similares. Para ello tuvo en cuenta que las parejas de expresiones dadas son equivalentes
(Figura 3). Al final del desarrollo de esta tarea, Natalia expresa mediante simbolismo
algebraico la propiedad distributiva (Figura 4). Su explicacion sugiere que ésta es una

forma mas clara de expresar relaciones.
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Figura 3
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Figura 4

2 El orden de las subcategorias de la taxonomia no tiene porqué coincidir con el proceso de trabajo de los
alumnos. Aqui presentamos los enunciados de la estudiante siguiendo el orden dado



Regla global. En el tercer apartado de la tarea, la estudiante expresa de forma general,
mediante simbolismo algebraico, la estructura de las expresiones aritméticas dadas,

poniendo de manifiesto su equivalencia (Figura 5).
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Figura 5
DISCUSION Y CONCLUSIONES
A partir del analisis realizado observamos que la estudiante enuncio el reconocimiento
de principios generales en regla, procedimiento y regla global a lo largo de la tarea.
Identifico similitudes entre las expresiones aritméticas, a modo de propiedades en
comun y situaciones. Hubo dos subcategorias que no tuvieron ningun enunciado final:
fendmeno continuo y clases de objetos. Esto puede ser debido: (1) al tipo de tarea
propuesta, ya que las parejas de expresiones dadas no sugieren un movimiento o cambio
de una a otra, como ocurre por ejemplo en una sucesion (ej. cada vez se suman cinco
mas) sino que comparten una relacion (estatica) entre sus términos, (2) el tipo de
enunciados que propone no precisa el conjunto de elementos para los que es aplicable la
generalizacién que expresa.
La tarea 2 es la Gnica en la que Natalia propone una generalizacion de forma simbolica,
en los demas casos utilizo el lenguaje verbal. Esto puede ser debido a que a lo largo de
su formacion matemética en variadas ocasiones ha encontrado expresada de forma
simbolica dicha propiedad (distributiva).
En relacion al trabajo en parejas, pudimos observar que Natalia y su compafiera tuvieron
un dialogo cohesivo y dinamico, que en variadas ocasiones ayudo a la deteccién de
relaciones en las expresiones numéricas dadas, sobre todo a Natalia. En general, la
estudiante puso de manifiesto el uso del pensamiento relacional (Molina, 2006)
identificando relaciones o regularidades en las expresiones dadas.
Las dificultades presentadas por Natalia en las cuatro tareas fueron: no considerar, en
algunos casos, las parejas de expresiones como totalidades sino percibirlas como
expresiones separadas; al afrontar la tarea, no comprendia que se le pedia que hiciese.
Esta dltima dificultad puede ser debida a su falta de experiencia y trabajo previo en
tareas del tipo de las propuestas. A diferencia de su compariera, Natalia expresé6 menor
cantidad de enunciados de regla global, lo que pone de manifiesto cierta dificultad en

expresar de forma general las relaciones observadas y necesitar recurrir a ejemplos.



En general los cuatro estudiantes llegaron a expresar de forma general relaciones que
apreciaron en las expresiones aritméticas consideradas, aunque en algunos casos fue
necesario que la entrevistadora les guiaré con interrogantes del tipo: ¢podrias expresarlo
de una forma general con letras?, ;podrias empezar por nimeros pequefios?, ;qué ves
en comun entre los términos de las multiplicaciones y los términos de las sumas?, etc.
Estas observaciones nos sugieren que si los estudiantes a lo largo de su formacion
trabajan tareas de este tipo progresarian significativamente en el desarrollo de
generalizaciones. La integracion en la formacion de maestros de actividades que
permitan y promuevan el desarrollo y expresion de generalidades, de forma tanto verbal
como simbdlica, se muestra de interés para ayudarles a distinguir los patrones utiles en
una determinada situacion, dificultad sefialada por (Lee, 1996) y que hemos observado

en este trabajo.
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