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Resumen. Se retoman elementos epistemoldgicos como producto de ejercer la vigilancia
epistemoldgica sobre algunos saberes matemdticos para presentar una propuesta para
introducir la integral, que se define como el producto de la base por una altura promedio, es
decir, se reduce el problema del cdlculo del drea de cierta regién irregular a el cdlculo del
rectdngulo introducido en dicha regién con drea equivalente, por tanto todo se reduce al cdlculo
de dicha altura, ya que la base es fija. Estas son las ideas del cdlculo promedial en relacion con
la diddctica del cdlculo integral. En esta investigacion se aportan nuevos elementos para una
propuesta alternativa y por tanto para dar evidencias empiricas de cémo los alumnos se
apropian y producen dichas ideas. La ingenieria diddctica nos aporté elementos necesarios para

elaborar la propuesta que se implanto en el aula.
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Introduccion

La literatura nos reporta que la mayoria de las problematicas en calculo estan
concentradas, privilegiando el plano de las practicas algoritmicas olvidando el plano
conceptual, es decir, se favorecen los procedimientos algoritmicos y no los procedimientos
basicos que dieron origen a los conceptos fundamentales (Derivaciéon e Integracion). De
manera particular en cdlculo integral se privilegian las llamadas técnicas o métodos de

integracion como forma de propiciar el calculo de cierta integral definida, en consecuencia
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los significados de los procedimientos basicos quedan relegados a un valor puramente

testimonial.

Al respecto de esto algunos investigadores hacen referencia a que:

e Los estudiantes aprenden los procedimientos de calculo en un nivel puramente
algoritmico, que es construido sobre imagenes conceptuales*?® escasas (Dreyfus,

1990).

e Dificultades al momento de estudiar ideas de calculo integral, que son debidos a

problemas con los procedimientos algoritmicos (Orton, 1983).

Dolores (1996) menciona que las causas atribuidas a esta problematica estan relacionadas,
fundamentalmente, con la planificacién-ejecucion del proceso de ensefianza del Calculo y
con los procesos de asimilacién de sus conceptos basicos, en este sentido propone

introducir a la derivada a través de las ideas que dieron origen a dicho concepto.

Al analizar la introduccion de la integral mediante el estudio histérico-epistemologico,
Cantoral (2001) reconoce como problema abierto la no evidencia empirica que muestre
cual de las distintas presentaciones para introducir la integral definida esté mejor adaptada
para efectos de ensefianza-aprendizaje, siendo productores: Cauchy-Riemann, Newton-
Leibniz y Wallis, la primera definicién aparece sustentada en la nocién de aproximacion, la

segunda en la nocién de acumulacion y la tercera en la nocién de promediacidn.

De los puntos de vista antes descritos es justificable el desarrollar a la integral bajo la
nocion de promedio y sus distintos significados intrinsecos en el nivel medio superior. La
literatura anterior nos da pie para decir que con los cursos tradicionales de calculo integral
en el bachillerato, los alumnos no logran comprender las ideas basicas de la integral

definida, esta premisa la hemos considerado como el problema de investigacion.

43 Es toda la estructura cognitiva asociada al concepto, la cual incluye todas las imagenes mentales, las

propiedades y los procesos asociados a la nocién matematica.
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El objetivo general es elaborar una propuesta didactica para introducir la integral definida
en el bachillerato, que posibilite la comprension de dicho concepto, tomando en cuenta las
ideas del Calculo Promedial#4, es decir, reducir el problema del calculo del area de una
region irregular al de una region rectangular, por tanto se centra la atencion en el calculo de

la altura promedio, tomando en cuenta funciones continuas en un intervalo dado.

Objetivo particular

& Dar evidencia a partir de datos empiricos de cdmo, los estudiantes, adquieren y

utilizan las ideas basicas del Calculo Promedial.

Pregunta de investigacion

& ;Qué elementos historico-epistemologicos y didacticos son basicos para propiciar la
ganancia cognitiva en los estudiantes para que desarrollen las ideas basicas del

calculo integral?

Planteamos como hipodtesis de la investigacion que existen dos procedimientos para
introducir la integral definida en el nivel medio superior, los cuales son, la integral definida
como operacién inversa de la derivacién, es decir admitiendo la existencia de esta para

funciones continuas a través de la derivada, y como el limite de sumas de Riemann, lo que

44 Rondero (2001) La presencia de la nocién de promediacion, es producto de ejercer una vigilancia
epistemolégica sobre los saberes matematicos lo que propicia un valor conceptual agregado llamado
CALCULO PROMEDIAL. El adjetivo promedial se debe al hecho de que el centro de atencién esta puesto en el
promedio, como puede ser la media aritmética, media armdnica, media geométrica, media potenciada, entre
otras. El calculo promedial se sustenta ademdas en otros elementos de los que se han hecho un rescate
epistemolégico, como son: el exceso y el defecto, lo promedial y lo instantdneo, lo infinitamente grande y lo

infinitamente pequefio, el todo y las partes.
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propicia que no se tome en cuenta para efectos de ensefianza-aprendizaje a la integral como
el producto de la altura promedio por la base de cierta regién que se va a determinar su

area.

Metodologia

Como Metodologia de investigaciéon abordamos a la Ingenieria didactica descrita en Artigue
(1995). Para esto desarrollamos la fase de Analisis preliminar, la fase de Analisis a priori y
disefio de la secuencia y la Experimentaciéon y describimos en el apartado Discusion el
analisis a posteriori y validacién, para la dimension epistemolégica Rondero (2001)

encuentra que Wallis demuestra que el drea de la figura de una curva representada por la
relacién y=x"en [0,1], se encuentra facilmente por los principios ya establecidos en su

Arithmética Infinitorum, es decir que el area de tal figura guarda una proporciéon 1:n+1,

con el rectangulo circunscrito.

En la dimension didactica se demuestra a través del analisis de planes, programas de
estudio y libros de texto que la integral se presente a través de la operacion inversa en el
caso de el libro de texto para las preparatorias de la universidad Auténoma de Guerrero y
en el caso de los Colegios de Bachilleres y de los DGTIS a través de el procedimiento de

sumas de Riemann.

En la dimension cognitiva se aplicO una prueba piloto para alumnos de un curso
propedéutico para ingresar a la licenciatura en matematicas, con la finalidad de observar las
dificultades, errores y concepciones acerca de la integral mediante esta vision, en los cuales
tuvieron dificultades en el aspecto algebraico (factorizacién, simplificaciéon de cociente de
fracciones, despejar incégnitas), y no observaron que se puede introducir un rectangulo de

area equivalente en una region irregular.

En la fase de analisis a priori y diseiio de la secuencia describimos las hipotesis de
trabajo, es decir, que esperamos del redisefio de la prueba piloto, por tanto las hipétesis que

tomamos en cuenta, fueron que se estabilizarian las ideas de los alumnos si definimos el
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problema que se va a resolver, y que sus errores disminuyen si tomamos en cuenta a los
alumnos del primer semestre de la unidad académica de matematicas por el hecho de tener
la experiencia de trabajo que se realiza en la licenciatura, por lo tanto si se pretende aplicar
estas actividades en el nivel medio se debe tener una fase previa para reducir estos errores
algebraicos identificados en la dimensién cognitiva como parte de la aplicacion de la prueba
piloto, ademas la metodologia de resolver las actividades en equipos de dos y por lo
establecido en el primer bloque al introducir en las actividades el problema a resolver,
propiciara que las respuestas para el calculo de la altura exacta seran mas convincentes a
las que dieron los alumnos de la prueba piloto, que resolvieron las actividades de manera

individual.

La secuencia de actividades las desarrollamos en tres bloques, para no ser exhaustivos
definimos el objetivo del ultimo bloque ya que es el decisivo para que se cumpla el objetivo

general.

El tercer bloque tuvo como objetivo que el estudiante desarrolle la capacidad de calcular la
altura promedio exacta para determinar el rectangulo de area equivalente para dos
regiones irregulares determinadas por las graficas de funciones en dos intervalos

diferentes.

Fase de experimentacion

Esta fase tuvo como escenario el aula escolar con estudiantes del primer semestre de la
Licenciatura en Matematicas, participaron cuatro estudiantes y trabajaron en equipos de
dos. Aunque nuestra propuesta esta centrada para el nivel medio superior, consideramos
pertinente aplicar dichas actividades con estos alumnos, puesto que eran recién egresados

del nivel medio superior.

La técnica para la implantacién de la propuesta se basa primeramente en trabajar con
equipos de dos para cada bloque, puesto que obtuvimos mejores resultados al aplicar el
redisefio, en el primer bloque se le propone al alumno que medite el problema a resolver

que viene definido en las dos primeras hojas y que trate de razonarlo y comentarlo con su
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compafiero de equipo, cuando ya estén listos se le pide a un representante de cualquier
equipo que pase a discutir a la pizarra con los restantes equipos este problema de forma
que pueda quedar entendido, esto nos asegurara mejores resultados, para después seguir a
resolver cada una de las actividades del primer bloque, al término de estas, se les pide que
pase un representante por equipo a comentar su resultado por cada actividad y se les pide a
los equipos restantes que participen si tuvieron una respuesta diferente, asi el profesor
tendra la decisién de intervenir cuando sea prudente y de orillarlos a la respuesta correcta

en caso necesario. Esto se repetira para cada uno de los restantes bloques.

Resultados

Puesto que el objetivo general de la propuesta es que los alumnos calculen el area de una
regién irregular en base al rectdngulo de area equivalente, lo cual se reduce al calculo de la
altura que determina dicho rectdngulo, presentamos solo los resultados directos que los
alumnos hicieron relativo al tercer bloque de la dltima actividad, puesto que ahi se observa
como es que hacen los desarrollos algebraicos y de otros calculos respectivos para la
determinacion de dicha altura. Se trabajé en equipos de dos, por lo tanto presentamos

respectivamente sus respuestas.
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Equipo 1

IV. Contesta lo siguiente

- Calcula el area bajo la grifica de la funcion f(x)=x" en el intervalo [0..!].
introduciendo el rectangulo de area equivalente.

» : f
S =x}

R
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Equipo # 2

IV. Contesta lo siguiente

- Calcula el area bajo la grafica de la funcion f(x)= x? en el intervalo [0_3],
introduciendo el rectangulo de area equivalente.

4 x

S =4

Discusion
Los resultados mas concretos que estan relacionados con el objetivo general vienen

expuestos en el Tercer bloque, puesto que el objetivo de las actividades es determinar el
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area bajo la grafica de la funcién en un intervalo dado, en base al rectangulo de area
equivalente, en las dltimas dos actividades se observa como es que se logré el objetivo,
ambos equipos dividieron ambos intervalos y calcularon el promedio de dichas alturas, se
evidencié una diferencia por ambos equipos en cuanto a la factorizaron que hicieron en el
numerador de la suma explicita del promedio, asi les resulté la misma férmula en ambos
casos y calcularon el limite, y después como se analizé en el primer bloque que el problema
del célculo del area de la regidn irregular se reduce a calcular el area del rectangulo, sélo

multiplicaron la base que es fija por la altura promedio en base al limite.

Comentamos en la introduccién que no habia evidencia empirica que muestre cual de
alguna de las distintas visiones de la integral este mejor adaptada para efectos de
enseflanza-aprendizaje, también como problema la forma tradicional de llevar al aula la
integral, los alumnos no logran comprender las ideas basicas del calculo integral. En base a
los resultados obtenidos de nuestra propuesta los alumnos logran comprender las ideas
basicas del calculo promedial, siguiendo las observaciones ya planteadas, y mostramos la
evidencia empirica de como esta forma de a bordar la integral tiene buenos efectos de
adaptacién por los alumnos, s6lo bastara hacer una contrastacién para saber cual vision

esta mejor adaptada y como estas ideas no estan alejadas de ellos.

Conclusiones

Puesto que habiamos identificado una problematica en calculo y mas directamente en
calculo integral, planteamos como problema que con los cursos tradicionales de calculo
integral en el bachillerato, los alumnos no logran comprender las ideas basicas de la
integral definida, es asi que identificamos una forma alternativa de presentar a la integral
definida en base al analisis epistemolégico, realizado por Rondero (2001), y demostramos
la hipotesis de que se deja de lado esta conceptualizacion de la integral, en base al analisis
de libros de texto, planes y programas de estudio del nivel medio superior (Guerrero), se
propuso y aplicé una prueba piloto para alumnos que egresaron del nivel medio y que se

encontraban en un curso propedéutico, en base a esta conceptualizacién de la integral para
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observar las dificultades, concepciones y errores con el objetivo de redisefiar la propuesta,
estos resultados nos dieron la pauta para considerar a la Ingenieria Didactica como
metodologia para elaborar la propuesta que deberia llevarse al aula, por tanto para
modificar la prueba piloto propusimos el analisis a priori y disefiamos la secuencia de las
actividades, al experimentar con alumnos de primer semestre de la licenciatura en
matematicas, se obtuvieron resultados favorables y que indica que los alumnos
comprendieron las ideas basicas del calculo promedial, esto es: primeramente calcularon el
promedio de alturas, en una fase discreta (al dividir en subintervalos de igual longitud con
10 y 20 subintervalos y calcularon el promedio de las alturas que provienen de la
subdivisiéon de este intervalo) y en una fase continua (al realizar una particién en n
subintervalos de igual longitud encuentran una férmula en base a una sugerencia para
ciertas sumas y calculan el limite), vemos en las respuestas de los dos equipos de la tultima
actividad, la idea de que al ya tener calculada la altura multiplican por la base y determinan
el area del rectangulo, geométricamente introducen la regién rectangular en la region

irregular indicando la altura que determina dicho rectangulo.
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