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1. MATEMATICAS EN LA EDAD MEDIA

El papel que juega la historia de las matematinda &dad Media ya sea arabe o latina,
es principalmente el de la transferencia. Recapilartransmitieron los conocimientos
adquiridos en India, Grecia o Bizancio (donde Ibsok antiguos ya no se estudian
como curiosidades sin una gran aplicacion fueréadsstrologia u “ocultismo”). Esto
permitira que las matematicas, desde el Renacimiemcuentren su camino. Se han
realizado progresos durante este largo periodo, Ip@y que admitir que no han sido
significativos: mas importantes son la reelaboraaié los viejos conceptos que los
avances obtenidos con los nuevos resultados.

1.1. Algun comentario sobre la tradicion de la matmatica oriental.

a) Sobre China

Yijing (Yi-king o Y-king), una antigua obra ded#ofia china, contiene nociones
matematicas bastante esquematicas: se manipulajosotrigramas, la nocién de
permutacion, pero sin teorizarla explicitamentenign hay una forma de numeracién
binaria (basada en el yin y en el yang), pero tambs igualmente muy implicita.

El Zhoubi Suanjing (Rey Chou Pei Suan), de graigéadad (ya que el anterior
es dificil de fechar, pero probablemente fue commfmuen el transcurso del primer
milenio antes de Cristo), esta especialmente dédiaa la calculos aritméticos y
astronomicos. Se describen las propiedades derifosggulos rectangulos (con una
demostracion ilustrada por una grafica del teoreteaPitdgoras), y se usan las
fracciones.

Suan Shu Shu (Escritos sobre Computacion) y Jigglsuanshu (Las Nueve
Secciones - 0 Nueve Capitulos - sobre ProcedingeMatematicos) que incluyen
trabajos mas recientes (el ultimo se completd helc@mienzo de nuestra era). En el
primero, encontramos un método para calcular rajgadradas. En cuanto al segundo,
aborda de manera mas sistematica (y pedagdégicas tad areas donde intervienen las
matematicas. Se trata, en particular, de la regolwte sistemas de ecuaciones lineales,
o la resolucion de ecuaciones de segundo grado.

Desde el siglo lll, conocemos varios nombres ddematicos. Podemos
mencionar: Liu Hui (Liou Houi), comentarista de |akieve Secciones, y quien,
alrededor de 263, deduce del estudio de un poligbmol72 lados, y da una
aproximacion del nderm aproximadamente a 3.14159; Zu Chongzhi (Tsu ChCimp,
430-501), quien aproximam en el intervalo [3.141592, 3.1415927] y espeoiita
Zhu Shijie (Chou Chi-kie, 1280-1303), con su seguhbro conservado tituladé&l
precioso espejo de los cuatro elemende$ afio 1303, es su trabajo mas importante.
Con este libro Zhu Shijie llevo el éalgebra chinanafs alto nivel. Incluye una
introduccion de su método de los cuatro elememnjos, se usa para hablar de cuatro
cantidades indeterminadas en una ecuacion algabrdicu aclaré6 también como
encontrar raices cuadradas y desarroll6 el conenitmide las series y las progresiones.
El prefacio del libro explica como Zhu viajé poriGh ensefiando mateméticas durante
20 anos.

Los contactos muy antiguos de los chinos con lisggs, y aquellos mas
cercanos y mas continuos con los indios, hacerbleogensar que la influencia de las



matematicas chinas en los griegos podria habetidexiy que podria haber jugado un
papel notable en la evolucion de las matematiadiasnDe todos modos, desde el siglo
XV, las influencias externas, comenzando con |®dedente, jugaron masivamente en
la direccion opuesta, y las matematicas chinasit@non perdiendo su propio caracter.

b) Sobre los Arabes.

Tomaron prestados el algebra y las cifras de dialnY es probable que en
Oriente hayan tomado prestados los gérmenes delcicoiento mostrado por sus
matematicos. De hecho, las matematicas de Chindia ya tienen una larga historia.
Los arabes, y los pueblos unidos una vez o de fouradera a su imperio, conocieron
el Siddhanta (que llaman Sindhind) a finales dglbsVI1ll por las traducciones hechas
por Ibn Tariq y Al-Fazari. Llaman a la geometrianti@sa (o kendes-séh, segun las
transcripciones), es decir, arte indio. Toman pdsstde los indios su numeracion
escrita, que ya no se debe perfeccionar, y ennmigetria el uso del seno (en lugar de
la cuerda) y quizas la tangente.

Desde el reinado de Al-Mammoun (813-834), gracastrabajo de su
bibliotecario, Abu-'Abdallah el-Kharizmi, la herémcmatematica de los griegos
comienza a ser verdaderamente conocida y enricu@ad el conocimiento adquirido
por el Matematicos indios. Estudia sanscrito Sidtharevisa las tablas de Ptolomeo y
escribe sobre el algebra de los tratados que ld Hedia iba a traducir al latin.

Es para el-Kharizmi (cuyo nombre deriva la palablgoritmo), que el término
"algebra"”, cuya fortuna era singular, se remontaracipio y que, ademas, tenia un
significado limitado al principio. ; El nombre cotato del que deriva esta palabra (al-
djebr wa'l moukabala, restitucion y oposicion) deai originalmente en al-Khwarizmi
dos operaciones claramente descritas en Diopheatns las primeras en ser sometidas
a las ecuaciones. Una (restitucion) consiste earpas cantidades negativas de un
miembro a otro, de modo que solo queden términsgiyas; el otro (oposicion), para
reducir términos similares en ambos lados.

La composicion matematica de Ptolomeo (Almagest)traducida por El-
Ferghani (Alfraganus), en el primer tercio del gi¢)K; también construyé un nuevo
nildmetro en Egipto y compuso un libro de textcadegonomia; asimismo Abu-Ma'char
(Albumaser), de Balkh, las antiguas Bactres.

Al-Hajjaj traduce casi al mismo tiempo que losraémtos de Euclides, y pronto,
Thabit ben Qorra (836-901), cambiador de divisaslarran el viejo Carrhae, famoso
por la derrota de Craso) lleg6 a la corte de Itifasa, traduce el libro de las secciones
conicas de Apolonio de Pergé y escribe libros dotpara la ensefianza; su hijo y su
nieto seguiran sus pasos.

Las traducciones continuaron en el siglo X, pas grimeras obras originales
comenzaron a aparecer: El-Battani (Albategniug)i@nnesas astronomicas en Ragqqa
en el Eufrates, que Lalande todavia apreciaba mucipone ademas, en trigonometria,
el uso de senos (inaugurado como hemos visto éa) lad lugar de cuerdas, y también
produce algunos resultados notables en trigonoanesférica.

Ibn al-Haitham (Alhazen), quien murié en 1038 erCalro, por triseccion del angulo y

por investigacion sobre los dos promedios propasedes para la duplicacion del cubo,
resuelve problemas insolubles ante él.

Todsi, nacido en 1201 en Tols (Mechehed, Persaakanoy, astrologo de Houlagou,

guarda una gran cantidad de manuscritos durartepkara de Bagdad. El hace que la
trigonometria sea una ciencia separada y traduckdEes.



El poeta persa Omar Khayyam contribuye a la redodel calendario ordenado
por el sultan selydcida Malak-Chéah, apodado Djetidin, de ahi el nombre de la era
de Djelalean; Compuso un tratado sobre algebra.

Avicenne nos ha dejado un libro sobre célculoglaiue analiza las operaciones
matematicas y como probarlas, especialmente latarprueba de nueve.

c)Los latinos.

En el Occidente latino, a comienzos de la Antigided la Edad Media hay que
mencionar a Ancio Manlio Torcuato Severir@oécig (480-524), politico, filésofo y
poeta, autor d®e la consolacion de la filosofide consolatione philosophiaebra en
la que ahonda sobre el ser humano, la tristeZartlana y la importancia de Dios en la
vida del hombre, asimismo, trata temas como laenisa de la maldad.
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Fig. 1. Boecio
http://www.cosmovisions.com/mathematiquesChrono.htm
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Fig. 2. Pagina de Ars geometriae, atribuida a Boeci
http://www.cosmovisions.com/mathematiquesChrono.htm

Representa al neoplatonismo, se inclind por @i@simo y las ciencias exactas, y se
erigié en uno de los fundadores de la filosofiatmmna de Occidente. También hay bajo
su nombre (pero la atribucidon esta en disputa)Atsr Geometriagque contiene en
particular una traduccion literal de los primeragtco libros de Euclides, pero se
omitieron las demostraciones. Aproximadamente who sdespués, Isidoro, obispo
visigodo de Sevilla, en sus Etimologias, explica tja geometria tiene el caracter de
multiplicacion”, lo que la distingue de la aritnegti"cuyo fundamento es la suma".

Boecio esta en el origen de la larga y trasceatlggripecia que fue la
recuperacion por Occidente del pensamiento arigtotéoero las traducciones y los
comentarios boecianos durmieron en el suefio dejusws en las bibliotecas
altomedievales durante mas de trescientos afads, ladpoca de Gerberto de Aurillac,
quién seria el principal agente de su revitalizaciGerberto de Aurillac (futuro
Silvestre II) nacid en Auvernia, sur de Franciagtnafio 940. Estudié €lrivium
(Gramética, Logica y Retérigaen el monasterio benedictino de su ciudad ysalli
sinti6 llamado a abrazar el estilo de vida que ps@ya San Benito cinco siglos antes.
Ya siendo monje pudo viajar a la Ciudad Condal parapletar su formacion. Estudio
el Quadrivium (Aritmética, Geometria, Astronomia y Musidagjo la tutela del conde
Borrell Il, que a su vez nombro6 a Atén, el ObisgoMic, su preceptor.

Fig.3. Gerberto de Aurillac (Silvestre II)
https://www.madrimasd.org/blogs/matematicas/tadpgieo-de-aurillac

Después de un largo periodo de oscuridad la emzafide las matematicas
reaparece en el cuadrivio de las artes liberaléasdeniversidades, siguiendo el modelo
pitagorico. Roger Bacon declaré que las matenggoa el instrumento mas poderoso
para penetrar en las ciencias, que precede a tadaslemas y nos dispone a
comprenderlas. Pero muy pocos siguen siendo logpmsan como él. Hildebert du
Mans, un poeta de gran renombre en este mometdon@s cerca del estado de animo
del momento, componiendo un poema en quince caegidlamado el matematico,



para ridiculizar la astronomia y los astronomos Bhispo de Le Mans entre 1097 y
1125 y arzobispo de Tours desde 1125 hasta su enwrtl8 de diciembre 1133.
Brillante erudito que comenzé su carrera eclesi@stomo ecoénomo y canonigo de su
catedral.
En el siglo XIl, los arabes, fundadores de las emsidades de Granada y Cordoba,
dieron a conocer en Occidente los Elementos deidesclHan recibido de Siria los
tesoros de la ciencia griega e india: los trangmadeEuropa latina; gracias a las
traducciones realizadas especialmente en EspaiicaHe el Dalmata da a conocer el
planisferio de Ptolomeo (1183), Gerard de Cremaadute el Almagesto (1173). Por
su parte, Campano, que vive después del afio 180@&nta Euclides y estudia la teoria
de los planetas y la cuadratura del circulo.

Pero es sobre todo las necesidades practicas ameércio que se estan
desarrollando, especialmente en ltalia, lo quelkEgidndo a un nuevo impulso. Se dice
que Leonardo da Pisa, conocido como Fibonacci,

Fig. 4. Fibonacci

http://www.cosmovisions.com/mathematiquesChrono.htm

en un tratado sobre aritmétichider abac) publicado en 1202, incluido el algebra
como se le conocia, propag6 el uso de numerosgasaki indica el valor relativo o la
posicion. (Gerbert, alrededor del afio 1000, y ucopmas tarde Adélard de Bath, ya
conocia los numeros y la aritmética basados eistehsa arabe, pero su introduccion en
Occidente tuvo un impacto muy limitado). Empleadol& aduana de Bejaia (actual
Argelia). Fibonacci recopil6 todo lo que se salibre aritmética en Egipto, Grecia,
Siria, Sicilia, y redact6 un tratado. A partir deenomento, la ciencia parece haber sido
estudiada con cierta asiduidad en lItalia, dondemod mencionar notablemente a Paul
dall'’Abaco, un matematico inteligente, que represecon la “ayuda de maquinas”,
todos los movimientos de las estrellas. De apod Pagomari, nacido en Florencia a
principios del siglo X1V, fallecido en 1375. Es esplmente famoso por la invencién
de la brdjula en Europa, descubrimiento que faworéms audaces intentos de los
navegantes de siglos siguientes. Dall’Abaco debeosgado entre los cientificos de la
época, cuyo trabajo fue muy util ya que prepar@refjreso que no tardd mucho en
llevarse a cabo en el vasto dominio del conocirniematematico.
Contemporaneo de Dante y Petrarca, algunos baxyrain colocarlo en el

mismo rango que esos grandes poetas, ensalzaroraalde sus producciones literarias
que, a pesar de su incorreccion, revel6 un taleotable. Pero Paul debia su fama sobre



todo a su conocimiento, prodigioso para su tiengpoaritmética y geometria: Merecia
el apodo de Abaco porque Paolo dall 'Abaco signifieralmente Paul de aritmética.
Los viejos bidégrafos no dudaron en considerarlo@ano de los primeros matematicos
que practicaron el algebra.

Uno de los libros mas antiguos impreso fue contpuper Luca Paciuolo o
Lucas de Borgo (1445-1526) que aparecio en 1470ti€w un tratado bastante
completo para su tiempo en &lgebra (Luca Paciugairficialmente tutor en Venecia,
Roma y Florencia, ingreso en la orden franciscari@ajp el nombre Fray Luca Sancti
Sepulchri, ensefid sucesivamente matematicas distagas universidades de lItalia.

Sus primeras obras se pierden, pero tenemos sun&ode Arithmetica,
Geometria, Proportioni y Proportionalita (Venecizi94), una edicién de Euclides
(1509) y la Divina Proportione (1509). El primere kbs trabajos tuvo una influencia
considerable en la enseflanza matematica en elXifloprueba de que satisfacia las
necesidades de la época, y es indispensable e&iudiase quiere formar una idea
exacta del estado de la ciencia en este momentwdRano es, de ninguna manera, un
creador, pero la aportacion que hizo a los esciitéslitos de Leonardo da Pisa
(Fibonacci) fueron, en muchos aspectos, una radalapero se puede considerar que
la ciencia seguia casi en el mismo estado en gopHaintus la habia dejad@o cual,
ademas, no parece ser conocido por el autor, doessdha inspirado en los arabes). Su
aplicacion se limitaba a preguntas bastante pogmrirantes sobre nuimeros, y solo
podia resolver las ecuaciones de primer y segurating

Fig. 5. Luca Paciuolo(1445-1514) Fig. 6. Nicolas Oresme (1320-1382)

http://www.cosmovisions.com/Paciuolo.htm http://www.cosmovisions.com/Oresme.htm

El resto de Europa pronto volvera a las matenstiParo hay, en el periodo
final de la Edad Media, mentes mas curiosas qumsahblicolas Oresme dibuja la
notacion de los expositores. Es un fisico y escnitwido en Normandia, ¢ quizas cerca
de Caen?, alrededor de 1320 y murié en 1382. Esterliel Colegio de Navarra vy,
después de haber recibido un doctorado en teololgtiavo el titulo de Gran Maestro en
esta casa real en 1355 o 1356. Fue entonces awbndi de Bayeux, tesorero de la
Sainte-Chapelle y decano del capitulo de Rouerd®ekario 1360, el rey Juan lo habia
dado como tutor de su hijo (futuro Carlos V). Sunaho lo nombré obispo de Lisieux
en 1377 y lo admitié en sus consejos. Muri6 obp®ayeux el 11 de julio de 1382.
John Halifax, mas conocido por el nombre de Samaioda, ademas de su algoritmo,
un tratado de la esfera.

John o Johannes de Holywood [0 Holybush = Halifex]'Madera sagrada®),
conocido Sacrosbosco, Sacrobusto o Sacrobuscharge,matematico y astrénomo
inglés del siglo Xlll. Probablemente nacié en Hwlif(Yorkshire), completdé sus
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estudios en Oxford, llegd a Paris alrededor de 1@&Fesdé matematicas y astronomia
en la Universidad y muri6 alli en 1256 (¢,0 en 1249égun algunos, que lo traducen en
este sentido a través de un verso de su epitafio).

Sacrobosco es mas conocido por Bactatus de sphaera mundina especie de
resumen de cuatro capitulos del Almagesto de Ptwoynsus comentarios arabes, que
tuvo desde el siglo XV hasta el XVII mas de 70 iedies latinas (la primera, Ferrara,
1472, en 4, es muy rara, el Ultimo parece ser dlaiden, 1647) y que, traducido y
comentado en todos los idiomas, que se pudo disp@modo de moda, en todas las
escuelas de la Edad Media.

Las obras de SacroboscBe anni ratione seu de computo ecclesiastico
(Wittemb., 1588) yDe arte numerand{Paris, 1498)?) contribuyeron la propagacion de
la doctrina algoritmica y pequefios tratados sobreémputo eclesiastico, sobre el
astrolabio, etc.

Fig. 7. Grabado de 1584, presunto retrato de Jasamhe Sacrobosco
https://es.wikipedia.org/wiki/Johannes _de Sacrobosc

Los ingleses le atribuyeron erroneamente la inicothn de nimeros arabigos.
La trigonometria moderna fue fundada en el siglop$y Regiomontano.

Fig. 8. Regiomontano



http://www.cosmovisions.com/mathematiquesChrono.htm

Johannes Milller, conocido como Regiomontanus esstrdinomo, nacido el 6 de junio
de 1436 en el pueblo de Unfind, cerca de Koenigsleer Franconia (que no debe
confundirse con la ciudad de Kaliningrado en Rugige también llevd este nombre al
Periodo prusiano), de ahi su nombre en latin (cgréfisa Konigsberg como regius
mons, Mount Royal), murié el 6 de julio de 1476.

Fascinado por la astronomia a la edad de 14 adlespués de recibir su primera
instruccion en el hogar paterno, fue a estudiax "riversidad de Leipzig y tomé un
gran entusiasmo por la ciencia astrondmica, comemzasimilarse. aritmética y
geometria, luego fue a Viena, donde esperaba aaconés instalaciones para dominar
su ciencia favorita; siendo todavia un joven admete, o vemos siguiendo las
lecciones de Purbach. El maestro, que estaba dratmjen Ptolomeo, le dio a su
discipulo varios problemas geométricos para resolvée dio muchas oportunidades
para practicar el célculo. Mientras tanto, Regiotaous ley6 a los matematicos de la
antigtiedad cuyas obras habian sido traducidatima| ilecluido Arquimedes. Trabajaron
juntos en una investigacion tedrica sobre los mumoncipales de la ecliptica, la
posicion de las estrellas fijas con las que se guectlacionar los planetas, y
descubrieron que las posiciones de Marte podiaviates dos grados de las que Las
tablas asignadas a este planeta.

SAPERE AUDE, GEOMETRIA
1. Ejercicios de aqui y alla (solucion a la Propu&sdel nimero anterior 102)

Desde la Optica de la practicidad, la GeometriasiCh, heredada de los
agrimensores egipcios que la aprendieron a su gdpsdantiguos sumerios, emplea
Gnicamente la egipcios que la aprendieron a sudeelbs antiguos sumerios, emplea
Unicamente la regla y el compas. Una regla lisa,nsarcas de medida, con un soélo
canto y un compas que traza arcos de circunferemtfa puntos previamente hallados,
pero no transporta medidas.

Interesante articulo de Rendodn, A. (2013) sobfedametria Medieval en el que
nos aclara que los problemas constructivos qued@ingtra debia solucionar con esta
Geometria eran muy variados. Hace una reflexi@restinte sobre como se entendian y
aplicaban en la Edad Media conceptos tan basicos adimension, proporcion y
simetria; igualdad, equivalencia o semejanza.

“...La geometria medieval utilizaba procedimientos mepde un agrimensor. No
necesitaba abstraer la forma de los objetos, niriguar los procedimientos para
reproducir su forma de modo objetivo.

Trazado a soga (1)

Trazado a soga (l11)

Trazado a soga (l1)

Trazado a soga (IV)




Fig. 9. http://www.signoslapidarios.org/inicio/articulosshoria-de-la-arquitectura/134-geometria-medieval

Quién accedia al grado de magister debia demostmarocimientos geométricos de
cierta abstraccion. No se planteaba la naturaleehekpacio, ni si la dimension de la
forma era, o no, la medida del espacio. Para éksgacio era “todo aquello” exterior
a él, y la dimensién, las veces que cabia su varmedir (el canon que aplicaba a todo
lo relativo a la obra) en el objeto. La simetrisaeuna correspondencia en igualdad
entre las partes respecto de un punto, una reatsa @lano. De este modo, si tomaba
como limite comparativo un muro diafano que cort@asealos partes iguales al edificio,
se veria como los elementos de una mitad se camdgmn en posicidon, tamafio y
disposicion, con los elementos de la otfa...

Propuesta 1: dos joyitas geométricas
JOYITA: a) ¢Existe algun triangulo tal que las medidas delades son tres niumeros
consecutivos y el angulo mayor es el doble queeelon? En caso afirmativo, calcular
las medidas
SOLUCION
NOTA: Interesante ejercicio de geometria, resuelto desgeinto de vista algebraico.
Paso 1

Sin pérdida de generalidad consideremos quedelgmio es acutangulo.

A

a

Fig. 10. Triangulo acutangulo

Sia, b, c son sus lados, hay que probar, gracias al teorehw@seno, que

a+br> CZ, g+ C> 8, 5+ &> €. Por simetrias en los calculos si suponemos que
a< bs< c, basta probaa? + b? > ¢?.

Paso 2



Atendiendo a las condiciones iniciales del ejeoccatie los lados son consecutivos, sean
los lados

a= p-1,b= p,c= p+1l. La desigualdada®+b* > c’equivale, después de realizar las
operaciones oportunas

a+h?>c? = (P~ +p’>(ptD)’ = (p-1P+ p-(prD’> (-
P -2p+l+ F- F-2p-1> (= p’-4p>0

Paso 3

Si aplicamos el teorema del seno, el angulo seron@anto mas pequefo sea el lado
opuesto. Asi, el angulo opuesta,asuponiendo que es el mensirlo denominamosr,

el opuesto & sera el doble @ El opuesto & ser, por lo tantaz- (2a- ) = 7- 3a, y
ha de ser

asm-3a< Za:%s a s%
De nuevo, aplicando el teorema del seno, se tendra
+1
P =2cosx
p-1
p _ser8a _ se(@a+a)_ selr.cosr+ cos@ .sen__ 2 gencédy+ (cos- Sen ).a

p-1 semr sea san sen

P —4e0ga-:

p-1

Eliminandoa en las expresiones, realizando las operacionegesigs

+1
P =2c0mr; P = 4c0da- 1
p_l p_
1 ptl 1( p+1) +1)°
cosa=> =P —4c0dq- 1= 4| P - | P -
2p-1 p-1 4 p-1 p-1

P _(p+)’-(p-°_ pP+2p+tl- g+2p-1  4p
p-1 (p-1y (p-I¥ (p-Iy

1 4 4
= =2>1l=——=p-1=4= p=5
p-1 (p-17 p-1
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Por lo tanto Cow:_(ﬂ =—="= Cogy:_s

2 8 4

5+ 1)_ 6_3
Paso 4

Para tal resultado, en una primera aproximaciérepod afirmar que las medidas de

los lados del triangulo acutangulo inicial debemase4, b=5, c=6.
En efecto. Comprobemos que es asi.
Si existe, el angular debe cumplir las condiciones d&hso 3 es decir

gue
T T T s
—<a<—, or ellocoy§ — |< cosr< cos—
557=g VP {4J {SJ

%sco{’l}:%s l+f’:> 3 V5> xJE

por lo tanto

5

a) En la primera desigualdad, elevando al cuadrado

cos £ S§:>£S—3:>—2S—9:> 32< 3¢
4)"47 24 4 16

b) La segunda desigualdad nos conduce a

3 < CO’{]—Q = % <0.8090169943% 8 3.236067818

4
O bien

%s cos(l—gj:%s 1+f: 3k ¥/ 5> xEDe aqui elevando al cuadrado 4<5.

De esta manera se demuestra la existencia degut@rcutos lados miden 4, 5y 6
unidades de longitud.

JOYITA: b) Sea M un punto interior del segmento AB. Se coyesir cuadrados
AMCD y BEHM en el mismo lado de AB. Si N es elrggyunto de interseccion de
las circunferencias circunscritas a dichos cuadragoobar que:

a) Los puntos B, N y C estan alineados.

b) El punto H es el ortocentro del triangulo ABC.

SOLUCION

Paso 1

11



Fig. 11. Cuadrados-Circunferencias circunscritas (|

Fig.12. Cuadrados-Circunferencias circunscritgs (Il

Paso 1

/\
a) En ambas figuras se tiene que el angulo en N3 lgdNde 4%

N N\
a.1l) Si tomamos la Fig.11, se tiene en el trilm@NM que el angulo N =

135y
., N ) N\ A A\
en el triangulo MNB el angulo N= 2%or lo tanto, CNM + MNB = 135+ 45

=180.
a.2) Analogamente, veamos que sucede en la Fig. 12.

12



N N N
En los triangulos MNC y MNB, el angulo  N=%5 N N
Es decir, el angulo en N es el mismo para los dtiéos MNC y MNB por lo
tanto los puntos B, N y C estan alineados.

Paso 2

Sabemos que el ortocentro, de un triangulo es mopdonde se cortan las tres
rectas que contienen a las tres alturas de urgtidnSe encuentra en el interior
del tridngulo si este es acutangulo; coincide dorédice del angulo recto si es
rectangulo, y se halla en el exterior del triangiles obtusangulo.

2.1. En el caso de la Fig. 11, se tiene @ JAB. Por otra, BHUME y
ME|AC, en consecuencia se tiene daie 0 AC. Por tanto,H es el ortocentro

N
del triangulo ABC.

2.2. A analogo razonamiento llegariamos en la Bigdn la que el ortocentro H

N
esta fuera del triangulo ABC al ser un triangultushngulo.

SAPERE AUDE, TEORIA DE NUMEROS

1. Ejercicios de aqui y alla (solucion a la propués de los ejercicios del nUmero
anterior 102)

Algun comentario sobre la teoria de numeros, sigio fiel a la dinamica
establecida en las anteriores entregas de la seS8PERE AUDE.

Mientras las matematicas se filtraban del mundémiko a la Europa del
Renacimiento, la teoria de nimeros recibié poaac#ir seria. El periodo comprendido
entre 1400 y 1650 vio avances importantes en ge@n@igebra y probabilidad, sin
mencionar el descubrimiento de los logaritmos geametria analitica. Pero la teoria de
nameros se consideraba un tema menor, en grandasiriéerés recreativo.

Nos debe llevar a la consideracién de destacartaplee lo relacionado con la
teoria de numeros deberia utilizarse como un trimpesde la aritmética hacia la
generalizacion y el formalismo algebraico, y como medio para proporcionar
significados intuitivos de numeros, variables, fones y pruebas.

Asi, de la teoria de nameros clasica a la analititspirados por Gauss, otros
matematicos del siglo XIX aceptaron el desafio.fsogsermain (1776-1831), quien
dijo una vez: "..Nunca he dejado de pensar en la teoria de los naserhizo
importantes contribuciones al dltimo teorema demiagr y Adrien-Marie Legendre
(1752-1833) y Peter Gustav Lejeune Dirichlet (18@8) confirmé el teorema para n
igual a 5, es decir, mostraron que la suma de dodas potencias no puede ser una
quinta potencia. En 1847, Ernst Kummer (1810-1898)mas alla, demostrando que el
altimo teorema de Fermat era cierto para una gréasec de exponentes;
desafortunadamente, no podia descartar la posidilie que fuera falso para una gran
clase de exponentes, por lo que el problema ssgufasolverse.

13



El mismo Dirichlet (quien supuestamente mantuvoa ucopia de las
Disquisitiones ArithmeticaeedGauss junto a su cama para la lectura nocturnauha
profunda contribucion al demostrar que, si a y lieeen un factor comuan, entonces la
progresion aritmética a, a + b, a + 2b , a + 3lglebe contener infinitos primos. Entre
otras cosas, esto establecié que hay infinitos nisr@imos 4k + 1 e infinitos nUmeros
primos 4k - 1 también. Pero lo que hizo que esieetea fuera tan excepcional fue el
método de prueba de Dirichlet: ‘empled las técnicas de calculo para establecer un
resultado en la teoria de numeros...".

Esta sorprendente pero ingeniosa estrategia nm@rcoOmienzo de una nueva
rama del tema: la teoria analitica de niameros.

Quiero recordar la ultima frase de la seccion riotede SAPERE AUDE:
“...Soy consciente de la marcada diferencia entre leematica escolar y la olimpica.
Esta dltima apunta al ingenio, la creatividad, lvencion, el desarrollo de la intuicién
para responder de manera efectiva a las aspiragalela joven generacion. jEs, bajo
esta idea precisamente, lo que me induce a presamtaesta seccidon dos joyitas
numericas, a mi juicio muy interesantes, que eségyiro gustara al lector!”.

Las dos joyitas que presento a continuacién esdpuesta en la edicién del nimero
103 que el lector tiene en su mano.

Propuesta 2: dos joyitas numeéricas
JOYITA: a) Hallar las cuatro ultimas cifras del nimeré®%
SOLUCION
Paso 1
iLo importante es elegir una estrategia lo magpkmosible para la resolucion!

Utilizaremos el binomio de Newton y las congruescigod 10, al pedirnos las Gltimas
cuatro cifras del nimerd%®.

Como 3=9 =10 - 1, podemos escribf®® asi

32019= 3.32018= 3.32.1009: 3(19_ 1)10(

Paso 2

Apliguemos la férmula del binomio de Newton queidemtemente nos
simplificara muchos los célculos para calcular cavatidad grande, como e®%

1009 100 100 10 1009 10p9
399 =3.3°= 3(10- }* = 3| 16% - 26%+ * 5 te L
1009 100 3 2 1 0

1009-2028-1007.1@_ 10;’91' 1008+ 100910~ 13

3 =3[....(1009).(168).1007 (500 @) 1060) 9 ]-100 1600 9-10= 1
3.[[....(1000+ 9).(168).(1008 A (500 @) 1080) 9 1100 18001(-1= 3.[4000- 3608 98 1]mod(10008) 447

PO =3t

Paso 3

Por lo tanto, las cuatro ultimas cifras se obtietea operacion elemental
3 x 489=1467.
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Las ultimas cuatro cifras sdd67
JOYITA: b) ¢Cual de los dos nimeros es mayor: 888! 6 °°300

NOTA: Con una simple demostracion se puede ver quel numero 888! , es
bastante mayor que 308%°. A mi juicio, no tiene mucho interés esta propueat

Me permito redirigir el ejercicio proponiendo la resolucion de otro que ya no es
tan evidente.

De los nimeros 888!y 4%#8 ; cual es el mayor?
SOLUCION
Paso 1

Definamos los niimeros dados P889 y Q=445
Calculemos el cociente de los dos numeros paraebla comparacion

P _ 889!
Q 445%°

De aqui desarrollando el numerador y denominadqeaivamente tendremos,

P_ 1234...89 _ 1 2 3 &
Q 445.445............... 445 445 445 445 ¢

Paso 2

Escribamos de otra forma la expresion anterior

_445- 444 445 443 445 1445 445 1444 2 445 444

445 445 T 445 4457 445 445 445

T
o) (-

Paso 3

Cada una de las expresiones

. \2
I .
1-1— | |;Oi=12,...... 44
(445j es menor que 1

Por lo tanto,

15



p_ i Y
_:Z 1—(—) <]l= P<Q
Q 445

i
Es decir 889! < 445%°

NOTA: iEs un ejercicio al que se le puede sacar mugm jPor ejemplo, plantear esta
situacion para cualquier par de niumeros
P=x!; Q=V

buscando la relacién que pueda existir extie Z!
SAPERE AUDE, EJERCICIOS DE AQUI Y ALLA, PROPUESTAS

Varios ejercicios relativos a la teoria de niumerda geometria del triangulo,
presentaré en esta ocasién que estan recogidossdprdpuestos en la Olimpiada
Matematica Nacional en Espafa en sus diferentes.fas
¢ Por qué creo que es importante dedicar una paréstd seccion a plantear ejercicios
de Olimpiada a nivel de Bachillerato?

Es una hermosa tarea ya que podemos:

a) Lograr que a los alumnos les gusten y seniaglipor una matematica
atractiva fuera de la ensefianza reglada.

b) Prepararse para la participacion en unas Qdidgs Matematicas le permite al
alumno, generalmente apto para esta disciplinaas#y las deficiencias que traen para
poder abordar satisfactoriamente la materia.

c) Desarrollar las habilidades matematicas queegoslos alumnos vy
simultdneamente cubrir los objetivos mas alla deba. (Dichos objetivos rara vez
mencionan a las habilidades, reduciéndose a laisadign de conocimientos y
manipulacion de formulas para aplicaciones en probé sencillos).

d) Generar una atmosfera propicia para el estutdolas matematicas.
Obviamente esto trasciende al aula, e incluso telsdvarcar al medio donde se
desenvuelven los estudiantes.

e) Impulsar a los estudiantes que tienen hab#isladatematicas e interés por
aprender mas profundamente esta ciencia.

Cuando intentamos dar solucion a situaciones enaditicas nos damos cuenta
de que la tarea no es de un solo individuo, niisiguas soluciones estan restringidas al
ambito escolar. Asi, con el &nimo de crear una sitené propicia para el estudio de las
matematicas e impulsar a los estudiantes mas dotadguede optar por la realizacion
de diferentes concursos. Estos requieren invedichm tiempo para su organizacion y
la obtencion de medios materiales para llevarsab@a.cPor otra parte, estos eventos
pueden circunscribirse a los contenidos de lasnhagigas, con lo que su utilidad se
revierte inmediatamente en el aula; planteanddlakimnado que la matematica es una
ciencia viva.

Propuesta 1: dos joyitas geométricas
a) En el interior de un cuadradé\BCD se construye el triangulo equilate®®BE. Sea

P el punto interseccion de las rect#®C y BE. SeaF el punto simétrico deP
respecto de la rect®C . Se pide demostrar que:
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1)El tridngulo CEF es equilatero.

2) El triangulo DEFes rectangulo e isésceles.
3) El triangulo BDF es isosceles.

4) el triangulo PDF es equilatero

b) En el triangulo MNP, el area S y el angulo en P sonocidos. Hallar el valor de los
ladosm y n para que el lad@ sea lo mas pequefio posible.

Propuesta 2: dos joyitas numéricas
a) Demuestra que el nime@222>>°+ 5555”2 es mltiplo d€.
b) Se pide encontrar todos los nimeros enteros positivales que3” + 5" es multiplo

de3"* +5"1,

NOTA: Las respuestas pueden enviarla a la direcciétr@héca:
sapereaudethales@gmail.com
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