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RESUMEN: La comprension es objeto de interés creciare Educacion
Matematica, si bien los avances producidos hastam@inento no se corresponden
con los esfuerzos dedicados a su estudio. La edevanhplejidad de este fendbmeno
pone al descubierto la insuficiencia y las limitamés de las aproximaciones mas
recientes y reclama la necesidad de adoptar entatd enfoques mas operativos y
menos preocupados por su naturaleza y funcionamieérno. En tal sentido se
presentan aqui las lineas generales de una apra@idnacentrada en los efectos
observables, que utiliza el andlisis de comportamoie y respuestas adaptadas a
situaciones expresamente planificadas y que tratatkgrar los distintos puntos de
vista existentes. Los planteamientos teéricos w&trin, para terminar, con una
breve descripciéon del estudio realizado sobre gbatmo estandar escrito de la
multiplicacién de ndmeros naturales.

INTRODUCCION

En los dltimos afios se ha venido incrementandotetés por desarrollar una
ensefianza de la mateméatica que favorezca la cosifimeAlgunos autores (Hiebert
et al., 1997) asumen, incluso, que la comprensiébeda ser el objetivo
fundamental de la educacion matematica, lo que duo dugar a programas de
ensefianza experimentales (Carpenter, FennemaX229) y proyectos curriculares
orientados a garantizar un aprendizaje comprer{&edi, 2000).

La preocupacion por la comprension alcanza tambida mvestigacion en
Didactica de la Matematica, influyendo en su codiery desarrollo (Hiebert y
Carpenter, 1992) asi como en el interés y oriefade algunos autores (Duval,
2000). Sin embargo, esta preocupacion ain no ha slafrutos ni su importancia
ha sido suficientemente valorada, a pesar de kid@picada vez mas extendida de
que no se produciran avances significativos en HiliicdMatematica mientras que
no se disponga de unos conocimientos basicos sdteetema. La explicacion
puede estar en que los fenédmenos en torno a lareasipn son de tal complejidad
y las dificultades y limitaciones para su estudin &an numerosas (Diaz, 2000) que

! Gallardo, J. y Gonzédlez, J. L. (2007).Diagnéstico y evaluacién de la
comprensién del conocimiento matematico: el cadoalipritmo estandar escrito
para la multiplicacion de nameros naturales. En BtrGay J. L. Lupiafiez (Eds.)
Investigaciones en Educacion Matematica: Pensamidhmérico(pp. 157-184).
Granada: Editorial Universidad de Granada. [ISBNe83B#5429]



no es previsible que dichos avances se den en ewe lplazo de tiempo, en
particular si se mantiene el empefio en dilucidaectiimente aspectos tan
complejos como son la naturaleza y el funcionami€etla comprension.

A pesar de las dificultades, venimos trabajandoresalna aproximacién
indirecta, menos tedrica que las existentes, iatkga, basada en la observacion
cuidadosa de comportamientos relevantes ante ihescespecialmente preparadas
y que busca la operatividad entendida como capégidea proporcionar categorias,
tareas, medios e instrumentos validos y fiablea [gaobservacion y el diagndstico.
De dicha aproximacion se exponen en el presentenseto, por este orden, las
principales ideas previas de las que partimos, dapuestos tedricos que
fundamentan el trabajo y unas breves indicacioolseda situacion del estudio que
venimos realizando en esta linea en torno a la mmspn del algoritmo estandar
escrito para la multiplicacion de nimeros naturales

PRINCIPALES TENDENCIAS

La nocion de comprensién adopta distintos signifisaskegin el contexto en el
que es utilizada. Asi, se puede entender comoamegito basico para la ensefianza
y el aprendizaje de las matematicas, como un métedvestigacion para las
Ciencias Sociales (Abel, 1964; Habermas, 1981 )ocon objeto de estudio para la
Didactica de la Matematica.

Sierpinska (1990) analiza la comprensién reclamaladmecesidad de una
conceptualizacion clara y precisa. En concreto, gmepconsiderarlécomo un acto,
pero un acto involucrado en un proceso de intequién, siendo esta interpretacion una
dialéctica en desarrollo entre conjeturas cada weds elaboradas y validaciones de estas
conjeturas” (p. 26).

Por su parte, Davis (1992) presenta una teoriacaa® como se produce el
fendmeno de la comprension utilizando la conociddafra del puzzle. El autor
considera que las ideas son como piezas de unepupzd llegan a ser Utiles y
cobran sentido sélo si encajan en un conjunto deapi previamente combinadas
entre si para formar una imagen coherente.

En Hiebert y Carpenter (1992) encontramos otro nogdehpliamente aceptado
y calificado por algunos autores cormoncepcién fundamentatjue considera la
comprensién como resultado de establecer conexien&ge representaciones. Se
trata de una aproximaciébn que aparece mas comp@etaalgunos estudios
desarrollados en el seno del Grupo de la SEIEM “Peiesd#o Numérico” (Romero,
2000) y que presenta cierta similitud en lo fundatale con la nocién de
comprensién asociada a las practicas personales lpsasignificados del
conocimiento matematico (Diaz, 2000).

Otros autores destacan también la faceta cogmiiMa comprension (Resnick y
Ford, 1990; Skemp, 1993; Gusev y Safuanov, 200f}) sB parte, Koyama (1993)
propone una aproximacion que pretende clarificarpimcesos de comprension en
situaciones de ensefianza y aprendizaje mediant@dalo de dos ejes en el que se
relacionan niveles de comprension y etapas de digea (Koyama, 1997, 2000).

2 Proyecto PB97-1066 “Diagnéstico y evaluacién de damprension del

conocimiento matematico” subvencionado por la i@t General de
Investigacion del Ministerio de Ciencia y Tecnolodimante el trienio 1998-2001.



Pirie y Kieren (1989), en cambio, distinguen ochiveles potenciales para
caracterizar la evoluciéon de la comprension de quuet topico matematico y
describen una técnica denominada “mapping” pagsstrar dicha evolucién (Pirie
y Kieren, 1994).

A diferencia de los planteamientos anteriores, qrpados basicamente por el
origen, la naturaleza, el funcionamiento o la esidln de la comprensién, hay
enfoques, como el que se presenta en este docymestprefieren dar un rodeo a
tan importantes y complejas cuestiones para cestraatencion en los efectos
observables, en las manifestaciones externas y enespretacion. Tal es el caso de
Duffin y Simpson (1997), cuyas ideas compartimaando afirmana menos que la
comprensién se manifieste no tenemos ningin modmfder algo sobre el nivel de
comprension que tiene el sujeto; incluso, cuande ssjeto esta haciendo algo (como dar
una explicacion o resolver un problema) no podemes que la comprension se esta
manifestando, Unicamente interpretamos nuestraserehsiones como el uso de esa
comprension...”(p. 169).A pesar de todo, la interpretacion de los compagatos
observables no esta exenta de problénsisndo necesario, tal y como sefiala Pirie
(1988), tomar precauciones debido al caracter pvinide las herramientas
disponibles.

NUESTRA PQSICION: UNA APROXIMACION OPERATIVA A LA
COMPRENSION DEL CONOCIMIENTO MATEMATICO

¢.Es posible una teoria de la comprensién del conotento matemético? Una
justificacidn para el término “aproximacion”

De una primera reflexion sobre los trabajos mersdos nos surge la siguiente
cuestion epistemoldgica: ¢admite solucion el problede la comprension del
conocimiento? En términos similares, ¢es posibleoedst una teoria coherente y
plausible que explique y regule todos los aspeciosulados a la comprensién?
Hoy por hoy, parece ser que no existe tal teoee,p llegara a elaborarse en un
futuro?; es decir, ¢todos los esfuerzos realizdtista el momento, sin duda
valiosos, obtendran una recompensa futura en falenaxplicacion completa del
fenomeno de la comprension?

La situacidn en el campo de la Educacion Matematicesdiferente a la de
otras areas, es decir, no existe una posicion tidada, aceptada por la mayoria de
investigadores sobre el fenédmeno de la comprerdgbgonocimiento matematico,
lo que explica que se encuentren pocas argumentscsblidas sobre la idoneidad
de los distintos enfoques existentes. Por otraepamdy desacuerdo en cuanto al
sentido de la respuesta a la pregunta formulagh @mcabezado. De un lado, debido
a la cantidad de estudios desarrollados sobre réinfeno de la comprension,
podriamos concluir que en un futuro no muy lejamdlegara a elaborar una teoria
de la comprension ajustada a la realidad. De atlo,lson diversas las posiciones
que surgen desde la historia y epistemologia deidacia en contra de tal
posibilidad, como es el caso de Feyerabend (189&jdo afirma:

% Ainley y Lowe (1999) han puesto en evidencia lazneias e ineficacia de los
SATs (Standards of Assessment and Testing) comaiietitos de diagndéstico, al
comprobar que sujetos a los que dicho estudio #&gnaba el mismo nivel
presentaban en realidad diferencias entre ellos.



“[...] no puede existir ninguna teoria de la razédel conocimiento ni de entidades
similares y ¢por qué? Porque la razon esta formpda acciones imposibles de prever, a
menos que se encuentren limitadas por medidast&otas” (p. 120).

Sea como fuere, lo cierto es que la filosofia dgdacia nos muestra a través de
autores como Kuhn, Lakatos o el propio Feyerabend,las teorias cientificas no
son absolutas ni definitivas. En ellas suelen priosleicsucesivas y, a veces,
profundas modificaciones y reestructuraciones aasspor los continuos debates a
los que son sometidas y que, a la postre, las feag@ncionar. Esta circunstancia,
trasladada al ambito de la comprension, nos hatsapeue quizas nunca se llegue
a desarrollar una teoria que resuelva de modo wyerde el problema de conocer el
fenémeno de la comprension debnocimiento matematico y, por tanto, el de
orientar adecuadamente en tal sentido y de formdafmentada, la ensefianza y el
aprendizaje de la matematica. Si ello fuera adh emas que podria aspirar un
investigador es a proporcionar aproximaciones d¢aérique admitan alguna
contrastacién empirica; lo cual, por otra partdpegue ha venido sucediendo hasta
ahora. Esta es la razén fundamental por la que nougabajo debe ser entendido
como una aproximacion mas; como tal, presentargiele¢ias y limitaciones que
deberan ser superadas mediante sucesivas reeiabesacada vez mas cuidadas y
completas en un proceso continuo cuyo final noavesturamos a pronosticar.

Marco general
La aproximacion que se presenta parte de las idmastractivistas de Piaget

sobre la génesis del conocimiento asi como de fiogipios que caracterizan el
denominado constructivismo radical (Von Glasersfé87; Ernest, 1994), es decir:

(1) El sujeto no recibe el conocimiento de un mpdsivo sino que participa
activamente en su construccion. El conocimiento ist womo producto de la
organizacion conceptual del sujeto y no como algompede ser transferido;

(2) La funcion de la cognicion no es la de descriliia realidad ontoldgica
externa al sujeto. Mas bien, consiste en constasiructuras cognitivas o
conceptuales con las que resolver los problemasupgen de la propia experiencia
del sujeto en su constante interaccion con el medio

Pero, el ajuste a estos principios no es totaled\tien, entendemos que la
construccién de conocimientos no sélo es resultidprocesos cognitivos internos
y privados que tienen lugar al margen del entositm que también se explica, en
parte, por la existencia de una componente sotioallun factor “externo” ligado
a la faceta convencional y al caracter compartilacdnocimiento matematico, que
impregna la fenomenologia y condiciona las exper@sn correspondientes. Por
tanto, tampoco aceptamos en su totalidad los piogidel constructivismo social
tal y como lo entiende Ernest (1994), sino que guigfos situarnos en una
perspectiva integradora concediendo importanciadast las interacciones posibles
del sujeto con el medio que le rodea.

Por otra parte, la construccion de conocimientog®iaina labor que siempre
pueda realizar el individuo por si mismo, con planéonomia y sin necesidad de
ayuda alguna. Antes bien, se necesita con frecualgiciertos apoyos externos
como los que proporcionan, por ejemplo, el profesdos libros de texto en el



medio escolar, lo que nos lleva a considerar tamdmenuestros planteamientos los
principios y supuestos de la perspectiva constristdi propuesta por Arcavi (1995).
Consideraciones preliminares sobre el conocimientoatematico

La aproximacién adoptada parte de una concepcioticgar sobre el
conocimiento mateméatico que condiciona y justifigarcialmente el desarrollo
tedrico presentado. Es por ello que creemos neoesafiialar en lo que sigue los
supuestos basicos correspondientes de los que tse lau aproximacién que
presentamos.

Nuestras ideas en torno al conocimiento matemé&ecamlentifican con algunas
de las posiciones epistemoldgicas consolidadassealtimos tiempos (De Lorenzo,
2000). Sin entrar en detalles, reconocemos leetfipteta de la matematica como
actividad -individual y social- de resoluciéon delgemas, como lenguaje simbdlico
y como sistema conceptual l6gicamente organizadiaz(y Batanero, 1994).
Asimismo, compartimos la tesis de Canon (1993)caceie la naturaleza de los
resultados matematicos:

“Los resultados de la Matemética son produccidrtunal, en tanto que son resultado del
quehacer humano, y en ese mismo sentido, sonviagadi un contexto socio-histérico. Pero
este tipo de produccién cultural es siempre sudltieptie ser expresado en un lenguaje
regido por leyes independientes de las culturasridextos donde se gener(g. 402)

En la misma linea, consideramos al conocimiento mm&tieo como un
conocimiento incompleto, parcialmente construidarfgctible, dinamico, en
continua evolucidn, cuya creacion/descubrimienterssuentra condicionada por lo
que hay de comin a todos los individuos y cultugas la hacen posible: las
caracteristicas comunes de la mente humana, debrgede la interaccién entre
ambos (Gonzalez, Pascual y Flores, 1994).

Conviene subrayar, sin embargo, que el conocimiertematico es empleado
en la aproximacién como una entidad ya estableestdtica y de referencia, sobre
la que se pretende estudiar la comprension quédlaenanifiestan los individuos.
Esto es, nos interesa contemplar el conocimientemtco desde la perspectiva
del sujeto cognoscente con aspiraciones de comgrei®e hecho, partimos de una
situacion en la que existe, por un lado, un coniecitn matematico delimitado y
definido de antemano, producto de una actividadamarhistdrica, y por otro, un
individuo concreto cuya comprensidn sobre ese d¢onento matematico queremos
valorar. Tal disposicion da lugar a que considerelagsosibilidad de establecer
para cada conocimiento matematico -concepto, phnoieto, teorema, propiedad,
definicién, etc.- dos estructuras fundamentalesciadas que determinan su
naturaleza y existencia:

(a) Una Estructura Epistemolégic®arte del andlisis sobre la propia naturaleza
interna del conocimiento matematico seleccionadta &mnstituida por:

- Una sintaxis Las diferentes representaciones externas que eadthit
conocimiento matematico en cuestion.

- Unos conocimientos previos, constitutivos o refl@emecesarios para
conformar el conocimiento matematico dado. Todo coniento




matematico se sustenta en unos conocimientos praviatematicos y
no matematicos.

- Unas relaciones o conexioneiternas, entre los componentes,
elementos béasicos 0 conocimientos previos congttit del
conocimiento matematico particular.

(b) Una Estructura FenomenoldgicaSurge de considerar el conocimiento
matematico en relacién con las distintas situadcere las que participa, tiene
sentido o se hace legitimo su empleo de algiin modw medio que contribuye

a la obtencion de las posibles soluciones. Las cittnes, por su parte, son

entendidas como aquellas tareas problematicasdssrgie la experiencia a las
gue continuamente se esta enfrentando el sujetoreaxtos diversos.

Ambas estructuras determinan de forma Unica cadacgniento matematico,
permitiendo establecer a su vez diferencias efit® €omo bien puede observarse,
surgen de una labor de busqueda y analisis demafién sobre el conocimiento
matematico y quedan constituidas al margen de gigalgujeto con pretensiones de
comprensién. Asimismo, van a proporcionar el s@poecesario para operativizar la
propuesta tedrica de acercamiento al fenémeno cen@rension.

La comprensidn y su diagngstico: algunos supuestbasicos

Dentro del amplio marco descrito, concebimos piomamente la comprension
como un mecanismo bésico de respuesta relacioradora capacidad esencial de
la mente humana para gestionar su interaccién tonedio y regular el propio
equilibrio cognitivo. Dicho mecanismo tiene que gen los procesos de adaptacién
y, consecuentemente, con los efectos del aprerdizdfs experiencias sobre la
cognicién y, en nuestro caso particular, sobre &mama de ver e interpretar el
conocimiento matematico como parte de la realidad.

Por tratarse de ideas y constructos inobservaelespecesario emplear una
estrategiale acercamiento indirecto -estrategia empiricaftdsmo, por tratarse de
un fenémeno cognitivo y educativo complejo, es emiente contar con un cierto
apoyo del andlisis didactico (Gonzalez, 1998) y,particular, del andlisis de la
epistemologia y fenomenologia del conocimiento méateo y de sus mdltiples
relaciones -estrategia tedrica-. El medio gengual se emplea coincide con el que
proponen Duffin y Simpson (1997), es decir, larptetacion de comportamientos
provocados ante situaciones problematicas. La @iadlinmediata del estudio es
encontrar respuestas a las siguientes preguntagoside asegurar que un sujeto
tiene una cierta comprensién de un conocimientoematico concreto?; ¢hasta
donde comprende un individuo?, ¢de qué tipo y @salla calidad de dicha
comprensién?; ¢cuando -en qué condiciones- y c@&quede averiguar esto con
ciertas garantias? y la finalidad a largo plazolaesie clarificar la cognicion
matematica para orientar adecuadamente los prodesassefianza-aprendizaje. No
se hacen postulaciones sobre aspectos no obsensbte sélo sobre relaciones
entre comportamientos concretos, conocimientosretoey fendmenos que les dan
sentido, entendiendo estos fendmenos como medivdegiados en los que
interacttan el sujeto y el objeto de conocimiento.




El método especific@ diferencia de los que proponen los autores ropadps,
sigue el siguiente procesa) Analisis Didacticodel conocimiento en cuestirb)
delimitacién lo mas precisa posible de Ila&structuras epistemoldgica vy
fenomenoldgicade dicho conocimientog) elaboracion a partir de ellas de una
clasificacion para las situaciones vinculadas ahoconiento matematicod)
conversion operativale dicha clasificacién: andlisis sistematico yirdeion clara y
precisa de las acciones interpretables de lososyjdelimitacion, categorizacion y
enumeracion de las respuestas posibles y de ctdsrios de valoracion
construccion de un modelo centrado en las refaasnctategorias que ha de utilizar
el observador para interpretar los comportamiengs;construccion de los
instrumentos de observaciéiareas, pruebas, situaciones y protocoRsbtencion
de datos, categorizacion y valoracion de respugstamformacion deperfiles de
comprensiéng) andlisis de resultados en funcién del problemaafpo -estudio
muestral, comparacién, estudio causal, longitudietal.-. Con ello creemos que se
conseguira reducir notablemente los defectos dinkteumentos de observacion y
aumentar la consistencia de los estudios y la@aldfiabilidad de los resultados.

Profundizando un poco mas: Aspectos vinculados a mprension

Creemos que una aproximacion completa al fendmenla domprension debe
tener en cuenta, entre otros, los siguientes aspeabaturaleza, origen,
funcionamiento, fuentes, evolucién, efectos, diatjnd y evaluacion. En este
sentido, creemos que otros modelos conocidos sooxiapaciones parciales;
estudian con cierto detenimiento algin aspectoaate pero prestan poca atencion,
o dejan al margen, a otros igualmente importafeamos a continuacion las ideas
que manejamos sobre dichos aspectos, en el biendihd que sélo se trata de
referencias provisionales para guiar el estudioieoapy no de conjeturas a
contrastar directamente.

Origen y fuentes
Situamos el origen de la comprensién en las simasi de desequilibrio

cognitivo en las que se ve implicado el sujeto wingeraccion con el medio. Las
fuentes se encuentran en kxgperienciasque dichas situaciones generan y que
obligan al sujeto a elaborar respuesadaptaddsa cada situacion particular. En
dicha elaboracion intervienen tanto las nuevagsimdciones proporcionadas por la
propia situacion como el bagaje de capacidades npaimientos previamente
adquiridos por el sujeto.

Naturaleza y funcionamiento

La cuestibn de como se produce la comprensién -dnaniiento- esta
estrechamente relacionada con el problema de suate#ta. En principio, creemos
que la concepcion fundamentade la comprensibn como conexion entre

4 No exhaustivo, sino orientado a la epistemologfanpmenologia en el sentido
mas amplio.

> Responder no se considera sélo en el sentido @k hiyo, sino también en el de
adoptar una posicién, iniciar o concluir un razormano, relacionar, reflexionar,
configurar una actitud, etc.

® En el mismo sentido que emplea Piaget para elértaidaptacion”.



representaciones generadas en procesos mentddeiosies bastante restringida y
no refleja adecuadamente el hecho incuestionablaeude también intervienen
aspectos sociales y culturales (Diaz, 2000) asbdamaturaleza del conocimiento
matematico. Aln asi, la consideramos provisionalengélida como interpretacién
tedrica que proporciona ideas de caracter genaral gmpezar a trabajar. Por otra
parte, coincidimos con Duffin y Simpson (1997) efiadar que la comprension se
puede manifestar en forma decto -respuesta puntual que conduce a una
modificacion cualitativa en la situacién cognitivade proceso -sucesivas
experiencias relacionadas con un mismo problema krjo de un periodo de
tiempo, proceso de maduracion o de elaboraciéresiguestas provisionales cada
vez mas adaptadds» deestado-conjunto de respuestas potenciales a una situacio
o fuente de respuestas adaptadas a experienciagod@ cognitiva resultado de
actos y procesos de comprension previos-.

En cuanto al funcionamiento, la comprensién depeledias experiencias y los
tipos de respuestas adaptddes torno al objeto de comprensién. Parece l6gico
pensar que a mayor cantidad y variedad de exp@ag&adaptativas, mayores seran
las posibilidades de una mejor y mas completa cengiin.

Las experiencias, a su vez, estan condicionadasgsoelementos: abjeto de
comprensiéndetermina la naturaleza y caracteristicas deXpsriencias-; efujeto
que comprende-valoracion personal del objeto, historia en riélaccon él,
capacidades cognitivas vinculadas-yadio de interaccién sujeto-objetprovoca
las experiencias y pone en contacto los dos elememtteriores; medio social,
escolar, etc.-.

Evolucion

La comprensién no es un fendmeno estatico. Al iqual Pirie y Kieren (1994)
defendemos la idea de una evolucién no unidireaeticon sucesivos avances y
retrocesos en un proceso dinamico, continuo yijaaipsin limites. La complejidad
de esta evolucion, con tendencia final global pasitdificulta la tarea de construir
modelos vdlidos para cualquier conocimiento matiematUna vez mas, las
experiencias con el objeto de conocimiento son ic@r necesaria, aunque no
suficiente, para que se produzca la evolucion epraprension.

Efectos y resultados

Se puede decir que los mecanismos asociados arléménos de comprension
producen en el individuo efectos tanto observabteso no observables. Entre los
primeros podemos citar: comportamientos adaptaajii&acion de conocimientos,
facilidad para los aprendizajes, ser buen resollgoproblemas; etc.. Entre los no
observables podemos citar: nuevos conocimienteslgsrde conocimientos, nuevas
estructuras cognitivas, nuevas capacidades, nudestsezas, nuevas formas de
“ver” las situaciones, nuevas estructuras semantata.; la mayoria de ellos sélo se

" Se puede afirmar, en términos similares a los eanjls por Sierpinska (1990),
gue la comprension es un proceso plagado de etapasterizadas por multiples
actos de comprension. Los diferentes actos y posce® comprension en un
individuo devienen, a su vez, en estados o sitnasipuntuales de comprension.

8 Caracterizadas por la existencia de desequilibrammitivos y la participacion
activa del sujeto para superarlos.



pueden constatar mediante inferencia a partir dediios que proporcionan los
efectos observables.

Medios para observar, diagnosticar y valorar la qgumension

La valoracién de la comprensién basada en las mp@sones mentales plantea
problemas. Es dificil evaluar las representaciomésrias de los conocimientos
matematicos; se puede, por ejemplo, obtener inftidmadetallada de lo que
realizan o manifiestan los sujetos, pero no deul® suicede en sus mentes. Por este
motivo, entendemos que es mas factible y apropiawitar la evaluacion a las
manifestaciones externas, en términos de “registtystivos”, y considerar las
interpretaciones sobre las caracteristicas intecoa® conjeturas provisionales y
siempre aproximadas a la situacion real.

Para observar el estado de la comprension de uvidnd sobre un objeto, es
necesario ponerlo en disposicion de emplear tamlabdrramientas, capacidades y
conocimientos a su alcance sobre dicho objeto pesponder a situaciones
especialmente preparadas para ello. En concretendsdy situaciones y tareas para
cuya resolucibn se necesite emplear, precisamegiteconocimiento cuya
comprensién queremos observar. Asimismo, es fundaaingue consigan implicar
al sujeto -que éste “haga suya la actividag’que demanden respuestas con las que
podamos asegurar que se comprende de algin mammatimiento en cuestion.
Para ello, es necesario que la tarea o situacipupsta sea especifica, sencilla de
entender, sin distractores, de respuesta controddcectiva para el resolutor, a ser
posible ludica, preferiblemente un verdadero probley de una dificultad media
dentro de las de su misma especie.

El Modelo: Responder adecuadamente es un sintoma demprension

A diferencia de los modelos elaborados para explms aspectos estaticos y
directos de la comprensidon -naturaleza, caradta$st estructura, tipos-,
consideramos que los centrados en los aspectomidog e indirectos -origen,
funcionamiento, evolucién, efectos- son mas ademsiguhra la observacion y
contrastacién empirica. De entre ellos, centrardmagencion en los efectos sobre
la capacidad de respuesta adaptativa especifics dajetos asi como en los medios
e instrumentos necesarios para observar dichasestss. En consecuencia:

Decimos que un sujeto manifiesta una cierta congpgdanen relaciéon con un
objeto concreto -conocimiento, etc.- cuando elalyoeanite a su satisfaccion una
respuesta adaptada, centrada en dicho objeto,uaatesituacién de desequilibrio
cognitivo que decide voluntariamente abordar. Ralla, el sujeto tendrda que
analizar la situacion, valorar la informacion disfble, determinar la conveniencia
de intervenir y actuar en consecuencia fabricanda tespuesta, valorar la
intervencién en términos de efectividad y adecuadi® la misma a la situacién de
interaccion vivida y decidir finalizar la intervédn o continuarla retomando
algunos pasos del proceso. Es, en este sentid®d,qgre decimos queomprender
es sinénimo de respondeo deelaborar y emitir una respuesta adaptadaSi un
sujeto emite una respuesta adaptada, podemosgdecgomprende en los términos
de la situacion o del problema propuesto. Altewaatiente, si el individuo no

° Requisito que busca tanto la efectividad de lsfrimentos de diagndstico como
la autenticidad de los comportamientos.
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responde o lo hace incorrectamente o la respuestas mdaptada, no podremos
afirmar nada sobre la situaciéon de su comprensaindpsconocer los verdaderos
motivos de ese proced®rPor otra parte, suele haber una variedad de estmu
adaptadas, mas o menos completas o evolucionadasa aituacion. En otras
palabras:

“Lo que un individuo utiliza y como lo utliza paralaborar y emitir
voluntariamente una respuesta adaptada a una sitmagroporciona informacién
especifica sobre lo que comprende y cémo lo cordpten

Segun sea dicha utilizaciéon, en cuanto a alcannersilad, complejidad,
seguridad, efectividad o disponibilidad, asi sérdvel o grado de comprension que
el sujeto maneja o dispone en el momento de regpond

Caracteristicas de la aproximacion adoptada

Nuestra aproximacion al estudio del fendmeno deotaprension presenta las
siguientes caracteristicas:

- Es operativalas afirmaciones vendran respaldadas por datossyltados
empiricos. No tiene sentido construir modelos deeos sobre algo inobservable
y cuya bondad no puede ser comprobada empiricantemtsu lugar, es mas facil
profundizar en aquellos aspectos que pueden senalo®s por medio de tareas y
situaciones que obliguen al sujeto a respondern¥dde se busca expresamente la
facilidad para realizar valoraciones objetivasalizar comparaciones.

- Es indirecta Reconocemos las limitaciones del investigadoa pdoservar de
manera directa la comprension que tiene, empleartfiesta un sujeto acerca de un
conocimiento matematico. No obstante, ésta puede irderida o abordada
indirectamente a través del analisis de las acsigoe lleva a cabo el individuo en
su intento por resolver tareas problematicas.

- Es fenomenoldqgicaEl caracter indirecto de la aproximacién remitdoa
fenémenos, tareas y situaciones que dan sentidoraicimiento matematico en
juego, lo que obliga a fundamentar todos los estude esta clase en el andlisis
epistemoldgico y fenomenolégitqPuig, 1997) del conocimiento matematico.

- Es positiva Nos interesa determinar, por ahora, lo que lasmabs
comprenden y no lo que no comprenden o porquértoenden o no. Por tanto, el
interés por la identificacion de obstaculos epistégicos, por ejemplo, queda
relegado en esta aproximacion a un segundo plano.

- Es provisional y abiertalas conclusiones seran siempre consideradas
provisionales. El diagnéstico y la evaluacion deladrordarse en términos de
aproximaciones sucesivas a una situacion cogmiéghque nunca vamos a poder
determinar con precision. Ademas, no es posibletatar al cien por cien el campo
de situaciones donde tiene sentido el conocimiemtematico cuya comprensién
nos interesa estudiar.

1 Entre otras posibilidades, un individuo que comgeempuede negarse a
afrontar una situacion o puede actuar en privado manifestar la respuesta.

" Empleado aqui con un propésito diferente al dedeethal (1983); el objetivo
principal no es la organizacién de la ensefianzaadematematicas, sino el
diagnostico y la evaluacién de la comprensién deamocimiento matematico.
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EL PROBLEMA DE LA DETERMINACION Y CLASIFICACION DE
SITUACIONES

De acuerdo con la aproximacidon propuesta y conalacterizacion de la
comprensién del conocimiento matematico en térmdwestilizacion en respuestas
adaptadas a situaciones problematicas, el diagndsta valoracion requieren de un
andlisis situacional que se inicia con una busquidéodas aquellas situaciones
susceptibles de poderse resolver con el conocimietternatico en cuestion o en
las que tiene sentido su utilizacion. Pero eseataio es facil; hemos de reconocer
gue el universo de situaciones a describir sugldemasiado amplio para elaborar
un listado completo de las mismas, lo que acongejastifica plenamente la
realizacion de una labor de andlisis, categorizagi&eleccion de situaciones que
organice, simplifique y haga mas manejable el ustvenencionado.

El analisis de situaciones que proponemos debabsgdado, por tanto, desde
una perspectiva algo diferente a la adoptada pognéaaid (1988, 1990, 1997), quien
con la introduccién de la nocién de campo conceéptadente y oportuna para
otros propdésitos, traslada el problema de la déteidon y seleccion de situaciones
a un ambito de generalidad reconocido como poctatipe para la investigaciéh
Estamos de acuerdo con Vergnaud, en que el conotonieatematico no esta
aislado y que para estudiarlo no conviene obviar canexiones con el resto de
conocimientos. Pero esto no significa necesariaangné debamos contemplar de
forma global campos tan amplios como el de la estra multiplicativa o el algebra
elemental como condicién necesaria para llevar o caualquier labor de
clasificacion de situaciones. Por el contrario,Sid@ramos factible y, sobre todo,
mas adecuado, focalizar la atencion en el conontmimatematico particular, ain
reconociendo que en dichas situaciones tambiénepuedtar presentes otros
conocimientos matematicos. De este modo, al realima seguimiento mas
controlado del conocimiento seleccionado a traeeksl distintas situaciones que le
dan sentido, pensamos que se reducird en parfectd ele generalidad causado por
la teoria de los campos conceptuales a la vezegarantizara un mayor grado de
precision y profundidad en la valoracion de la coanpién de los sujetos. AUn asi,
gueda abierta la cuestion de determinar cual ssries que existe, la posicion
intermedia desde la que poder conjugar de formecuadiea la generalidad
mencionada con las posibles restricciones surgidasuestra perspectiva, todo ello
con el fin de afrontar con éxito la tarea de arsgjicategorizacion de situaciones.

Una posible solucién

La influencia de la naturaleza del conocimiento mdfiico en su comprension
por parte de los sujetos es una de las caraateddtindamentales admitida por la
aproximacién que se presenta. De hecho, la prapupst hacemos toma como
punto de partida la epistemologia y fenomenologlacdnocimiento matematico,
por lo que resulta acertada la seleccion de conegtos matematicos particulares a
la hora de diagnosticar y evaluar su comprensiolo. & partir de los avances que se
produzcan en la investigacion sobre la comprend@nonocimientos matematicos
concretos pensamos que se podran extraer en uo fwsultados y conclusiones

2 Témese como referencia la discusién suscitada &ewlinario de la SEIEM-
1998 sobre el problema de la clasificacion dedeesas de un campo conceptual.
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acerca del fendmeno de la comprension, en ciertidaealidos y generalizables a
cualquier conocimiento matematico.

Bien es cierto que el hecho de que los conocimsentatematicos no estén
aislados, sino relacionados entre si de multippesds, dificulta cualquier intento
de clasificacion de situaciones. Pero, a pesatldeemtendemos que la decision de
centrar la atencion sobre un conocimiento mateméationcreto facilita el
acercamiento a su campo situacional, y, sobre tqde,la consideracion de las
estructuras epistemoldgica y fenomenoldgica canistits del conocimiento
seleccionado nos permite establecer unas dimerssimreategorias de situaciones
utilizables desde un punto de vista practico pamdiagndstico y evaluaciéon de la
comprension. Asi pues, la comprension de los sujse¢ovalorard en términos de
capacidad de enfrentar con éxito situaciones pertentes a las distintas categorias
surgidas del cruce de las estructuras epistemaldgienomenoldgica.

Debemos subrayar que una clasificacion como laepdéda no ha de ser
interpretada como un sistema exhaustivo donde teadEda la totalidad de
situaciones posibles, puesto que siempre aparetgséibilidades y singularidades
impensadas o no describibles sin salirse del sistdencatalogacion’(Puig, 1998; p.108).
De lo que se trata es de seleccionar las mejaiggcisines para los propésitos del
estudio y garantizar un cierto grado de suficiegciapresentatividad en la muestra
de tareas, lo que se consigue, por otro lado, medias fuentes consultadas para el
analisis epistemoldgico y fenomenoldgico referidocanocimiento matematico
elegido. Estas fuentes son:

- Las investigaciones y trabajos realizados en tantéa ensefianza y el
aprendizaje del conocimiento matematico en estudio.

- Los libros de texto de matemética y las obrasidéghcion y entretenimiento
matematico.

- El conocimiento de los especialistas en Matengticeen Didactica de la
Matematica.

COMPRENSION DEL ALGORITMO ESTANDAR ESCRITO PARA LA
MULTIPLICACION DE NUMEROS NATURALES

Los planteamientos tedricos expuestos en los apartadteriores exigen una
primera confrontacién empirica con la que mostearvérdadera potencialidad
operativa de la aproximacion adoptada. Para tal Hemos seleccionado como
conocimiento matematico particular el algoritmo aediar escrito para la
multiplicacién de nimeros naturales. Los principahegivos que nos han llevado a
tal eleccion son los siguientes:

1.- La ensefianza y el aprendizaje del calculo atitmé&lemental es un campo
de investigacion en el que las numerosas propuekthsradas para garantizar una
instruccion efectiva, la mayoria de ellas basadasstudios de caracter cognitivo,
contrastan con las escasas mejoras obtenidas eonkecucion de una buena
comprensién en aritmética y en matematicas en ge(Burns, 1994; Lindquist,
1997). Al centrar el estudio empirico en un métddaalculo como el elegido, con
una amplia presencia en el curriculum de Primgmatendemos aportar algunos
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resultados y conclusiones sobre la comprensiéonppseen los estudiantes, con
animo de que éstos puedan ser de ayuda para miej@etual situacion del proceso
usual de ensefianza-aprendizaje.

2.- Un conocimiento matematico como el algoritmeaedar escrito para el
producto, en apariencia tan elemental y evidenteuamto a su comprension -en
numerosas ocasiones suele considerarse como ule gingzedimiento aritmético
en el que su comprension se identifica con su domirefleja, sin embargo, toda la
problemética existente en torno al fendmeno deolapcension, permitiéndonos
mostrar con claridad la dificultad y limitacioneseghay que aceptar a la hora de
afrontar su diagndstico y evaluacion. De hechogslgstos manifiestan diferencias
sustanciales y matices importantes respecto argpm@msion de este método de
célculo, al cual consideramos con la suficienteadadt matematica como para
abordar el estudio de su campo situacional y emplemn posterioridad como
medio con el que valorar su comprension.

Ademas, la aparente simplicidad de las estructuepsstemoldgica vy
fenomenoldgica asociadas al algoritmo garantizecierto modo que el estudio
sobre la comprensién se desarrolle en un niveladabte de rigurosidad y
profundidad a lo largo de un proceso controlado.

Estructuras epistemoldgica y fenomenolégica asociasl al algoritmo

Desde un punto de vista epistemolégico, se corsidéralgoritmo estandar
escrito para la multiplicacion de nameros naturaesio un procedimiento de
calculo con una sintaxis claramente definida, tadol del proceso de refinamiento
que ha venido experimentando durante siglos. Eotlembdad, su registro escrito se
reduce a la clasica y extendida representaciomlemaas.

Dicho método de célculo se sustenta en los priogige la numeracion decimal,
es decir: las cifras del 0 al 9, el agrupamientirdal, el valor de posicién, el cero y
el agrupamiento multiplicativo (Gomez, 1999). Toddl®s, junto con los hechos
numéricos béasicos y el algoritmo estandar escrdca gda suma de numeros
naturales, constituyen la base de conocimientosqaeue conforman el algoritmo.
Estos conocimientos, entendidos como componentemat o0 elementos basicos,
aparecen conectados o relacionados entre si defgtomismo sistema de
representacion simbdlico. Precisamente, la coresiitar por parte de los sujetos de
estas conexiones o relaciones nos va a proporcienariterio epistemoldgico
fundamental con el que clasificar las diversasasitines asociadas al algoritmo.

En lo que respecta a la fenomenologia, convieneachstque las tareas
directamente vinculadas con el algoritmo estandarite de la multiplicaciéon son
las que van a conformar el conjunto de situacianes nos interesa clasificar. El
resto de tareas, sin vinculaciébn alguna con el riilgo o bien relacionadas
indirectamente con él a través de otros conocimgenhatematicos, no seran
consideradas como pertenecientes al conjunto snedcsociado a este método de
célculo. Dentro del grupo de situaciones consideradmaremos como criterio
fenomenoldgico fundamental de clasificaciéon la pplidad de que el algoritmo
intervenga en una situacion concreta de forma atéde como alternativa entre
varios conocimientos matematicos.

La consideracion conjunta de las estructuras epatgica y fenomenoldgica
del algoritmo, cuyo estudio conduce a la propudstanos criterios clasificatorios
pendientes de contrastacién empirica, va a peripdiruna parte, el establecimiento
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de unas categorias que agrupen las distintas isigéscen funcion del uso que se
hace en ellas del algoritmo, y por otra, la sefaten cada una de las categorias de
un subconjunto dsituaciones adecuada®n las siguientes caracteristicas:

(a) Que sean representativas del resto. Esto isigmjfie en caso de seleccionar
otra situacion distinta dentro de la misma categand se obtendria de ella una
informacion sobre la comprension de los sujetogasgmlmente diferente a la
facilitada por la/s elegida/s como representante/s.

(b) Que constituyan un grupo reducido para que gmedmplearse con
comodidad como instrumento para la recogida denmoion.

A través de este proceso de categorizacion y $éteaspiramos a restringir, en
la medida de lo posible, el conjunto situacionaiceslo al algoritmo a sélo unas
pocas situaciones, sin tener por ello que renumadiarepresentatividad respecto del
total. De conseguir este propésito, podriamos afirque la aproximacion adoptada
al estudio de la comprensién garantizaria un alidgyde operatividad.

La pretendida categorizacion y seleccién de situmasiosurge, por tanto, de
conjuntar la reflexién tedérica con un estudio empirexploratorio, siguiendo un
proceso dialéctico entre teoria y practica cuyasajas para la investigacion han
sido reconocidas por algunos autores (Kieran, 19883ontinuacion, pasamos a
describir de forma resumida el estudio exploratozaizado.

Estudio Exploratorio

Con el objetivo fundamental de llegar a establecer clasificacion pertinente
para las situaciones vinculadas al algoritmo y dogu conversion operatia
hemos llevado a cabo un estudio exploratorio, dEsey y de caracter cualitativo
(Bisquerra, 1989) en el que se ha usado la entmeg@mno técnica o instrumento
para la recogida de informacién (Cohen y Maniorf0}9Azcéarate, 1998). Dicho
estudio ha de entenderse en todo momento comoimergntento de acercamiento
préactico a la observacién, diagnéstico y valoradérla comprensién del algoritmo
en base a los planteamientos tedricos expuestosnterioridad.

Muestra

Para el estudio empirico hemos elegido una muggacional compuesta por
un total de diez alumnos, distribuidos del sigieemtodo: tres alumnos de 5° de
Primaria, dos de 1°ESO, dos de 3°ESO y tres de Padkillerato. Todos ellos
pertenecientes a Centros publicos de caractedssioeio-culturales similares, uno
situado en Cdrdoba y otros dos en Almeria.

Desarrollo de las entrevistas

Se han realizado un total de 9 entrevistas -unellds con dos alumnos
participantes-, distribuidas en tres bloques difes® separados entre si por cortos
periodos de reflexion teérica en los que hemos edtrayendo conclusiones
parciales relacionadas fundamentalmente con kega@das situacionales y con la

3 En forma de categorias de respuestas con las qiee jmerpretar y valorar los
comportamientos de los sujetos y extraer de elfdermacién acerca de su
comprension.
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adecuacion de las situaciones -en cuanto a formatomplejidad,
representatividad,...- para formar parte de lacs&la buscada.

En cada entrevista, el alumno debia enfrentarse séintds situaciones
susceptibles de poderse resolver con el algoritetegidas de entre las que
conforman su conjunto situacional de acuerdo can doterios clasificatorios
provisionales sugeridos de sus estructuras epiigina y fenomenoldgica. Antes
de continuar con la siguiente situacion, se letpkra al alumno algunas cuestiones
tipo acerca de lo que habia hecho y como lo haddhdhen su intento por resolver
la situacién problematica propuesta. A lo largocdela entrevista se llegaban a
plantear una media de 5 o 6 tareas diferentes.

Todas las entrevistas fueron registradas en audivigron una duracion que
oscil6 entre los 25 y 35 minutos.

Discusion de resultados y conclusiones fundamentale
A continuacién exponemos algunos de los resultaglosonclusiones mas
relevantes obtenidos tras el desarrollo de lageBtas:

1.- Ha sido posible establecer una categorizag@®mpre entendida de forma
provisional- para las situaciones del conjuntoagiional asociado al algoritmo. Los
criterios clasificatorios sugeridos a priori en dacusion sobre las estructuras
epistemologica y fenomenoldgica han sido contrastaempiricamente de modo
favorable al proporcionar unas categorias situatésn que permiten la
discriminacién de los alumnos en cuanto a la congid@ que manifiestan del
algoritmo estandar escrito para la multiplicaciéa dumeros naturales. Las
respuestas dadas por los estudiantes a las siteacieunidas bajo una misma
categoria se constituyen en indicadores de primEnosobre aspectos concretos de
la comprensién, que permanecen ocultos en caso ndele& situaciones
pertenecientes a categorias distintas. En definitada categoria situacional va a
proporcionar informacion sobre una parcela diferede la comprensién del
algoritmo.

El criterio epistemoldgico, que toma en considerad&s posibles relaciones
detectadas entre los componentes internos delitaigocomo condicionante del
tipo de utilizacion que el sujeto hace de él cuaddoenfrenta a una situacion
particular, suministra las siguientes categorias:

(1) Categoria Técnic&elne a todas aquellas situaciones donde elitahgose
emplea de forma mecéanica o rutinaria como un inmnio de célculo. La
comprensién exigida para solventarlas se limidoahinio de los diversos pasos que
conforman el procedimiento completo. Las relaciomesestablecer entre los
elementos bésicos del algoritmo son las usualepasibilitan recorrer la secuencia
procedimental establecida en el sentido apropiado.

(2) Categoria AnaliticaEn ella se incluyen las situaciones que exigea par
resolucion un uso reflexivo del algoritmo. No bastan la simple aplicacion
rutinaria mencionada en la categoria anterior;espiiere ademas de un andlisis
sobre la estructura y el funcionamiento externordisino que incluye el empleo
premeditado de unas relaciones externas no usemeslas distintas componentes
del algoritmo que permiten, por ejemplo, recorregio sentidos diferentes al
establecido.
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(3) Categoria FormalConstituida por todas las situaciones que precipara
poder resolverse, de la utilizacién de los prirasghasicos en los que se fundamenta
el algoritmo. Las tareas incluidas en esta categdetmandan del resolutor un
conocimiento explicito de las relaciones internag csustentan y validan el
mecanismo subyacente al algoritmo.

A las situaciones que permiten ser resueltas emgidede mas de una forma el
método de calculo elegido las denominangitiaciones fronteray pueden
pertenecer a varias categorias. La figura 1 recsgeskpuestas, no necesariamente
correctas, dadas por algunos de los alumnos estrdois a situaciones propias de
cada una de las categorias consideradas.

Situacién Técnica (Cris., 1° ESO) Situacién Analitica (Mir., 5° PRI )

Deterrnina 5i las siguientes niultiplicaciones. estan hien hechas y encnentra los

envores de las que o o estén. Encuentra fas cifras que completan la multiplicacién:

302 15 15 @El
Y 21
13104 iy o 0@ 5
R s
‘ég%” e @395
26 84 480

Situacién Formal (M.A., 3° ESO)

Para caleular 1a 2 Fila de la multiplicacidn: 22

2 .. l-cCulles?
1la
— 2% Fila M.A..- La (b)
~—»3"Fila I.- La (b). ¢ Y por qué es la (b)?

Se ha utilizado uno de ios siguientes procedimientos:

?xé’i’@?‘ a)2x2+2x2
COP2Zx2+2x20
)20 x2+20x2

{d20x2+20x20

M.A..- Porque 2 por 2 son 4 mas
por 20, que son 40, 4 y 40 son 4
que seria lo que seria 2 por 22, q
son 44.

D v

‘Elige el procedimiento que te parezca camrecto v jostifica tu eleccion.,

18x32

Figura 1.Ejemplos de situaciones propias de la categoria ité¢cinalitica y Formal.

Por su parte, el criterio fenomenoldgico propuesi® proporciona los siguientes
tipos de situaciones de acuerdo con el grado déeesia en la identificaciéon y
utilizacion del algoritmo:

(a) Situaciones Exclusivagonde el empleo del algoritmo se muestra evidente
para el sujeto, es decir, las identifica de formaediata como pertenecientes al
conjunto de situaciones susceptibles de podervexsa con el algoritmo. Podemos
afirmar que en tales situaciones el algoritmo §&®n una posicién muy favorable
en cuanto a su uso respecto a otros conocimienta®nmaticos. Las tareas
contenidas en la figura 1 son ejemplos de situasidxclusivas.
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(b) Situaciones No-Exclusivague pueden resolverse de diferentes formas, una
de ellas mediante el empleo del algoritmo estaesiaito de la multiplicacion. Ante
una situacion de este tipo, el sujeto tendra qemetilicarla como apta para poder ser
resuelta con el algoritmo y decidir utilizar estétato de céalculo en lugar de otros
conocimientos matematicos alternativos. En talesaesibnes, el algoritmo se
muestra a priori como una opcién mas dentro des qtesibilidades de empleo de
conocimientos matematicos igualmente validos. Higlaa 2 de la pagina siguiente
se muestra un ejemplo de situacion No-Exclusiva, &su vez es frontera, resuelta
con distintos conocimientos matematicos, uno desedl algoritmo empleado de
forma Técnica y Analitica.

Los criterios de clasificacion establecidos nos ftenmdisponer de un espacio,
surgido del cruce entre las distintas categoriasdel situar a cada situacién en
relacién con las demas. El modelo tetraédrico diglma 3 permite visualizar de un
modo claro la posicion relativa de las categoritsybicacion de las situaciones en
ellas.

FORMAL ANALITICA

7N

~ Situaciondss
Exclusiva

- ~

Situaciones No-Exclusivas

-~ ~

-~ ~

TECNICA

Figura 3. dasificacion de situaciones asociadas al algoritmo.
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Respuesta de Alv. (1° Bach.): uso Técnico del algoaoit

) ) ) Alv.- 20 por...jno! 20 por 10, 200; 20 por 8...¢puedg
Et producto de dos nimeros conseeutivos es 136. Bncuénralos.  gop2 g por 0, 0...no. 8 por 2, 16. 8 por sietQ,mr
7. i¢No?! ¢ Puede ser o no?

20 /2 Alv.- [Unos instantes en silencigki seria, ¢no? 12
¥ {3 por 13.[Realiza el célculo en silencio].
{,\,L’J “g'g“ I.—’ Explica un poco cémo has obtenido esos dds
; numeros.
= Alv.- iDe cabeza, buscando!
{5 l- ¢Si?
P Alv.- 10 por 11 da 110, pues, mas 0 meno$
aproximandote...pues, 12 por 13, 156....;No?, yp
esta.

Respuesta de Sil. (5° PRI.): uso Analitico del algorit

I.- ¢Qué estabas pensando? Explicame un poco gué
estabas intentando.
i producto de dos rdmeros consecutivos es |56, Encuéntzalos Sil.- Pues, [fragmento ininteligible; problemas de
vocalizacion] ...por 6, entonces si... dos por...
espérate. 2 por 4, te tienes que llevar 1 para gue
dé 0...jNo me sale!
I.- ¢No te sale? Tu has puesto 2 por 3. ¢Por qué has
puesto el 2y el 3?

’ Sil.- [Instantes de silencio]Porque he ido
t multiplicando haber lo que me salia...
A5¢ |.- Para que diera...
2 Sil.- Si.
2 |.- Para que diera 6.
"—/i_s?‘ Sil.- O 16... espera.

l.- O 16.
Sil.- [Tras un minuto aprox. de reflexion en
silenciol.iNo me sale

Respuesta de Bea. (1° Bach.): uso de un conocimiemaematico alternativo

El producto de dos niimeros ivos es 136. E
E (x4 = (56
Mt xtd Zite

Ix =z | 5§
Xz Lii = 1{»§L§§$
2 n
W’?“?K I3ty
T x5
ey | S 6o
e

Figura 2.Ejemplo de situacién No-Exclusiva frontera de la gatéa Técnica y
Analitica

2.- El problema de la seleccion d#uaciones adecuadaadmite una solucion
parcial. Por la propia naturaleza de las situacomo-Exclusivas resultara
imposible determinar representantes de clase ecatagorias de empleo Técnica,
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Analitica y Formal. Asi por ejemplo, el que un $wjelecida en un momento
determinado utilizar el algoritmo para resolver witacién No-Exclusiva de
empleo Técnico no garantiza necesariamente su serigo en otra situacion del
mismo tipo. Este hecho se ha puesto de manifiestovarios de los alumnos
entrevistados. En la figura 4 pueden observarsesmiestas proporcionadas por un
alumno de 1° de Bachillerato a dos situaciones kuelivas consideradas de
empleo Técnico del algoritmo. La tarea de la izquiezd resuelta algebraicamente
mediante una ecuacion de segundo grado, mientegmla derecha se emplea el
algoritmo estandar del producto -de un modo meptak sumar 7 veces 12.

El producto de dos nimeros consecutives es 156, Encuéniralos. Calcula la siguiente suma:

o Ay zlng
ot #@g{ﬂ”f/c? Est.- He cogido, he contado cuantos 12 hay

y he multiplicado. O sea, como habia 7, he
.

Tor - 259 djcho, pues 12 por 7 y lo he contado... mas
STy b facil

i - IS0 =0

o VTN L VN

Mrbhe ey 1< Tt X 12
— ' | 12
A 38 L : T+ 12
P T i2
5 LR el : 12
1
rZL g s lse ! 12
P x <(raddzine !
P !
1
1
1
1
1
]
]

Figura 4.Respuestas de Esteban (1° Bach.) a dos situaciond&xdlasivas
diferentes de empleo Técnico del algoritmo

Las situaciones Exclusivas, en cambio, son diferenesste sentido y, tal como
se ha visto en el transcurso del estudio empisieq@restan mas a generalizaciones
del tipo:“Si un individuo resuelve con éxito la situacionckssiva A, mostrara una
comprension del algoritmo tal que le capacita aogrpara resolver con éxito otra
situacion Exclusiva B, siendo ambas de la mismagocate de empleo Técnico,
Analitico o Formal'. La representatividad, por tanto, parece quedarg@ada sélo
en las Situaciones Exclusivas.

El formato y la potencialidad de las tareas comtrunsentos de obtencién de
informacion son otros aspectos a considerar qulelyeri en la selecciéon de
situaciones adecuadas. La determinacién del fornwineo para una situacion
constituye un problema complejo para el que athamos obtenido una solucién
definitiva. Con el estudio exploratorio hemos pnéido, entre otras cosas, depurar
la presentacion de las distintas tareas seleccsram un principio, observando para
ello las reacciones de los estudiantes ante lesetifes contextos mostrados. A lo
largo del proceso seguido hemos ido manteniendmatgsituaciones y descartando
o modificando otras que presentaban dificultadeslidas e irrelevantes.

Ademas, el formato puede considerarse como un rfapie condiciona la
eleccion del instrumento de observacion a empf@an. las entrevistas realizadas se
ha podido mostrar que no todas las situacionesaatascal algoritmo se adaptan por
igual a una misma técnica de recogida de infornmad®dr un lado, existen tareas
para las que resulta apropiado su empleo en uniauso ya que la produccién
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escrita elaborada por el alumno aporta la infordrasuficiente con la que valorar
su comprensién, siendo innecesario por tanto cigldgpo e didlogo posterior que
corrobore las acciones realizadas. astiplicaciones con cifras desconocidfase
encuentran entre las tareas de este tipo. Polaotog también existen situaciones en
las que se necesita establecer un diadlogo conugliaste a fin de aclarar el registro
escrito producido o simplemente para aclarar uspuesta verbal exigida. El
célculo de una suma de sumandos iguales seriarggagropia de esta clase.

Como conclusién, esta circunstancia motiva la regatacion de utilizar
diversos instrumentos de recogida de informaciguiebbos que se ajusten mejor a
las condiciones de las situaciones adecuadas-Qsestudios empiricos que con
base en la aproximacién adoptada vayan dirigidasiagnosticar y evaluar la
comprension de los sujetos sobre conocimientosméditeos concretos.

3.- En estrecha relacion con el punto anterior erts dos consecuencias claras.
En primer lugar, la posibilidad de concretar aonjunto fundamentaleducido de
situaciones Exclusivas pertenecientes a las tteg@das de empleo del algoritmo,
que seran las que proporcionen una primera infddmabasica acerca de la
comprensién que poseen los sujetos. En segundg lagaecesidad de diferenciar
los dos tipos de situaciones, Exclusivas y No-Exeaiss de cara a la observacion y
valoracion de la comprension. A diferencia de lasgras, las situaciones No-
Exclusivas se destinarian a completar los perfilegiales de comprensién
proporcionados por las mencionadas situaciones uBixels; por ejemplo,
estableciendo posibles diferencias entre sujetos‘cdmprension fundamental”
equivalente o haciendo explicitas peculiaridadesadeomprension de los sujetos
inadvertidas en un primer momento.

Uno de los efectos evidenciados con las situaciddesExclusivas hace
referencia a la tendencia que tienen algunos alananemplear en dichas tareas
otros conocimientos matematicos, conocidos perosofisticados que el algoritmo,
y, de este modo, a reducir el uso del procedimigietacalculo a las situaciones
Exclusivas y otras pocas donde es contemplado caratidrnativa mas sofisticada
-ver Figura 4-. De acuerdo con los planteamiergdsdos en los que nos basamos,
este fendmeno podria interpretarse como una pérdeda comprension del
algoritmo que tiene como principal consecuenci@rizgresiva disminucion de la
misma al ambito de lo fundamental. Esta conclusi@npbstante, queda pendiente
de confirmacion.

4.- La operativizacién deseada se obtiene de lgsiestas dadas por los sujetos al
conjunto fundamental de situaciones Exclusivas. iilisis de estas respuestas
permite la identificacién de regularidades y cadsticas comunes entre ellas con
las que poder definir categorias asociadas a difssdipos de comprensién sobre el

 En un trabajo previo (Gallardo, 2001) realizamos astudio sobre las
caracteristicas y la potencialidad de este tipotaeas como instrumento para
observar la comprension que poseen los alumndsinigbnamiento y la estructura
externa del algoritmo, segun se puso de manifiasteavés de un cuestionario
pasado a una muestra de estudiantes de 10 a l4&mf@giue tenian que resolver
tareas de este tipo.
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algoritmo. En el estudio empirico desarrollado hemeslizado los primeros
avances en este sentido. A continuacion, mostraroo® ejemplo las respuestas
dadas por cuatro alumnos a la cuestion Formal “gpor qué hay que ir
desplazando los productos parciales un lugar hdaiazquierda?”. Las distintas
respuestas manifiestan una comprensién difereritalderitmo por parte de los
alumnos entrevistados:

(A) Mir (5°Pri.) .- [ Utiliza como apoyo visual la multiplicacién 30212, resuelta con el
algoritmd. Porque siempre hay que ponerla debajo de la cifra gstas multiplicando.
Si ta multiplicas 4 por 2 pues tienes que ponedbajo del 4 porque es la cifra que estas
multiplicando, por eso siempre se deja hueco, persgl pone debajo de la cifra que se
multiplica.

(B) M.A (3° ESO) .-[Utiliza como apoyo visual la multiplicacién 15 x,32suelta con el
algoritmd. El espacio ese es como si hubiera un 0.

I.- Es como si hubiera un 0.

M.A..- Claro.

l..- ¢Y por qué?

M.A..- Ya es mas dificik,Por quéPorque..0 no vale.

I.- 0 no vale.

M.A..- Pero ahi si sale.

I.- Si, pero yo digo que el 450 de donde sale.

M.A.- De...[instante de silencia}.450 sale de... de sumar asi esta multiplicaciQué
no sé! Que no sé lo del 0 ni lo del espacio de danehe.

(C) Bea. (1° Bach) .{ Como apoyo visual al razonamiento se emplea laiphicétcion
703 x 36 resuelta con el algoritinGs como si multiplicaras 30 por 703... y 6 por,A03
luego lo sumas.

Est. (1° Bach).-Porque aqui coges el... esta es la multiplicadi®ré [el resultado del
primer producto parcial] y esta es la multiplicacide 30 [el resultado del segundo
producto parcial].

Bea.-Si.

Est.- jClaro!, de 30, por eso se deja aqui este 0.

Bea.-Y luego lo tienes que sumar para que te dé eluystodinal porque ti quieres 36.
Por eso se suman.

Est.- Y si hubiera centenas pues seria otro hueco..ugraf nada mas como...
multiplicamos como si fuera un nimero por 100.

l.- Ya.

Est.- O sea, va multiplicando unidades primero, despeésnas y después las centenasy
después las sumas.

Bea.- Creo, porque yo nunca lo he comprobado... Y lueg@wsnan por eso, porque
primero tienes la multiplicacién del 30...

Bea.-... luego tienes la multiplicacién del 6. Tu geieta del 36, pues sumas la del 30 y
la del 6.

Est.- Es que esto en verdad no es 2109 sino es 210068spda suma...

Bea.-Es que esto no es 2109, es 21090. Lo que él ha.dic

Est.- Porque si no estarias sumando 4218 y 2109 y eladexso seria una multiplicacion
de 6y de 3, nada mas.
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CONCLUSION

En este documento hemos querido presentar lasddasrales que configuran el
marco tedrico desde el que proponemos examinamgpi@nsion del conocimiento
matematico. Dada la complejidad que encierra diehémeno y el estado actual en
el que se encuentran los conocimientos relacionadosél, consideramos mas
factible y adecuado aproximarnos a su estudio desdeperspectiva holistica, que
contemple todos los aspectos relevantes vinculadascomprension, y al mismo
tiempo operativa, con el énfasis puesto en aquelkpectos que permiten ser
observados por el investigador.

Con objeto de ir aportando datos empiricos en faleresta aproximacion,
hemos realizado un estudio exploratorio de cardtalitativo en el que, mediante
entrevistas a una muestra reducida de alumnos,aseehtraido los primeros
resultados y conclusiones acerca de la operatividalddel modelo para observar,
diagnosticar y valorar la comprension de los ssjeta el caso particular del
algoritmo estandar escrito para la multiplicaci@ndmeros naturales.
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