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Algo sobre Modelos

“La resolucion de problemas reales es el mayor logro de la matematica para con la
humanidad y el progreso de las civilizaciones. Cuanto més consciente se sea de ello,
mas placer brindara el contacto con esta ciencia. Acercar métodos innovadores y
eficaces es dar herramientas para entrar en la investigacion y ser artifices de logros en
beneficio de otros y/o del saber universal”

Un modelo matematico es una representacion de una situacién real en
términos matematicos (formalismo simbélico) con el objeto de obtener resultados més
completos y mayores conclusiones desde la matemética o desde la ciencia a la cual
pertenece el problema en estudio. ‘

El modelo consiste en una estructura légica mateméitica que establece las
relaciones entre los pardmetros que afectan la situacion.

Esta tarea incluye necesariamente
¢ Un buen anélisis del problema a tratar: observacion cuidadosa y detallada, analisis
de los datos disponibles o planificacion de la toma de datos, formulacion de los
objetivos que se desean alcanzar.
¢ La confeccién del modelo propiamente dicho que intente abstraer lo mejor posible la
esencia del problema real. Es decir que tenga la mayor precisién posible, para que las
conclusiones matematicas tengan validez dentro de la situacién real.
¢ Por ultimo, es preciso una serie de pruebas de simulacién y confrontacién para
corroborar las hipétesis planteadas inicialmente que permitan perfeccionar el modelo y

determinar su validez.

Para este tipo de trabajo, fundamentalmente en el dltimo de los items
anteriores, con frecuencia es necesario realizar numerosisimos calculos por lo que la

computadora es la principal aliada, determinando si todo el planteo formal es o no
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adecuado. Por esta razén se debe pensar paralelamente en el objetivo, en la forma
global del problema y en su algoritmo computacional.

Desarrollos de modelos matematicos han servido de manera extraordinaria a la
medicina, a la economia (actualmente las grandes empresas tienen su propio centro de
investigacién de operaciones), a la biologfa, ciencias sociales, control de energia,
transporte, 4reas de seguridad y defensa etc.

En general este tipo de investigaciones estd destinado a hallar una mejor
solucién* (solucion 6ptima) para un problema bajo consideracién. Este objetivo recibe
el nombre de optimizacién y radica en la maximizacién o minimizacién de alguna
funcién objetivo que es fruto del modelado matematico.

El campo de accién de la matematica es muy amplio y las respuestas que
puede dar en problemas de diversas 4reas son muchas y de gran importancia. Una de
las ramas de la matematica que ofrece amplias posibilidades en lo referido a
desarrollos analiticos y brinda herramientas eficaces en muchos problemas es la

Programacién Dindmica.
*Se dice “una mejor solucién” y no “la mejor solucién” ya que es posible que exista mas de una solucién

satisfactoria al mismo nivel.

LA PROGRAMACION DINAMICA

Un buen ejemplo para comenzar a acercarnos a la programacion dinamica y
los beneficios de su utilizacién viene dado por el siguiente problema:

Se trata de un cazador norteamericano que por el afio 1925 decide cumplir su
mayor suefio: cazar leones en Africa. Para esto desembarca en el Golfo de Guinea mas
precisamente en la ciudad de Libreville, estado de Gabén. Este hombre debe dirigirse
a Katanga, Zaire, donde se unira a la expedicion que saldrd de caceria en unos pocos
dias. Como es de imaginarse quiere llegar a destino en perfectas condiciones y a
tiempo. Para ir de Libreville (A) a Katanga (G) tenia varias posibilidades de recorrido,

que por supuesto implicaban pasar por distintas ciudades intermedias. Como los
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riesgos en los caminos del Africa eran multiples comienza a pensar en el modo de
llegar a destino de la forma mas segura posible. Se le ocurre entonces que las pélizas
de seguro transporte de pasajeros aumentan conforme a los peligros de los caminos,
llegando a la conclusion de que a ruta mds segura seria aquella que tuviera un costo
total menor de la péliza de seguro.

Los costos de las pdlizas de seguro figuran en la siguiente tabla:

Procedencia Destino Costo
A B 10
A C 13
B D 8
B E 12
B F 15
C D 10
C E 14
(& F 9
D G 18
E G 8
F G 13

El problema graficamente quedaria de la siguiente forma:

-,
a
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Podemos decir que este problema se divide en tres etapas. Cada una de ellas
comienza al arribar a una ciudad determinada y alli se decide cual serd la préxima

ciudad a la que se deberia ir.

El cazador se dio cuenta que elegir la ruta més barata en cada etapa no lleva a
la ruta mas barata globalmente. Si eligiera de la primer forma dirfa que la ruta 6ptima
es A— B—>D—G cuyo costo total seria Cpg= 10+8+18 = 36. Sin embargo esta ruta

tendria un costo menor A—>C—E—G donde Cag=11+14+8 =33.
La programacién dinamica es un proceso de decisién secuencial que permite

la optimizacién de un problema global. Veamos cémo funciona.

Supongamos que el cazador casi llega a destino y s6lo debe tomar la wltima decision,
que es la nica posible: dirigirse a la ciudad definitiva G. Para esto debe hallarse en el
comienzo de la tercera y tltima etapa, donde podria encontrarse en las ciudades D, E 6
F.

A partir de aqui ampliaremos el problema gradualmente, incorporando etapas,

hasta abarcar el problema completo.

%Sea u, la decisién que puede tomar en la etapa i, respuesta a la pregunta:

¢Cudl es el préximo destino?.

Sea €, el estado en el que el cazador se encuentra al comienzo de la etapa i.

Estos estados son las ciudades posibles en las que puede estar en dicha etapa.

+Sea Ci (ei ! ui) el costo éptimo para las etapas que faltan, si se estuviera en

el estado €, y se tomard la decision u, .
i
* . .y . . .
& Sea u, la decision que mmlmxzaCi (ei ,u.) ysea
i
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min C(e;,u;) = Cle;,u; ) = C; (e;).
Como el proceso de resolucion comienza de atras hacia delante, se encuentra
primero C3*(e3), luego C; (62) y por tltimo Cik (A) que es el objetivo ya que sus

. * aliz . .
Correspondientes U, forman la sucesion de decisiones que deben ser tomadas

SOLUCION

Etapa 3

%3 C3(e3) uy
D 18 G
E 8 G
F 13 G

Como aqui se ve la tltima decision es conocida.

Etapa 2

Para ir calculando los costos dptimos de las etapas restantes debo considerar el costo

inmediato de esa etapa c. (e:i ; ui) y sumarle el costo que falta de alli hasta llegar a

destino que viene dado por la etapa que sigue (la evaluada anteriormente). Por
ejemplo, si antes de llegar a D el cazador hubiera estado en B entones:
* *
Cz(ez,uz)—cz(ez,u2)+C3(e3) =¢,(B,D)+C5(D)=8+18= 26(
Del mismo modo si antes de llegar a F el hombre hubiera estado en C
entonces:

* * 2 =
Cz(ez,u2)=02(e2,u2)+C3(63)—cz(C,F)+C3(F)—9+b—22

Andlogamente de B a E:



* *
C)(epsuy)=cy(e,,u,)+C5(eq) =cp (B,E)+ C3(E) = 12+8 =20

La tabla completa para la segunda etapa serfa:

= u |D E F C; (e2 ) u;
B 26 20 28 20 E
G 28 22 22 22 EG6F
Etapa 1
* *
N\B € Cl) |
A 30 33 30 B

* * >
Cl(el,ul)—cl(el,ul)+C2(e2)acl(A,B)+C2(B)—1O+2O~aO

* *
Cl(el,ul)—cl(el,ul)+C2(ez)—cl(A,C)+C2(C)—11+22=33

Notemos que

* ; *
Ci(e)) =Cj(A) = r{llllll{cl(el,ul)+cz(ez)}= ¢,(A,B)+C,(B) =30

Volviendo para atras relacionando las decisiones Optimas, la ruta mas segura es
A—->B—>E-G.

A pesar de que hemos obtenido una sola ruta Optima, en otros casos es posible
obtener méas de una solucién que implique el mismo costo dptimo. Cualquiera sea la
sucesion de soluciones que lo consiga serd “una mejor solucion”,

Vale destacar que la funcién Ci (ei S U, ) depende implicitamente de todos los

estados y de todas las decisiones en el resto de las etapas (no en las anteriores), ya que
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para cada paso es necesaria la salida (output) del paso siguiente. En otras palabras el

método de resolucion estd dado por la relacion recursiva:

M C{ () =mi {Ci(ei’“i)+cr+1(ei+1)}
1

que puede deducirse de la formulacién general que se plantea en la siguiente seccion.
Elementos de la programacién dindmica:

Los problemas de programacién dindmica deben poseer la caracteristica de
poder dividirse en etapas, éstas permiten un ordenamiento de la situacion. Al
comienzo de cada etapa la descripcion del sistema puede estar dada por cualquiera de
los estados posibles en el inicio de la misma. En cada etapa se toma una decisién que
transforma el estado actual en otro estado asociado al inicio de la etapa siguiente.
Cada decision inmediata optima solo depende del estado en que se encuentra el
sistema antes de tomarla. El mecanismo de solucién apunta a encontrar una politica
de decisién para todo el problema. Es decir que lo que permite la programacién
dinamica es hallar una serie 6ptima de decisiones secuenciales. Es necesario conocer
la ultima decision y de ahi, ir ampliandd el problema hacia atras. La relacidon recursiva

(1) que constituye la ecuacién funcional de la programacién dinamica, permite hallar

la politica dptima en la etapa i compuesta por la politica 6ptima en la etapa i+1. y por

la contribucion inmediata (ci (ei U )) de la toma de una determinada decision.

Esta contribucién es conocida con anterioridad, por ejemplo en el problema

anterior esta dada en la tabla correspondiente al costo de pdlizas de seguro.

Etapa i Etapa i+1
c; (ei ; ui)
*
Ci(e;5u;) Ci1 i)

9



En cada problema particular debe analizarse si esa relacién recursiva es aditiva
o multiplicativa y cémo es la transformacion de los estados a través de las decisiones.
Es decir, no hay “recetas” para el uso de la programacién dindmica. Esta plantea un
camino abierto, siempre y cuando las caracteristicas del problema respondan o puedan
adecuarse a una estructura como la antes descripta.

Si queremos abstraer los conceptos fundamentales de la teoria de la

Programacién Dinamica, seguimos el siguiente desarrollo.

Se tiene una ecuacién funcional

)

,u

G(en,en

ey € e ,u g u
=1 el et om0 el
que depende de una serie de estados (ei) y de una serie de decisiones tomadas una

por cada etapa i (de las n-r etapas) dependiente del estado en el que se encuentra G al

comienzo de la misma.

Lo que se busca es obtener:

finey M'z.i'xu U.G(cn,en_l,...,eH_l,er,un,un_l,....,qu,ur)
LS 1o I 1

0 en su defecto

Mi e
ol o ) Glen.e,_p» »CralsCrotns Uy poeenUpyysUr)
Betn=]7"""pal* T

para la solucion del problema deben hallarse una serie de decisiones dptimas u. que
i

*
nos lleven a tal fin, a saber decisiones 6ptimas u. .
i
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Desarrollaremos la ecuacién funcional en las distintas etapas, suponiendo que

se desea obtener el maximo. Si el problema involucra minimos el resultado es

analogo.

Para que comience el proceso de la programacién dindmica se debe conocer la

decisién que maximiza la ecuacion funcional G en la Gltima etapa n.

Sea Fi* ;) la ecuacion funcional optimizada desde la etapa i hasta la etapa n.
En simbolos:

* *

*
er,un,un+1,...,ui+1,ui,...,ur+l,ur)

*
Fi (ei) = I\/gﬁx G(en ,en_l,....,er+l,
1

W8 * . . . .y . . - .
la decisién u; se obtiene a partir de la contribucién inmediata f. (ei, u.) teniendo
i i
en cuenta que de alli en adelante las decisiones son 6ptimas. La funcién f. (e;,u.)
i i
no es otra cosa que el aumento o disminucién de G en la etapa i, considerando que se

parti6 del estado e;

Si se considera la pentltima etapa del proceso se tiene que:

% %
Fn—l (en_1 = [nax F(eq) = max Gleq s€

*
n-l"”’er+1’er’u“’un-l"""ur+1’ur) =
n-1 n-1

= max max G(e,

T en_l,....,er,un,un_l,...,qu,ur)
n-

del mismo modo

max G(ep,e

* %
lll ; I’”"er+1’ef’u“’un—l"""vur+l’ur)=
n_

*
Fo2(p2) = P ()=
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= max max max G(ep,

P n-I"""er’uﬂ’un-l""’ur-Fl’ur)
Sn2 e

* * % % *
Fr (ep) = n&e;x Fr+l(er+1) —nllle;xG(en,en_l,...,eHl,er,un,un_l,....,qu,ur) =

= max max ..... max max U6 & BBl ’un-l""’ur+1’ur)

Up ey Up4 @ aakt
indicando esta Giltima la ecuacién funcional éptima desde la etapa r hasta la etapa n.

Dentro de las optimizaciones de las ecuaciones funcionales es posible que

ocurran dos cosas, una es que la contribucién inmediata f. (ei ,u.)se sume al proceso
i i

cada vez, y la otra es que ésta se multiplique en cada etapa. De aqui provienen las

posibles relaciones recursivas expresadas en una etapa i cualquiera del proceso:

¢ Aditiva :

Fi*(ei)zr?fx{fi(e u. )+F+1(el+1)} mi:x f (e u, )+mi>1<Fl+2(el+2)
i i

nhgx i(ei,ui)+ﬁn.a>; (en,....,el,un,un_l,...,ui+2,ui+1,ui,....,ur)
i+

Si el problema involucra minimos el desarrollo es andlogo, resultando en este

caso

Fi* (ei) = n&iin{fi (e u. )+ Fl+1(el+1 )} mlln f (e u. )+ anI F‘+2 (el+2)
i

*
Esta es la estructura resultante del primer ejemplo, donde f, = ;Y E =C..
i i i
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¢ Multiplicativa:

%k sk 3
K (ei)=”}f;x{fi(ei’ui)'Fi+l(ei+1)} =“‘3,aix fi(ei’ui)'umii’;Fi+2(ei+2) =

G * * *
rrlex fi (ei,ui).max (e“"""el’u“’un—l""’ui+2’ui+l’ui"“"ur)

Esta ultima forma se pone en evidencia en el problema que sigue, donde

* *
fi(ei’ui):‘pi(ui):p(eiyui): Fl :El £

Otro problema:

Esté en estudio un tratamiento para una enfermedad de la sangre que produce
una alteracion en el nimero de leucocitos. El tratamiento consiste en agregar a los
medicamentos que se estén aplicando una novedosa vacuna que regularia la formacién
de estas células. Se sabe que la frecuencia en las dosis es decisiva para la efectividad
del tratamiento. También se conoce que més de cinco dosis producen una alteracién en
las plaquetas en la sangre que alterarian la coagulacién produciendo efectos colaterales
adversos. El tratamiento segin los médicos, se llevaria a cabo durante cuatro meses
cada afio. Lo que se quiere saber es cudl es el modo 6ptimo de aplicar estas dosis
durante el tratamiento. En una etapa inicial se elaboré un disefio experimental que
permitié evaluar los efectos que producen en los pacientes el medicamento que se
administra usualmente en los centros médicos y el tratamiento que incorpora la
aplicacion de la nueva vacuna. Las probabilidades de eficiencia resultantes, con

respecto a los nimeros de dosis en cada mes, vienen dadas en la siguiente tabla.
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n°de dosis es | Enero febrero marzo Abril
0 Bl 02 0.5 0.6

1 0,3 0,4 0,5 0,8

2 054 026 056 0,7

3 0,6 0,7 0,9 0,4

4 0,6 0,8 0,8 0,3

5 0.5 0,8 0,7 0,2
SOLUCION

Cada decision u, serd el nimero de dosis que deben ser asignadas en la etapa

i, cuando aun podian darse e; dosis. Consecuentemente, cada estado e corresponde-

ra al mes i de tratamiento, es decir a la etapa i, con i=1, 2, 3, 4. Los estados irdn

cambiando de etapa en etapa de manera tal que € .1=¢ U, Yyaque deben ir

+1

teniéndose en cuenta las dosis ya administradas para que el total no supere las cinco

dosis. Siguiendo estas consideraciones observamos que surge la condicién e. ‘1 0
i

de que el niimero de dosis no puede ser negativo. En este problema, la primer fila de la
tabla representa la efectividad del tratamiento antes de suministrar la nueva vacuna.

Se debe maximizar la efectividad en el transcurso de los cuatro meses:
4 .
Mexp, (u)) P (5)P3 (430, (4) = I\geilxgpioxi)

La relacion recursiva, ecuacion funcional de la programacién dindmica que en
el problema anterior representaba el minimo costo, ahora representa el maximo de la

efectividad del tratamiento. Asi,
* *
Ei(ei’ui) & pi(ui)'EiH(ei = Ui) = pi(ui)'EiH (ei+1)

considerando que

(e. 1)

% %k %
E.(e.) = .(e..u.)= A . =0,)= 3 5 3
i ) “&i"El(en’un) Rt B Ol enp By Bl i plu e e g

i+1
1 1
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donde pi(ui) = p(ei,ui), representa la contribucién inmediata a la efectividad

global al haber tomado la decisién u, . '

Comenzando el proceso:

Etapa 4: abril

£
&4 Eq(eq) Uy
0 0,6 0
1 0,8 1
2 0,7 2
3 0,4 3
4 0,3 4
5 0,2 D
La ultima decisidn se conoce.
Etapa 3: marzo
3k *
. Uu; 0 1 ) 3 4 5 E3 (e3 ) ug
0 0,3 - - - - - 0,3 0
1 0,4 0,3 - - - - 0,4 0
2 0,35 0,4 0,36 - - - 0,4 1
3 0,2 0,35 0,48 0,54 - - 0,54 3
4 0,15 0,2 0,42 0,72 0,48 |- 0,72 3
5 0,1 0,15 0,24 0,63 0,64 1042 [0,64 4

Los lugares que figuran sin valores corresponden a aquellos donde el estado en la

etapa siguiente seria un nimero negativo, cosa que no tiene sentido en el problema.

Ejemplo:
Si se estd en el estado de tener dos dosis para dar y se toma la decisién de administrar

una en esta etapa, considerando que
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Bj(ej>up) = p; (U Biy (e —u;)
se obtiene
E3(2.1) =p, (1)E;2-1)=0,5.08=04

E;(e3)=n&§x E3(e3,u3) representa el valor maximo por fila para cada €

resultado que se vuelca en la pentltima columna. La tltima columna da la estrategia
optima correspondiente al valor maximo.

Etapa 2: febrero

& u |0 1 2 3 4 5 E; (e2 ) u;
0 0,06 - - - - - 0,06 0
1 0.08 0,12 - - - - 0,12 1
2 0,08 0,16 0,18 - = 2 0,18 2
3 0,108 0,16 0,24 0;2i00i= - 0,24 2
4 0,144 0,216 0,24 0,28 10,24 |- 0,28 3
) 0,128 0,288 0,324 0,28 10,32 10,24 0,324 2

Ejemplo:
Si se esta en esta etapa en el estado de tener atn cuatro dosis para dar y se decide dar

una, teniendo en cuenta que

*
Ei(ei’ui) = pi(ui)'Ei+1 (ei - ui), resulta

E,(41)= pz(l).E;(4-1) =0,4.0,54=0,216

Etapa 1: enero

Como se estd en el comienzo del problema el Gnico estado posible en esta

etapa es 5 ya que aun no se ha dado ninguna dosis.
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u 0 1 2 3 4 5 * X
e SR R
5) 0,0324 0,084 0,096 10,108 10,072 {0,03 {0,108 3
Ejemplo:

Dado que aqui el maximo de la efectividad se obtiene al aplicar tres dosis,

E;k (ei) = max Ei (ei U ) da como resultado
u.
i

B, =B (55)= p;(3)-E5(5-3)=0,6.0,18= 0,108

Esta ecuacién en forma desarrollada reconstruye el tratamiento de enero a abril con las

dosis éptimas que se deben suministrar en los meses correspondientes.
* * *
E[(5)=E;(53)=p3)E}(5-3)=p,(3)p, 2)E, (0) =

P, (3)-p, (2).p3(0)E(0) = P1(3)p,(2)-p5(0)p,(0) =

=0,6.0,6.0,5.0,6 =0,6.0,18=0,108

La solucién éptima esté dada entonces por

*_
ul-—3

S—3=q =9
ez—el'—ul =) - :>U2—-

*
e, =0-0=0 = u, =0
3, *

e4— :>U4—

estas decisiones pueden verse resaltadas en las tablas correspondientes a cada mes.
Estos resultados indican que las dosis deben suministrarse en los dos primeros
meses del tratamiento, tres en enero y dos en febrero para que la incorporacion de esta

droga sea lo mas efectiva posible dentro del tratamiento.

Consideraciones finales:
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En numerosos problemas, la optimizacién puede venir dada por la toma de
decisiones interrelacionadas. La programacién dinamica nos permite llegar a estas
decisiones de una manera mucho menos costosa que la de analizar una por una todas
las posibilidades de combinar esas decisiones. La clave recae en establecer la relacion
recursiva del problema. Cuanto mayores sean las dimensiones de éste, mayor sera el
ahorro computacional de usar este método. Por su estructura, la programacion -
dindmica nos presenta un camino matemdtico abierto en la resolucién de problemas

reales.
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