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Resumen

La teoria de las pavimentaciones esféricas ha sido un campo interesante y fructifero atrayendo,
entre otros, varios matematicos. Es un tépico transversal a varias areas de la matematica como la
geometria, el algebra, la topologia y la teoria de los nimeros, pero también es objeto de interés
para otros campos cientificos como sean en quimica, fisica, arte y arquitectura. En este
conferencia, vamos a utilizar GeoGebra para describir algunas pavimentaciones esféricas
monohedrales, asi como para inferir algunas conjeturas acerca de algunas preguntas abiertas en
esta area.

INTRODUCAO
A eficiéncia de arranjos e padrdes (empacotamentos, coberturas e pavimentagdes) tém sido

objeto de estudo de muitas e muitas geracfes de matematicos. Na verdade ja Euclides e
Arquimedes se interessavam por este tipo de questfes. As pavimentacdes esféricas lado a
lado por poligonos congruentes (monoédricas) tém sido extensivamente estudadas, estando
0 caso triangular completamente classificado (Sommerville, 1924; Ueno & Agaoka, 2002).
O nosso objetivo é usar o GeoGebra para gerar e visualizar, numa primeira fase, uma
qualquer pavimentacdo esférica triangular regular, seguindo-se uma outra etapa que é a de
considerar um outro tipo de poligono esférico, ndo necessariamente convexo, para prototipo
da pavimentagéo.

Numa primeiro momento veremos como usar as ferramentas do GeoGebra relacionadas
com as transformacfes geométricas do espaco que preservam a esfera, para obter
pavimentagdes monoédricas da esfera. Iremos também descrever como obtivemos novas
ferramentas do GeoGebra para o desenvolvimento da geometria esférica.
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PAVIMENTACAO OCTAEDRICA DA ESFERA NO GEOGEBRA E
TRANSFORMACOES GEOMETRICAS NO ESPACO.

Usando parametrizacdes podemos colorir 0s oito octantes que correspondem aos oito

triangulos esféricos que constituem a pavimentagdo monoédrica octaédrica da esfera. (veja-

se a figura 1). Uma das possibilidades é usar o comando superficie lateral, de varias formas

usando oito vezes este comando e colorindo os triangulos esféricos com diferentes cores.

Representacéo

Comandos

a=7/2

s1=SuperficieLateral[sin(a) cos(b), cos(a) cos(b), sin(b), a, 0, a, b, 0, a]
s2=SuperficieLateral[sin(a) cos(b), cos(a) cos(b), sin(b), a, & + a, w + 20, b,
0, o]

s3=SuperficieLateral[sin(a) cos(b), cos(a) cos(b), sin(b), a, &, = + a, b, 0, a]
s4=SuperficieLateral[sin(a) cos(b), cos(a) cos(b), sin(b), a, a, =, b, 0, o]
s5=SuperficieLateral[sin(a) cos(b), cos(a) cos(b), -sin(b), a, 0, a, b, 0, o]
s6=SuperficieLateral[sin(a) cos(b), cos(a) cos(b), -sin(b), a, = + o, 2w, b, 0, ]
s7=SuperficieLateral[sin(a) cos(b), cos(a) cos(b), -sin(b), a, #, = + a, b, 0, o]
s8=SuperficieLateral[sin(a) cos(b), cos(a) cos(b), -sin(b), a, o, «, b, 0, o]

Figura 1. Pavimentacgdo octaédrica da esfera definida com o comando superficie lateral.

Uma outra forma de construir a aplicacdo da figura 1 € utilizar isometrias esféricas. Para tal

usdmos duas cores diferentes para o primeiro e segundo triangulos esféricos e construimos

0s restantes por rotacoes e rotoreflexdes dos dois triangulos esféricos (figura 2a).
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o=m/2 o=m/2

s1=SuperficieLateral[sin(a) cos(b), cos(a) cos(b), s=Esfera[(0,0,0),1]

sin(b), a, 0, 0, b, 0, ] al=ArcoCircular[(0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 0, 1)]
s2=SuperficieLateral[sin(a) cos(b), cos(a) cos(b), a2=ArcoCircular[(0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0)]
sin(b), a, t + o, T + 20, b, 0, o] a3=ArcoCircular[(0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 0, -1)]
s3=Rotag¢ao[sl, 20, Eix00z] F1={al,a2,a3}

s4=Rotac¢ao[s2, 3a, Eixo0z] Arestas=Sequéncia[Rotacdo[F1, k a, Eixo0z], k, 0, 4]
s5=Rota¢ado[Reflexdo[sl, z=0], a, Eixo0z]

s6=Rotacdo[Reflexdo[s2, z=0], a, Eixo0z]

s7=Rotac¢ao[Reflexdo[s1, z=0], 3 a, Eixo0z]

s8=Rotac¢ao[Reflexdo[s2, z=0], 3 a, Eixo0z]

Figura 2a - Pavimentag&o da esfera Figura 2b - Pavimentacédo da esfera
invariante pelo grupo de rotorreflexao de invariante pelo grupo de simetrias do

angulo 7 / 2 num equador. octaedro regular.

Figura 2. Pavimentagdes octaédricas, semelhangas e diferencas.
Na figura 2b, observamos a esfera dividida por trés grandes circulos da esfera. Na

geometria esférica estes trés circulos correspondem a trés retas esféricas que se intersectam
segundo angulos retos. A esfera encontra-se dividida em oito triangulos esféricos
congruentes, equilateros e de éangulos retos. As representacbes da figura 2 de
pavimentacdes da esfera sdo distinguiveis pelos seus grupos de simetria. Para estudar as
pavimentacdes da esfera é importante reconhecer alguns elementos da geometria esférica
para além de interpretar o efeito das transformacdes geométricas do espaco que sdo
isometrias da esfera, assunto que abordaremos de seguida de modo sumario.
ELEMENTOS DE GEOMETRIA ESFERICA E NOVAS FERRAMENTAS NO
GEOGEBRA

Na geometria esférica os elementos primitivos "ponto" e "reta" sdo modelados,
respetivamente, por pontos da esfera S = {(x,y,z) € R®:x% + y? + z%> = 1} e circulos
obtidos pela intersecdo de S com planos que passam por (0,0,0).
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Para obtermos os pontos esféricos podemos usar a ferramenta ponto o e 0s comandos
A=PontoEm[S]. Dados dois pontos distintos, ndo antipodas, A e B, sobre uma esfera?, S,
existe um e um unico grande circulo, r, que os contém, no GeoGebra a representacao da
reta AB seré dada por:

r=Circunferéncia[Centro[S],A,Plano[Centro[S],A,B]].
Se quisermos representar o segmento esferico AB a sua representacao seria:
AB=ArcoCircular[Centro[S],A,B,Plano[Centro[S],A,B]].
Um poligono esférico corresponde a uma regido da superficie esférica delimitada por
segmentos esféricos, podendo estes ser cbncavos ou convexos.

Figura 3. Pontos, retas, segmentos de reta e &ngulos em geometria esférica.
Um outro elemento importante na geometria esférica sdo os angulos entre segmentos
esféricos. Dados trés pontos A, B e C sobre a esfera o angulo BAC corresponde ao angulo
formado pela tangentes ao segmento esférico AB e ao segmento esférico AC no vértice A.
No caso da aplicacdo que ilustramos na figura 3, o angulo foi encontrado usando o
comando:
a=Angulo[Tangente[A,ArcoCircular[Centro[S],A,C,Plano[Centro[S],A,C]]], Tangente[A,
Circunferéncia[Centro[S], A, Plano[Centro[S], A, B]11] -
Seguindo esta l6gica de construcdo de objetos criamos uma série de ferramentas no
GeoGebra que nos permitem de um modo réapido criar segmentos, medir distancias e
angulos sobre a esfera de modo a poder construir diferentes configuracGes para posterior
estudo ( ver figura 4).

2 \Jamos assumir sem perca de generalidade que a nossa esfera, S, tem raio unitario e é centrada na origem do referencial,
no GeoGebra iniciamos as nossas aplicagdes usando o comando S=Esfera[(0,0,0),1].
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, SphereSegment[A, B, O, r]
, SphereEquidistantPoints[A, B, O, r]
, SphereCompass[A, I, O, r]

=57, SphereSegmentsAngle[A, B, C, O, r]

$P0000

, STegAB[A, B, O, r]

(o]

"E¥:STABa[a, A, B, O, r]
STABaB[ A, B, a,p, O, r]

% STapy[P, A aBy, O, 1]

Figura 4. Ferramentas e comandos® para a geometria esférica no GeoGebra.
ISOMETRIAS DA ESFERA

As isometrias esféricas sdo transformacdes da esfera na esfera que preservam a distancia
esférica (distancia induzida na esfera pela distancia euclidiana em R3).

As isometrias esféricas sdo rotacdes em torno de um eixo que passe pelo seu centro (fig.
5a); reflexdes em plano que passem pelo seu centro (fig. 5b), composi¢bes de uma reflexéao
num plano que passe pelo seu centro seguida de uma rotacdo em torno de um eixo
perpendicular a este plano que passe pelo centro (fig. 5¢) e uma qualquer composicdo das
isometrias ja referidas.

Figura 5b - Reflexéo

Figura 5a - Rotagéo Figura 5c - Rotorreflexéo

Figura 5. Isometrias da esfera.

3 0s comandos foram criados na versao inglesa. Caso estes prototipos passem a versdo oficial poderdo pasar a figurar em
diversos idiomas.
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A imagem A', B', C' de 3 pontos esféricos, A, B, C ndo pertencentes a um mesmo grande
circulo determinam univocamente uma isometria esférica, f, que satisfaz, f(A)=A", f(B)=B",
f(C)=C..

Figura 6. Composicédo de duas reflexdes em planos que passem pelo centro da esfera.
Como podemos observar, na figura 6, a composicdo de duas reflexdes em planos que

passem pelo centro da esfera € uma rotacdo em torno da reta obtida pela intersecdo dos dois
planos de reflexao.

LUGARES GEOMETRICOS EM GEOMETRIA ESFERICA COM A
FERRAMENTA COMPASSO ESFERICO

Na geometria euclidiana as construcdes com régua e compasso desempenham um lugar de
destaque. Com a ferramenta compasso esférico podemos explorar na geometria esférica,
situacOes analogas.

1
Ak

E

Figu‘fa Ta- Med.i‘ért‘riz de um F‘i\éﬁir—::;»?b _ Eﬁbse esféric:;.. Figura 7c - Parabola esférica.

segmento esférico.

Figura 7. Aplicagdes da ferramenta compasso esférico.

Uma das construcGes mais simples da geometria euclidiana corresponde a mediatriz de um
“segmento de reta”. Na esfera, de cento O e raio r, com a ferramenta compasso esférico,
podemos fazer o mesmo tipo de construcao. Assim, considerando dois pontos A e B sobre a
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esfera e dada uma distancia I, a partir de um seletor, definindo o ponto P com o comando
Intercec@o[SphereCompass[A, |, O, r], SphereCompass[B, I, O, r]], P corresponde ao
conjunto de todos os pontos esféricos equidistantes de A e de B, que é precisamente 0
grande circulo perpendicular ao segmento esférico AB (ver a figura 7a) que passa pelo
ponto médio de AB.

De modo analogo, dados dois pontos A e B, sobre a esfera, e uma distancia adequada |,
podemos utilizar a ferramenta compasso esférico para construir o conjunto dos pontos P,
sobre a esfera, tais que d.(P,A) + d(P,B) = L. Este conjunto de pontos corresponde a
“elipse esférica” que se ilustra na figura 7b.

As nocdes de retas e pardbolas (curvas ndo limitadas no aberto R?) e a utilizagcdo da
ferramenta compasso esférico permitem facilmente visualizar as noc¢des equivalentes, no
compacto S, que correspondem a curvas fechadas sobre a esfera.

DA FERRAMENTA STegAB[A, B, O, R] AS PAVIMENTACOES ESFERICAS
REGULARES

Uma das aplicacdes da ferramenta 5.9 ou do comando STegAB[A, B, O, r], é explorar
pavimentacdes esféricas por tridngulos equildteros. Um dos problemas classicos é a
pavimentacdo da esfera por tridangulos congruentes, que se justapdem lado a lado.

N.° de triangulos Num Comprimento do Fecho sobre a Comprimento do segmento AB
equilateros hemisfério segmento AB esfera

1,908 rad (v a.)
arcos(—) ou

2arctan(\/_) (ve)

1, 574 rad (v.a.)
0,64 rad
(V e)

1,05 rad

1,107 rad (va)

20 0,40 rad

Zarcsm(

)(Ve)

Figura 8. Configuragdes de triangulos esféricos congruentes

74
VIl CONGRESO IBEROAMERICANO DE EDUCACION MATEMATICA. LIBRO DE ACTAS.
ISBN 978-84-945722-3-4



De facto diversas destas configuragGes, num hemisfério, por aumento do comprimento do
seu lado, podem originar fechos que originam pavimentagdes esféricas regulares. A figura 8
ilustra este processo, onde se demonstra a mais-valia da utilizacdo da ferramenta, pois
permite uma exploracdo simples e eficiente das pavimentagdes esféricas regulares.

PAVIMENTACOES ESFERICAS COMO AGCAO GLOBAL OU LOCAL DE
GRUPOS DE SIMETRIAS ESFERICAS
Nas secdes anteriores mostramos como podemos obter pavimentacdes regulares da esfera,

vejam-se as figuras 2b e 8, estas estdo relacionadas com poliedros regulares e com os seus
grupos de simetria. Nestes casos a partir de um triangulo esférico e pela acao global de um
grupo de simetrias podemos obter toda a pavimentacao.

Vejamos um outro exemplo de uma acdo global de um grupo de simetrias sobre um
triangulo esférico e a pavimentacdo obtida. Consideremos: i) um eixo, e, da esfera S; ii) um
ponto A, tal que A; € S e A; ¢ e; iii) escolha-se um dos pontos P, tal que P € en S; iv) 0
angulo a = an ENen>3;vV)seja (4,)nen @ Orbita do ponto A; obtida pela acdo do
grupo das rotacdes da esfera de angulo a em torno ao eixo e. Nestas condi¢des, obtemos
uma pavimentacdo da esfera constituida por um n-gono esférico e n triangulos esféricos
congruentes cujo prototipo é [A;A,P]. Esta pavimentacdo € gerada pelo grupo ciclico de
ordem n. No caso da figura 9 temos como grupo de simetrias o grupo ciclico de ordem 8,
Cg , sendo a pavimentacdo esférica constituida por nove poligonos esféricos, um octdégono e
oito triangulos, esta pavimentacao esta associada a uma piramide octogonal reta.

Figura 9. Aplicacdo de GeoGebra para obter uma pavimentacéo da esfera invariante por um grupo
ciclico de ordem igual ao valor do seletor n.

A ideia base para a construgdo deste tipo de pavimentacdes € usar o comando sequéncia
para modelar a Orbita de pontos. Assim, para modelar a 6rbita de A, usamos uma
sequéncia de comandos com uma sintaxe semelhante a:

An=Sequéncia[Rotacao[A 1, 2z i/ n, Reta[Centro[S], P]],1, O, n, 1]
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Por outro lado, para obtermos os segmentos esféricos, que constituem os lados dos

poligonos da pavimentacdo, usamos a lista:

PAV={Sequéncia[ArcoCircular[Centro[S], Elemento[An, i], Elemento[An, i + 1]], i, 1, n,
1], Sequéncia[ArcoCircular[Centro[S], Elemento[An, K], P], k, 1, n, 1]}.

Figura 10a - Pavimentacdo com Figura 10b - Pavimentagdo Figura 10c- Pavimentacdo obtida com a
4 tridngulos congruentes e ndo com 8 tridngulos que se ferramenta STABaf com seis triangulos, um
CONVexos. agrupam dois a dois. quadrilatero, e dez &ngulos distintos.

Figura 10. Outras Pavimentaces esféricas.

Existem muitas outras pavimentacOes esféricas que podem ser “encontradas” pela analise
da acdo local de (sub)grupos de isometrias esféricas. Estas pavimentagdes sdo menos
conhecidas e muitas estao ainda por estudar.

As pavimentagdes por poligonos esféricos ndo convexos (Fig. 10a) € um dos casos ainda
pouco estudados. As pavimentacdes que podem integrar mais do que um tipo de poligono
esféricos (ndo necessariamente regulares (Fig. 10c) e ndo necessariamente convexos) é
outro caso ainda pouco explorado. As aplicacbes do GeoGebra, até agora construidas,
permitem a visualizacdo e o estabelecimento de relagdes que, em muito, podem contribuir
na investigacdo nesta area. E nesta grande variedade de configuracdes/relacdes, que
acreditamos que o GeoGebra pode dar um contributo substancial na descricdo e construcao
de pavimentacOes esféricas ainda ndo exploradas, para além de ser um recurso de grande
utilidade no estudo da geometria esférica em geral.
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