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3. Numero natural como objeto matematico.
Esta concepcion se manifiesta a finales del si-
glo XIX con las teorias formales de los nime-
ros naturales. Mediante estas teorias, el nume-
ro natural ya es un objeto matematico en si mis-
mo y definido oficialmente. No obstante, tam-
bién hay manifestaciones de esta concepcion
con los griegos, en las escuelas pitagorica,
aristotélica y euclidiana, pues en éstas el interés
estuvo en descubrir y demostrar propiedades de
los niimeros en si mismos, independientes de sus
usos. Esta concepcion es de tipo estructural.

Las representaciones empleadas varian de acuer-

do a cada teoria:

* En la escuela pitagorica, mediante configura-
ciones puntuales.

* En los Elementos de Euclides, con segmentos,
pero no desde una interpretacion geométrica.
También hay representaciones de tipo verbal,
en la manera como se desarrollan las demos-
traciones.

* En las teorias conjuntistas como la de Frege o
Zermelo, se emplean conjuntos, funciones con
la notacion propia de estos.

* Y en las presentaciones axiomaticas, caracte-
res o letras que representan los niimeros.
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Resumen

En la actualidad existen diferentes perspectivas para
la iniciacion al algebra escolar, entre ellas se desta-
can la perspectiva historica, de solucion de proble-
mas, la funcional, de modelacion y la de generali-
zacion (en cuanto a patrones numéricos y

geométricos, y de las leyes que gobiernan las rela-
ciones numéricas). El presente documento en in-
tenta plantear algunas reflexiones en torno a esta
ultima perspectiva, la de la generalizacion, en cuanto
a sus procesos de validacion. Estas reflexiones, se
convierten en un avance de la investigacion: “He-
rramientas para la validacion de una generaliza-
cidon matematica” realizada en el ITM. Medellin;
las cuales pueden ser de utilidad en el momento de
pensarse actividades para introducir el algebra en
la escuela bésica.

Introduccion

La generalizacion es un proceso al cual algunos
investigadores en Educacion Matematica han de-



dicado varios trabajos; Mason (1999,16) afirma que
la generalidad es la vida de las matematicas y que
el algebra es lenguaje con el que se expresa dicha
generalidad; Arzaquiel, (1993) hace una reflexion
sobre dicho proceso, los errores que se pueden pre-
sentar y sugiere cierto tipo de actividades para el
trabajo en el aula. Por otro lado Radford (1996)
llama la atencion sobre los procesos de validez en
el proceso de la generalizacion.

La generalizacion esta presente en muchos con-
textos, de esta forma, en muchas de las situa-
ciones de nuestro diario acontecer se presenta
haciendo referencia a eventos donde ‘“general-
mente ocurre que...”’ lo cual es interpretado
como “casi siempre...”. En el contexto de las
matematicas esta misma palabra exige el cum-
plimiento de la propiedad para todos los ele-
mentos de una coleccion determinada; para po-
der generalizar una verdad individual a todo un do-
minio, el elemento del dominio para el cual se co-
noce dicha verdad ha de ser un elemento cualquie-
ra que en nada especial se diferencia de los de-
mas. En el campo de la Educacion Matematica
este término se encuentra como un proceso que
involucra el reconocer en diferentes patrones
(aritméticos y geométricos) una serie relacio-
nes de variantes e invariantes entre los diferen-
tes terminos y un modo sucinto para expresarlo.

La generalizacion
como herramienta parala
introduccion al algebra escolar

Muchas veces en el aula de clase no se hace clari-
dad sobre el significado y las diferentes variables
que intervienen en el proceso de generalizacion; con
frecuencia se tiende a hacer limitaciones a este pro-
ceso, en palabras del grupo Azarquiel (1993, p 30):

generalizar no es s6lo pasar de una coleccion de
casos particulares a una propiedad comun, a una
expresion que las englobe ni tampoco es definir, a
partir de las propiedades de un objeto un campo de
objetos caracterizados por cumplirlas (por ejemplo
un cuadrilatero tiene dos diagonales, qué figuras
tiene solo dos diagonales?). también se generaliza
cuando se transfieren a situacion propiedades que
se cumplen en otras, y, en general cuando se am-
plia el &mbito de definicion de una ley.

Mason (1996) por su parte afirma:
La generalizacion es usualmente tomada como una actividad
inductivamente empirica en la cual uno acumula muchos ejemplos
y detecta el patrén. Pero la generalizacion mas poderosa es

usualmente bastante diferente. Hilbert (Courant, 1981) y Davydov
(1990) se refieren ambos al hecho de dominar un solo ejemplo
que, con un énfasis apropiado y la consecuente ignorancia de
rasgos especiales, sirve como un ejemplo genérico en el cual
puede ser leido lo general. Eso no es un rasgo distante de los
matematicos avanzados, pero puede ser experimentados en todos
los niveles.

La generalizacion como cualquier otro proceso su-
giere el desarrollo de una serie de habilidades que
dan sentido a dicho proceso y el algunos caso se
convierten en criterios para categorizar los distin-
tos razonamientos que en €l se pueden encontrar.
En este orden de ideas Mason (1999, p 17) sugiere
algunos aspectos que deben tenerse en cuenta en
proceso de la generalizacion, a saber: a) la vision
de laregularidad, la diferencia, la relacion (el ver),
b) su exposicion verbal (decir, expresar) y c) su
expresion escrita, de la manera mas precisa y su-
cinta posible (registrar).

‘ver’ hace relacion a la identificacion mental de un
patron o una relacion (ver un patron puede ocurrir
después de un periodo de tiempo trabajando con
un nimero de ejemplos particulares), y con fre-
cuencia esto cuando se logra la identificacion de
un algo comun, logro que va acompafiado de una
sensacion de regocijo. El ‘decir’, ya sea a uno mis-
mo o a alguien en particular, es un intento de arti-
cular, en palabras esto que se ha reconocido. ‘Re-
gistrar’ es hacer visible el lenguaje, lo cual requie-
re un movimiento hacia los simbolos y la comuni-
cacion escrita (incluyendo los dibujos).

La validacion: Unafase
en el proceso de generalizacion

En algunas oportunidades, el proceso de generali-
zacion en una situacion termina cuando los estu-
diantes registran lo que han observado en la mis-
ma; pocas veces se realiza un proceso de reflexion
con aquello que los estudiantes “ven, dicen y regis-
tran”. De este aspecto surgen entonces una serie
de interrogantes entre los cuales cabe destacar:
¢(Quién valida el resultado de una generalizacion?
(bajo qué criterios se valida en aprendizaje? ; Como
se establece la validez del conocimiento matemati-
co en la escuela?. En la mayoria de los casos en
las aulas de clase, se considera valido todo aquello
que resulta de aspectos como: la autoridad del do-
cente, la agilidad perceptual de los estudiantes, el
cumplimento para unos casos particulares de ex-
presion general, entre otros. Algunos investigado-
res se han preocupado por los procesos de valida-
cion en la generalizacion, asi por ejemplo Radford
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(1996) llama la atencion argumentando que desde
el punto de vista didactico es preciso tomar en cuen-
ta que la generalizacion depende de los objetos
matematicos que se estén generalizando y agrega
que la generalizacion no es una actividad libre de
contexto pues hay tipos de generalizaciones que
pueden ser todos muy diferentes. Es necesario
entonces dedicar tiempo a generar reflexiones en
torno a la naturaleza y validacion de los procesos
de generalizacion en patrones aritméticos y
geométricos'; aqui algunas de ellas:

La generalizacion en patrones geométricos pa-
rece tener unas caracteristicas particulares y
significativamente diferentes a la generalizacion en
patrones aritméticos. En primer lugar podemos ver
que en los patrones geométricos es posible identifi-
car una serie de “variables visuales” que en los
patrones aritméticos por naturaleza misma no exis-
ten. Algunas de estas variables son el agrupamien-
to y la distribucion...

Variable “Agrupamiento”: cuando se presenta a
los estudiantes una secuencia geométrica es impo-
sible predecir una tinica forma de asociar o agru-
par los diferentes unidades del patron; existen va-
riadas formas de asociar los elementos de un pa-
tron geométrico cada una de las cuales orientaria
en proceso de generalizacion a alcanzar determi-
nado tipo de expresion simbolica, este tipo de va-
riable se ilustra en el siguiente ejemplo:

Se tienen piscinas de forma hexagonal y se desea
cubrir su contorno con baldosas de igual forma
como se muestra en la siguiente figura.

aQe of0le o000
020 6700 00070
() o7e ove™ e
La siguiente tabla, recoge los primeros datos de
este patron:
n: Posicion

f(n): Nimero de baldosas hexagonales alrede-
dor de las piscinas

n 1 2 3
f(n) 6 10 14

Algunas de las diferentes formas de agrupamiento
pueden ser: para n=3

'Utiliz6 el término patrones aritméticos y geométricos en lugar de patrones aritmético-
geométricos porque considero que ambos tienen caracteristicas muy diferentes que pueden
quedar ocultas al mencionarlas como un solo tipo de patrén.

Esto Tlevaria a Ta expresion

6(n-1)+2n-2

@

{ J

A Esto conduciria a la expresion
)3_ z In +2

Este tipo de agrupamiento
sugiere la expresion
6n-2(n-

Esto sugiere para cualquier n,
la expresion: 2 (2n +1)

Es importante notar en este caso que todas las ex-
presiones obtenidas en las diferentes formas de
agrupacion resultan ser equivalentes; este hecho
parece ser lo suficientemente convincente para jus-
tificar este proceso de generalizacion, de hecho,
Azarquiel (1993, p 43) afirma que "el término ge-
neral de una serie de figuras se puede obtener
mediante varias expresiones pero que son
algebraicamente equivalentes. Precisamente esta
equivalencia es la que se puede colocar de mani-
fiesto y servir de demostracion en un cierto senti-
do, al construir distintas expresiones que describen
una misma realidad"*. La incertidumbre con res-
pecto a la validez en la expresion simbolica, parece
resuelto en este patron por medio de la "variable
agrupamiento". Sin embargo es preciso plantearse
la pregunta ;con cualquier tipo de agrupamientos
en la secuencia, se obtendra "siempre" expresio-
nes equivalentes? Una aproximacion parcial a esta
pregunta apuntaria a una respuesta positiva pues
aunque existen muchas mas expresiones que sa-

tisfacen algunos datos de la secuencia ( i.e.
n® —15n* +85n° —225n%+ 754n +120
120

diciones del problema para los primero cinco ca-

satisface las con-

sos particulares), sin embargo, segun Villa (2001)
dichas expresiones (polindmicas) tiene un grado
igual o superior al nimero de casos particulares en
los cuales se desean que coincidan, lo cual hace,
poco viable encontrar dichas expresiones por me-
dio de agrupamientos en los elementos de la se-
cuencia.

Variable "Distribucion' es comun encontrar di-
ferentes tipos de patrones que al tratar de
generalizarlos pueden llevar a una misma expre-

2En esta cita el subrayado lo he hecho para resaltar la idea de demostracion en relacion
con la de validacion



sion simbolica por ejemplo los dos siguientes patro-
nes pueden obedecer a la expresion n(n+1)
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En ambas sucesiones es posible observar que con
una reorganizacion de las piezas de una de las fi-
guras es posible obtener la otra, esta forma cual-
quier expresion general para una de ellas, es tam-
bién una expresion para la otra.

En la generalizacion de patrones aritméticos, se
colocan en juego una serie de habilidades con el
trabajo con numeros, asi por ejemplo, dada la su-
cesion de numeros 1, 3, 6, 10,.. es posible
que el estudiantes observe que "la secuencia
obtenida con las diferencias entre dos elemen-
tos consecutivos de la sucesion da como resul-
tado la sucesion de niuimeros naturales" o que
"las segundas diferencias entre dos elementos
consecutivos 'siempre’ es constante"”, pero, (son
estas observaciones hechos suficientes para ga-
rantizar la existencia de una Unica expresion gen-

eral?. En efecto, el estudiante puede que después

de algtin tiempo llegue a que la expresion rr+l)

representa estos términos de la sucesion y con esto

quede satisfecho. En este caso se hace referencia
a Radford (1996) cuando afirma que un procedi-
miento de generalizacion g nos lleva a una conclu-
sion o, comenzando por una secuencia de "hechos
observados", a,,a,,d;,...,a,. Podemos escribir
esto como: a,,a,,d;,...,a, = & (a, es derivada
de a,,a,,a,,...,a,.)

Los hechos a,,a,,a,,...,a,. son interpretados de
acuerdo a una cierta manera de pensamiento, de-
pendiendo del conocimiento y los propositos del
observador. Esta forma de pensamiento resulta de
la conceptualizacion de los objetos matematicos que
tiene el observador y las relaciones involucradas
en y entre los hechos a, , y lleva a una particular
forma de pensamiento matematico.

En los patrones aritméticos, al no existir formas
visuales que permitan una manipulacion de los ele-

mentos y que cada nuevo término aparece por un
proceso inductivo que depende de la experiencia
en el dominio numérico del estudiante, se encuen-
tran multiples expresiones simbolicas que satisfa-
cen los datos dados en el patron, de esta forma, la

secuencia: 1, 3, 6, 10,.. puede ser presentada

n(n+1) .
por ———; o por las expresiones
1, 28 . 322 , 1960 , 6769 , 11872 , 14328 5040
—n -t —n ——n t—n ——n t—n-—
25200 2520 2520 2520 2520 2520 2520 2520

y 1 » 628 o+ 67122 o 1595160 o+ 17282769 i

114065280 114065280 114065280 114065280 114065280
102074532 o 346342268 v 607413200 N 713456640 " 252000000
114065280 114065280 114065280 114065280 114065280

Ante la imposibilidad de encontrar una inica ex-
presion simbolica que represente una secuencia de
nameros el proceso validacion debe incluir las com-
petencias de los estudiantes para dar explicacio-
nes y argumentos de los procedimientos elabora-
dos, la justificacion de la seleccion de una estrate-
gia para abordar el problema, la comprobacion de
la expresion mediante la satisfaccion de datos del
patrén, y la presencia en los razonamientos de los
estudiantes de las algunas caracteristicas de las
generalizaciones matematicas como:

a) Todas incluyen, en forma explicita o implicita, el
cuantificador universal.

b) Poseen variables que estan definidas sobre do-
minios determinados. Estos dominios condicio-
nan el valor de verdad de la generalizacion

¢) Son susceptibles de asociarles un determinado
valor de verdad. Establecer y reconocer una
justificacion este valor de verdad se llama: "de-
mostrar la generalizacion".

d) Existen diversas formas y grados para estable-
cer el valor de verdad.

e) Son susceptibles de ser instanciadas escogien-
do valores especificos desde los dominios de las
variables.

f) Estan construidas usando los conceptos como
elementos basicos.

g) Existen dos categorias de competencias asocia-
das a cada generalizacion. De Tipo I que co-
rresponden a aquellas necesarias o requeridas
para poder instanciar adecuadamente la gene-
ralizacion y las de Tipo Il que corresponden a
las nuevas competencias provenientes de la
capacidad de usarla pertinente y exitosamente.
(Gonzalez en http://lemc.usach.cl/jt/
ponencia.doc)
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Conclusiones

La perspectiva de la generalizacion para la inicia-
cion al algebra es una "ruta"™ que tiene grandes
ventajas en cuanto al desarrollo de habilidades
algebraicas de los estudiantes, sin embargo como
afirma Radford (1996) La generalizacion como una
herramienta didactica no puede evitar el problema
de la validez y la validez es, en si misma, una idea
muy compleja. Esto no significa que la generaliza-
cion no pueda ser usada como un puente Util hacia
el algebra. Yo deseo senalar que el uso de la gene-
ralizacion supone que debemos estar preparados
para trabajar con esta herramienta (l6gica) adicio-
nal en el salon de clase.

La generalizacion de patrones aritméticos y
geométricos son de naturaleza diferente y como
tales es preciso que se tome conciencia dichas di-
ferencias a la hora de preparar actividades para el
aula pues en cualquiera de ellas se hacen presen-
tes una serie de variables que no necesariamente
hacen presencia en la otra. En la generalizacion de
patrones de caracter geométrico existe cierto gra-
do de certidumbre (sobre la validez) ofrecida por
algunas de las variables visuales que se pueden
practicar y al igual que en los patrones aritméticos
es necesario incluir las competencias de los estu-
diantes para dar explicaciones y argumentos de los
procedimientos elaborados, la justificacion de la
seleccion de una estrategia para abordar el proble-
ma, la comprobacion de la expresion mediante la
satisfaccion de datos del patron.

La imposibilidad de encontrar una tinica expresion
simbolica que generalice determinado tipo de pa-

SEste termino es utilizado a menudo por Mason en sus distintos escritos

tron aritmético sugiere que en el aula se incluyan
reflexiones sobre la variedad de las expresiones y
el contexto en el cual surgen.

La validacion, entendida como una fase que da al
proceso de generalizacion en el aula de clase cier-
to grado de certidumbre y seguridad frente a los
resultados obtenidos en el proceso, es una tarea
que extrapola la comin idea positivista de demos-
tracion-deduccion o la necesidad de encontrar una
respuesta Unica y correcta por parte del alumno
hacia el profesor. Es preciso recontextualizar o
redefinir el significado, dar un lugar al estudiante
para que el mismo haga parte del proceso de vali-
dacion, y establecer determinadas condiciones de
dicho proceso de tal manera que sea posible, reali-
zarlo y asi incluirlo como una fase dentro del gran
y maravilloso mundo de la generalizacion.
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Expresion racional de un
decimal infinito periodico
desde el pensamiento
numérico y variacional
haciendo uso de calculadora

Funpacion CoLeaio UIS,

JOSE LUIS MANTILLA RUIZ
BUCARAMANGA

El afio pasado en una clase con estudiantes de 7°
grado trabajabamos con la expresion racional de
decimales, hasta que uno de ellos plante6 una pre-

gunta muy interesante: ;y como se hace cuando el
decimal es infinito periddico? Inmediatamente pen-
sé en el método tradicional que aparece en los li-
bros, que hace uso de ecuaciones y que a mi modo
de ver se convierte en algo mecéanico e inapropia-
do para estudiantes de este nivel. De esta manera
me surgio el reto (problema) de pensar en un pro-
cedimiento novedoso y atractivo que apuntara al
desarrollo del pensamiento numérico y variacional
e hiciera uso de la tecnologia. Empecé volviendo a
leer en los lineamientos curriculares y en los
estandares los elementos teoricos de dichos pen-
samientos, hasta que pude concretar el método que
explico a continuacion:



