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EL CERO A MODO DE INTRODUCCION

Este ensayo es una edicion especial y en espanol del articulo aleman “Die Ges-
talt des, Nichts' in der Mathematik” (Reyes-Santander y Brandl, 2010). Su versién
original esta en aleman y su traduccion serfa la figura de la “nada” en matema-
tica y aparece como capitulo del libro Hacer nada? Pero iqué es hacer nada?
¢Qué es hacer nada en matematica? Vemos, primero que la figura de la ‘nada”
en matematica tiene relacion con los procesos de ensenar y aprender matema-
tica. La naday su simbolo esta presente en toda la vida del estudiante en clases
de matematica, aqui se presenta la nada como fuente de creacion matematica
y de razonamientos profundos, para ayudar a futuros docentes de diferentes
areas, a comprender que la nada puede llegar a generar existencia de concep-
tos e ideas, como un alimento para el pensamiento.

Comencemos con el cero desde un punto de vista histérico, sobre su naci-
miento y su uso. El sistema posicional mas antiguo y conocido en el mundo
occidental, es el que fue desarrollado por los babilonios (alrededor del 4000 a. C.).
En este sistema, una cifra por ejemplo la cifra 7, puede tomar diferentes valo-
res segun la posicién en la que se encuentra. Los mayas, los indios y los
chinos lograron el mismo descubrimiento, pero de forma independiente. Final-
mente, los arabes nos heredaron el simbolo “0” junto con los llamados ndme-
ros arabigos, los cuales son esencialmente similares a los nimeros indios.

Los indios utilizaron el cero de la misma manera que lo utilizamos nosotros
hoy en dia. En cambio, los mayas conocian el cero y lo ubicaban en la mitad
o al final de su representacion de simbolos, a pesar de esta forma de utilizar
el simbolo cero, los mayas podian hacer célculos simbélicos (Ifrah, 1998). En el
siglo 2 a. C. los babilonios atin no conocian el cero, segun la tabla de Uruks que
data de la primera dinastia babilonica (Ifrah, 1998, pp. 417-420). No es conocido
de manera exacta el momento en que el cero fue introducido en esta cultura.
Aunque se estima que podria ser luego de la caida del imperio seléucida (312-
63 a. C), donde se comienza a utilizar un simbolo diferente a los 59 ya existentes.

El concepto de “resultado cero” para esta cultura no era asociado al simbolo
y tampoco habia expresiones verbales escritas como ‘nada” para expresar que

* Libro, Nichts. Tun de Annemarie Niklas (2010). Editorial Wiirzburg: Kénigshausen & Neumann. 87-106.
ISBN: 3826043774-10, 87-106. Se ha decidido no dejar el mismo titulo, ya que la traduccion no es palabra
a palabra, mas bien se ha tratado con el significado que provocan las palabras al lector.
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el resultado obtenido era cero, como se muestra en la siguiente cita de Ifrah
(1998, pp. 423):

En un texto de Susa [..] el escribano concluye la sustraccion de 20 menos 20 de la

siguiente manera [..]:

20 menos 20 ... tu ya sabes.

En otro problema [..] pone en lugar del cero como resultado [..], simplemente:

El trigo se acabo.

Los indios expresaban, hace ya 1,500 afos, con la palabra sanscrita “$tinya” no
tan solo el numero cero, sino que también el concepto de “el vacio”. La traduccion
de esta palabra al drabe es “Sift’, a partir de esta traduccién se deduce nuestra
palabra “cifra’. Ademas, Stinya significa en latin “zephirum” o “zephiro’, de donde
provienen las palabras en inglés “zero”, del francés “zéro" y del espanol “cero”.
Entonces, se deberia agradecer y reconocer a los indios el descubrimiento y uso
del cero en sus tres areas (Guedj, 1997) relativo al sistema posicional, como
numero y como cantidad del conjunto vacio.

El matematico arabe-persa Muhammad ibn Musa al-Khwarismi (ca. 780 -
ca. 850) escribe sobre la utilizacion del cero, por los drabes, para el concepto de
nada, este era representado por medio de un simbolo parecido a letra mintscu-
la “0". Este simbolo fue utilizado como “cero” casi en todas partes de la India, en
el norte y en el sur de la India, como también en el sur de Asia.

Recién en el siglo XII, fue introducido el cero en Europa y de alli para el
occidente. Antes de este tiempo y con el uso del dbaco, el cero no era necesario
(Guedj, 1997, p. 532). En la tercera mitad del medioevo, se reemplazo el uso del
abaco por medio de los calculos simbolicos. Con la “caida” del abaco nace una
nueva forma de la aritmética, segun algunos mas elegante y eficiente. Esta
nueva forma de hacer calculos se deriva directamente de los procesos de cal-
culo de los indios y de los arabes, se le dio el nombre de ‘Algorismus” (hoy en
dia “Algoritmos”), por Al-Khwarismi uno de los primeros en ensefnar estos proce-
sos de calculos a otras personas.

La importancia del simbolo cero en el mundo moderno es indiscutible, se
puede encontrar en cada texto escolary en cada texto universitario relacionado
con matematica o disciplinas afines, aunque, por mucho tiempo, su existencia
no era completamente comprensible. Es recompensable y para muchos necesa-
rio, observar mas precisamente este concepto de “‘nada” o de “cero” desde dife-
rentes perspectivas.
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NEUTRALIDAD

Una de las caracteristicas del cero es que tiene un comportamiento que se
muestra en relacion con otros numeros y bajo alguna de las operaciones arit-
méticas. En el caso de la adicion, el cero es tratado como “neutro’, es decir un
objeto que se comporta de manera neutral frente al resto, es imparcial, no
aumenta ni disminuye al objeto con el cual esta siendo relacionado.

En matematica, se dice que un elemento se llama neutro si al ser operado
con otro elemento, este conserva su valor. Cuando se hace la operacion con el
neutro, no hay cambio. Ahora, si se considera la multiplicacion, podemos observar
que el cero no se comporta de manera neutral, sino que mas bien se comporta
como un anulador de numeros y que transforma todos los numeros en nada.

En el caso del conjunto de los movimientos isométricos, traslaciones, rota-
ciones y reflexiones de una figura bidimensional o tridimensional, el elemento
neutro seria una doble reflexion, una rotacion en 0° (multiplos de 360°) o bien
la ausencia de movimiento. En este caso, el cero es una encarnacion de lo
estatico: nada se mueve, todo se mantiene o todo vuelve a su estado inicial. En
el caso de los multiplos de 360°, la figura vuelve al estado inicial unay otra vez,
con esto se tiene una clase de movimientos que corresponde a la rotacion en
0°. Lo estatico es una nocion ciclica donde la neutralidad se repite.

Otro aspecto de la neutralidad del cero, donde el objeto matematico no
cambia y el cero se comporta neutralmente, se tiene al observar el nimero
008765. En este caso, se puede ver inmediatamente que el cero no afecta en
nada, se comporta neutralmente o bien que no “sirve para nada’. La expresion
‘eres mds inutil que un cero a la izquierda’, indica que poner un cero a la
izquierda no sirve para nada. El uso del cero a la izquierda no cambia el valor
del numero ya que en el sistema posicional se estd poniendo una cifra que
corresponde a la ausencia de una cantidad. En el caso de una cuenta bancaria,
se tiene la vision de codigo numérico y no indican en este caso una cantidad.

Si se ubican algunos ceros en el lado derecho de un nuimero, en nuestro
caso 876500, entonces se aumenta en multiplos de 10, 100, 1000, etc, el valor
del numero. Tenemos todo lo contrario a un comportamiento neutral del cero,
la cantidad se potencia en multiplos de diez. Es nuestro sistema decimal y la
notacion en este sistema, permite hacer una diferencia en relacion a un com-
portamiento neutral del cero a la derecha o a la izquierda, es la convencion que
se tiene para representar nimeros y leerlos.
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Los significados de neutralidad del cero que hemos visto en esta seccion tienen
caracteristicas completamente diferentes. Por un lado, ser elemento neutro dentro
de una estructura algebraica y por otro lado en la forma de escribir un numero
dentro del sistema decimal. El elemento neutro es clave dentro de la definicion de
un ‘Grupo”y dentro de esta misma definicion se puede diferenciar en estructuras
algebraicas con conjuntos numeéricos o bien con conjuntos de movimientos.

LAS TRES ETAPAS DE DESARROLLO DEL CERO

El cero es conceptualmente diferente al resto de las cifras 1, 2, 3, .., 9 de nuestro
sistema decimal. Como ya lo mencionaba el matematico Pierre Laplace,* “el cero
es una idea tan sencilla, que su propia simplicidad es la razon por la cual no
somos lo suficientemente conscientes de la admiracion que se merece’.

El cero ha recorrido un largo camino para llegar al significado que le damos
hoy en dia y debid pasar por una evolucion en forma de tres estadios: en el
primer estadio es funcional, en el segundo estadio es un digito y en el tercer
estadio es un numero. En su primer estadio el cero es utilizado como simbolo y
no como numero (Guedj, 1997), es utilizado de manera funcional para expresar
que la cantidad que se encuentra a la izquierda de este ha sido aumentada en
10. Esto significa que la expresion 20 se entendia como diez veces dos, cada
vez que se agregaba este simbolo el valor era multiplicado por diez. En este
caso, el cero se utilizaba como un simbolo para expresar un proceso multiplica-
tivo en decenas, centenas, miles, etc.

En el segundo estadio el cero es tratado como un digito (del inglés: digit) o
como una cifra mas de las nueve que ya existian, evoluciono junto con el con-
teo de los dedos de la mano y su desarrollo termina con el sistema decimal. Al
contar los diez dedos de la mano, se obtiene 10, al contar dos veces los dedos
de las manos se tiene 2 veces 10 que es 20, etc. Esta forma de contar y de
expresar las cantidades, de diez en diez, es la base de nuestro sistema decimal,
donde el cero es considerado un digito mas.

Visualmente hablando se puede comparar este proceso con la idea de “pen-
sar en paquetes’, donde cada paquete de diez es una unidad de medida. En el
caso del numero 564, se tienen 5 paquetes de 100 (10 veces 10), 6 paquetes de

 Pierre-Simon Marques de Laplace (1749-1827) matematico, fisico y astronomo francés, trabajo en
problemas de ecuaciones diferenciales y de la teoria del juego y probabilidades.

294 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 33, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2021



La “nada” como fuente y existencia en educacion matematica

10 y 4 dedos, en nuestra notacion actual seria: 5-10-10+6-10 +4 =5-100 +
6-10+4 =564

El cero como digito, no tiene un recorrido tan facil, hoy en dia nos parece
natural y completamente comprensible. Esto es, porque el sistema decimal no
fue el unico sistema utilizado en Europa. Al inicio del siglo XIX, habia diferentes
sistemas en uso, uno de ellos, que aun conservamos es el sistema duodecimal
(paquetes de 12) de los ingleses. Este sistema duodecimal tiene su origen en el
conteo de los dobleces de los dedos sin considerar el dedo pulgar y hasta hoy
en dia se conserva este sistema en la unidad de medida “pulgada” (doce partes
de un pie), en el antes utilizado “chelin” britanico, que tenia el valor de doce
‘peniques” y en otros paises la utilizada “docena’, que se refleja en los paquetes
de doce (doce huevos, doce platos, doce botellas).

Otro de los sistemas posicionales utilizados hasta el dia de hoy y que tienen su
base en la cultura babildnica, es el sistema sexagesimal, con 60 unidades y para
cada unidad 60 simbolos diferentes. Segun este sistema se organizo la medida para
el tiempo, segun hora, minutos y segundos. También, se utiliza para el conteo de
puntos en el tenis. Como este sistema tenia tantos simbolos era mas complicado
hacer calculos, por eso la transicion de este sistema al sistema decimal fue mejor
recibida por el mundo entero.

Los mayas, los aztecas, los celtas y los franceses usaron el sistema vigesimal
en diferentes épocas de la historia. Esto se basa en el uso de 10 dedos de la
mano y 10 dedos del pie, por lo que se cuenta en incrementos de 20 unidades.
Se tienen 20 simbolos para anotar y para hacer calculos con ellos. Un ejemplo
de la actualidad de este uso vigesimal se puede encontrar en la palabra fran-
cesa quatre-vingt que significa cuatro veces veinte y en el nombre que recibe
el numero ochenta.

A principios del siglo XX se celebraron reuniones en la ciudad de Paris, para
unificar los diferentes sistemas de numeracion que se utilizaban, tanto en el co-
mercio, como en el dia a dia en Francia. Dada la simplicidad del sistema decimal
y su predominancia en el comercio, se decidid que este sistema de numeracion
seria el utilizado en las cuentas y anotaciones comerciales nacionales?

En el tercer estadio del cero, el enfoque fue llevado hasta como se conoce
hoy en dia: el cero como numero. Finalmente, cuando preguntamos: icuanto es

> Para superar las diferencias locales, especialmente en las medidas de longitud y peso, comenzando
en Francia (1791, 29 de noviembre de 1800), se introdujo el sistema métrico, basado en el “‘metro original’
creado para este sistema meétrico. El ejemplo francés fue sequido gradualmente por muchos otros estados.
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dos menos dos? Se puede responder cero, sin tener problemas frente a la pala-
bra “cuanto” y confirmando que esta expresion, en ultima instancia, conforma el
significado de numero.

Cero es un numero y representa una cantidad inexistente o el vacio de un
conjunto o nada de elementos. El cero es considerado en el sistema de axiomas
de Peano/® para los numeros naturales (Kaiser y Nobauer, 2002, pp. 133-216):

i. 0esun numero natural.
i.  El ndmero que sigue a un numero natural es un numero natural.
iii. ~ Dos nuimeros naturales diferentes no pueden tener un mismo sucesor.
iv. 0 no es el sucesor de ningun numero natural.
v. Si el cero tiene una caracteristica y otro nimero natural también Ia
tiene entonces todos los numeros naturales tienen esta caracteristica.

Contar desde el cero era una practica comun en la era maya, el primer dia del
mes estaba representado por el simbolo cero y su dios asociado Zotz, el segun-
do dia del mes estaba asociado por el numero 1, etc. En muchos casos, cuando
se habla de los numeros y cifras, se pone en primer lugar el cero y se termina
en el nueve, contando estas cifras se tiene que el primer numero natural es el
cero (Ifrah, 1998). Con esto el cero es considerado como el primer niimero natu-
ral. Sin embargo, muchos matematicos no consideran el cero como un nimero
natural, y solo lo permiten como un elemento del conjunto de los numeros
enteros, donde se introduce y se usa en forma estructural.

LA POTENCIA DEL CERO

Muchas definiciones matematicas parecen increibles, por ejemplo, qué puede
ser mas increible cuando se dice: icada numero elevado a cero es igual a 1! Es
mucho mas creible y claro, cuando se explica que un nimero elevado a Ia tres,
en simbolo a3 es una abreviatura para la expresion “a por a por a’ o en simbo-
los a3=aXaxXa. Pero icualquier nimero elevado a cero es igual a 1? De hecho,
esta es una regla que todos los matematicos han acordado: “se define que a®=1".

b Giuseppe Peano (1858-1932) matematico italiano que abarcé la logica y la axiomatica de los ntime-
ros naturales.
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Si no fuera asi, todo el constructo matematico relacionado con las potencias se
derrumbarfa.

Las potencias como a" son una abreviatura para una cantidad n de factores
del mismo nUmero “a". Hay un numero que es denominado ‘base’, que es el
namero que se repite, y hay otro nimero, denominado “exponente’, que aparece
un poco mas pequeno en la parte superior derecha e indica el numero de repe-
ticiones que aparece “a" en la multiplicacion. La base es un numero que si se
eleva a cero no deberia anularse o convertirse en cero.

Considere la siguiente propiedad, que se ensefa a nivel escolar, sobre poten-
cias: un numero “a” elevado a “n” multiplicado con el mismo niimero elevado a
‘m” es igual a el mismo niimero “a” elevado a ‘n + m’, en simbolos: a™ -a™=a™*™.
Esta propiedad es utilizada para explicar por qué un numero elevado a la cero
debe ser 1, ya que si consideramos en esta propiedad el valor m = 0, se puede
ver qué a®=1y que el producto a™-1 es igual a “a™. Ademas, se tiene que a™*°=
a", porque el cero es el neutro de la adicion, esto esta lejos de ser una demos-
tracion del porqué un niimero elevado a cero es igual a 1.

Para explicar la propiedad a®=1 para cualquier numero “a’, se necesita una
nocion informal de lo que es una funcién continua.” Consideremos la base ' y
diferentes exponentes. El niimero que se obtiene cuando se eleva ' a un néime-
ro positivo muy grande es un nimero positivo muy pequeno. En cambio, si > se
eleva a un numero negativo (muy pequeno) como exponente, se obtiene un
numero positivo muy grande.®

Si consideramos una base constante y valores reales variables para el expo-
nente, se escribe simbolicamente lo anterior como la funcion f(x)=(1/2)* x€R.
Se sustituyen valores para x que estan muy cercanos al cero como, por ejemplo
-0,001 y 0,001, asi se obtiene en el primer caso el valor de 1.0007 y en el segun-
do caso 0.99931. En ambos casos o mejor dicho desde la izquierda y desde la
derecha el valor se aproxima al numero 1. Como se trata de una funcion conti-
nua, no hay saltos y se tiene que debe existir un determinado valor para x tal,
que el valor de la funcion sea 1.

Esto ocurre exactamente en el momento en que el exponente es igual a cero
(x=0). Cuando se hace la grafica de la funcion f(x)=(1/2)* x€R se obtiene

7 Una funcién se llama continua, si los pequerios cambios del argumento conducen a cambios dimi-
nutos en el valor de la funcion. Esto significa en particular que no ocurren saltos en los valores de la funcion.

8 Aqui es necesario utilizar otra propiedad que se aprende a nivel escolar, que dice: (1/a)™=a"a+0,
en nuestro ejemplo (1/2)™=2" Para n=100 se tiene que (1/2)1°°=2% entonces este es ndimero posi-
tivo muy grande.
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la figura 1, donde se puede observar la relacion entre la funcion continua y la
proposicion: todo numero elevado a la cero es igual a uno. En particular,
elevado a la cero debe serigual a 1.

Figura 1. Gréfico de la funcion f(x)=(1/2)*,x €R.

El caso en que el cero sea la base, es esencialmente mas complicado: ées cero
elevado a cero igual a 1 o es igual a cero? O bien se obtiene algo completa-
mente diferente.

Hasta el inicio del siglo XIX muchos matematicos ponian simplemente 0°=1,
sin preguntarse si esta expresion tenia sentido o precision matematica. Cauchy’
fue el primero en listar las expresiones indeterminadas como 0°y 0/0. Hubo dos
intentos, sin éxito, de considerar cero elevado a la cero como 1. En 1833, se
presentd un documento con pocos argumentos convincentes sobre cero eleva-
do a la cero igual a uno. Luego de esto, los trabajos presentados consideraban
mucho de la teoria desarrollada por el matematico Pfaff!® donde era utilizado
el valor del limite para probar que 0°=1, estos trabajos fueron rapidamente
refutados con un contraejemplo.

° Augustin Louis Cauchy (1789-1857) matematico francés. Sus casi 800 publicaciones completan en
general, la gama de areas de la matematica de ese momento.

10 Johann Friedrich Pfaff (1765 - 1825) matematico aleman que se ocupd por sobretodo del analisis y
de las ecuaciones diferenciales parciales.
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El sequndo caso, el informatico Knuth!! se refirié a esta controversia en la
revista American Mathematical Monthly de 1992 y rechazé firmemente la con-
clusion de que cero elevado a cero era indefinido. Si no se puede suponer que
0%=1, muchos teoremas matematicos requieren un tratamiento especial para el
caso 0%y como informético era necesario tomar una posicion. Sin embargo, la
mayoria de los matematicos (a diferencia de los cientificos informaticos) prefie-
ren la declaracion de Cauchy que 0° es una expresion indefinida.

EL SISTEMA BINARIO (SIN COMPUTADORES SIN EL CERO)

Sin darnos cuenta, la mayoria de nuestra vida moderna se basa en un sistema
binario, un ejemplo lo tenemos cada vez que se elige entre “si" 0 ‘no”. Aunque
los humanos a menudo usan la tercera opcion, “tal vez’, una computadora solo
distingue entre los dos estados “fluye” y “no fluye’, representados por los nume-
ros 1y 0. El sistema binario matematico utiliza solo los digitos 0 y 1, es el siste-
ma con mas importancia y el mas simple posible (Guedj, 1997).

Este sistema posicional es a la vez el mas antiguo y el mas moderno, que
sigue siendo utilizado. La version mas antigua que es conocida, proviene de las
islas del estrecho de Torres, entre Australia y Papa Nueva Guinea. Sus habitan-
tes usan un método de conteo llamado “urapunokosa” caracterizado por el uso
de dos numeros:

1 = urapun

2 = okosa

3 = okosa-urapun

4 = okosa-okosa

5 = okosa-okosa-urapun

6 = okosa-okosa-okosa

.. etcétera. (Guedj, 1997, p. 59).

' Donald Ervin Knuth, informatico norteamericano, profesor emérito de la Universidad de Stanford y el
fundador del sistema TeX.
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En el ano 1703, el filosofo y matematico aleman Gottfried Willhelm Leibniz*? dijo
que prefiere el sistema binario al sistema decimal, indica que es suficiente para
la ciencia de los numeros. Solo utiliza los digitos 0 y 1y para llegar al nimero
dos, uno se mueve un lugar hacia la izquierda y comienza una nueva columna,
es decir, en lugar de 2, se escribe 1 0 y en lugar de dos por dos, es decir 4, se
escribe 1 0 0; analégicamente se obtiene que dos veces dos veces dos, es decir
8, el numero binario 1 0 0 0. Las posiciones del sistema binario, pensando en
moverse de dos veces dos, estan definidas por potencias de dos. El niimero 3
en el sistema binario se representa por 1 1, lo que resulta de 1x2+1x2°=3. El
numero 5 se escribe entonces 5 =4 + 1 o igual a 1x2240x2°=5, luego se
representa por 1 0 1 en el sistema binario. Siguiendo este modelo todos los
numeros naturales pueden ser representados con 0y 1.

La longitud de la notacion binaria esta en desventaja con la notacion decimal
y representa un inconveniente para las personas. Para representar los dos digitos
en el numero decimal 69 en binario, se necesitan siete posiciones: 100010 1.

EL CONJUNTO VACIiO

Una definicion clasica de conjunto es que este representa una combinacion de
ciertos objetos distinguibles dentro de un todo; los objetos se llaman elementos
del conjunto y el todo se denomina universo. En este sentido, también se puede
definir un “conjunto falso” que no contiene ningun elemento u objeto. Este
conjunto se denomina conjunto vacio y se utiliza el simbolo “@" para denomi-
narlo. Para indicar la cantidad de elementos de este conjunto se utiliza el cero.

Lo mas interesante de esta definicion, es que el conjunto vacio esta conte-
nido en cualquier otro conjunto de objetos. Supongamos que el conjunto vacio
no es un subconjunto de un conjunto arbitrario A, en notacion simbdlica @S A.
Esto significa que hay al menos un elemento del conjunto vacio que no esta en
el conjunto A lo cual es imposible porque el conjunto vacio no tiene ningun
elemento. Asi, la afirmacion: el conjunto vacio es subconjunto de cualquier

12 Gottfried Wilhelm Leibniz (21.06.1646-14.11.1716), matematico, filésofo, diplomatico, historiador y
consultor politico aleman del movimiento Lumieres. Es considerado como un alma universal de su tiempo
y uno de los mas importantes filésofos de los siglos 17y principios del siglo 18, como también uno de los
grandes pensadores del movimiento Lumieres.
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conjunto A, en simbolos @CA, debe ser correcta para todos los conjuntos. Esto
quiere decir que la nada esta contenida en todas partes.

Otra definicion del conjunto vacio es: un objeto es un elemento del conjunto
vacio, solo si este es diferente de él mismo. En notacion matematica @={x€U /x#x},
donde U es el conjunto universal para el cual la proposicion x#x es verdadera,
como no existen tales elementos, el conjunto @ esta vacio, sin elementos.

Aqui, podemos establecer una primera relacion entre el infinito y el conjun-
to vacio. El cuarto axioma de Zermelo'® permite relacionar los conjuntos poten-
cia'* del conjunto vacio con los numeros naturales. Se puede formar un
conjunto potencia, realizando de manera sucesiva potencias del conjunto vacio
@. El primer paso es P(@)={®} en el siguiente paso se forma el conjunto
potencia del conjunto vacio, es decir, el conjunto vacio y el conjunto completo
P(P(®);={Q), {0}}. Para la segunda iteracion, se tiene: P(P(P(9)))={®, {0},
{Q), {@}}4, notar que hay intersecciones que son vacias o el mismo conjunto.

Si se contintia haciendo las potencias del conjunto vacio, se obtiene la suce-
sion denominada por Zermelo Z,= {(D,{(D},{(D,{(D}},{(D,{(D},{(D,{(D}}}),...}. Conside-
rando el cardinal del conjunto @ igual cero, {@} como 1y {Q), {@}} como 2, elc,
se obtienen todos los nimeros naturales (Ebbinghaus, 2007). Obtenemos que
iel cardinal del conjunto vacio permanece siempre igual a cero y el cardinal del
conjunto Z, de Zermelos es infinito! Es decir, a partir del conjunto vacio y sus
potencias, se puede formar “desde la nada o sin nada” un nuevo conjunto que
tiene infinitos elementos.

¢HASTA DONDE NOS LLEVA EL CERO?

En muchos paises, se ensena a resolver ecuaciones de segundo grado, una
manera de ensenar es utilizando una férmula que debe ser conocida y aplicada
para encontrar las soluciones (cuando las hay). En el sur de Alemania, esta
formula tiene incluso una expresion conocida como ‘Mitternachtsformel”, que
en espanol seria ‘la formula de medianoche’. Esta expresion indica que los
estudiantes deben poder recitarla, incluso si el profesor llama a medianoche.

13 Emnst Zermelo (1871-1953) fue un matematico aleman. Fundador de la axiomética de la teoria de
conjuntos con los denominados, hoy en dia como Axiomas de Zermelo, entre los anos 1907/08.

1 El conjunto de todos los subconjuntos de un conjunto M dado, se llama conjunto potencia de My
se denota por P(M). Ejemplo: M = {1, 2, 3], entonces P(M) = (@, 1, 2, 3, (1, 2}, {1, 3}, (2 3], {1, 2, 3]].
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¢Cudl es la expresion matematica para esta formula ominosamente impor-

tante? Aqui esta:
—b b’ —4ac

2a

Xyjp =

Por medio de la sustitucion de los valores correspondientes se obtienen las dos
soluciones x; y x, de una ecuacion de segundo grado de la forma:

ax*+bx+c=0
Las soluciones obtenidas por la férmula, son los valores de x para los que esta
expresion resulta cero. De hecho, no hay una formula comparable para solucio-
nar ecuaciones de primer o quinto grado. Si uno fuera a buscar la solucién de
la ecuacion:

2x%+x—3=7

lo primero que se debe hacer es igualar a cero, para esto se debe restar 7 en
ambos lados de la ecuacion, obteniendo:

2x*+x—10=0
Evaluando para los valores a, by ¢, se obtiene que las dos soluciones son:

—1iv1+80_ -1+9
4 4
x1=2;X2=—2,5

X12 =

Los valores x,=2 vy x,=—2,5 se llaman los ceros de la funcién cuadratica
f(x)=2x°4+x—10. De manera ilustrativa en la figura 2, estas soluciones denotan
los lugares donde el grafico de esta funcion se intersecta con el eje X.
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Figura 2. Grafico de la funcion f(x)=2x?+x—10.

Es facil visualizar que las funciones cuadraticas (llamadas parabolas) pueden
tener como maximo dos ceros, un cero doble o ningun cero. Si el vértice de una
parabola abierta hacia arriba tiene su vértice debajo del eje X entonces hay dos
ceros diferentes, si el vértice esta justo sobre el eje X, entonces hay un cero doble,
y si el vértice estd por encima (debajo) del eje X, entonces no hay ceros para
esta funcion. Esto se aplica en general a la grafica en el sistema de coordenadas
de todas las funciones polinomiales de grado n (donde x™ es la mayor poten-
cia de x) donde la grafica se intersecta a lo mas n veces con el eje X.

No se puede estar completamente satisfecho, con el hecho de que no hay
un cero cuando el vértice de la parabola se encuentra sobre (debajo) el eje X.
Si'la funcion es x%+1, el vértice estd encima del eje X'y asi no hay ceros de la
funcion. Se puede insistir matematicamente y afirmar que uno no tiene los
numeros apropiados para describir estas soluciones. Este fue el caso de Descar-
tes,’> Euler'® y Gauss!” que encontraron en los siglos XVII y XVIII ciertos nimeros
que permitian determinar ceros de todas las funciones polinomiales y los llama-
ron numeros ‘imaginarios” o “‘complejos”.

15 René Descartes, en latin Renatus Cartesius (31.03.1596-11.02.1650), filosofo, matematico y cientifico
francés. Trabajo en la relacion entre algebra y geometria (geometria analitica).

16 Leonhard Euler, en latin Leonhardus Eulerus (15.04.1707-18.09.1783), fisico y matematico suizo. Es
uno de los matematicos mas importantes por sus trabajos en el area del analisis y de la teoria de nimeros.

7 Johann Carl Friedrich GauB, en latin Carolus Fridericus Gauss (30.04.1777-23.02.1855), matematico,
astronomo, fisico y técnico ingeniero aleman. Por sus trabajos en matematica es considerado, ya en vida,
como el principe de la matematica.
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En este nuevo mundo de néimeros la funcion x241 tiene dos ceros: +i y i,
ambos numeros representan a la raiz de -1. iEstos numeros son realmente ima-
ginarios! Leibniz incluso creyd que el numero i era una mezcla de sery no ser,
y comparo el numero i con el Espiritu Santo debido a su existencia etérea.

Una de las proposiciones mas importantes de la matematica, se basa en este
conjunto de numeros imaginarios, el teorema fundamental del 4lgebra, demostrado
por Gauss en 1799: cada polinomio de grado n siempre tiene exactamente n ceros
complejos. El hecho de que estas soluciones sean a veces puramente imaginarias
es solo un aspecto caprichoso del cero.

LA DIVISION PROHIBIDA

Si se intenta dividir cualquier numero por cero con una calculadora aparece en
la pantalla un simbolo de erros. El sistema de algebra computacional MAPLE
proporciona la respuesta “error, excepcion numérica: division por cero” y una
adaptacion de software de una calculadora de bolsillo muestra el mensaje “no
se puede dividir por cero’, pero, épor qué no?

El matematico indio Bhaskara indica (Kaplan, 2003, p. 85):

Un numero dividido por cero se convierte en una fraccion cuyo denominador es
cero. Esta fraccion se identifica con el conjunto infinito. En este conjunto, que con-
siste en tener al cero como su divisor, no hay cambio, aunque se pueden agregar o
restar muchos numeros; al igual como no hay cambio en el Dios infinito e inmuta-
ble, cuando los mundos son creados o destruidos, aparecen o desaparecen nume-
rosas ordenes de seres.!s

o , a . ) , L ,
Si miramos el simbolo 6 donde “a" es cualquier numero, seria valido, segun

- a . ,
Bhaskara que n =o0. (ks esto realmente asi?

¥ “Eine Menge geteilt durch null wird zu einem Bruch, dessen Nenner null ist Dieser Bruch wird als
unendliche Menge bezeichnet In dieser Menge, die aus der besteht, die null als ihren Teiler hat, gibt es
keine Anderung, obwohl viele hinzugefiigt oder abgezogen werden kénnen; so, wie sich im unendlichen
und unveranderlichen Gott kein Wandel vollzieht, wenn Welten geschaffen oder zerstort werden, auch wenn
dadurch zahlreiche Ordnungen von Wesen erscheinen oder verschwinden”.
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Elijamos 1concre‘[amen‘[e para ‘a" el numero 1 y consideremos la funcion

f:R->Rx— =, atodo nimero real x le asigna su inverso multiplicativo (0 no tiene
X

inverso multiplicativo). Entonces los valores de f(x) son cada vez mas grandes para

valores siempre mas pequerios de x: 1 _,, L 100, LI 1000, etcétera.
0.1 0,01 0,001

El problema para esta historia es que en este proceso no estamos realmen-
te dividiendo por cero, nos estamos aproximado a dividir por cero. En otras
palabras, si permitimos que x llegue a cero, entonces el limite de la funcion es
infinito, en notacion simbolica: 111%1200 (‘lim" es la abreviatura para la palabra

x>0 x
‘Limes’, del latin “limite”).

En el siglo IX, los indios descubrieron que un niimero multiplicado por cero
da cero, esto recuerda a la frase, muy citada y criticada, de Martin Heidegger, “Ia
nada nihiliza” o bien “la nada destruye’. En consecuencia, si tenemos 5-0=0y
13-:0=0 ambos dan el mismo resultado cero, Ahora, si la division por cero
estuviera permitida, entonces obtienes 5%00=%. En la escuela, al calcular con
fracciones, aprendes que puedes simplificar factores iguales. Simplificamos los
ceros y obtenemos que 5=13. Esta es una contradiccion obvia, por lo que
debemos concluir que no se permite dividir por cero.

El simbolo o ho tiene ningun significado. Lo que se podria haber aclarado
también con decir que no se puede hacer el proceso de dividir una cantidad
entre otra cantidad, donde no hay cantidad para dividir.

EL CALCULO INFINITESIMAL Y LA INCLINACION DE UN PUNTO

Un gran tema de la matematica es la llamada “discusion de la curva’, donde las
funciones se examinan por sus propiedades, se calculan los ceros y se grafica
la funcion en un sistema de coordenadas. Para resolver problemas de modela-
Cion, es necesario conocer a cabalidad la funcién y hacer una discusion basada
en el calculo infinitesimal y la derivada.

La discusiéon de la curva se agota en las transformaciones algebraicas y
tiene una interpretacion geomeétrica visual, que fue el punto de partida histérico
de la derivada. La pregunta que histéricamente se quiere responder es: icomo
determinar el tipo de tangente a una curva en un punto particular?
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Para determinar la ecuacion de esta recta tangente es necesario encontrar la
, . . ) A
pendiente m, ver figura 3. La pendiente se calcula a través del cociente m :A—y,
X
entre la “diferencia de la altura” Ay y la “diferencia del segmento horizontal”
Ax entre dos puntos P,y P, que estan sobre la curva.

P

Ay
P

AX

Figura 3. Curva y busqueda de la recta tangente a P1.

Como se muestra en la figura 3, tenemos una mala aproximacion para la incli-
nacion de la tangente que pasa por el punto P,, para obtener una mejor apro-
ximacion, se debe acercar el punto P, hacia el punto P,, esto significa reducir
la distancia entre los puntos a cero.

La pendiente en un punto seria {;, pero ya sabemos que esta expresion no
tiene significado o bien, que puede ser cualquier numero. Una vez mas, el cero
nos da un nuevo acertijo, que tiene respuesta, ya que obviamente se puede
encontrar la pendiente de la tangente en cada punto de la curva.

La solucion la encontraron de forma independiente Isaac Newton'® y Gottfried
Leibniz. Newton utilizo un truco ingenioso como remedio contra la division prohibi-
da: agreg6 a x un cambio (infinitesimalmente pequeno) o-Ax, donde la magnitud
o describe un periodo de tiempo ominoso casi igual a cero, pero no del todo igual
a cero. Notar la similitud del simbolo con la forma de escribir cero de los arabes.

19 Sir Isaac Newton (04.01.1643-31.03.1727 nuevo calendario), matematico, astrdnomo, tedlogo, autor y
fisico inglés, llamado también un “filosofo naturalista’. Reconocido como una de las personas que mas
influenciaron la revolucion cientifica. Su libro Principios matemadticos de la filosofia natural es la fundacion
de la mecdnica clésica.
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Al final de los calculos, esta magnitud quedaba fuera, por lo que nunca se
necesita saber su valor exacto. En lugar de ver % observaba % y simplificaba

o cuando era 0necesario. Basicamente, Newton no habia solucionado realmente
el problema 0 especialmente porque su magnitud o tenfa un caracter muy

extrano. Newton mismo decia que era muy desagradable, a veces el simbolo se
comportaba como un cero y otras veces como un numero cualquiera diferente
a cero.

Seife (2002, p. 137) escribe al respecto:

De cierta manera, fueron esas infinitesimales magnitudes infinitamente pequenas,
mas pequenas que cada numero positivo que uno podria haber considerado, pero
fueron de cierta manera mas grande que cero. Para los matematicos de ese tiempo,
esto era una idea irrisoria. Las magnitudes infinitesimales en sus ecuaciones eran
embarazosas para Newton, y las barrio bajo la alfombra lo mas pronto que pudo.?’

Lo contradictorio de esta historia, es que a pesar de todas las deficiencias, este
procedimiento funcionaba. Fue Leibniz, quien tomo la ‘maldicion” de los tamanos
infinitesimales, escribié con sus propios simbolos dy y dx, y los consideré como
‘numeros’ realmente existentes en matematica. Sin embargo, él no pudo solu-

. B , 0
cionar en ultima instancia el problema e

La solucion al acertijo vuelve a encontrar solucion a la sombra del concepto
‘limite”. Para determinar la inclinacion de la tangente, se considera que Ax y
Ay no son realmente cero, sino que mas bien “se les hace tender a cero”. Esto
mismo se puede traducir matematicamente, al limite del cociente % ,en sim-

bolos })i(n% il, separando el proceso de su objetivo, no estamos dividiendo por
- X

% “In gewissem Sinne waren diese infinitesimalen GroBen unendlich klein, kleiner als jede positive Zahl,
die man angeben konnte, aber sie waren doch irgendwie groBer als null. Fir die Mathematiker jener Zeit
war dies eine lacherliche Vorstellung. Die infinitesimalen GroBen in seinen Gleichungen waren Newton
peinlich, und er kehrte sie moglichst unter den Teppich.”
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. A .
cero, sino que se puede calcular de manera puramente formal A—i dejando

que Ax se vaya hacia el cero.

Si bien a primera vista, esto puede parecer una sutileza o quizas incluso tan
mistico como el oscuro o de Newton, tenemos aqui que esta cadena de pensa-
mientos cumple con las estrictas leyes de la matematica. El concepto del valor
del limite tiene un fundamento matematico seguro y evita habilmente los peli-
gros que emanan de simbolos tales como %.

LA FORMULA MATEMATICA MAS BELLA DE TODAS

Hardy (1940) compuso uno de los primeros poemas relativos a la belleza de la
matematica. En 1990 la revista The Mathematical Intelligencer propone a sus
lectores una evaluacion de la belleza de 24 teoremas y demostraciones. El primer
lugar fue para la formula e™+1=0, presentada por el matematico Euler, por
relacionar de forma compacta las constantes mas importantes del analisis, inclu-
yendo por supuesto, nuestro controversial nimero cero.

Belleza significa en matematica frecuentemente sencillez, orden o coheren-
cia (Inglis y Aberdein, 2014). Detengamonos por un momento, en la mas bella
de todas las férmulas. (Qué elementos importantes retine? Por un lado, esta el
numero “e” de Euler, que junto con “pi’, el nUmero mas famoso y pariente de “e’,
un numero trascendental, que quiere decir que no puede construirse con com-
pas y regla como una longitud, ni es la solucion de una ecuacion algebraica.
Estos numeros no pueden expresarse mediante un corte o ser obtenidos con
una raiz. Coloquialmente, se puede decir que una persona nunca puede escribir
en extenso estos niimeros trascendentales, es decir, solo se tendran aproxima-
ciones a ellos y expresiones simbdlicas, como letras.

Los nuimeros e y m estan acompanados por el nimero imaginario i. En
matematicas, un nimero imaginario, es un nimero, cuyo cuadrado es un nume-
ro real negativo. El numero imaginario i, llamado también unidad imaginaria,
es igual al simbolov—1. Segtin la opinién de Girolamo Cardano (1501-1576),
tales numeros no pueden existir, por o que solo son imaginarios.

Gauss encontrd una representacion grafica para los nimeros imaginarios.
En su plano Gaussiano los nimeros imaginarios forman una linea perpendicu-
lar con relacion a la linea recta horizontal de nimeros reales exactamente a
través del 0. Todos los puntos de este plano forman los numeros complejos como
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un par de coordenadas, la primera es la coordenada real (eje X) y la sequnda
es la coordenada imaginaria (eje Y). El niumero complejo i se corresponde al
numero real 1 en el eje vertical, o el par (011) corresponde a 0 + i, el nimero 0
es el Unico que repite doblemente y manteniendo su rol (010).

Volviendo a nuestra bella formula e™+1=0, vemos que sucede algo muy
extrano: agregamos 1 a la potencia de un numero trascendental donde, ademas, el
exponente es un numero imaginario multiplicado por otro numero trascendental,
(indescriptible numéricamente) y obtenemos... inada! Este hecho es, por decir lo
menos, increible, sorprendente, maravilloso y al mismo tiempo tan simple, conciso
y claro, que con razon ocupa el trono de las mas hermosas de todas las formulas.

LA ESFERA DE RIEMANN

Todos los escolares aprenden y trabajan durante su época de estudios con los
elementos basicos de la simetria. Ya en la escuela primaria comienza este pro-
ceso con hechos simples como la reflexion en un eje, se dibujan figuras como
mariposas, caras y figuras geomeétricas sencillas o se trabaja con un espejo o
con pintura y papel, marcando el eje o haciendo un doblez para hacer coincidir
los puntos simétricos. Este es un primer nivel, el cual es superado cuando se
ven otro tipo de reflexiones, por ejemplo, reflejar sobre un circulo en vez de una
linea recta. Este tipo de reflexiones se trabaja en los ultimos anos del colegio o
en la universidad.

¢Como nos podemos imaginar esta reflexion? Consideremos nuevamente el
plano Gaussiano de niimeros reales y complejos, realicemos una ‘inversion” de
un punto: la nueva distancia al punto cero es el reciproco de la distancia original
y el angulo es el negativo del original. Al final, es intercambiado el interior de
un circulo de radio 1, el denominado circulo unitario, con el exterior del circulo;
cada punto del circulo queda fijo, como se muestra en la figura 4.
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Figura 4: Plano de Riemann.

Aqui ocurre algo sorprendente: las lineas rectas que estan fuera del circulo
‘espejo” (analogo al eje de reflexién) son reflejadas en circulos dentro del circu-
lo de reflexion y viceversa. Con esto, las dos figuras rectas y circulos son llevadas
dentro de un contexto a un par de coordenadas. Con esta reflexion circular, el
trabajo de los matematicos se hace mas facil, los resultados sobre rectas se
pueden entender como casos limites especiales de resultados en circulo consi-
derando el radio y el limite.

Consideremos un poco mas precisamente la funcion relacionada con la
inversion compleja z +— % una generalizacion de la inversion real x l—>% Se
desplaza el punto z a una distancia siempre mas grande (en cualquier direccion)
es como si se estuviera acercando a un Unico punto en el infinito, denotado por
oo y cuya imagen es el punto 0. Asi, el punto oo satisface por definicion las
siguientes ecuaciones:

1 1

o =0V g =
La diferencia con lo real es que el simbolo oo ya no se usa solo en conexion
con un proceso de borde (limite), sino independientemente como un “punto
infinitamente distante”. {Cémo se puede entender este significado? Riemann
(1826-1866) da una respuesta hermosa y profunda, interpretando los nimeros
complejos como puntos en una esfera en lugar de puntos sobre el plano (ver
figura 4). El polo sur representa el punto cero y el polo norte el punto co. En el

310 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 33, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2021



La “nada” como fuente y existencia en educacion matematica

centro de la esfera, se encuentra el “antiguo cero” del plano numérico, que
penetra en la esfera numérica de Riemann por el ecuador.

La relacién entre la esfera de Riemann y el plano numérico de Gauss se re-
monta al método de Ptolomeo (125 d. C), llamado proyeccion estereografica. Este
método responde a la pregunta de como hacer un mapa plano sobre una super-
ficie curva o bien cémo dibujar el globo terraqueo sin demasiadas distorsiones.

En ultima instancia, el concepto de “‘nada” junto con su simbolo “0" y su
concepto relativo “todo” junto con su simbolo “c0”, residen en la matematica en
una “morada” comun que no difiere de la forma de nuestra tierra. Al igual que
los polos de nuestro mundo, el cero y el infinito representan los dos polos del
mundo de arte abstracto de la matematica.

ENCAPSULACION

En este trabajo destacan las multiples formas de la “‘nada” en la matematica.
Comenzando con el simbolo hasta llegar a la cifra y terminando en el numero.
El cero nos permite representar una cantidad inexistente, la vacuidad e incluso
la nada. Hemos visto la “nada” como un elemento neutro, que deja sin modificar
objetos matematicos. Vimos como el cero era el pilar de nuestro sistema decimal
y una fuente de problemas para las potencias, se muestra también el papel
especial de este simbolo y su relacion estrecha con el uno.

Vimos que el cero, es parte del poco vocabulario del lenguaje binario como
un lugar caracteristico de una funcion, que debe ser estudiado por los estudian-
tes al final de su época escolar, ya que permite resolver problemas de modela-
cion. Como argumento para una operaciéon prohibida o al menos sin sentido;
como parte de la mas hermosa de todas las férmulas y finalmente como el
gemelo del infinito, que nos revela que no estd en el mundo de los reales, sino
mas bien del imaginario.

La nada no es en absoluto nula o insignificante en matematicas, ni menos
en los procesos de comprender la matematica en las escuelas o universidades,
por el contrario, sin este concepto no habria matematicas como las conocemos.
En el colegio se debe discutir sobre la nada y sobre los conceptos matematicos
relacionados. La nada en matematica es un concepto esencialmente creativo y
proponedor de discusiones, ha provocado cambios y nuevas estructuras, es vital
conocerlo y comprenderlo.
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