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Resumo

O presente artigo se propde a fazer um diagnostico dos conhecimentos referentes a
nameros racionais e irracionais trazidos por uma aluna ingressante de um curso de
licenciatura em matematica. Os dados aqui apresentados sdo parte integrante de uma
pesquisa de doutorado da qual participaram duas turmas de alunos ingressantes na
licenciatura em matematica do Instituto Federal do Espirito Santo — IFES — Campus Vitéria.
O quadro tedrico utilizado para analisar os dados foi a imagem do conceito e a defini¢cdo do
conceito (David Tall e Shlomo Vinner), compreensédo incipiente (Antonio Domingos),
compreensao instrumental e relacional (Richard Skemp), e os exemplos protétipos (Rina
Hershkowitz). Os resultados mostraram que a aluna possui imagem do conceito
compativeis com uma compreensdo incipiente em relacdo a numeros racionais e
irracionais.
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Abstract

This article aims to make a diagnosis of knowledge regarding rational and irrational numbers
brought by a newcomer student of an undergraduate course in mathematics teaching. The
data presented here are part of a PhD research with the participation of two groups of
students entering this undergraduate course in mathematics teaching at the Instituto Federal
do Espirito Santo - IFES — Campus Vitoria. The theoretical framework used to analyze the
data was the concept image and concept definition (David Tall and Shlomo Vinner), incipient
understanding (Antonio Domingos), instrumental and relational understanding (Richard
Skemp), and prototypes examples (Rina Hershkowitz). The results showed that the student
has concept image with respect to rational and irrational numbers consistent with an
incipient understanding of the subject.
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Introducao

Além de estar presente em todos 0s niveis de ensino, do fundamental ao superior,
nameros irracionais também é um assunto frequente nos livros didaticos, em documentos
oficiais como os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998, 2000), nas matrizes de
referéncia para o Sistema de Avaliacdo da Educacéo Béasica - SAEB (BRASIL, 2008), Prova
Brasil (BRASIL, 2011) e Exame Nacional do Ensino Médio — ENEM (BRASIL, 2009). A
preocupacdo com questdes relacionadas ao ensino e a aprendizagem desses numeros
também se faz presente no meio académico, tendo sido objeto de trabalhos apresentados
em congressos e artigos publicados em revistas cientificas, bem como de pesquisas
nacionais e estrangeiras. No Brasil, surgem trabalhos em nivel de mestrado/doutorado
relacionados aos nimeros irracionais a partir da segunda metade da década de 1990,

Os resultados dessas pesquisas apontam para dificuldades e/ou insuficiéncias
relacionadas principalmente a trés aspectos: conhecimentos de professores e alunos
(DIAS, 2002; FISCHBEIN; JEHIAM; COHEN, 1995; IGLIORI; SILVA, 1998; REZENDE,
2003; SILVA; PENTEADO, 2009), tratamento dado ao tema pelos livros didaticos (LIMA,
2001; POMMER, 2012; SOUTO, 2010) e formacdo de professores de matemética
(MOREIRA; FERREIRA, 2012; SIROTIC; ZAZKIS, 2007; SOARES; FERREIRA; MOREIRA,
1999; ZAZKIS; SIROTIC, 2004). As dificuldades e/ou insuficiéncias relacionadas ao ensino
e a aprendizagem de nameros irracionais relatadas por essas pesquisas nos motivam a
pensar que o assunto é atual e relevante, justificando a realizacdo desta pesquisa.

Dentre as varias possbilidades de contribuicdo em relacdo ao ensino de nameros
irracionais, a proposta deste artigo situou-se na formacéo de professores de matematica.
Entendemos a formacao de professores como um processo apropriado para comecgar a
romper um ciclo vicioso que, a nosso ver, encontra-se estabelecido: o egresso da educacao
basica ingressa na licenciatura sem uma conceituacdo adequada de numeros irracionais
— 0 recém-formado professor sai da licenciatura em mateméatica sem uma formacao que
Ihe forneca subsidios para ensinar nUmeros irracionais de uma forma apropriada para a
educacao basica — 0 egresso da educacdo basica ingressa na licenciatura sem uma
conceituacdo adequada de numeros irracionais... e assim fecha-se o ciclo.

Ainda que apresente alguma incosisténcia no que tange aos numeros irracionais, a
experiéncia escolar pregressa do estudante que chega ao ensino superior provavelmente
ja possibilitou a construcdo de algum conhecimento, que ndo deve ser desconsiderado. Em
geral, algumas imagens conceituais referente a niumeros irracionais ja foram construidas
durante a educacédo basica e, mesmo que ndo estejam corretas do ponto de vista da teoria
matematica, o professor deve proceder a um diagnostico dessas imagens quando os alunos
ingressam no ensino superior (SOARES; FERREIRA; MOREIRA, 1999). E nesse sentido
gue pretendemos contribuir com este artigo, apresentando o diagnéstico que realizamos de

! Soares, Ferreira e Moreira (1999) afirmam que, apés a realizacdo de um extenso levantamento bibliogréafico
sobre o assunto, foram encontrados apenas trabalhos produzidos no exterior. Também n&o temos
conhecimento de trabalhos de mestrado ou doutorado produzidos no Brasil antes da década de 1990 que
sejam especificamente voltados as questdes relativas ao ensino dos nimeros irracionais.
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uma aluna ingressante na licenciatura em matematica. Antes, porém, € preciso discorrer
brevemente sobre o quadro tedrico que foi utilizado para a analise dos dados obtidos.

Quadro tedrico

As imagens conceituais citadas por Soares, Ferreira e Moreira (1999) fazem parte
do quadro tedrico que foi utilizado em nossa analise de dados e estédo relacionadas aos
processos de aquisicao e de expressdo de um conceito pelo individuo. Os termos concept
image e concept definition, que traduziremos como imagem do conceito e defini¢cdo do
conceito, também podem ser traduzidos como imagens conceituais e definicdes
conceituais. Esses termos foram apresentados por Rina Hershkowitz e Shlomo Vinner
durante a IV Conferéncia Internacional para a Psicologia da Educacdo Matematica (PME),
realizada em Berkeley no ano de 1980 (BINGOLBALI; MONAGHAN, 2008). Porém, os
termos se tornaram bastante conhecidos e difundidos a partir de um artigo publicado um
ano depois por David Tall e Shlomo Vinner (TALL; VINNER, 1981).

Conforme Bingolbali e Monaghan (2008), esses termos tém resistido bem ao tempo,
apesar de j4 poderem ser considerados antigos. S8o0 termos que, em sua concepcao
original, remetem apenas ao plano individual, reflexo de uma época, a década de 1980, em
gue muitos estudos a respeito de processos de aprendizagem estavam focados em
processos cognitivos individuais. Apesar disso, de acordo com esses autores, € possivel
adapta-los as tendéncias que surgiram na década de 1990, e considerar também os
processos de aprendizagem decorrentes da interacao social. O trabalho de Dias (2007) é
um exemplo disso, utilizando a teoria de imagem do conceito conjuntamente com
pressupostos tedricos fundamentados na perspectiva logico-histérica e na interagcao
individuo-coletividade na formacédo de conceitos. N&o negligenciamos o efeito das
interacBes sociais nos processos de aprendizagem de um individuo, mas, em nossa
pesquisa (BROETTO, 2016), assim como em Domingos (2003), Giraldo (2004) e Silva
(2011), os termos imagem do conceito e definicdo do conceito foram utilizados a partir da
concepcao original de David Tall e Shlomo Vinner (TALL; VINNER, 1981).

A partir de estudos desses autores, dizemos que imagem do conceito € toda
estrutura cognitiva de um individuo — figuras mentais, processos e propriedades —
relacionada a um determinado conceito. Essa estrutura € responsavel pela aquisicéo e pela
manipulacdo dos conceitos, e construida ao longo do tempo por meio de experiéncias

by

variadas, podendo mudar a medida que o individuo encontra novos estimulos e
amadurecimento. Como exemplo, citamos Giraldo (2004):

A imagem do conceito de funcdo real de um individuo pode incluir
elementos, tais como formas de representacao (gréficos, formulas, tabelas,
diagramas); elementos da definicdo (como dominio, contradominio)
propriedades especificas (como bijetividade, linearidade, monotonicidade);
exemplos particulares (como certas fungdes familiares); possibilidades de
manipulacdo (como operagles, inversdo); e assim por diante. Assim,
incluem-se na imagem do conceito de um individuo todos os atributos
associados ao conceito em questdo na sua mente (p. 8-9).
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Por se tratar de uma estrutura ampla e complexa, apenas pequenas partes da
imagem do conceito sao utilizadas em cada situacao particular envolvendo de alguma forma
0 conceito, como a leitura de um livro, a participagcdo em uma aula ou palestra, resolucao
de um exercicio, entre outras. Essas partes, figuras, processos ou propriedades associadas
a um determinado conceito que sdo evocadas em uma situagdo particular sdo chamadas
de imagem evocada do conceito. Elas estdo diretamente relacionadas com a situagéo e
com o0 momento, isto €, diferentes figuras, processos ou propriedades podem ser evocadas
em momentos e situacdes diferentes (TALL; VINNER, 1981).

Uma definicdo do conceito € uma descricdo de um conceito usando palavras. Mais
precisamente, € uma “expressao verbal que explica acuradamente o conceito de uma forma
ndo circular” (VINNER, 1983, p. 293, traducdo nossa?). Em geral, essas definicdes sédo
criadas por especialistas e, no caso da matematica, também sao resultado de um longo
processo historico de negociacao, depuracgdo, aceitacdo e revisdo do conceito. Contudo, o
individuo também pode construir para si uma definicdo pessoal para um determinado
conceito, que pode ser uma variante equivalente a uma definicdo do conceito aceita pela
comunidade cientifica, ou, pode ser totalmente incoerente com ela. Segundo Tall e Vinner
(1981), “para cada individuo a definicdo do conceito gera sua propria imagem do conceito,
gue pode, em um voo de fantasia ser chamada de imagem da definicdo do conceito” (p.
153, traducdo nossa®). Nas palavras de Victor Giraldo, “a imagem do conceito pode ou néo
incluir uma definicdo do conceito pessoal, que, por sua vez, pode (ou n&o) ser consistente
com a definicdo formal” (GIRALDO, 2004, p. 9).

A descri¢ao ‘quadrilatero equiangulo’ € um exemplo de uma definicdo do conceito de
retangulo e uma das possiveis variantes equivalentes seria ‘paralelogramo com angulos
congruentes’. Uma definicdo pessoal para retangulo incoerente com essas defini¢des, e
gue é comum de ser encontrada entre alunos que comecam a estudar geometria, seria
‘quadrilatero com quatro angulos retos, lados opostos iguais e lados consecutivos
diferentes’. Essa descricdo € incoerente com a definicao anterior pois, entre outras coisas,
nao considera um quadrado como um retangulo (GIRALDO, 2004).

Conforme exposto em Tall (2003), ap6s a publicacdo do trabalho que lancou as
bases da imagem do conceito e da definicdo do conceito (TALL; VINNER, 1981), cada um
dos pesquisadores seguiu um caminho diferente em seus trabalhos posteriores. Shlomo
Vinner sempre considerou a definicdo do conceito e a imagem do conceito como células
independentes na estrutura cognitiva do individuo. Para David Tall, a definicdo do conceito
deve ser considerada como uma instancia da imagem do conceito (TALL, 2003). Sdo visdes
incompativeis e que podem trazer problemas, inclusive com a prépria nocdo de imagem do
conceito. Considerar a definicdo do conceito separada da imagem do conceito € coerente
com o entendimento da imagem do conceito como tudo que € nao verbal relacionado ao
conceito (DOMINGOS, 2003). Porém, entendemos que, nesse caso, ndo se enfatiza o
carater pessoal que a definicdo do conceito pode ter; isto €, o fato dela poder ser o resultado

2Verbal definition that accurately explains the concept in a non-circular way.

3 For each individual a concept definition generates its own concept image (which might, in a flight of fancy be
called the "concept definition image").
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de uma construcdo pessoal do individuo. Além do mais, € necessario reportar-se a
expressdes como ‘definigdo formal do conceito’ quando se deseja mostrar que a definigao
do conceito do individuo ndo estad de acordo com uma definicdo aceita pela comunidade
académica. Sendo assim, a despeito de ter que incluir algo que € verbal a imagem do
conceito, optamos pelo caminho apontado por David Tall por que ele se mostrou mais
adequado para nossa andlise de dados*.

Isso posto, acordamos que uma definicdo do conceito formal, ou seja, aquela que é
criada e aceita pela comunidade cientifica, sera chamada simplesmente de definicdo do
conceito. A definicdo do conceito pessoal, isto é, aquela definicdo criada pelo préprio
individuo, que pode ou néo coincidir com a definicdo do conceito, sera chamada de imagem
da definicdo do conceito. Ao contrério de Tall e Vinner (1981), achamos que se trata de um
Voo bastante real e apropriado para o contexto deste artigo.

Outros conceitos importantes apresentados em Tall e Vinner (1981) sédo os fatores
de conflito potencial e os fatores de conflito cognitivo. A medida que a imagem do conceito
de um individuo se desenvolve, ela ndo precisa ser um todo coerente, isto €, podem ser
construidas, ao longo do tempo, figuras mentais, definicbes ou processos incoerentes entre
si. Fatores de conflito potencial sdo partes da imagem do conceito ou da definicdo do
conceito que podem conflitar com outras partes da imagem do conceito ou da definicdo do
conceito. Se esses fatores sdo evocados simultaneamente eles se tornam conflitantes, e
serdo chamados de fatores de conflito cognitivo. Esses fatores podem ser evocados de
forma subconsciente, quando o sujeito sente que algo esta errado em algum lugar, e pode
demorar um tempo consideravel até que a razdo do conflito seja entendida
conscientemente pelo sujeito.

Além da teoria desenvolvida por Tall e Vinner que descrevemos anteriormente,
também utilizamos as ideias de outros autores em nossa analise de dados. Trata-se da
compreensao instrumental e compreensao relacional formulados por Skemp (1976), e
reformulados por Domingos (2003), e dos exemplos prototipos, conforme apresentados em
Hershkowitz (1994). A compreenséo relacional é aquela que possibilita saber o que fazer e
porque esta fazendo, enquanto a compreensdao instrumental € aquela que proporciona o
conhecimento de uma regra e a habilidade para usa-la, o que Skemp (1976) chama de
regras sem razdes (p. 2). Por exemplo, poderiamos citar a compreenséo da ideia de diviséo
de fracdes. Em relacdo a um aluno que identifica o problema e resolve corretamente a
divisdo de fragOes aplicando a regra repete a primeira e multiplica pelo inverso da segunda,
dizemos que possui um conhecimento instrumental do assunto. J4 aquele estudante que,
além de aplicar a regra, sabe por que ela é definida dessa forma (que envolve o
conhecimento da relacdo dessa regra com outras operacbes como a multiplicacdo de
fracOes, o inverso de uma fracdo dentre outros), dizemos que possui uma compreensao
relacional. Ambas sé@o importantes, ambas tém o seu valor, porém, no caso de um futuro

4 Criamos, na verdade, um modelo préprio para analise de dados a partir das ideias de Tall, Vinner,
Hershkowitz e Skemp. Como néo é objetivo deste artigo tratar desse tema, sugerimos que o leitor veja Broetto
(2016) para maiores detalhes a respeito do modelo criado e do referencial teérico tratado neste artigo.
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professor de matematica, é desejavel que, em algum momento de sua formacéao, atinja a
compreensao relacional.

Domingos (2003) introduziu um nivel de compreensao anterior ao instrumental, ao
gual chamou de incipiente. Nesse nivel, as imagens dos conceitos sdo muito incompletas,
referindo-se a objetos elementares que por si s6 ndo traduzem o conceito pretendido. Na
maior parte das vezes, essas imagens omitem varias caracteristicas do objeto matematico
e se referem apenas aquelas mais notorias, dificiimente estabelecendo relacbes
significativas entre as mesmas. “Normalmente os proprios alunos estdo conscientes das
limitacdes dos seus conceitos” (DOMINGOS, 2003, p. 132).

O conceito de exemplos protétipos (ou prototipicos), desenvolvido em Hershkowitz
(1994), também foi utilizado em nossa analise, pois entendemos que, assim como as ideias
de Skemp (1976), também se articula com a teoria da imagem do conceito. Em geral,
exemplos prototipos sdo aqueles mais comumente encontrados nos livros didaticos e mais
utilizados por professores nas aulas de matematica, tornando-se assim para 0s alunos o0s
melhores exemplares de um conceito no mosaico de imagens que compde a imagem do
conceito de um individuo. Por exemplo, isso ocorre quando se pede a alguém para
desenhar um quadrilatero. Frequentemente, o resultado observado é um quadrado, que
amiude é o exemplo prot6tipo de quadrilatero, porque essa figura apresenta 0 maior nUmero
de caracteristicas que a faz pertencer a essa categoria. Segundo Hershkowitz (1994), essas
caracteristicas que definem as categorias podem ser classificadas como relevantes ou
irrelevantes, e no caso do quadrilatero, uma caracteristica relevante, aquela que é
necessaria e suficiente para definir o que é um quadrilatero, é o fato do mesmo possuir
guatro lados. As caracteristicas irrelevantes, aquelas que ndo sdo necessarias nem
suficientes para definir um quadrilatero séo ter angulos retos, ter dois pares de lados
paralelos, ter todos os lados iguais, entre outras.

Retornando a licenciatura em matematica, consideramos de suma importancia que
o professor conhega a imagem do conceito e a definicdo do conceito dos alunos antes de
iniciar a discussao de qualquer assunto, ndo apenas dos nimeros irracionais. No caso de
um conceito como o de numero irracional ou nimero real, trabalhados pelos licenciandos
por varios anos ao longo de sua vida escolar, € ainda mais importante diagnosticar essas
imagens dos conceitos previamente, pois elas sdo “psicologicamente resistentes”
(FISCHBEIN; JEHIAM; COHEN, 1995, p. 31) e por gue, se ignoradas, podem se
transformar em “obstaculos para a aprendizagem” (SOARES; FERREIRA; MOREIRA,
1999, p. 97). Nas palavras de Soares, Ferreira e Moreira (1999),

E ingenuidade acreditar que os alunos vdo abandonar suas imagens,
construidas ao longo da vida escolar, para substitui-las de imediato por uma
definicdo formalmente correta apresentada pelo professor de um curso de
Analise na Universidade. De um modo geral, o aluno tende a manter as suas
imagens conceituais e acrescentar a elas uma versdo (possivelmente
distorcida da definicdo formal apresentada) (p. 97).

72 RENnCiMa, v.8, n.1, p.67-82, 2017.



Procedimentos metodologicos

Os dados aqui apresentados sdo parte integrante de uma pesquisa de doutorado
desenvolvida pelos autores, da qual participaram duas turmas de alunos ingressantes na
licenciatura em matematica do Instituto Federal do Espirito Santo — IFES — Campus Vitoria.
Dezesseis estudantes da turma ingressante de 2013 participaram de um estudo
exploratdrio enquanto dezessete estudantes da turma ingressante de 2014 participaram do
estudo principal. Ambos os estudos foram compostos de duas fases principais: uma fase
inicial de diagndstico composta por dois questionarios e uma fase posterior de intervencéo
pedagdgica envolvendo alguns experimentos de ensino. Além disso, no estudo principal
realizamos ainda uma entrevista final com sete licenciandos selecionados. Nesse artigo
focalizamos na fase de diagndstico do estudo principal e analisamos os dados referentes a
um dos participantes, que também foi selecionado para a entrevista final, a qual
chamaremos de Agatha (nome ficticio).

E importante destacar que, no estudo principal, do qual foram extraidos a maioria
dos dados analisados em nossa pesquisa de doutorado (BROETTO, 2016), os estudantes
cursavam a disciplina de Fundamentos de Matematica, do primeiro periodo do curso de
licenciatura em matematica. Os pesquisadores nao foram responsaveis por essa disciplina,
mas, em acordo com o professor da mesma, realizaram a fase de diagndstico antes dos
nameros irracionais serem tratados na referida disciplina. Planejamos desta forma para
identificar as principais dificuldades trazidas por eles do ensino médio e trabalhar a partir
delas para a criagdo de experimentos de ensino, durante a fase de intervencado pedagdgica.

Agatha

Agatha ingressou na licenciatura em matematica do IFES em 2014, seis anos ap0s
ter concluido o Ensino Médio em uma escola da rede estadual de ensino do Espirito Santo.
Escolhemos essa aluna para trazer seus resultados neste artigo porque ela participou da
maior parte das atividades propostas em nossa pesquisa e porque se enquadrou em um
dos quatro perfis que criamos para organizar, categorizar e analisar os dados. Agatha
incluia-se no perfil de licenciandos que cometeram muitos erros antes e apés a intervencgao
pedagdgica. A respeito de seus conhecimentos referentes aos numeros irracionais, disse
qgue estudou o tema na educacao basica, mas que o professor de matematica ndo tinha
muito dominio do assunto e passou muito rapido pelo mesmo®. Em suas préprias palavras,
durante uma atividade proposta em 29/5/2014, Agatha disse que ele [professor] passou
muito rapido, foi uma coisa assim, no susto. Ele falou irracionais, mostrou um exemplo ou
outro e pronto, ja foi para outra matéria. A respeito do seu sentimento em relacédo aos

> Nameros irracionais € um assunto que deveria ser abordado em varios momentos na educacéo basica e,
portanto, por varios professores. Nao sabemos se Agatha se refere a um professor especifico ou a todos eles.
Mesmo que permaneca essa duvida, entendemos que a informacao € relevante pois mostra que, de qualquer
forma, o assunto foi tratado de maneira aligeirada e sem o devido aprofundamento, como em geral temos
observado que acontece na educacao basica. Inclusive pelos livros didaticos. Mais detalhes em Broetto
(2016).
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nameros irracionais e as suas expectativas quanto a sua participacdo na pesquisa, ela
disse:

... eu acho, eu gosto, me sinto confortavel, s6 que vou me sentir melhor a
partir do momento que eu realmente aprender o que sdo numeros
irracionais. Porque a principio eu estou um pouco insegura, porque eu nao
sei muita coisa. Tentando resolver os questionarios eu descobri que é muito
mais do que, muito mesmo mais além do que eu aprendi na escola. E é isso
(Durante uma atividade proposta em 29/5/2014).

Analisaremos a seguir as respostas de Agatha aos dois questionarios que aplicamos
no inicio de nossa pesquisa, que abordavam questdes referentes a numeros representados
como fracbes e representacdes fracionarias envolvendo m e raiz quadrada, dizimas

periddicas e ndo periddicas e definigbes de niUmeros racionais e irracionais. Em relagéo aos

, -3 13 22 . . . . , . . .
nimeros —, —~ e —, 0S dois primeiros foram classificados como ndameros irracionais, ao

passo que o ultimo foi considerado um numero racional. Durante a entrevista final,
pudemos confirmar uma hipétese j4 levantada em casos semelhantes no estudo
exploratdrio: Agatha disse que converteu as fracfes para sua representacao decimal, e nos

-3 13 ~ T . .
casos de 2 e >3 nao observou que possuem uma parte perlodlca € por ISso considerou-

0s irracionais.

A atitude de Agatha de converter uma fracdo para sua representacao decimal, e a
partir dai decidir se € um namero racional ou irracional, ja nos fornece alguma informacéao
de como ela pensa. O procedimento realizado por Agatha também foi adotado por outros
participantes da pesquisa e ja nos permite uma constatacdo: em sua formacéo basica,
esses estudantes ndo entenderam a relacdo de equivaléncia entre fracbes, numeros
racionais e dizimas periédicas. Quanto aos porqués dessa atitude, entendemos que
possam estar relacionados com as figuras mentais incorporadas a imagem do conceito
tanto de ndameros racionais quanto de ndmeros irracionais, ou até mesmo do proprio
conceito de numero construido pelos licenciandos ao longo de suas trajetérias escolares
(GIRALDO, 2004; TALL; VINNER, 1981). Também pensamos em mais dois fatores que
possam ser 0s causadores dessa postura de Agatha. Um deles diz respeito a énfase na
representacdo decimal observada no ensino de matematica, apontada nos livros didaticos
por Souto (2010) e na formacédo de professores por Sirotic e Zazkis (2007). Outro fator diz
respeito a uma imagem equivocada de que uma fragdo nao representa um ndamero, € sim
uma operagcdo que precisa ser realizada para se chegar a um numero. Essa imagem
equivocada também pode ser o resultado da énfase de exemplos e de atividades de livros
e/ou aulas de matematica na representacéo decimal.

. ~ -3 13 p ~
Ainda em relacéo a o € o observamos também que a aluna néo atentou para a

incoeréncia entre suas definicdes de namero racional e irracional (Ver Quadro 1) e suas
afirmacdes a respeito desses numeros, o que caracteriza a presenca de um fator de conflito
potencial (TALL; VINNER, 1981). Em nossa pesquisa, pensamos que, no caso de Agatha
e de outros licenciandos em que ocorreu uma situacdo semelhante, trata-se de uma
definicdo cujo conteudo, suas relagcdes e implicacdes, ndo foi compreendido pelo estudante,
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mas apenas memorizada, porque houve apenas compreensdo instrumental (SKEMP,
1976). A estrutura e o funcionamento da imagem do conceito permitem que essa definicdo
figue ‘guardada’ em algum lugar e, mesmo que apresente incoeréncia em relagao a outras
figuras mentais, seja acionada por uma situacdo particular, como por exemplo, uma
pergunta direta como “qual € sua definigdo de numero racional (ou irracional)? ”. Nesse
caso, entendemos que a tarefa do educador € lancar luz ao conflito cognitivo, desequilibrar
cognitivamente o licenciando, fazer com que o fator de conflito potencial se torne um fator
de conflito cognitivo, isto é, fazer com que ele tenha consciéncia do conflito e da incoeréncia
existentes (GIRALDO, 2004; TALL; VINNER, 1981). Foram com essas ideias em mente
gue planejamos a entrevista final, que comentaremos adiante.

3

J& nos casos de razBes envolvendo raizes quadradas, Agatha classificou ~ e

~ |5

- . ~ . . . 8 6
como numeros racional e nao irracional, respectivamente, enquanto % e NG foram

classificadas como numeros irracionais. O que esta em jogo aqui Sdo a representacdo
fracionaria e a raiz quadrada, exemplos prototipicos do nimero racional e do namero

. . . 3 5 ~ . ;.
irracional, respectivamente. NoOs casos de g e g , a representacao fracionaria parece ter

sido decisiva na classificacdo de Agatha, como apontam sua justificativa para ? e sua

definicdo para numero racional (ver Quadro 1. Observe que a definicdo de nimero racional
de Agatha menciona uma razéo entre dois nUmeros, ndo especificando que eles devem ser
inteiros). Nos outros dois casos, a imagem da raiz quadrada como numero irracional
sobrepfe-se a imagem da representacdo fracionaria como numero racional. Durante as
atividades propostas no decorrer da intervencéo pedagodgica e na entrevista final, a aluna
demonstrou ter dado os primeiros passos na direcdo da solucédo desse conflito cognitivo,
ao reconhecer varias razbes contendo raizes quadradas como ndmeros irracionais.

4T ~ . . , .
Interessante notar que um caso semelhante, ~ » hao foi considerado numero racional.

Nesse caso, pensamos que outra parte da imagem do conceito entrou em acao, a figura do
T como exemplo prototipico de nimero irracional, que parece téo forte que a decimal exata
3,1416 foi considerada um numero irracional (ver Quadro 1) (HERSHKOWITZ, 1994; TALL;
VINNER, 1981).

No que tange as representacdes decimais, Agatha classificou corretamente todas as
dizimas periddicas, menos as duas decimais exatas, 3,1416 e 1,725. A primeira delas,
3,1416 foi confundida com a representacao decimal de m, como ja mencionamos, e, mesmo
durante a entrevista final, a aluna continuava achando que se tratava de  (GIRALDO, 2004;
TALL; VINNER, 1981). Em relagéo a 1,725, so6 tivemos condi¢cdo de entender o raciocinio
da aluna durante a entrevista final, cujo trecho transcrevemos:

Mas eu acho que eu estava voltada...€ por que eu ndo sabia, eu estava com
tudo voltado para questdo do periodo, ai eu imaginava que o que tinha
periodo era racional e o que nao tinha era irracional. E ainda ndo sei muito
bem o que que € isso ndo (Durante a entrevista final em 16/9/2014).
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Quadro 1 — Afirmacdes e definicdes de Agatha

Afirmagéo Justificativa Instrumento | Data
-3/14 nao é racional E um namero irracional L
, Questllonarlo 12/5/14
22/7 é racional E uma fracéo
13/23 é irracional Sel.J, _resultado nao € | Questionario 14/5/14
periodico 2
g € racional E uma fragao tionari
Ques |10nar|o 12/5/14
4?” nao é racional [Em branco]
g nao é irracional Nao sei Questlzonarlo 14/5/14
% € irracional [Em branco] c %o d
ggggécése 21/5/14
2 & irracional [Em branco]
=
0,0555... é racional E um decimal infinito
1,010010001... ndo é [Nado € uma dizima
racional periddica
Questionario
2,343434... é racional | E uma dizima periédica 1 12/514
1,725 néo é racional [Em branco]
0,666... é racional E uma dizima periodica
3,1444... é irracional Resultado néo é periédico
1,1212212221... € | Resultado nédo é periédico
irracional L
’ Questlzonarlo 14/5/14
1,222...ndo éirracional | E uma dizima periédica
3,1416 é irracional Seu resultado ndo é
periddico
Definicdo de racional: E o nimero que pode ser | Questionario
~ L 12/5/14
representado por uma razao entre dois nimeros. 1
Definicdo de irracional: E o niamero que nao é | Questionario 14/5/14

obtido pela divisdo de numeros inteiros.

2
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Ou seja, a aluna relacionava ‘ter dizima periédica’ com o ‘numero racional’, € ‘néo
ter dizima periddica’ com ‘numero irracional’ e estendeu esse raciocinio para as decimais
exatas como 1,725 e 3,1416, consideradas, portanto como irracionais.

A classificacdo de 3,1416 como numero irracional por parte de Agatha ndo parece
ser um caso isolado. No estudo principal, 7 licenciandos (30%) fizeram essa classificacao
(incluindo Agatha), no estudo exploratorio também foram 7 estudantes (37%) e inclusive
outras pesquisas como as de Igliori e Silva (1998) e Penteado (2004) também detectaram
a associacéo de 3,1416 com 1. Mas como esse numero veio a ser considerado por Agatha
como se fosse m? Como em geral esse processo se da? Interpretamos essa situacdo a
partir da leitura de Vinner (2011), que argumenta ser pratica comum apoés definir nimeros
irracionais como aquele que nao pode ser expresso como uma razédo de dois inteiros,
mencionar alguns nameros irracionais, principalmente m. Por outro lado, em um estagio
posterior, € muito comum a apresentacao de m = 3,1415 ..., 7~3,1416 ou ©~3,14, 0 que
acaba fixando e/ou reforcando as primeiras casas decimais do numero, como em diversas
questdes de prova em que o enunciado sugere “use m~3,14". Com o tempo, o significado
das reticéncias se perde e m pode até se tornar igual a 3,14 ou 3,1416, como ficou sugerido
na fala de Agatha destacada anteriormente.

Na entrevista final, realizada em 16 de setembro de 2014, aproximadamente quatro
meses apos ter respondido aos itens dos primeiros questionarios e ter participado de cinco
atividades de nossa pesquisa, pedimos a Agatha que classificasse alguns numeros, e
constatamos que seu desempenho foi aparentemente melhor do que nos questionarios
iniciais. Novamente utilizamos uma fracdo cuja dizima peridédica tem muitos digitos, 2/19, e
ela disse que se tratava de um numero racional sem converter em decimal ou recorrer a
calculadora. Aparentemente estavamos diante de um avanco e de um possivel uso da
matematica formal via definicdo de numero racional e de sua propria definicdo de niumero
racional (TALL; VINNER, 1981). Também classificou corretamente quase todas as dizimas
peridédicas e ndo periédicas e errou apenas uma por falta de atencdo. Porém, ainda na
entrevista final, perguntamos mais uma vez para Agatha qual sua definicAo de namero
irracional, e ficamos surpresos com sua resposta. Ela disse que

Se ele estiver em fragéo, se o resultado dele n&o der exato, exato assim, der
uma dizima néo periddica, ele é irracional. Nimeros irracionais podem ser
escritos através de raiz, né? Se ndo for quadrados perfeitos. Nao sei, 1 é
um namero irracional, mas eu nao sei te explicar, definir.

Ao longo de nossa pesquisa de campo, realizamos uma série de atividades no intuito
de possibilitar que os licenciandos alcangassem uma compreenséo relacional do conceito
de numero irracional como Skemp (1976) sugere, principalmente no que se refere a
equivaléncia das principais definicbes de numero irracional encontradas nos livros
didaticos, quais sejam: 1) numero que nao pode ser representado em forma de fracdo de
inteiros e 2) nameros cuja representacdo decimal € uma dizima néo periodica. Ficamos
surpresos porque, pelo trecho destacado acima, entendemos que a aluna ndo alcancou o
que esperdvamos. Ao dizer que o resultado de uma fragdo pode ser uma dizima néo
periodica, podemos inferir que ela ainda ndo havia entendido que uma dizima nédo periddica
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nao pode ser representada por uma fracdo. Ou seja, apesar das diversas atividades
desenvolvidas ao longo da intervencdo pedagogica, suas imagens conceituais
permaneciam soltas, isto €, ainda ndo possuiam rela¢cdes umas com as outras (SKEMP,
1976; TALL;VINNER, 1981).

Ainda na entrevista final, apresentamos para a aluna sua primeira definicdo de
namero irracional, dada quatro meses antes quando respondeu ao Questionario 2 (ver
Quadro 1), com o intuito de mostrar para ela que suas definicbes eram conflitantes, e com
isso tentar criar algum fator de conflito cognitivo, conforme trecho destacado.

Pesquisador: Vocé falou que irracional é aquele nimero que a fracdo nao
da dizima periédica. E depois, aqui estd dizendo na sua definicdo que o
irracional ndo pode ser representado por uma fracéao, entéo...

Agatha: N&o, ele pode.
Pesquisador: Ele pode?

Agatha: Acho que pode. Pode, ai vai depender do resultado dela, se €
racional ou nao, irracional. Por que igual aqui, um exemplo, essa daqui,
deixa eu ver (pausa). Esse 13/23, isso € irracional?

Pesquisador: Quando vocé marcou l4 vocé disse que sim, pois seu resultado
nao é periddico. SO que ai tem aquela questao da sua definicdo que quando
vocé escreve como razao de inteiros é racional, ndo é? Entdo como que o
13/23 pode ser irracional?

Agatha: Entdo no caso eu teria que mudar minha definicao.

Do ponto de vista da teoria matematica, a primeira definicdo da aluna era mais
préxima da definicdo do conceito do que a segunda, apesar de suspeitarmos da primeira
se tratar de algo apenas memorizado, pois € semelhante ao que se pode encontrar em
muitos livros didaticos. Ao ser estimulada para que observasse a incoeréncia entre as duas
definicdes, ela descarta a primeira e mantém a segunda definicdo, e reforca ainda mais o
gue ja dissemos anteriormente: ela ainda ndo havia entendido que uma fracdo ndo pode
resultar em uma dizima néo periddica e, que necessariamente serd uma decimal exata ou
uma dizima periédica. Ao final da entrevista, ela parece entender que precisaria mudar
novamente sua definicdo, o que para noés representa um indicio de que ela percebeu que
ha algo errado. Porém, pensamos que ainda seriam necessarias mais discussoées, outras
atividades e situacGes que possibilitassem que a aluna tomasse consciéncia do conflito
cognitivo estabelecido em sua imagem do conceito de nimeros racionais e irracionais.

Consideragoes finais

No planejamento da intervencdo pedagodgica, levamos em conta o diagnostico prévio
realizado para desenvolver atividades que possibilitassem aos futuros professores atingir
uma compreensao relacional no que se refere aos nimeros racionais e irracionais, afinal,
entendemos que isso € 0 que se espera de um futuro professor de matematica. Porém,
constatamos que a maioria dos licenciandos que participou da pesquisa nao atingiu o
objetivo esperado, e Agatha é um exemplo disso. A presenca de imagens dos conceitos
incoerentes, a incapacidade de usar suas proprias definicdes para reconhecer numeros
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racionais e irracionais e as duvidas que ainda estavam presentes durante a entrevista final
mostram que a aluna ndo atingiu uma compreensao relacional a respeito de numeros
racionais e irracionais (GIRALDO, 2004; SKEMP, 1976; TALL;VINNER, 1981).

Em relacdo ao tratamento dado aos numeros irracionais, o historico escolar de
Agatha pode explicar o seu desempenho em nossa pesquisa. Como ela mesma relatou,
sua experiéncia anterior com 0s nameros irracionais nao foi a mais adequada. Mas o que
seria um tratamento adequado? No ensino fundamental, os PCN recomendam que a
abordagem dos numeros irracionais ndo siga por um caminho formal, evitando-se a
associacao de namero irracional com radicais. Do ponto de vista da aprendizagem, espera-
se que

[...] o aluno identifique o nimero irracional como um numero de infinitas
casas decimais nao-periodicas, identifigue esse nimero com um ponto na
reta, situado entre dois racionais apropriados, reconhec¢a que esse numero
ndo pode ser expresso por uma razdo de inteiros; conheca numeros
irracionais obtidos por raizes quadradas e localize alguns na reta numérica,
fazendo uso, inclusive, de constru¢cdes geomeétricas com régua e compasso
(BRASIL, 1998, p. 83).

O que os PCN apregoam para a aprendizagem de irracionais, segundo nosso
referencial, pode ser chamado de conhecimento instrumental. A nosso ver, trata-se de um
norte a seguir, uma base para depois se trabalhar e aprofundar os porgués, indo além das
‘regras sem razo0es” (SKEMP, 1976, p. 2) e possibilitando o desenvolvimento de uma
compreensao relacional. Analisando a participacédo de Agatha na pesquisa como um todo,
por ndo ter atingido o que é esperado pelo PCN, ela ndo alcancou uma compreensao
instrumental. Pelos erros apresentados, como achar que uma fracdo de inteiros pode
resultar em um numero racional ou irracional, e por apresentar varios sinais de
‘memorizacao e ventriloquismo” (DOMINGOS, 2003, p. 133), a aluna parece ainda estar
em um nivel incipiente de compreensédo. Para atingir o nivel instrumental, e posteriormente
o relacional, concluimos que seriam necessarias mais discussoées, situacdes e atividades
diversas que possibilitassem a aluna tomar consciéncia dos conflitos cognitivos
estabelecidos em sua imagem do conceito de numeros racionais e irracionais.
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