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Resumo: O presente artigo traz uma reflexdo sobre a ampliacdo da operacdo de
multiplicacdo a qual o estudante é exposto ao longo da Educacéo Bésica e sobre a validade
da propriedade comutativa da multiplicacdo em cada uma das etapas. Assim, este trabalho
relaciona-se ao Conhecimento Pedagogico de Contetdo (defendido por Lee Shulman) e ao
Conhecimento de Matematica para o Ensino (defendido por Deborah Ball). Além de discutir-
se a ampliacdo da multiplicacdo em cada universo numérico maior do que o dos niumeros
naturais, sao sugeridas algumas abordagens para a sala de aula, bem como abordagens
gue buscam fazer com que os estudantes reflitam a respeito da propriedade comutativa em
cada novo universo numerico. As autoras concluem e defendem que, em nenhum universo
numerico, deve a propriedade comutativa da multiplicacao ser inferida na sala de aula sem
alguma discusséo sobre sua validade, uma vez que consideracdes relevantes sobre a
ampliacdo da multiplicacdo sdo necessarias ao aumentar-se 0 universo NUMErico.

Palavras-chave: Conhecimento Matematico para o Ensino. Propriedade Comutativa.
Multiplicacéo.

The approach to multiplication commutativity in Basic School

Abstract: This article reflects on the expansion of the multiplication operation to which the
student is exposed throughout Basic Education and on the validity of the commutative
property of multiplication in each step. Hence, this work is related to Pedagogical Knowledge
of Content (pointed by Shulman) and to Mathematics Knowledge for Teaching (pointed by
Ball). Besides discussing the expansion of multiplication in each numerical universe greater
than that of the natural numbers, some approaches are suggested for the classroom, as well
as approaches that aim to make students reflect on the commutative property in the new
numerical universe. The authors conclude and assert that in no numerical universe should
the commutative property of multiplication be inferred in the classroom without any
discussion of its validity, since relevant considerations about the expansion of the
multiplication are needed when one increases the numerical universe.

Keywords: Mathematical Knowlegde for Teaching. Commutative Property. Multiplication.
Abordaje de la conmutatividad de la multiplicacidén en la Educacion
Basica
Resumen: El presente articulo trae una reflexion sobre la ampliacion de la operacion de
multiplicacion a la cual el estudiante es expuesto a lo largo de la Educacién Basica y sobre
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la validez de la propiedad conmutativa en cada una de las etapas. Asi, este trabajo se
relaciona al Conocimiento Pedagogico de Contenido (defendido por Shulman) y al
conocimiento de Mateméatica para la Enseflanza (defendido por Ball). Ademés de ser
discutida la ampliacion de la multiplicacion en cada universo numérico mayor que el de los
nameros naturales, son sugeridos algunos enfoques para la clase, como también abordajes
gue buscan hacer que los estudiantes reflexionen acerca de la propiedad conmutativa en
cada nuevo universo numeérico. Las autoras concluyen y defienden que, en ningun universo
numeérico, la propiedad conmutativa de la multiplicacion debe ser inferida en el salén de
clase sin que su validez sea discutida, toda vez que consideraciones relevantes sobre la
multiplicacion ampliada, son necesarias al aumentarse el universo numérico.

Palabras clave: Conocimiento Matematico para la Enseflanza. Propiedad Conmutativa.
Multiplicacion.

Introducéo

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) (BRASIL, 1998), bem como a Base
Nacional Comum Curricular (BNCC) (BRASIL, 2018) recomendam que a Matematica nao

seja ensinada aos estudantes apenas por meio de procedimentos. Por exemplo:

Os procedimentos ndo devem ser encarados apenas como aproximacao
metodoldgica para aquisicdo de um dado conceito, mas como conteudos
que possibilitem o desenvolvimento de capacidades relacionadas com o
saber fazer, aplicaveis a distintas situacdes. Esse saber fazer implica
construir as estratégias e os procedimentos, compreendendo 0s conceitos e
processos neles envolvidos. Nesse sentido, os procedimentos ndo sdo
esquecidos tao facilmente. Exemplos de procedimentos: resolucdo de uma
equacao, tracar a mediatriz de um segmento com régua e compasso, calculo
de porcentagens etc. (BRASIL, 1998, p. 50, grifo nosso).

Essa € uma forma que contribui para o desenvolvimento do letramento matematico

do estudante, definido na BNCC como:

as competéncias e habilidades de raciocinar, representar, comunicar e
argumentar matematicamente, de modo a favorecer o estabelecimento de
conjecturas, a formulagéo e a resolugédo de problemas em uma variedade
de contextos, utilizando conceitos, procedimentos, fatos e ferramentas
matematicas. (BRASIL, 2018, p. 266).

No que diz respeito a ampliacao das operacfes elementares em cada novo universo
numeérico estudado ao longo da Escola Basica e a permanéncia ou ndo das propriedades
das operac0es, interpretamos tal recomendac¢do como: alguma discussao deve ser feita
com os estudantes, e concordamos com essa afirmacéo. Ressaltamos que, na BNCC
(BRASIL, 2018), as propriedades da igualdade e das operacdes estéao entre os Objetos de

Conhecimento e as Habilidades para o Ensino Fundamental (Quadro 1).
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Quadro 1: Mencéo a propriedades das operacdes na BNCC

Ano

Objeto de Conhecimento

Habilidade

4° ano

Propriedades das operagbes para o
desenvolvimento de diferentes estratégias
de calculo com numeros naturais

(EFO4AMAOQ5) Utilizar as propriedades das
operacgdes para desenvolver estratégias de
calculo.

7° ano

NUmeros racionais na representacdo
fracionaria e na decimal: usos, ordenacao
e associacao com pontos da reta numérica
e operacdes

(EFO7MA11) Compreender e utilizar a
multiplicagdo e a divisdo de ndmeros
racionais, a relacdo entre elas e suas
propriedades operatoérias.

8° ano

Valor numérico de expressdes algébricas

(EFOBMAO6) Resolver e  elaborar
problemas que envolvam calculo do valor
numérico de expressbGes algébricas,
utilizando as propriedades das operacoes.

Fonte: Elaborado pelas Autoras (adaptado de BRASIL, 2018)

E natural esperar que o estudante tenha mais facilidade em aplicar os conceitos e

propriedades dos quais se apropriou do que aqueles sobre os quais s6 recebeu uma

informacao sobre os procedimentos a empregar, sem qualquer argumentagcédo sobre sua

validade. Assim, consideramos que as Habilidades apontadas no Quadro 1 sé seréo

amplamente atingidas se o estudante compreender por que valem as propriedades

operatorias. De fato, uma discusséo sobre as propriedades das operacdes elementares

com os estudantes contribui ndo s6 para o desenvolvimento do pensamento matematico

pelo estudante como também para a compreenséo dessas operacoes. Além disso, sao as

propriedades das operacdes que, junto com a estrutura do sistema de numeracdo

posicional (no caso, o decimal ou de base 10) amparam todos 0s seus algoritmos.

A auséncia de justificativas mateméticas para algoritmos e procedimentos
certamente atrapalha em muito a aprendizagem das quatro operacdes
elementares, podendo levar a uma consequéncia ainda mais grave: a
cristalizagdo de uma concepgao errbnea sobre a propria matematica. Em
lugar de conceber a matematica como uma ciéncia dedutiva, cujas verdades
devem ser estabelecidas por meio de argumentos légicos, a partir de fatos
previamente estabelecidos, as criangas expostas a este tipo de abordagem
tendem a formar uma visdo da matematica como um conjunto de regras
criadas arbitrariamente e sem conexdo. (RIPOLL; RANGEL; GIRALDO,

2016, p. 117).

No caso especifico da multiplicacdo de niumeros naturais, Heirdsfield (2001, apud
MENDES; BROCARDO; OLIVEIRA, 2013) ressalta que, na aprendizagem dessa operacao,

assumem especial relevo a compreensao e o uso das propriedades comutativa, associativa

e distributiva da multiplicagdo em relacdo a adicdo, que se constituem como importantes
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suportes para desenvolver a proficiéncia multiplicativa dos alunos. Segundo Mendes,
Brocardo e Oliveira (2013), que investigam como evoluem os procedimentos usados pelos
alunos quando resolvem tarefas de multiplicacdo de numeros naturais, essas propriedades,
junto com os padrdes de valor de posi¢do associados a multiplicacdo por dez fazem parte
das “grandes ideias” associadas a multiplicagdo e estdo na base da progressao que os
alunos véo fazendo em termos do raciocinio multiplicativo.

A propriedade comutativa da operacao de adicdo, seja de nimeros naturais, inteiros,
racionais ou reais, nédo representa uma dificuldade aos estudantes, porque, em qualquer
um desses universos numéricos, adicionar tem o significado de juntar, e juntar € uma acao
comutativa. JA& 0 mesmo ndo acontece com a multiplicagdo, mesmo no universo dos
nameros naturais. De fato, nem sempre € simples para os alunos nos anos iniciais
compreender que adicionar, por exemplo, 5 vezes a parcela 4 leva ao mesmo resultado
gue adicionar 4 vezes a parcela 5. (RIPOLL; RANGEL; GIRALDO, 2015).

Nos universos numéricos maiores do que o dos naturais, ampliam-se as opera¢cdes
elementares, tornando-se necessario definir, no caso da multiplicacdo, novos tipos de
produtos; por exemplo, ndo se pode dizer que (-2) x (-3) € a adicdo de (-2) parcelas iguais
a (-3) nem que % X % € a adicédo de % parcelas iguais a E Assim, s6 depois de ter-se

esclarecido para os estudantes como sao ampliadas as operacdes torna-se viavel - e

recomendavel - discutir-se suas propriedades no novo universo humerico. Por exemplo:

No universo dos nimeros naturais, é sempre verdade que a soma de dois
numeros é maior que ou igual a cada um dos nimeros somados. Resultado
analogo vale para a multiplicacdo. Essas certezas sdo, muitas vezes,
referéncias importantes para que os alunos avaliem os resultados em seus
calculos. No entanto, elas deixam de valer no universo dos nimeros inteiros.
Por exemplo, 6+(-10) = -4 e -4 < 6. Da mesma forma, (-2) - 6 = -12, -12
< -2 e -12 < 6. A ampliacdo do universo numeérico exige a revisdo das
propriedades das operacbes. E importante que o aluno perceba que
algumas propriedades das operagbes sdo preservadas, como a
comutatividade; que outras passam a valer, por exemplo, a existéncia de
inverso aditivo (ou simétrico); e que outras, como a exemplificada, deixam
de valer. (RIPOLL; RANGEL; GIRALDO, 2016, p. 66).

As propriedades das operacfes sao em geral negligenciadas ou pouco enfatizadas
em muitos livros didaticos. Por exemplo, em Fischer (2020) foi possivel constatar, no caso
da comutatividade da multiplicacdo de fracdes que as 4 colecdes de livros didaticos
analisadas ndo dado énfase a discussbes como as ressaltadas na citacdo anterior.

Consideramos, assim, justificado o presente trabalho, que avanca nas consideragoes
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colocadas anteriormente, convidando o leitor a refletir sobre a viabilidade de discutir-se a
ampliacao da multiplicacdo e a propriedade comutativa da multiplicagdo com os estudantes
ao longo da Educacéo Basica (secdes 3, 4, 5, e, 6). Nessa direcao, este texto diferencia-se
de outros encontrados (BARMBY et al., 2009; MENDES; BROCARDO; OLIVEIRA, 2013;
ZULKARDI, 2013) que, ao tratarem da propriedade comutativa da multiplicacdo, elegem
algum universo numérico particular, por isso, no lugar de uma secdo de revisdo
bibliogréafica, optamos por mencionar esses textos a medida que o universo numérico €
abordado. Sé&o incluidas algumas sugestdes de abordagem de ampliacao e de validacdo
da comutatividade. Pretende-se aqui ressaltar que em nenhum universo numérico pode tal
propriedade ser inferida sem alguma discusséo sobre sua validade, tendo em vista que
cada universo numérico tem as suas peculiaridades/caracteristicas. Se aceitarmos a
comutatividade da multiplicacdo como uma propriedade naturalmente valida, como nao
esperar do estudante o mesmo procedimento, futuramente, ao considerar uma
multiplicacdo de matrizes?

Este artigo busca contribuir tanto para o Conhecimento Pedagogico de Conteudo
como para o Conhecimento Matematico para o Ensino, trazendo o fruto de uma reflexao
das autoras sobre o ensino da ampliacdo da operacdo de multiplicacdo para universos
numericos maiores do que o dos numeros naturais e sobre o ensino da propriedade
comutativa da multiplicacdo ao longo da Educacéo Basica. Antes de nos concentrarmos na
operacao de multiplicacéo e na propriedade comutativa, procuramos esclarecer, na proxima
secdo, do que tratam o Conhecimento Pedagogico de Conteddo e o Conhecimento
Matematico para o Ensino que fundamentaram este trabalho e que todo professor deve
levar em consideracao ao longo de sua formacéo, seja inicial ou continuada, bem como em

sua préatica.

O Conhecimento Pedagogico de Contetdo, o Conhecimento de Matematica para o

Ensino e a Metodologia utilizada neste trabalho

Lee S. Shulman, e posteriormente Deborah Ball, foram os primeiros pesquisadores
gue se referiram a um conteldo especializado para o ensino, sendo que Ball especifica
para o caso do ensino de Mateméatica. Com formacao em Psicologia Educacional, Shulman
(1986; 1987) preocupou-se em compreender de onde vinham os conhecimentos dos

professores, buscando respostas para questdes como:

De onde vém as explicacbes dos professores? Como os professores
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decidem o que ensinar, como representar esse contetido, como questionar
os alunos sobre isso e como lidar com problemas de compreensdes
equivocadas? Quais sdo as fontes do saber do professor? O que um
professor conhece e quando ele comecou a conhecer? Como 0S novos
saberes sdo adquiridos, o saber antigo ressignificado e ambos combinados
para formar uma nova base de conhecimento? (SHULMAN, 1986, p. 8,
traducdo nossa).

Os questionamentos de Shulman (1986; 1987) foram motivados pela imagem
negativa que se tinha sobre o conhecimento do professor, oriunda de suposicbes, na
década de 1980, de que os professores da educacao basica possuiam uma ma formacao.

Ninguém perguntou como os topicos foram transformados em conhecimento
do professor para o conteddo do ensino. Nem perguntaram como
determinadas formulacdes desse conteudo se relacionavam com o que 0s
alunos conheciam ou interpretavam equivocadamente. (SHULMAN, 1986,
p. 6, traducéo nossa).

Segundo Ball, Thames e Phelps (2008, p. 390), “[...] tdo pouca atengéao foi dedicada
a analise do conteudo e seu papel na instrugdo que Shulman chamou isso de "paradigma
perdido" em sua pesquisa sobre ensino e conhecimento do professor”. (tradugcédo nossa).

A pesquisa de Shulman ndo se concentrou no campo especifico da Matematica;
contudo, ja € possivel reconhecer ai diferencas entre o pesquisador de Matematica e o
profissional que ensina Matematica na Educacdo Basica. Shulman (1986) aponta para um
conhecimento do professor que néao diz respeito ao conhecimento do contetdo por si sO
nem ao conhecimento pedagogico geral, mas sim a um conhecimento que esta associado

a um amalgama entre eles, o que ele denominou Conhecimento Pedagogico de Conteldo.

Dentro da categoria de saber pedagdgico de conteudo, incluo os tépicos
mais regularmente ensinados na area, as formas mais Uteis de
representacdo dessas ideias, as analogias, ilustragbes, exemplos,
explicagbes e demonstracdes mais poderosas — em uma palavra, as formas
de representacdo e formulagdo do contetido que sdo compreensiveis para
0s outros. Uma vez que ndo ha formas unicas de representagdo mais
poderosas, o professor deve ter em mé&os um verdadeiro arsenal de formas
alternativas de representacdo, algumas das quais derivam da pesquisa,
enguanto outras se originam na sabedoria da pratica; também inclui uma
compreensdo do que facilita ou dificulta a aprendizagem de tépicos
especificos: as concepcdes e preconcepgdes que os alunos de diferentes
idades e origens trazem com eles para aprender os tépicos e licbes mais
frequentemente ensinadas. (SHULMAN, 1986, p. 9, tradu¢&o nossa).

Ball, Thames e Phelps (2008) desenvolveram suas pesquisas com base nos

pressupostos de Shulman, direcionando-se especificamente a Matemética, dedicando-se
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ao que chamaram de Conhecimento Matematico para o Ensino, apontando que

0 ensino pode exigir uma forma especializada de conhecimento de contetdo
puro — “puro” porque nao é misturado com o conhecimento sobre os
estudantes nem com o conhecimento de pedagogia; e “especializada”,
porque nao é necessdria ou usada em outras configuracdes sendo em
ensino da matematica. (BALL; THAMES; PHELPS, 2008. p. 396, traducao
nossa, aspas como no original).

Os mesmos autores destacam diversas habilidades associadas ao conhecimento
matematico para o ensino, tais como: identificar erros dos estudantes e suas causas;
identificar e validar estratégias de pensamento diversas; escolher exemplos adequados
para explicar, justificar ou motivar conceitos que direcionam para uma definicdo e/ou para
uma generalizagdo. Cabe ressaltar que muitas destas habilidades apoiam-se tanto no
conhecimento de conteido como no conhecimento pedagogico do professor.

A pesquisa que aqui relatamos, é qualitativa, por ter por foco o processo de como a
multiplicacdo vai sendo ampliada em cada novo universo numeérico e seus efeitos sobre a
comutatividade. Assim, ela ndo envolve uma coleta de dados, porém inclui propostas de
abordagens didaticas. Como metodologia, na concepcao das autoras, a fundamentacéo no
Conhecimento de Matematica para o Ensino sugere uma primeira etapa que diz respeito
ao que é denominado em Ball, Thames e Phelps (2008) conhecimento de contetdo puro e
gue envolveu uma pesquisa teorica sobre os temas numeros naturais, inteiros, racionais,
reais e complexos, focando em sua construcdo e na operacdo de multiplicacdo e na
propriedade comutativa, com base em Ferreira (2013), Ripoll, Ripoll e Silveira (2011), Ripoll,
Rangel e Giraldo (2015; 2016). A seguir, refletiu-se sobre a transposicdo desses topicos
para a Escola Basica, construindo-se propostas de abordagens didaticas que ressaltam
uma diversidade imposta pelos diferentes universos numéricos (por exemplo, ao ampliar-
se 0 universo numeérico dos naturais para os inteiros, arranjos retangulares ja ndo dao mais
conta da abordagem da comutatividade, e uma nova proposta precisa ser apresentada) e

destacam aspectos que devem estar no planejamento do professor.

A propriedade comutativa da multiplicacdo no universo dos niumeros naturais

Como ja ressaltado, a propriedade comutativa da adicdo ndo representa uma
dificuldade aos estudantes, porque adicionar tem o significado de juntar em qualquer um
desses universos numeéricos, e juntar € uma acdo comutativa. Isso atribui as quantidades

gue estdo sendo adicionadas (chamadas parcelas) igual papel na acdo de adicionar. O
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mesmo ndo acontece com a multiplicacdo de numeros naturais, como bem aponta

Vergnaud (2009, p. 183), criador da Teoria dos Campos Conceituais:

Partir de um material concreto para ensinar a multiplicagdo leva
obrigatoriamente a introduzir a multiplicacdo como adicéo reiterada de uma
mesma quantidade e, em consequéncia, a fazer do multiplicando uma
medida, e do multiplicador um simples operador sem dimenséao fisica.

(Figura 1).
O autor alerta que é possivel inverter o papel do multiplicador e o do multiplicando.
No entanto “sé&o necessarias certas precaugdes pedagdgicas para que as criangas aceitem
essa comutatividade, porque Ihes é preciso, na verdade, fazer a abstracdo do que esses
numeros representam” (VERGNAUD, 2009, p.184). Além disso, cabe ressaltar que a
nomenclatura “fatores” para ambos os termos, sugerindo que os termos tém um mesmo

papel também na multiplicacdo, s6 procede depois de provada a propriedade comutativa.

Figura 1: Interpretando os termos de uma multiplicag&o de naturais

3 doces
3 doces
+ 3 doces < 4
+ 3 doces 12
12 doces
. 12 doces
3 representa uma medida
4 representa um numero sem dimensiao

Fonte: Vergnaud (2009, p. 183)
Na pesquisa bibliografica realizada pelas autoras, com excecdo de Mendes,

Brocardo e Oliveira (2013), foi possivel perceber a convic¢cdo dos autores em introduzir-se
a multiplicacdo de numeros naturais como uma adi¢do de parcelas iguais (BARMBY et al.
(2009), RIPOLL; RANGEL; GIRALDO (2015), VERGNAUD (2009), ZULKARDI (2013)). E
consenso entre todos esses autores, no entanto, que se faz necessario discutir a
propriedade comutativa com a crianca, pois para ela esta propriedade ndo é natural: por
exemplo, por que a soma de 5 parcelas todas iguais a 4 determina 0 mesmo resultado que
a soma de 4 parcelas todas iguais a 5, ou seja, que 5 x4 =4 x 5?

Zulkardi (2013), que apresenta uma sequéncia de atividades procurando estimular
alunos do 2° ano da Indonésia a compreender a propriedade comutativa e a usa-la para
resolver problemas de multiplicacdo, menciona trés modelos para representar uma
multiplicacdo de numeros naturais: i) como agrupamento; ii) como um arranjo retangular;
iii) na reta numérica (Figura 2).

Barmby et al. (2009), ao investigarem se arranjo retangular pode apoiar a
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compreensao e raciocinio na multiplicagdo, apontam que, ainda que as representacdes por
agrupamento e na reta numérica ilustrem a adicao de parcelas iguais, nenhuma delas ilustra
dois importantes aspectos da multiplicacdo aqui j& salientados, a saber, a comutatividade
da multiplicacéo e a distributividade da multiplicacdo em relacdo a adicdo. Ressaltam que
0 arranjo retangular enfatiza a natureza binaria da multiplicacdo e tem a vantagem de, com
ele, ser possivel mostrar-se claramente a propriedade comutativa. Zulkardi (2013) concorda
com esses autores, e complementa que o arranjo retangular ainda permite ao estudante
contar por agrupamento e usar adicdo repetida (Figura 3). Cabe ressaltar que as
reinterpretacdes apontadas na Figura 3 oportunizam a generalizagédo da ideia embutida no
exemplo ai mencionado, momento em que a propriedade comutativa da multiplicacdo (de
ndmeros naturais) pode ser entdo explicada em palavras com estudantes dos anos iniciais,
ainda apoiada no arranjo retangular: ndo importa quanto valem multiplicando e

multiplicador, seus papéis podem ser trocados porque o resultado produzido € o mesmao.

Figura 2: Representacdes da multiplicacédo

o o ST
o &

(&) ilustrando 4 x 3 como agrupamento (b} ilustrando 3 x 5 como arranjo retangular

- T T - T - T T - T
L - - - -
™ T T T T L | LI B R I B T T T T T L | T T | v ¥ % 1

(c) ilustrando 4 x 7 na reta numeérica

Fonte: (a) e (c): Elaborado pelas Autoras; (b): Ripoll, Rangel e Giraldo (2015, p. 99)

Figura 3: Reinterpretac&o do arranjo retangular: diferentes agrupamentos levama5x3=3 x5

L L & L L L
I L L L L L l
L&l L 2l L&l L&l L&l
Reinterpretacdo 1 por agrupamento Reinterpretacao 2 por agrupamento

L L | LA ik LA LA ik |

H N | H H K H L |

5 5 | L L L& L& 5 |

5x Ixb

Fonte: Elaborado pelas Autoras

Todos os trabalhos encontrados que falam da comutatividade da multiplicacdo de
nameros naturais apontam o arranjo retangular como uma das representacdes mais
potentes para abordar tal propriedade e amparar a evolucdo do raciocinio multiplicativo de
estudantes dos anos iniciais ou mesmo do 6° ano de escolaridade, apesar de Battista et al.

(1998), em sua pesquisa sobre como estudantes constroem e organizam mentalmente um

9 RENCiMa, Séo Paulo, v. 12, n. 3, p. 1-25, abr./jun. 2021



. <REnCiM

Revista de Ensino de Ciénci Matematica

arranjo retangular, terem constatado que muitos estudantes n&o “enxergam” um arranjo
retangular como uma disposi¢éo de linhas por colunas. De fato, Zulkardi (2013) concluiu
gue os estudantes de segundo ano que participaram de sua pesquisa nao visualizaram a
multiplicagdo no arranjo retangular, insistindo na contagem “um a um”. Assim, o professor
deve estar bastante atento & compreensdo dos estudantes quanto ao arranjo retangular
como interpretacdo da multiplicacéo e ao nivel cognitivo dos mesmos antes de convida-los

a uma generalizacéo que leva ao enunciado da propriedade comutativa.

A multiplicagdo e a comutatividade no universo dos numeros inteiros

Na escola béasica, a introducdo dos numeros negativos precisa garantir alguns
aspectos fundamentais, entre eles: a ressignificacdo do zero, que agora, além de manter o
significado de auséncia de quantidade, passa a ser compreendido também como um
referencial; a compreensao de numero como uma quantidade munida de uma orientacéo.
Assim, as quantidades passam a ser registradas em relacéo ao referencial zero, o que
oportuniza a ideia de oposto (RIPOLL; RANGEL; GIRALDO, 2016). A partir das ideias de
referencial e de oposto, o estudante deve reconhecer que “tomar o oposto de” € uma acao
gue anula a si propria, ou seja, que 0 oposto do oposto de um namero é o préprio numero.

Como consequéncia da incorporacdo da nocdo de orientacdo ao conceito de
numero, originando os inteiros positivos e negativos, 0s conceitos existentes no universo
dos numeros naturais ndo mais amparam, pelo menos diretamente, as operacdes
elementares com nameros inteiros. De fato, ja ndo faz sentido, por exemplo, encarar
(-2) x 3 como uma adicao de parcelas iguais a 3. O produto (-2) x 3 deve, entéo, ser definido.

Neste momento, cabe mencionar uma possibilidade de encaminhamento utilizada
em muitos livros didaticos e que consiste em definir (-2) x 3 como sendo igual a 3 x (-2)
porque queremos que a multiplicagao “continue” comutativa. Essa posicao de definir (-2) x

3 como sendo igual a 3 x (-2) parece seguir o Principio de Permanéncia de H. Hankel, que
estabelece que as operacdes em Z e em QQ sdo ampliadas de modo a serem preservadas

ao maximo as propriedades que valem no universo numérico menor. Em sua obra Theorie
der complexen Zahlensysteme publicada em 1867, o matematico alem&o Hermann Hankel
apresenta um tratamento bastante axiomatico dos fundamentos da aritmética, na qual
aparece explicitamente o principio de permanéncia como a base conceitual para estender
o significado de operacdes a novos dominios de numeros. Seguindo este principio, no caso

dos numeros, a escolha para as definigbes dos novos produtos (positivo x negativo,
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negativo x positivo, negativo x negativo) ndo é arbitraria, mas sim Unica. Ou seja, seguindo
este principio, é possivel provar que a regra dos sinais da multiplicacao é a Unica forma de
estender-se a multiplicacéo dos naturais para os inteiros de tal forma que suas propriedades
fundamentais sejam preservadas (precisamente, aquelas que garantem a Z a estrutura de
anel). (RIPOLL; RANGEL; GIRALDO, 2016).

N&o recomendamos que este principio seja utilizado com estudantes do 7° ano, por
dois motivos: apenas sugerir que seja preservada a propriedade que ja vale para numeros
naturais, sem justificativas para o estudante, ndo o ajudara na compreensdo da
multiplicacdo de inteiros; além disso, ressaltamos que a proposta de definicao para (-2) x 3
apoiada na comutatividade néo serve para definir o produto de nimeros negativos, como
(-2) x (-3) e, neste caso, 0 argumento apoiado no Principio de Permanéncia de Hankel é
mais complexo ainda do que aquele que justifica que (-2) x 3 deve ser igual a 3 x (-2). Por
isso, consideramos que a definicdo de produto de inteiros na escola carece de significado,
sendo recomendavel encontrar-se alguma motivacao para ela que Ihe dé mais significado.

No que segue, trazemos uma proposta de encaminhamento da definicdo de produto
de inteiros para estudantes de 7° ano. Comecamos apontando que é possivel buscar
inspiracdo nas operacdes com numeros naturais para estabelecer/definir a multiplicacéo
nos novos casos de produtos de nameros inteiros: positivo X negativo, negativo X positivo
e negativo x negativo, atribuindo-lhes algum significado, ainda que nem sempre de forma
imediata. Por exemplo, é natural para os estudantes aceitar (definir, na verdade) a
multiplicacdo de numero inteiro positivo por nimero inteiro negativo ainda como adicéo de
parcelas iguais. Assim, da mesma forma que 3 x5 =5+ 5 + 5, define-se que 3 x (-5) é igual
a (-5) + (-5) + (-5), e, em geral, define-se, de forma analoga, o produto de qualquer inteiro
positivo por um inteiro negativo. A seguir, com 0 apoio da reta numérica (Figura 4) e da
operacao de adicdo de inteiros ai ja visualizada, o estudante pode ainda perceber que
3 x (-5) é o oposto de 3 x 5, propriedade que, simbolicamente, é expressa pela igualdade

3 x(-5) =- (3 x 5) (oposto de 3 x 5).

Figura 4: Apoio na reta numérica para perceber que 3 x (-5) é o oposto de 3 x 5

MiThdTh AThaTh T aihe

L[] ]
5 10 40 12 5 10 15

Fonte: Elaborado pelas Autoras
Ainda com a reta numérica ajudando na visualizacdo e na imaginacao, a propriedade

pode ser generalizada para outros valores e, posteriormente, para valores quaisquer,
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chegando-se a concluséo de que, para quaisquer que sejam 0s nimeros naturais a, b,

a x (-b) =-(a x b) (oposto de a x b), *)
propriedade que, em um primeiro momento, pode ser registrada em palavras, sem 0 uso
de simbologia matematica.

Ja ndo é tdo imediato buscar inspiracado nas opera¢cées com numeros naturais para
definir o produto (-3) x 5, mas ainda é possivel. De fato, a definicdo para esse caso pode
vir da observacdo de uma regularidade na multiplicacdo de naturais: por exemplo, na
sequéncia de produtos na coluna da esquerda da Figura 5 observa-se que o resultado de
uma linha é sempre 5 unidades a menos da linha anterior. Portanto, a defini¢cdo de (-1) x 5,
(-2) x 5 etc. pode continuar apoiando-se em tal regularidade e assim definir-se que (-3) x 5
= -15 (coluna da direita da Figura 5).

Figura 5: Regularidade motivadora da definicdo de (-3) x 5

Jxb=15 0x5=10

D 5 unidades a menos D 5 unidades a menos

2xb=10 -1yx5=-5
D 5 unidades a menos D 5 unidades a menos
1x6=5h -2)x5=-10

0x5=0 D 5 unidades a menos (:3)x5=-15 D 5 unidades a menos

Fonte: Elaborado pelas Autoras

Novamente a Figura 5 e a reta numeérica podem auxiliar o estudante a reconhecer e,
posteriormente, a generalizar para outros valores, que, a partir dessa regularidade, (-3) X 5
€ também o oposto de 3 x 5, pois percebe-se que, afinal, retira-se, a partir do zero, 3 vezes
5 unidades, agora interpretando as flechas que apontam para o sentido decrescente da reta
na Figura 4 como “retirando 5 unidades”. Assim, levando em conta que retirar € 0 oposto
de acrescentar, como ja trabalhado no universo dos nimeros naturais, o estudante deve
perceber que

(-3) x5=-(3x5)

Aceitando-se a regularidade mencionada como motivadora para a definicdo de
(-3) x 5, reconhece-se (-3) x 5 como o0 oposto de 3 x 5, ou, de forma genérica, para quaisquer
gue sejam 0s numeros naturais a, b,

(-a) xb =-(axb) (oposto de a x b), (**)

propriedade que, em um primeiro momento, pode ser estabelecida s6 em palavras.

De forma analoga, agora aproveitando a definicdo ja estabelecida de multiplicacéo
de numero inteiro positivo por numero inteiro negativo, exploramos o mesmo tipo de
regularidade utilizada para inspirar a definicAo do produto de dois nameros inteiros

negativos, registrada na Figura 6 e que nos leva a definir
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(-3) x (-5) =3 x 5.

Figura 6: Regularidade motivadora da definicdo de (-3) x (-5)

3x(-h)=-15 0x(-5)=0
x(9) D & unidades a mais x(-5)= D 5 unidades a mais
2x(—5}:-1t}> (-1)x (-5) =
b unidad i D 5 unidades a mais
1%(5)=5 unidades a mais » (2)x(5) =10
0x5=10 D 5 unidades a mais (-3)x(5) = 15 D 5 unidades a mais

Fonte: Elaborado pelas Autoras
Aregularidade apresentada na Figura 6, se tomada como motivacao para a definicéo
do produto (-3) x (-5), permite-nos interpretar (-3) x (-5) como acrescentar, a partir do zero,
3 vezes 5 unidades. Permite também interpretar (-3) x (-5) como o oposto de 3 x (-5),
ampliando a propriedade (**) para o0 caso em que o segundo fator € um namero negativo,

uma vez que, pela propriedade (*),

- (3 x (-5)) = oposto de 3 x (-5) t} oposto de (oposto de 3 x 5)
= oposto de (oposto de 15) =15=3 x5
A mesma ideia pode ser repetida para outros valores negativos e, posteriormente,
generalizada (em palavras) para inteiros negativos arbitrarios, concluindo-se que, para

guaisquer gue sejam 0s numeros naturais a, b,

(-a) x (-b) = oposto de a x (-b) {;} oposto de (oposto de (ax b) =ax b,
portanto,
(-a) x(-b) =axb. (***)

A discussédo da propriedade comutativa também precisa ser feita em casos. O
professor pode estimular o mesmo pensamento genérico que ajudou o0s estudantes a
estabelecerem as propriedades (*) e (**) para que o0s estudantes concluam que a
propriedade comutativa vale quando os fatores tém sinais opostos. Para o caso de ambos
os fatores serem negativos, encaminhamento semelhante pode ser feito, agora utilizando

a propriedade (***): partindo de exemplos, tais como

(39)x(-5) ='3x5=5x3 = (-5)x (-3),
os estudantes devem perceber que a comutatividade da multiplicacdo de nUmeros naturais,
utilizada na segunda igualdade acima, ampara a comutatividade da multiplicacdo desses
inteiros e, a seqguir, perceber que o argumento € o mesmo para quaisquer fatores negativos,

concluindo que também nesse caso a multiplicacdo é comutativa.

A multiplicacdo de inteiros e a comutatividade por meio do abaco dos inteiros
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Em Meinerz (2020) encontramos a descricdo do Objeto Digital de Aprendizagem
Abaco Virtual dos Nimeros Inteiros (Figura 7) como ferramenta para apoiar as operacdes

com numeros inteiros:

o Objeto Digital de Aprendizagem é constituido de duas hastes: a haste da
esquerda para colocar as argolas [vermelhas] que representam as unidades
negativas e a haste da direita para colocar as argolas [azuis] que
representam as unidades positivas. Para utilizar o Abaco dos Numeros
Inteiros € necessario observar trés regras: uma argola na haste das
unidades positivas, representa uma unidade positiva; uma argola na haste
das unidades negativas, representa uma unidade negativa; uma argola na
haste das unidades positivas “anula” uma argola na haste das unidades
negativas. (MEINERZ, 2020, p. 44-45).

Figura 7: Foto da tela do Objeto Digital de Aprendizagem Abaco Virtual dos Nimeros Inteiros

Abaco dos Inteiros

Arraste as argolas para
as respectivas hastes

Fonte: Meinerz (2020, p. 45)

A regra “uma argola na haste das unidades positivas ‘anula’ uma argola na haste das
unidades negativas” apoia-se em discusséo anterior a apresentacao do abaco e reporta-se
ao conceito de numero negativo, de oposto e a propriedade de que, ao se adicionar dois
nameros opostos, obtém-se zero como resposta. Assim, no abaco, o zero pode ser
representado de varias formas, por meio das colunas de unidades negativas e positivas
preenchidas com a mesma quantidade de argolas, fato que sera utilizado adiante.

Além do uso do abaco para explorar a adicdo e a subtracdo de numeros inteiros, €
possivel fazer também uso desse material para explorar a multiplicacdo de inteiros e
deduzir as regras de sinais.

Em sua pratica, Meinerz faz uso do abaco para trabalhar as opera¢des com niumeros
inteiros e afirma que os estudantes aceitam com naturalidade a definicdo, por exemplo, do
produto 3 x (-5) como a adicdo de 3 parcelas iguais a (-5), posteriormente generalizada

para o caso positivo x negativo; ainda, levando em conta que adicionar tem o significado de
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juntar, mas também de acrescentar, a partir da ideia de que para obter-se 3 x (-5)
acrescentam-se 3 parcelas iguais a (-5), os estudantes também aceitam com naturalidade
a definicdo do produto (-3) x alguma coisa como o oposto de adicionar (ou acrescentar) 3
parcelas iguais a esta alguma coisa, 0 que corresponde a retirar 3 parcelas iguais a esta
alguma coisa. Assim, (-3) x 5 seria definido como retirar 3 parcelas iguais a 5, enquanto (-
3) x (-5) seria definido pelo “oposto de acrescentar 3 parcelas iguais a (-5)”, ou seja, retirar
3 parcelas iguais a (-5). Com a utilizacdo do 4baco, os estudantes tém a oportunidade de
perceber que “retirar 3 parcelas iguais a (-5)” é equivalente a “acrescentar 3 parcelas iguais
a 5”. A Figura 8 ilustra o processo da multiplicagéo (-3) x (-5) no abaco. Para retirar, a partir
do zero, 3 parcelas iguais a -5, antes temos que fazé-las aparecer no abaco; para isto,
representamos convenientemente o zero no abaco. Por exemplo, representamos o zero por
meio do uso de (no minimo) 15 argolas positivas e 15 argolas negativas (Figura 8 (a)); agora
torna-se possivel retirar do dbaco 3 parcelas de 5 unidades negativas (Figura 8 (b)),

resultando em +15 (Figura 8 (c)), 0 que é equivalente a adicionar 3 parcelas iguais a 5.

Figura 8: Foto da tela do Objeto Digital de Aprendizagem Abaco dos inteiros

(a) (b) (c)

Fonte: Elaborado pelas Autoras
A conducado com a utilizacdo do abaco que acabamos de descrever oportuniza aos
estudantes a descoberta das “regras dos sinais” apresentadas em (*), (**) e (***) que, por
sua vez, foram motivadas pela ideia de manter a determinada regularidade descrita nas
Figuras 5 e 6. Assim, o professor que fez uso do 4baco para deduzi-las também pode utiliza-
las para abordar a comutatividade da multiplicacdo, da mesma forma que a apresentada

anteriormente, ou seja, a partir das propriedades (*), (**) e (***).

A multiplicacéo e a comutatividade no universo dos numeros racionais positivos

Druck (2006), ao tratar de dificuldades conceituais relacionadas as ideias de fracao,
de relacdo de equivaléncia, bem como das operacfes fundamentais no universo das
fracoes, ressalta que, na ampliacéo da operacao de multiplicacao, dificuldades conceituais

importantes se apresentam, e alguns significados que os alunos trazem do universo dos
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naturais, ja n&o far&o mais sentido no novo universo numérico. “Seria absurdo perguntar,
z 7 . ~ .2 .
por exemplo, qual é o valor da soma de 5 Consigo proprio - de vezes. [...] Ou seja, o produto

como soma de parcelas iguais ou como numero de combinacgdes entre elementos de dois

conjuntos perde tipicamente o sentido no campo das fragées” (DRUCK, 2006, p. 9) nos

~ ~ 1 3 Z -
casos em que ambos os termos sao fracoes (E X Z) e quando o fator € um numero

fracionério (g X 2) ou (3 X i) Assim, antes de focar-se no algoritmo, deve-se dar sentido
as operacdes de multiplicacéo de fracoes.

Com relacdo a operacdo de multiplicacdo de fracdes, nos PCN (BRASIL, 1998) é
recomendado que ela seja pensada como parte de partes de um total, e é destacada a
necessidade da ruptura da ideia de que a multiplicacéo € a adicao de parcelas iguais. Nao
apenas defendemos esta ideia como a reiteramos: a ampliacdo da operagcdo de

. . ~ . ~ . . a C ~ .
multiplicacdo para o conjunto das fracdes deve ser definida, para se- fracOes quaisquer,

como

S| Q

X

S

de <,
d

Qla

de modo que é essencial que o estudante construa, anteriormente a esta definicdo, uma

”

ra . . “2
estratégia que Ihe permita calcular, por exemplo, 3 de”.

Sobre a propriedade comutativa da multiplicacao de fragdes, Fischer ressalta que,

em situacdes concretas, ndo é natural aplicar a propriedade comutativa, por
exemplo, tomar o dobro de meia maca, ndo é a mesma a¢ao que tomar
metade de duas macas, apenas o resultado € o mesmo. A discussao sobre
a validade das propriedades (ou da ampliacdo das propriedades) das
operacdes deve, sim, na nossa opiniao, ser oportunizada nos livros didaticos
e nas salas de aula. (FISCHER, 2020, p. 86).

A pesquisa desenvolvida por Fischer (2020) abordou a ampliacdo da multiplicacédo

de naturais para o caso natural x fracdo ancorando-se no significado de “o dobro de”: assim

como 2 x 5 significa o dobro de 5, ou seja, 5 + 5, o produto 2 x é significa o dobro de é ou

.1 1 . . .
seja _ + .. Relata que este caso foi aceito com naturalidade pelos estudantes de 6° ano

pesquisados.

Ja o caso “fracao x” foi precedido por diversas atividades que, com o auxilio de
material concreto, exploraram “fracdo de” e que tiveram como objetivo que os estudantes
construissem uma estratégia para determinar fracdo de uma grandeza discreta e fracao de

uma grandeza continua. Esta etapa de exploracao do significado de “fragcao de” oportunizou
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gue os estudantes percebessem que a unidade também pode ser uma fragcdo. A Figura 9

. , - - . 1 1 ,

ilustra a estratégia utilizada para determinar > de " de uma grandeza continua: em (a)
1 . .

marca-se ; da unidade, pintando-a de azul; em (b) o estudante deve concentrar-se na parte

pintada de azul, sendo levado a considerar i como uma nova unidade e da qual precisa
determinar a metade, pintando-a de rosa; em (c) o estudante deve determinar que fragao
da unidade original, afinal, € a parte pintada de rosa, sendo entdo levado a construir uma
nova equiparticao da unidade original.

. 1 1 . 1 1 1
Figura 9: Calculando > de Se concluindo: 5 de Pl

4 9
f_%
| :
L
\_'_l
1 1
(@) (b) ©)

Fonte: Fischer (2020, p. 44)

Nesse processo, a autora ressalta que o uso de uma unidade retangular com linhas
paralelas aos lados do retangulo (de agora em diante referidas por horizontais e verticais),
bem como o uso de diferentes cores ajudam n&o sO na percepcdo de que a nova
equiparticdo da unidade contard com 4 x 2 partes como também na generalizacdo do
processo para fragdes quaisquer, quando o estudante podera perceber que o numerador
do produto é proveniente do produto dos numeradores dos fatores e o denominador do
produto € proveniente do produto dos denominadores dos fatores.

O proximo passo consiste da definigdo da multiplicagao “fragdo x“ como “fragcao de”;
Fischer (2020) apoiou-se novamente na multiplicagcdo de numeros naturais: assim como “2

x“ é sinbnimo de “o dobro de”, define-se % X “como % de”, por exemplo:

L larlyol
x 4 = 2 de 4 (****)

(]

Assim, a definigdo (****) “ndo sO pode ser motivada no conhecimento que o
estudante traz do universo dos nimeros naturais como pode apoiar-se na representacao
pictorica, ambas ajudando a deduzir o algoritmo usual para a multiplicagao de fragdes”
(FISCHER, 2020, p. 253). Fischer relata que

os alunos aceitaram bem a motivacdo da ampliacdo da multiplicacdo de
naturais para todos os outros casos envolvidos na multiplicagcdo de fracoes
(natural x fragéo, fragéo x natural, fragéo x fracéo); foram capazes de aplicar
a definicAo da multiplicacdo em varios momentos, reconhecendo que a
expressao “de” esta diretamente ligada (por meio da definicdo) a operagéo
de multiplicacdo. (FISCHER, 2020, p. 254).
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Os Quadros 2 e 3 trazem uma sugestdo ao professor de como encaminhar a

obtencédo do algoritmo usual da multiplicacdo de fragdes para o caso de fragdo propria x

fracdo prépria, apontando que, para 0s

estudantes, o uso de cores pode substituir o uso de

letras e que é recomendavel comecar a discussdo com casos particulares.

Quadro 2: Deduzindo o algoritmo para fracao prépria x fragao prépria — Parte 1

Para determinar a que fragdo da unidade corresponde
o produto - x - ou seja, = de -, partimos da unidade.

—

Equiparticionamos a unidade em b partes; cada parte
representa entao % da unidade.

-0

—

a

Pintamos a partes iguais a % da unidade, obtendo,

. ~ ~ a
assim (em azul), a representacdo da fracdo 5 da
unidade.

Para obter 2 de % da unidade:

-l

i) dividimos a parte % da unidade (pintada de azul) em
d partes iguais.

Cada linha horizontal ai marcada determina % de % da
unidade;

i) Hachuramos c partes iguais a % de % da unidade,

obtendo, assim, 0 que queriamos: determinar 3 de % da
unidade.

Fonte:

Fischer (2020, p. 45)

Quadro 3: Deduzindo o algoritmo para fragao prépria x fragao prépria — Parte 2
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Para determinarmos que fracdo da unidade representa a parte pintada de % precisamos de
uma nova equiparticdo da unidade. Esta nova equiparticdo pode ser obtida com o prolongamento
das linhas horizontais que equiparticionaram a parte pintada de azul.

b
]

Com o significado da multiplicacdo de numeros
naturais como arranjo retangular, percebe-se que a
d nova equiparticdo divide a unidade em d x b partes,
das quais c x a correspondem a parte hachurada da

% % unidade, ou seja, a - de ;- da unidade.

a

Conclui-se entao:

c_a_cxa

s~ axp’

ou ainda, usando apenas as cores para representar as fracdes envolvidas:
B E_ExE -
n E ExH

Fonte: Fischer (2020, p. 46)
No Quadro 4 é sugerida uma abordagem para explorar a propriedade comutativa da

multiplicacdo de fracdes, baseada no encaminhamento sugerido nos Quadros 2 e 3: na
. . . 2 3 3 2
primeira coluna determina-se s de - €nquanto na segunda coluna calcula-se " de -

A generalizacdo do argumento apresentado para fragdes quaisquer (comecando por
fracOes préprias) pode ser amparada pelas cores, ndo sem antes o estudante perceber a

necessidade de fazer uso da comutatividade da multiplicacdo de nimeros naturais:

u l l l HxE_ExE_ l l | | l
u l l l IXIilxl l l [ | l

pela comutatividade da multiplicacdo em &

Outra alternativa que pode ocorrer aos estudantes é fazer uso do algoritmo ja
deduzido em (*****) e que também utiliza a comutatividade da multiplicacdo de nameros
naturais:

B E_ExE_ExE_H N
H B ExH l ExH H N

pela comutatividade da multiplicacdo em &
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Quadro 4: Explorando a propriedade comutativa da multiplicagdo em um caso particular

2.3
Zx =
5 4

NI
X
o1~

—

I

3
Pintamos 3 partes iguais a i da unidade,
obtendo, assim (em azul), a representacéo da
fracdo Z da unidade.

5

e -2

Pintamos 2 partes iguais a % da unidade,
obtendo, assim (em rosa), a representacio da
fracao g da unidade.

L

4
]
X

I 2

5

////////////.ﬂf{/////////////// /I 2
///////////%7/////////////////////////

Hachuramos 2 partes iguais a i de % da

unidade, obtendo, assim, E de % da unidade. A

seguir, determinamos a nova equiparticdo da
unidade.

i
-

I -
|
3
Hachuramos 3 partes iguais a % de % da

unidade, obtendo, assim, % de % da unidade. A

seguir, determinamos a nova equiparticdo da
unidade.

5

Y

5
//////////// D D,
i i

5

-

\ J

I
3

_d _: Exz

~ 3
. x 3_
Conclusao: Piabriai 2%z

uiN

3 2
3 se

Fonte: Elaborado pelas Autoras

Encerramos esta se¢éo ressaltando que a relevancia da discusséo em questao recai
sobre a multiplicacdo de numeros positivos, sejam eles racionais ou reais (abordados na

proxima secdo), uma vez que multiplicacdo envolvendo ndmeros negativos € uma
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ampliacao das regras de sinais (*), (**) e (***) estabelecidas para nUmeros inteiros.

A multiplicagdo e a comutatividade no universo dos numeros reais positivos

Como no universo dos numeros inteiros, antes de discutir-se a ampliacdo da
multiplicacdo de numeros reais e a propriedade comutativa, € preciso deixar claro o
conceito de numero real. Em Ripoll, Ripoll e Silveira (2011), introduz-se o conceito de
namero real absoluto (que, posteriormente, corresponde ao de ndmero real positivo) como
sendo o numero que expressa a medida de algum segmento de reta. Para representa-lo,
faz-se uso do sistema decimal; assim, escrevemos

X=m,a & &..
sendo m um namero natural (também representado no sistema decimal) e a. a. a. e, mais
geralmente, a para cada i € N, um nimero natural do conjunto {0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9} e
gue passamos a denominar algarismo. Com tal representacéo e apoiando-se nos numeros
racionais (positivos, agora representados também no sistema decimal), consegue-se
esclarecer a quantidade representada pelo nimero x, a saber, se x= m,a. a. a....., entdo
m<x<m+l,
mas também

1
m,a. SX< m,a1+ -,
10

! *)
m,a: a. SX< m,a, a,+ —,
100 1

m,a1azassxsm,a1azaa+m,
e assim sucessivamente, obtendo, a cada etapa, uma maior precisdo. Assim, por exemplo,
dizer que x é um numero da forma x= 2,3597... implica

2<Xx<3,
2,3<x<2/4,
2,35<x<2,36,

2,350 < x < 2,350 + —— = 2,36,
1000
e nada mais podemos afirmar.

Cabe ressaltar que, no sistema decimal, a representacdo para um numero real (e
também de infinitos nimeros racionais) pode envolver infinitos algarismos néo nulos, de
modo que, na grande parte das vezes, trabalha-se com aproximacdes racionais para esse
namero; neste caso, a precisao é estabelecida a partir do nimero de casas decimais que
se quer considerar, dai a importancia das desigualdades em (*). As operacdes elementares
com numeros reais positivos sado definidas também se fazendo uso dessas desigualdades,

gue ajudam ainda a obter a representagéo decimal do produto:
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Definicao (multiplicacdo de reais positivos): Dados x e y nimeros reais posi-
tivos, com expansodes decimais X = m,a:az... € y=M,bibo..., definimos, para
cada n = 1, 0s numeros racionais
Xp, = M,aidz...an e Yn = M,b1b2...by .

A multiplicacdo dos numeros reais positivos x e y produz um resultado
chamado produto, o qual é denotado por x e y ou simplesmente xy, e é
definido como sendo o Unico nimero real comum a todos os elementos da
sequéncia de intervalos

1 1
XnYn, (xn + W)(yn + W)]

(RIPOLL; RIPOLL; SILVEIRA, 2011, p. 278).

Por exemplo, se multiplicarmos os nimeros reais positivos a e b, sabendo que a e
b sdo da forma a = 1,414414414... e b = 3,010010001..., aplicando a definicdo, podemos
afirmar que

1<a<2 e 3<b=<4 —» 1x3<ab<2x4,ouseja,ab€][3;8],
mas também
14<a<15 e 30<b=<31 —> 14x3<ab=<1,5x3,1,0ouseja, ab€ [4,2; 4,65],
0 que ja nos permite afirmar que ab é da forma
ab=4,...

Podemos observar que uma maior precisdo depende do numero de casas de

precisdo consideradas para cada um dos fatores:
141<a<142 e 3,01<b=<3,02 - 1,41x3,01<ab<1,42x3,02, ou seja,
ab € [4,2441; 4,2884], o que ja nos permite afirmar que ab é da forma
ab=42..;
ainda, 1,414<a<1,415e3,010=b <3,011— 1,414 x 3,010 <ab < 1,415 x 3,011,
ou seja, ab € [4,24614; 4,26057]; e também
1,4141<a<1,4142e¢ 3,0100=b <3,0101— 1,4141 x 3,0100 < ab =<1,4142 x 3,0101,
ou seja, ab € [4,25644 ; 4,25688], 0 que ja nos permite afirmar que ab é da forma
ab =4,25....

Observando a Definicdo de multiplicacéo de reais positivos, vemos que o produto xy
(ou ab do Exemplo anterior) € sempre cercado por um produto de numeros racionais;
também é possivel constatar que os racionais envolvidos nesta cercania serdo 0s mesmos,
tanto para calcular o produto xy como o produto yx (ou o produto ab como o produto ba no
exemplo mencionado). Sugerindo-se aos estudantes dos anos finais do Ensino
Fundamental calcularem os produtos ab e ba, acredita-se que perceberdo que, como a
multiplicacdo de nimeros racionais € comutativa, 0s nimeros racionais que limitam, a cada

etapa, os produtos ab e ba sdo os mesmos nimeros racionais, portanto ab = ba. Com mais
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alguns exemplos, se necessario, acredita-se que estudantes dos anos finais do Ensino
Fundamental e estudantes do Ensino Médio nado terdo dificuldade em generalizar sua

concluséo para a multiplicacéo de dois quaisquer niUmeros reais positivos.

A multiplicagdo e a comutatividade no universo dos nimeros complexos

A definicdo “um numero complexo é uma expressao da forma a+bi, sendo a, b € IR
e i chamada unidade imaginaria” é abstrata, sendo por isso tratada s6 no Ensino Médio. A
multiplicacdo de dois numeros complexos a+bi e c+di, (sendo a, b, ¢, d € IR) é definida por
(a+bi) x (c+di) = (ac — bd) + (ad+bc)i,
e, a partir dela, percebe-se que i?= (0+1i)>= -1 (esta na verdade é a motivacido para a
definicdo de numero complexo); percebe-se também que
(c+di) x (a+bi) = (ca— db) + (cb + da)i.
Como a adicdo e a multiplicacdo de niameros reais sdo comutativas, tem-se
ca—db =ac - bd, bem como cb + da = ad+bc
e dai percebe-se a comutatividade da multiplicacédo também de nimeros complexos:
(atbi) x (c+di) = (ac — bd) + (ad+bc)l = (ca — db) + (cb + da)i = (c+di) x (a+bi).
Apoés ser convidado a calcular alguns produtos, acredita-se que um estudante do
Ensino Médio, que ja deve estar mais familiarizado com a linguagem simbdlica, ndo devera
ter dificuldades em ele mesmo construir este argumento para demonstrar a comutatividade

da multiplicacdo de nimeros complexos.

Consideracdes Finais

Neste artigo, procurou-se trazer uma reflexdo das autoras sobre a ampliacdo da
operacdo de multiplicacdo e a propriedade comutativa da multiplicacdo ao longo da
Educacao Bésica, a luz do Conhecimento Pedagdgico de Conteudo e do Conhecimento
Matematico para o Ensino. Diferentemente da adicéo, a discussdo da comutatividade da
multiplicacdo de nameros naturais é essencial para que seja viavel, por exemplo, chamar-
se ambos os termos da multiplicacdo (multiplicando e multiplicador) de fatores. E, a partir
da ampliacdo com significado para a escola basica da multiplicacdo em cada universo
numeérico, ficou evidenciada a necessidade de discutir-se a validade da propriedade
comutativa. Assim, refletindo sobre os novos niumeros do universo numérico, fica claro que,
na escola basica, em nenhum universo numérico pode a propriedade comutativa da
multiplicacao ser inferida sem uma discusséo sobre sua validade.

E imprescindivel, na opinido das autoras, que uma atencdo especial seja dada as
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propriedades das operacdes, para que os estudantes possam, por exemplo, ja desde os
anos iniciais, melhor compreender por que valem os algoritmos operatérios e até criar
estratégias pessoais de calculo.

Ap0s discutir-se a ampliacao da multiplicacdo em cada universo numérico maior do
gue o dos numeros naturais, foram sugeridas algumas abordagens para a sala de aula,
bem como abordagens que buscam fazer com que os estudantes reflitam a respeito da
propriedade comutativa em cada novo universo numérico, ficando evidenciada uma
diversidade imposta pelos diferentes universos numéricos. Reconhecemos que, no entanto,
a validacdo de uma proposta didatica s6 ganha forca se, em algum momento for
implementada. Assim, espera-se, com este trabalho, contribuir com a reflexdo sobre o
ensino que todo professor deve manter presente, reiterando assim a importancia do
Conhecimento Matematico para o Ensino (BALL, 2008; SHULMAN, 1986; 1987).
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