SISTEMAS DE REPRESENTACION, MAPAS
CONCEPTUALESY CONCEPCIONESDE LOS

PROFESORES SOBRE LA FUNCION CUADRATICAl

PEDRO GOMEZ, CRISTINA CARULLA

En el estudio que se reporta aqui se exploraron las concepciones de
profesores de matematicas de secundaria acerca de la funcién cuadra-
tica con base en una serie de mapas conceptual es que ellos, organiza-
dos por grupos, produjeron con motivo de un esguema de interaccién
gue involucrd trestipos de analisis: de contenido, de instrucciény cog-
nitivo. Los sistemas de representacion fueron el gje organizador estos
mapas conceptuales que fueron codificados con base en una serie de
atributos que pretendian identificar aquello que el profesor reconoce
como esencial del objeto, € tipo de representaciones que é utiliza
para abordar €l objeto y el conjunto de situaciones, fenémenos y pro-
blemas que él asocia al objeto. El andlisis de los resultados se hizo con
base en una caracterizacién de los mapas conceptuales y muestra que
la utilizacién de los sistemas de representacion, los mapas conceptua-
lesy el andlisis didactico, junto con un esquema de trabajo en el que se
trabaja en grupo, en el que seinteractia con investigadoresy en €l que
se contrastan las producciones socialmente, puede afectar las visiones
delos profesores sobre el contenido matemético.

INTRODUCCION

El problema que dio lugar a este estudio tenia que ver con la contrastacion
de una hipétesis que surgié alo largo de larealizacién de varios programas
de formacion permanente de profesores. Nosotros percibimos en estos pro-
gramas, que, cuando los profesores se enfrentan al problemade analizar un
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concepto matematico desde la perspectiva del andlisis didactico” (andlisis
de contenido, andlisis de instruccion y andlisis cognitivo) con la ayuda de

1. El estudio que se reporta aqui tuvo el apoyo del Instituto paralalnvestigaciony el Desarro-
llo Pedagégico (IDEP) a través del contrato N° 66 de 1998. Queremos agradecer a Vilma
Maria Mesay Patricia Perry, quienes leyeron y comentaron una primera version de este arti-
culo.

2. Esta es una versiéon resumida y adaptada de lo que los investigadores espafioles Ilaman el
andlisis didéctico (Gonzél ez, 1995).



los sistemas de representacion y los mapas conceptuales como eje organi-
zador, los primeros, y como herramienta de representacion, los segundos,
entonces los profesores se hacen paulatinamente més conscientes de la
complejidad del contenido matematico y de la problematica de su ense-
fanzay aprendizaje.

Para explorar sisteméticamente esta hipotesis, se disefié un esgquema de
interaccion basado en estas herramientas didécticas y se recolecté informa-
cién producida por los profesores. Esta informacion estaba presentada en
forma de mapas conceptuales. El andlisis de estos mapas conceptuales
muestra una evolucién en las producciones de los profesores.

Este articulo comienzadescribiendo el papel que pueden jugar los mapas
conceptuales, los sistemas de representacion y el andlisis didéctico enlaex-
ploracion y el desarrollo de las concepciones de los profesores de matemé-
ticas sobre lafuncion cuadrética. Con base en esta reflexion se propone una
posible categorizacion de los mapas conceptual es sobre la funcion cuadréti-
cay se describe el esquema de interaccion en el que se recogio lainforma:
ciény el instrumento que se utiliz6 para codificarla. Final mente se presentan
y analizan los resultados y se sugieren algunas conclusiones.

MARCO CONCEPTUAL

En este apartado mostramos la relacion entre los mapas conceptualesy los
sistemas de representacion como medios para afectar y explorar las con-
cepciones de |os profesores sobre la funcidn cuadrética.

Concepciones delos profesores

La utilizacion de los sistemas de representacién como €je organizador de
las producciones de los profesores y los mapas conceptuales como herra-
mienta de representacién de estas producciones permite examinar (al
menos desde una perspectiva particular) las concepciones de los profesores
sobre la funcion cuadrética. La descripcion de las concepciones como una
red de representaciones internas conectadas entre si en una estructura con
diversos niveles de complejidad (Hiebert y Carpenter, 1992), invitaamirar
las concepciones con base en |os sistemas de representaci 6n externos como
medio para abordar |as representacionesinternasy autilizar 1os mapas con-
ceptuales como medio para representar gréficamente y de manera no lineal
la complejidad de esas estructuras cognitivas. Por otro lado, los estudios
gue han utilizado los mapas conceptuales como herramienta de investiga-
cion paraexplorar las concepciones (e.g., Williams, 1998; McGowen, 1998
y los otros estudios que estas autoras mencionan) muestran que esta es una
herramienta eficiente para este tipo de exploracién.



Con base en lo anterior, en este estudio asumimos una posicion “ opera-
ciona” delasconcepciones delos profesores que sigue de cercay adaptalas
propuestas de Ruiz (1993) y Balacheff (1996). De acuerdo con esta posi-
cion, buscamos explorar las concepciones de un profesor sobre un objeto
matemético, a identificar, con base en sus producciones, tres caracteristicas:

» aguello que el profesor reconoce como esencia del objeto,

« ¢l tipo de representaciones que é utiliza para describir € objeto
y

* el conjunto de situaciones, fendmenos y problemas que € profe-
sor asocia a objeto, es decir para cuyo andlisis é encuentra
apropiado su uso.

M apas conceptuales
L os mapas conceptual es son una técnica para representar visualmente laes-
tructura de lainformacion. Es decir, 1os mapas conceptuales son un sistema
de representacion cuyas normas son relativamente sencillas (Lanzing,
1998): “los conceptos se representan por nodos a los que se les da una eti-
gueta por medio de una palabra o unafrase cortaqueindicael concepto. Las
relaciones se representan por lineas (enlaces) que conectan losnodos’ (p. 2).
Como sistema de representacion, los mapas conceptuales tienen dos
ventajas importantes:

* Permiten descripciones no lineales del objeto.

* Al tener un caracter gréfico, resaltan la estructura de lainforma-
cion.

Estas dos cualidades son muy importantes para la descripcién de objetos
matematicos y su correspondiente discurso matematico. La estructura del
contenido matemético no es lineal. Una representacién de un concepto (u
objeto) esta relacionada con muchas otras representaciones de conceptos (u
objetos). Por consiguiente, hay una estructura que representa la manera
como |as representaciones se conectan unas con otras. Aungue estas son ca-
racteristicas bien conocidas de | os objetos matematicosy su correspondiente
discurso, este Ultimo se hace, en general, dentro de un texto. Esto implica,
por un lado, que la descripcion tiene que ser lineal, y, por el otro, que no es
posible ver “graficamente” la estructura del discurso. Hay que deducirla de
lalectura del texto. En consecuencia, en contraposicion con la descripcion
textual, los mapas conceptuales resultan muy potentes para la descripcion
del discurso mateméatico y, como veremos mas adel ante, cuando se conjugan
con la nocion de sistema de representacién, esta potencia se multiplica



Cuando se utilizan para describir contenido matemético, |os mapas con-
ceptual es pueden tener unas caracteristicas que dependen, al menos parcial-
mente, de ese contenido. Un mapa conceptual con contenido matematico
permite identificar submapas. L os submapas son porciones del mapa global
en las que se desarrolla una parcela particular y facilmente identificable del
contenido en cuestién (por gemplo, aquellaparte del mapaen laque se des-
cribe unade las formas simbdlicas de la funcién cuadrética o la descripcion
de un objeto matemético dentro de un sistema de representacion particular).
L os mapas o submapas se pueden caracterizar por €l nimero de niveles que
contienen. La figura 1 muestra un mapa con dos niveles y otro con cuatro

niveles.
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Figura N° 1. Estructuras de submapas

Sistemas de representacion

El término “sistema de representacion” tiene diferentes significados en la
educacién matemética. De hecho, un grupo de investigadores pertenecien-
tesa PME hatrabgjado en el temay producido una categorizacion de estos
significados (Goldiny Janvier, 1998, pp. 1-2).

Buscamos utilizar los sistemas de representacion para representar dife-
rentes facetas de un objeto matemético y trabajamos con los sistemas de re-
presentacion bajo €l supuesto de que se cifien aun conjunto de reglas que se
encuentran condicionadas por las mateméticas en general y por € objeto
matemético especifico, en particular. Por estasrazones, consideramos quela
definicion de Kaput (1992) sobre sistema de notacién se adapta a nuestras
necesidades. De acuerdo con esta definicion, “un sistema de notacion es un
sistemade reglas para (i) identificar o crear caracteres, (ii) operar en ellosy
(iii) determinar relaciones entre ellos (especialmente relaciones de equiva
lencia)” (p. 523). Estadefinicion le permite aKaput describir las actividades
mateméticas que tienen lugar en las matematicas escolares, con base en la
nocion de sistemas de representacion:



1) transformaciones sintécticamente restringidas dentro de un sistema par-
ticular, con o sin referencia a otros significados externos;

2) traducciones entre sistemas de notacion, incluyendo la coordinacion de
acciones a través de sistemas de notacion;

3) construccion y verificacion de modelos mateméticos, 10 que es equiva
lente alatraduccion entre aspectos de una situacién y conjuntos de nota-
ciones; y

4) laconsolidacion o cristalizacion de relacionesy procesos en objetos con-
ceptuales o “entidades cognitivas’ que pueden ser usadas en relaciones
y procesos de un orden mas alto de organizacion.

Lanocidn de sistema de representacion permite organizar la representacion
de un objeto matemético en un mapa conceptual . Cada sistema de represen-
tacion es un submapa. La descripcion de los fendmenos o situaciones cuyo
andlisis requiere de la utilizacion de un modelo que involucra al objeto es
otro submapa, que denominamos “ aplicaciones’. Cuando € objeto matemé&
tico se representa en un mapa conceptual, se identifican dos tipos de objetos
en lagréfica: elementosy relaciones (o0 conexiones). Las relaciones pueden
ser de diferentes tipos. En otras palabras, un elemento puede estar relacio-
nado:

a. con otros elementos dentro de la forma particular o dentro del sis-
tema de representacion en el que se encuentran;

b. con una representacion de ese mismo elemento en otro sistema de
representacion;

c¢. con un fenébmeno que lo involucra; o
d. con dos elementos interconectados paralos cuales sirve de puente.

Vemos entonces que | os sistemas de representacion y |os mapas conceptua-
les ofrecen una perspectiva para caracterizar | as actividades mateméticas es-
colares. En un mapa conceptual podemos, de acuerdo con la enumeracion
anterior, identificar cada una de las actividades matematicas descritas por
Kaput. Larelacion o conexién de elementos dentro de un mismo sistemade
representacion (a) corresponde a las transformaciones sintécticas (1). Estas
transformaci ones sintacti cas permiten hacer laconexion entre doso masele-
mentos pertenecientes a un mismo sistema de representacion. La relacion
entre dos representaciones de un mismo elemento en dos sistemas de repre-
sentacion (b) se refiere alatraduccion entre sistemas de representacion (2).
Larelacion de un elemento con un fendmeno (elemento del sistema de re-
presentacion de aplicaciones, ¢) tiene que ver con la construccién de mode-



los (3). Finamente, “la consolidacion o cristalizacion de relaciones y
procesos en objetos conceptuales o ‘entidades cognitivas' que pueden ser
usadas en relaciones y procesos de un orden més alto de organizacion” (4)
puede identificarse en un mapa conceptual a analizar el lugar que ocupan
los procedimientos dentro de la estructura (d). Estos pueden ser el objeto
mismo de la descripcién o ser conexiones gque establecen relaciones entre
dos elementos del mapa.

Funcion cuadrética

Lariquezay complejidad de la funcién cuadrética como objeto de ensefian-
zaen la educacion secundaria motivé nuestro interés en ella. Utilizando los
sistemas de representacion, produjimos un mapa conceptua de la funcion
cuadratica que nos sirvio de referencia para la codificacion y el andlisis de
las producciones de los profesores. Lafigura2 muestrala estructura general
de este mapa. ldentificamos cuatro sistemas de representacion (simbodlico,
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En & sistema de representacion simbdlico encontramos cuatro formas
simbdlicas (estandar, canénica, multiplicativay de foco). Cada una de estas
formas involucra una serie de parametros que determinan caracteristicas
particulares de lafuncion (ver figura 3). Los parametros se encuentran rela-
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Figura N° 3. Representacion simbélica

cionados entre si. Los conceptosy procedimientos relacionados con laecua-
cion cuadrética aparecen en una de las formas simbdlicas. Todas las
caracteristicas gréficas de la funcién cuadratica encuentran obviamente su
expresion en € sistema de representaci dn simbdlico. Nos referimos al siste-
ma de representaci 6n gréafico como aquel en el que se representan |os obj etos
y lasrelaciones en € plano cartesiano.En este sistema de representacion se
hacen patentes otras caracteristicas de la funcién cuadrética. Alli aparecen
diversos elementos (puntos de corte con los gjes, gje de simetria, directriz,
vértice, crecimiento, concavidad, etcétera) que permiten apreciar el papel de
los parametros. Algunos de estos elementos de |a representaci 6n gréfica ad-
quieren aln més significado cuando se considera el sistema de representa-
cion geométrico. En este sistema de representacion recogemos algunas de
las construcciones de la pardbola en e planoy en el espacio. En € sistema
de representacion numérico buscamos describir algunas de caracteristicas
delafuncion cuadrética desde | a perspectiva de sus val ores numéricos. Aun-
gue este sistema de representacion es muy utilizado en las mateméticas es-
colares, su carécter discreto restringe ladescripcion de un objeto visto desde
ladimensién funcional. En todo caso, en estarepresentaci 0n es posible apre-



ciar algunas de las caracteristicas y elementos identificados en las represen-
taciones simbdlicas, gréficasy geométricas. Finalmente, en el submapa de
aplicaciones describimos parcialmente la diversidad de fenémenos cuyo
andlisis requiere de modelos que involucran a la funcidn cuadratica. Este
mapa conceptua de referencia se encuentradescrito en detalle en (Carullay
Gomez, 1999).

La descripcién anterior muestra el alto nivel de complejidad de la fun-
¢ion cuadrética como objeto de ensefianza en las mateméti cas escolares. Su
tratamiento simbdlico involucra diversas formas; su tratamiento grafico es
rico en elementosy relaciones; su tratamiento geométrico presenta diversas
aproximaciones a su construccion; y es un objeto que se encuentra involu-
crado como modelo en gran nimero de fenémenos de diversos tipos. Toda
esta riqueza se multiplica cuando se tiene en cuenta que cada elemento de
un sistema de representaci én se encuentra relacionado con otros elementos
en otros sistemas de representaci on, y que existen maltiples conexiones den-
tro de cada uno de estos sistemas.

METODO

Muestray recoleccion de informacion

Para realizar €l estudio reunimos a un grupo de veinticuatro profesores de
mateméticas de secundaria de colegios oficiales del Distrito Capital de Bo-
goté. Doce de ellos habian participado en uno 0 méas de nuestros programas
de formacion permanente de profesores. Seis habian participado en otros
programas de formacion permanente ofrrecidos por “una empresa docente”
con esquemas diferentes a utilizado en este estudio y siete trabajaban con
nosotros por primera vez. Durante el primer mes de trabajo, algunos profe-
sores se retiraron. Los profesores restantes se organizaron en cinco grupos
(dos grupos con dos profesores, dos grupos con cuatro profesoresy un grupo
con cinco profesores). Méas tarde, otro profesor seretird y uno de los grupos
quedd compuesto por una sola profesora. Con estos grupos desarrollamos
un esquema de interaccion organizado en tres médulos: analisis de conteni-
do, analisis de instruccion y andlisis cognitivo. Cada médulo durd un mes
y estuvo compuesto por un seminario inicial, una interaccién intermedia y
un seminario final. En cada seminario inicial nosotros presentamos las ideas
basicas del propdsito del médulo y lastareas que esperdbamos que ellos rea-
lizaran durante el mismo. En la segunda mitad de ese seminario los grupos
de profesores realizaron un primer borrador de esa tarea. Dos semanas mas
tarde, cada uno de los grupos nos visitd en nuestras oficinas y realizamos
una entrevista individual por grupo en la que cada grupo nos presentd el



avance de su trabajo y nosotros reaccionamos a mismo. Dos semanas mas
tarde nos reunimos en el seminario final en el que cadagrupo presentd € re-
sultado final de su trabajo alos compafieros. De estaforma, recogimos, para
cadagrupo, tres producciones (seminario inicial, entrevista, seminario final)
por médulo. Entotal, nueve producciones para cada uno deloscinco grupos.

Estas producciones tenian alafuncion cuadrética como tema matemati-
co. Lastareas propuestas alos profesores consistieron en producir €l analisis
de contenido (la descripcion de lafuncidn cuadrética como contenido mate-
matico a ensefiar), el andlisis de instruccién (la manera como este tema se
ha ensefiado) y el andlisis cognitivo (la descripcion de las dificultades de los
estudiantes con respecto al temay del nivel de comprension que ellos logran
al finalizar la educacion secundaria). Estas descripciones se hicieron utili-
zando una herramientade andlisis y organizacion (los sistemas de represen-
tacion), por un lado, y una herramienta de representacién (los mapas
conceptuales), por €l otro. Los grupos de profesores presentaron ademas en-
sayos en los que profundizaron en las ideas que propusieron en sus mapas
conceptuales y nosotros registramos la informacién que surgié por escrito
delainteraccién quetuvo lugar en las entrevistas (no—estructuradas) y enlos
seminariosy que sereferiaalamaneracomo ellos describieron el contenido
matemético en cuestion. Nuestra principal fuente de informacion fueron los
nueve mapas conceptual es (tres por cadamoédul o) que presentaron cadauno
de los cinco grupos.

I nstrumento de codificacion

El instrumento de codificacién que utilizamos fue el producto de un proceso
iterativo de disefio, aplicacion y evaluacion de diversos instrumentos de
codificacién delos mapas conceptual es de | os profesores. Paracada etapa de
esta iteracion, evaluamos | os resultados obtenidos con € instrumento ante-
rior, identificamos sus ventgjas y defectos, diseflamos un nuevo instrumento
y lo aplicamos a los mapas conceptuales para obtener una nueva codifica-
cién. Laevaluacion delosinstrumentos se hizo con base en unaserie de con-
diciones. Nosotros desedbamos que € instrumento: describiera, en la
medida de lo posible, las impresiones intuitivas que habiamos generado
cuando revisamos, al comienzo del proceso, las producciones de los profe-
sores; permitiera una codificacién sistematica y objetiva; fuera coherente
cony estuvierabasado en laestructura conceptual del estudio (concepciones
delos profesores, mapas conceptual es, sistemas de representacion y funcién
cuadrética); tuviera en cuenta los aspectos estructurales de la descripcién,
pero también resaltara las caracteristicas de esa descripcion que dependen
del contenido matemético en cuestion; y permitiera una categorizacion y
clasificacion delas producciones delos profesores que dieralugar al analisis
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de la evolucién de estas producciones en el tiempo. En este proceso produ-
jimos tres instrumentos de codificacion que rotulamos como andlisis de
eventos, andlisis por categorias 'y descripcién cuantitativa. Estos instrumen-
tos no se utilizan en este estudio y se describen en detalle en (Gomez y Ca-
rulla, 1999a).

El instrumento de codificacién utiliza los sistemas de representacion
como gjeinicia de andlisis. Desde esta perspectiva, las producciones de los
profesores pueden o0 no estar organizadas con base en esta herramienta y,
cuando, lo estan, es posible contar €l nimero de niveles delos submapas de-
terminados por cada sistema de representacion. Decimos que un sistemade
representacion es estructurado si su representacion en el mapa conceptual
tiene mas de tres niveles. Clasificamos |os mapas en agquellos que no tenian
sistemas de representacion estructurados, aquellos que tenian de dos a cua-
tro sistemas de representacion estructurados y aguell os que tenian cinco sis-
temas de representacion estructurados. |dentificamos también aguellos
mapas conceptuales en los que habia conexiones que involucraban sistemas
de representacion diferentes del simbdlico o el gréfico. En seguida conside-
ramos los atributos propios de lafuncién cuadratica. Observamos el nimero
de formas simbdlicas tratadas y la existencia de conexiones entre estas for-
mas simbdlicas. Por otra parte, codificamos también aquellos casos en los
gue el mapa se construia a partir de la ecuacion cuadrética. Decimos que €
sistema de representacion simbdlico de uno de tales mapas esté centrado en
laecuacion cuaolré\tica(ax2 +bx+c=0) s lacgjaqueidentificaalaecuacion
cuadrética es una hija de un grupo de cgjas o de una cgja que determinala
estructura del mapa en ese sistema de representacién. El mapa esta centrado
en laecuacion cuadraticasi lainformacidn que se presenta en el sistemade
representaci on simbdlico depende directamente de lainformaci én que surge
de la descripcion de la ecuacion cuadrética. En caso contrario, decimos que
el mapa no esta centrado en la ecuacion cuadrética. Finalmente, identifica-
mos aquellos mapas conceptual es en |os que los procedi mientos de mani pu-
lacion simbdlica (e.g., completacion de cuadrados, factorizacion, etcétera)
se tratan, ya sea como objetos, o como relaciones entre cagjas. La tabla 1
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muestra un resumen de los atributos estructurales seleccionados y sus co-
rrespondientes indicadores.

Atributo Indicadoresy coédigos
Estructura externa No esta basado en sistemas de repre- | Basado en sistemas de
sentacion (NSR) representacion (SSR)

No hay sistemas de Hay 2,3 | Hay cinco
Estructurainterna representacion es- | Hay uno (1 E) o Zy(zii) (SaEy)
tructurados (No E)
Conexiones con otros sis- Hay méximo .
temas de representacion No hay (N-0) tres (H-0) Hay més de tres (V-0)
Formas simbdlicas Hay maximo una (<2) Hay més de una (>1)
Conexiones entre formas .
Smbdlicas No hay (NCFS) Si hay (CFS)
Ecuacién cuadrética Centrado (C)
Tecnicas de manipula Como objetos (O) Como relaciones (R)

cion simbdlica

Tabla N° 1. Atributos, indicadoresy codigos

Si setienen en cuentalas posibles combinaciones de los indicadores, resul-
tan 576 tipos de mapas posibles (los atributos “ecuacion cuadrética’ y
“técnicas de manipulacién simbdlica’ tienen 2 y 3 indicadores, respectiva-
mente). Sin embargo, el andisis de los atributos y sus indicadores nos per-
mite eliminar lamayoria de estos mapas posibles. Esto se debe, por ggemplo,
a que no tiene sentido hablar de conexiones entre formas simbdlicas si hay
menos de dos de estas formas 0 a que no tiene sentido hablar de conexiones
con otros sistemas de representacion si e mapa no esté organizado con base
en ellos 0 si hay menos de dos sistemas de representacion.

Seleccionamos entonces un subconjunto del conjunto global de mapas
posibles con base en los criterios anteriores. Organizamos este conjunto te-
niendo en cuenta el nimero de sistemas de representacién estructurados. La
figura 4 muestra estos mapas posibles con la respectiva jerarquia producto
del andlisisdelosatributos. Estajerarquianos permite establecer un sistema
de cddigos compuestos por un nimero de dos digitosy organizar el subcon-
junto de mapas en cuatro grupos de acuerdo a primer digito del nimero.
Este primer digito representa el nimero de sistemas de representacion es-
tructurados en el mapa conceptual correspondiente.

Consideremos, por ejemplo, laestructura propuesta con las cajas marca-
das con €l nimero tres como primer digito. Estas cajas representan mapas
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Figura N° 4. Estructura de mapas posibles

en los que hay més de uno y menos de cinco sistemas de representacion es-
tructurados (2E). Lacaja“ 30" identifica un mapa con menos de dos formas
simbdlicas (<2), sin conexiones entre las formas simbodlicas (NCFS) y sin
conexiones con otros sistemas de representacion (N-o). Debajo de ella hay
doscagjas (“31” y “32"). La primeraidentifica el mapaen el que hay por lo
MEeNOSs unay maximo tres conexiones con sistemas de representacion dife-
rentes del simbdlico o € gréfico (H-0), mientras que lasegundaidentificael
mapaen € que hay mas de unaformasimbdlica (>1). Estas cgjas se unen en
lacgja“33" quetienelas caracteristicas de las dos cgjas anteriores. Por otro
lado, lacgja“34” identificael mapaen el quesi hay conexionesentrelasfor-
mas simbdlicas (CFS). La estructura termina en una caja que identifica el
mapa que tiene todas las caracteristicas anteriores.
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Esta categorizacion de los mapas posibles es evidentemente una simpli-
ficacién de la variedad posible en las producciones de los profesores. Noso-
tros estabamos buscando esta simplificacion, porque ella nos permite
categorizar los mapasy comparar |os mapas produci dos por un mismo grupo
en diferentes momentos del tiempo. De hecho, los nimeros insindan un es-
guema de comparacién. Estos nimeros son un indicativo de la “complgji-
dad” de las producciones de los profesores, dado que a mayor nimero,
mayor el nimero de caracteristicas (excepto para aquellos niUmeros que se
encuentran al mismo nivel como, por gemplo, 33y 34).

La produccién de un grupo de profesores en un mapa conceptual se pue-
de entonces codificar con un nimero de dos digitos. A este niUmero podre-
mos agregar una o dos letras para identificar €l papel de la ecuacion
cuadrética (C, si el mapa esta centrado en €ella) y de las técnicas de manipu-
lacion simbdlica (O, si setratan como objetosy R, si setratan como relacio-
nes). Finalmente, agregaremos un asterisco (*) al nimero correspondiente s
el mapa no cumple estrictamente con las condiciones. Por giemplo, € co-
digo 32* puede identificar un mapa que tiene mas de un sistema de repre-
sentacion estructurado, pero que no estda organizado por sistemas de
representacion. Un mapa codificado con 33-CR es un mapa en € que hay
mas de un sistema de representacion estructurado y menos de cinco, mas de
una forma simbdlica, sin conexiones entre ellas, con menos de cuatro co-
Nexiones con otros sistemas de representacion, centrado en la ecuacion cua
dréticay en e que las técnicas de manipulacién simbdlica se presentan
como relaciones (Ver tabla 1y figura 4).

RESULTADOS

Andlisisintergrupal

Latabla 2 presentalos resultados obtenidos como producto de este proceso
de codificacion. La primera fila de la tabla contiene la numeracion de los
nueve mapas conceptual es. Lasegundafilaidentificalos momentosdelain-
teraccion (SiA: parael primer seminario del méduloi y SiB: parael segundo
seminario; Aj paralareunion de asesoria del médulo j). En la primera co-
lumnase referencian los cinco grupos de profesores. Los nimeros en las ca-
sillas del interior de la tabla corresponden a la codificacion descrita en €l
apartado anterior. Las casillas vacias significan que el mapa correspondiente
es equivalente (con respecto a instrumento) al mapa de la casilla anterior.
Con base en los resultados presentados en la tabla 2, podemos producir al-
gunas reflexiones de caracter global en las que comparamos las produccio-
nes de los diferentes grupos.
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1 2 3 4 5 6 | 7 8 9
S1A | Al |S1B|S2A| A2 |S2B|S3A| A3 [S3B

Gl{34 [35-R[43-R 45- R

&| 10-C 11 |44* 44- F
G3(20-0 22 23 32*

G4 (20- Cd20- CR45- R

G5(32-Ccd32*-R 43 45

Tabla N° 2. Codificacion de producciones de los profesores

Resulta evidente que hay diferencias en las producciones de |os grupos.
Hay grupos que comienzan con producciones rel ativamente avanzadas (co-
mo el G5) y otros que comienzan en el primer nivel de la estructura (como
e G2). Esmuy posible que estas diferencias sean producto delas diferencias
en el conocimientoy las visiones de los profesores, como consecuencia, en-
tre otras cosas, de su capacitacion previa.

En todos los grupos hubo evolucién. Se corroborala hipétesisinicial del
estudio, en el sentido de que €l tipo deinteraccion realizaday las herramien-
tas utilizadas con los profesores puede afectar las producciones de los pro-
fesores. Esta evolucién también se puede justificar a partir de la
confrontacién que cada grupo tuvo entre sus propias produccionesy las de
sus colegas. No obstante, este efecto no fue uniforme. Por otro lado, dos gru-
pos (el G1y & G4) presentaron cambios importantes en sus producciones
con motivo de la primera reunién de asesoria.

En algunos grupos se evidencia la existencia de “concepciones arraiga-
das’ que no cambiaron facilmente en el tiempo. Este tipo de concepciones
se observan por gemplo en los grupos G2 y G3. El primero porque perma-
nece durante mucho tiempo en producciones que no tienen sistemas de re-
presentacion estructurados. Y € segundo porque permanece en
producciones que tienen un solo sistema de representacion estructurado, sin
conexiones entre las formas simbdlicas.

Se observan diferencias en la estabilidad de las estructuras. Mientras que
algunos grupos mantienen su aproximacion mas 0 menos constantey su tra-
bajo se centra en la mejora de las producciones anteriores (como el caso de
los grupos G1y G5), hay otros grupos en |os que se observan reorganizacio-
nes estructural es en sus producciones (como el caso delos grupos G2, G3y
G4).
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El esquema de codificacion resultado de este estudio caracteriza parcial-
mente las producciones de los profesores. Esto se evidencia en el hecho de
gue de lagran cantidad de mapas posibles, las producciones de | os profeso-
res se restringen a unas pocas. La evolucion de estas producciones parecen
seguir el camino sugerido por laestructura de atributos propuesta en lafigu-
ra4. Estaevolucion se puede caracterizar por unos caminos de evolucion re-
presentativos con respecto a manejo de los sistemas de representacion, a
manejo de las técnicas de manipulacion simbdlicay de la ecuacion cuadra
ticay a manejo de las conexiones entre sistemas de representacion.

Andlisisintragrupal

Adicionalmenteal andlisisanterior, hicimosun andlisisdelas caracteristicas
y evolucién de | as producciones de cada uno de los grupos. Para ello, toma-
mos en cuenta una descripcién cuantitativa de los mapas conceptuales, el
andlisis de los textos producidos con ocasion de algunos de los mapas 'y 1os
registros que realizamos de nuestras discusiones con ellos en cadaunade las
tres reuniones de asesoria. Presentamos aqui el ejemplo de uno de losgrupos
(G1). El andlisis de todos los grupos se encuentra en (Gémez y Carulla,
1999).

Codificacion
Latabla 3 presentala evolucion de las producciones de este grupo de acuer-
do con la codificacion descrita anteriormente.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
SIA| Al | S1B | S2A | A2 | S2B | S3A | A3 | S3B
Gl |34 35-R |43-R 45-R

Tabla N° 3. Codificacién de mapas del grupo G1

Vemos que este grupo comenzé el proceso con un mapa bastante sofisticado
en el que ya existia mas de un sistema de representacion estructurado, mas
de una forma simbdlica y habia conexiones entre estas formas simbdlicas.
Algunos miembros del grupo habian participado en programas de formacion
permanente en los que | os temas de mapas conceptualesy sistemas de repre-
sentacion habian sido trabajados. El grupo avanzd muy rapidamente, mejo-
rando sus producciones, pero manteniendo laestructurainicial, hastallegar,
en la asesoria del segundo médulo, a producir un mapa que contiene todas
las caracteristicas que era posible apreciar con € instrumento. Lainforma-
cion que proporciona el instrumento se confirma con |as otras fuentes de in-
formacion.



Descripcion cuantitativa

Latabla4 presentael nimeroy porcentaje de cajas pertenecientesacadasis-
temade representacion y €l nimero y porcentaje de conexionesimplicitasy
explicitas en cada uno de los mapas de este grupo.
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1 2 3 4
# |% # |% # |% # |%
Si stenas de representagi n
Simb lica 16 |64% 24 |53% |48 |47%|111|51%
G fica 7 28% 17 138% |34 [33% |44 |120%
Numrica 1 [4% 2 |4% |6 |[6% |28 [13%
Apl i caci ones 1 4% 2 4% |7 7% |21 |10%
Geomtrica 0 |0% 0 0% |7 |7% |15 |7%
Tot al 25 45 102 219
Conexi ones
I npl citas 6 |100% |23 |77% |12 |67% |17 |57%
Expl citas 0 |0% 7 123% |6 |33%(13 |43%
Tot al 6 30 18 30

Tabla N° 4. Sistemas de representacion y conexiones. Grupo G1

Lafigura5 muestra gréficamente la evolucion de las proporciones paralos
sistemas de representacion y paralas conexiones.
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Figura N° 5. Sistemas de representacion y conexiones. Grupo G1
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En estatablay en estas gréficas se aprecia de nuevo la evolucion del grupo.

Por un lado, desde el primer mapa, aparecen |os otros sistemas de represen-

tacion. Laevolucion en lacomplejidad de las producciones se hace evidente
en varios aspectos. el aumento en el tamafio de los mapas cuando se mira el

nimero de cgjas y € nimero de conexiones; el aumento en la importancia
relativa de |os otros sistemas de representacion; y € aumento en la propor-
cion de conexiones explicitas.

Andlisis de textos y registros de entrevistas

En el mddulo de andlisis de instruccion los grupos de profesores describie-
ron, utilizando como referencia los mapas conceptual es que habian produ-
cido hasta el momento, la secuencia con la que diversos libros de texto y
algunos colegas presentan el tema de la funcién cuadrética. Los grupos de
profesores produjeron adicionalmente un documento con sus reflexiones
como consecuenciade estaactividad. En este documento, €l grupo G1 resal-
tad énfasisen larepresentacion simbdlicay la carenciade conexiones entre
los sistemas de representacion existentes en los libros de texto analizados.
También reconoce que no se tratan con profundidad las representaciones
gréficay verbal. Reconoce que los textos tienden a centrarse en laforma ge-
neral de la representaciéon simbdlica. Logra diferenciar la vision procedi-
mental de la visién “argumentativa’. Su visién “avanzada’ del tema, en el
momento de hacer el andlisis de instruccidn, se aprecia en los comentarios
y criticas que hacen a los textos. El grupo dice que (G1-Soporte Mapa 6,

p.2):

Lo propuesto en los textos, no es suficiente para garantizar |a obten-
cion de los logros que se plantean. Del tema se trabajé muy poco,
tanto en lostextos, como en las clases, por parte del profesor. Sedic-
tan los conceptos desligados. Se hace mayor énfasisen unadelasre-
presentaciones simbdlicas (general [estandar]) y [las] otras se
ignoran. De las expresiones simbdlicas que se estudian, no se pro-
fundiza en ellas, ni serelaciona con lasotras expresionesy represen-
taciones.

En & mddulo de andlisis cognitivo los grupos de profesores debian identifi-
car los elementos del mapa conceptual que representan dificultades paralos
estudiantes y describir €l nivel de comprensién que ellos alcanzan al finali-
zar la educacién media. Al redizar este andlisis, este grupo enfatizalaim-
portancia de |os sistemas de representacion y las conexiones entre ellos. Da
unavision claradelacomprensién con base en estos conceptos. También re-
conoce €l papel del modelgjey los sistemas de representacién en la resolu-
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cion de problemas. Reconoce el papel de lo procedimental como técnicas
parala solucién de problemas y ho como centro del proceso de ensefianza—
aprendizaje. Llega a dar una definicion propia de sistema de representacion
y adescribir el papel que ellos pueden jugar, junto con laimportanciade las
conexiones. Define los sistemas de representacion como (G1 - Soporte
Mapa9, p.1):

formas distintas de analizar un mismo objeto matematico y por tanto
permiten que el estudiante comprenda un concepto en toda su con+
plgjidad. Al establecer conexiones entre las representaciones el estu-
diante adquiere un dominio conceptual amplio, que le permite estar
en capacidad de identificar las caracteristicas propias de la funcion
cuadratica en cada representacion y su significado en los otros sis-
temas; asi como también identificar de acuerdo con un gercicio o
problema especifico cual es el sistema de representacion que mas se
ajusta a las condiciones establecidas.

Por otra parte, €l grupo insiste en que las diversas maneras de mirar la fun-
cion cuadratica deben ser utilizadas en las ocasiones o situaciones que gene-
ren la resolucion eficiente de un problema especifico y en laimportanciade
laaplicacion de procedimientos en cambio de aplicar férmulas preestabl eci-
das para pasar de unaformasimbdlicaaotra. El grupo describe su experien-
ciaen e esguema de interaccion de la siguiente manera (Martinez y Garay,
1999):

El trabajo nos permitié ver y explorar conexiones dentro del mapa,
para comprender la complejidad del tema. Permiti6 crear una herra-
mienta donde se puede observar la profundidad con que se aborda
el tema. Y aln hay fallas en el mapa.

CONCLUSIONES

El problema que dio lugar a este estudio tenia que ver con la contrastacion
de unahipétesis que surgié alo largo de larealizacién de varios programas
de formacion permanente de profesores realizados por nosotros. Nosotros
percibimos que, cuando los profesores se enfrentan a problema de analizar
un concepto mateméti co desde la perspectivadel andlisis didactico (andlisis
de contenido, andlisisdeinstrucciény andlisis cognitivo) conlaayudadelos
sistemas de representacion y los mapas conceptual es como €je organi zador,
los primeros, y como herramienta de representacion, los segundos, entonces
los profesores se hacen paulatinamente mas conscientes de la complejidad
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del contenido matematico en cuestion y de la problemética de su ensefianza
y aprendizaje. Resultaba evidente que, paraaproximarse aestahipotesis, era
necesario darle un significado al término “consciencia de la complejidad”,
significado éste que permitiera unaaproximacion sistematicay objetivaalas
actuaciones de los profesores, (inico medio de exploracion disponible. Para
explorar sisteméticamente esta hipétesis, se disefié un esquema de interac-
cion basado en dichas herramientas didacticas y se recolect6 informacion
por parte de los grupos de profesores. Esta informacion fue presentada en
forma de mapas conceptuales. Para analizarla, se disefid un instrumento de
codificacién que, basado en un andlisis conceptua de los mapas conceptua-
les, los sistemas de representacion, lafuncidn cuadréticay las concepciones
de los profesores, permitid caracterizar las producciones de los diferentes
grupos. Esta caracterizacidn, junto con € andlisis de la evolucion de cada
uno de los grupos (basada, adicionalmente, en los textos producidos por
ellosy en € registro de su interaccion con los investigadores), corroboré la
hipétesis inicia. Las producciones de los diferentes grupos muestran una
evolucion alo largo de los tres meses de trabajo. Mientras que hay grupos
gue avanzan rapidamente, hay otros que logran producciones sofisticadas,
pero después de bastante esfuerzo. Por otro lado, hay grupos que lograron
unaevolucién menos desarrollada, a pesar de haber trabajado juiciosamente
en el proyecto. El andlisisintragrupal insindlaque el conocimiento previo de
los profesores, |os aportes de |os investigadores en las asesorias, €l conoci-
miento de las producciones de los otros grupos y laposibilidad de trabajar e
interactuar en grupo son factores que af ectan la evolucién de las produccio-
nes de los profesores. Por |o tanto, no es posible afirmar, como era de espe-
rarse, que las herramientas didacticas propuestas puedan, por si mismas,
af ectar las concepciones delos profesores. Laevolucién en las producciones
de los profesores es producto de una experiencia de trabajo e interaccion en
la que €llos pudieron poner en juego sus concepciones previasy en la que
ellos enfrentaron retos que los llevaron a reestructurarlas y desarrollarlas.
Aunque tenemos informacion parcial (de profesores que participaron en
programas anteriores) sobre la permanencia de estas reestructuraciones, no
podemos afirmar con seguridad que los efectos observados en este estudio
permanezcan en €l tiempo.

El estudio muestra unamanerasi stemética de abordar laprobleméticade
laevaluacion del impacto de programas de formacion permanente de profe-
sores. Esto se debe a que partimos de |o que podrian ser unos objetivos de
un programa de este tipo y disefiamos, implantamos y evaluamos una serie
de instrumentos que permiten explorar la medida en que estos objetivos se
pueden lograr. Consideramos que éste debe ser un aspecto central delaeva
luacién de impacto de programas de formacién permanente de profesores.
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Una caracteristica adicional de esta manera de evaluar € impacto consiste
en que la evaluacién proporciona informacién relevante para la mejora de
los programas que se evallan. En este caso particular, comprobamos, por
gemplo, laimportanciadel trabajo en grupo y delasocializacion permanen-
te de las producciones de los profesores.

Laexploracion de las concepciones de los profesores involucra una pro-
blematica compleja. En muchas ocasiones esta exploracion tiende a estar
descrita en términos puramente cognitivos que involucran modelos que no
permiten hacer observacionesy andlisis sisteméticos. La manera como nos
hemos aproximado a esta problemética resuelve, al menos parcialmente,
esta situacion. Al abordar las concepciones de los profesores a partir de sus
produccionesy al escoger un cierto tipo de producciones (los mapas concep-
tuales), hemos podido disefiar una estrategia operaciona para indagar de
manera sistemética y objetiva las concepciones de los profesores sobre la
funcién cuadrética. Somos conscientes de que esta aproximacion operacio-
nal ofrece una“ventanaparcia” alas concepciones delos profesores que no
permite observar muchas caracteristicas y facetas de estas concepciones.

Aungue este estudio se centrd en una“ exploracion dindmica” delas con-
cepciones de los profesores y, por lo tanto, se interesd primordialmente en
laevolucion de sus producciones, también nos aportainformacién sobre las
concepciones “iniciales’ de los profesores. En particular, se observa que
aquellos profesores que no han tenido contacto previo con los mapas con-
ceptuales, lossistemas de representacion y el andlisisdidactico, tienden ate-
ner una vision esenciamente procedimental y simbdlica del objeto
matematico en cuestion. Ellos ven la ecuacion cuadraticay los esquemas de
manipulacion simbdlica (férmula cuadratica, completacion de cuadrados,
factorizacion, etcétera) como el centro de ladescripcion dela* cuestion cua-
drética’. Como se observd en otro estudio (Gomez y Carulla, 1999b) ésto
es, a menos parcialmente, consecuencia de la manera como los libros de
texto presentan el tema®, y ésto, a su vez, es consecuencia de las directivas
nacional es que existieron durante un buen tiempo. Por consiguiente, no debe
sorprender que los estudiantes tengan también esta vision parcial del tema
matemético en cuestion.

Las producciones de |os profesores se agrupan en un conjunto bastante
reducido de mapas conceptuales, dentro de un espectro bastante amplio de
posibilidades (ver figura4). Los resultados insindian unos “ caminos tipicos’
de evolucion delas producciones delos profesores. No podemos afirmar que
éste sea € caso para otros profesores y otros esquemas de interaccion. No
obstante, la caracterizacién de las producciones propuesta en este estudio

3.Y, también, del conocimiento inicial de los profesores.
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puede ser una guia para exploraciones futuras de las concepciones de los
profesores.

El instrumento de codificacion que utilizamos basa su potenciaen el he-
cho de que analiza los mapas conceptual es teniendo en cuenta tanto su es-
tructura, como su contenido. El andlisis de producciones de profesores (0
estudiantes) sobre otro tema matematico podria, con base en un analisis de
contenido detallado, identificar nuevos atributos para ese tema que permitan
disefiar un nuevo instrumento con las caracteristicas similares alas del que
utilizamos en este estudio.

Consideramos que ésta es, en todo caso, una aproximacion parcial ala
problemética de las concepciones de los profesores sobre la funcion cuadré
tica. Si se desea profundizar sobre el tema, es necesario disefiar instrumen-
tos de recoleccion, codificacion y andlisis que permitan explorar otros
aspectos de estas concepciones e inducir nuevas formas de triangular los re-
sultados de los andlisis.

Los resultados del estudio sugieren que las herramientas didéacticas y €l
esquema de interaccion propuesto afectan las concepciones de los profeso-
res. Sin embargo, no es posible concluir, a partir de estos resultados, que la
préctica docente del profesores haya sido afectada®. Para ello, es necesario
estudiar esta préctica eintentar explorar las posibles conexiones entre ellay
las concepciones de | os profesores. Adicionalmente, tampoco es posible ha-
cer afirmaciones sobre la formacién matemética de | os estudiantes. Esto re-
queriria, de nuevo, otro proyecto de investigacion.
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