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Resumen. Diferentes investigaciones han mostrado la existencia de un fenomeno didactico cuando en las clases
de Calculo Diferencial la representacion geométrica de la derivada es estudiada. Nuestra investigacion en curso
tiene como propdsito rescatar elementos a partir del analisis de los usos del conocimiento en obras antiguas.
La Socioepistemologia reconoce que el origen del conocimiento depende del escenario sociocultural en donde
nace.

Nuestra intencion es reconocer el significado que hubo en la recta tangente asi como los usos que permitieron
su construccion y poder usar ese conocimiento en el disefio de secuencias didacticas y la puesta en escena de
las mismas para que los estudiantes puedan construir la recta tangente variacional y arribar a partir de este
conocimiento a la nocion de derivada.

Palabras dave: usos del conocimiento, rectas tangente variacional, significado, reconstruccion
del significado

Abstract. Different investigations have shown that there is an educational phenomenon, when in the classes of
differential calculus; the geometric representation of the derivative is studied. Our ongoing research has the
purpose of rescuing items use analysis knowledge in antique books. The Socioepistemology recognizes that
origin of knowledge depends on the cultural scene where born. Our intention is recognize the meaning that
there were in the tangent, as well as applications that allowed its construction and can use this knowledge in
the design of teaching sequences and staging to the students can construct the variational tangent and
arriving from this knowledge to the notion of derivative.

Key words: uses of knowledge, variational tangent, meaning, reconstruction of meaning

Presentacion

Una de las mas grandes fallas en la educacién se encuentra en la materia de Calculo (Marcolini
y Perales, 2005), un tema que es visto en Calculo Diferencial (CD) es la interpretacion
geométrica de la derivada y la forma en como tradicionalmente es visto con los estudiantes es
fuente de dificultades tanto en el nivel medio superior como en la Universidad (Cantoral, 2000;
Dolores, 2007; Serna, 2007). En el presente reporte de investigacion mostramos los avances
de nuestra investigaciéon en curso, inicialmente damos una muestra a partir del analisis de
investigaciones hechas en Calculo que existe una problematica en su ensenanza aprendizaje, la
cual se manifieste en los libros de texto, programas de estudio, profesores y los modelos de
ensenanza aprendizaje; después vamos a definir nuestro problema de investigacion,
posteriormente en este reporte mostramos algunos hallazgos hechos por investigaciones
sobre el CD en el siglo XVIl donde es tomada en cuenta la componente epistemoldgica pero
considerando que el nacimiento del conocimiento es situado y su significado depende del

escenario sociocultural en donde nace, a continuacion indicaremos cual es el marco teodrico
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con el cual trabajaremos y que aln nos encontramos estructurando para finalmente dar un

bosquejo de la metodologia que pretendemos implementar en nuestra investigacion.
Los libros de texto y programas de estudio

Consideramos que los libros de texto ejercen gran influencia en la concepcion que se tiene de
las matematicas en general, asi como el Calculo Diferencial (CD) en particular, es decir las
ideas, formas de ensehanza aprendizaje, formas de trabajo de los y las profesoras de Calculo
Diferencial y las percepciones de los mismos estudiantes se van formando a partir de los
contenidos y manejo que se da a las ideas matematicas en los libros de texto. De acuerdo a
Dolores (2007) la mayoria de los textos de CD tienen una secuenciacion de los temas similar a
la del Andlisis Matematico, ademas la forma en como son tratados es considerando a las
matematicas bajo un enfoque formalista en donde el rigor y la légica son primordiales, los
temas tratados en la mayoria de los textos bajo este enfoque son abordados desde la
matematica misma ya que no se relacionan con otras asignaturas como son Fisica, Economia u
otras ciencias, tampoco se le relaciona con problemas de variacion y cambio. Regularmente los
programas de estudio son tratados en los mismos términos que se hace en los libros de texto,
con la misma estructura y enfoques (Dolores, 2007); en nuestra investigacién hemos hecho un
analisis del programa de Calculo Diferencial del Edo. de México el cual se encuentra trabajando
bajo el enfoque de las competencias y que ha sido modificado por la reforma que se esta
llevando a cabo a nivel nacional, en la revision que efectuamos pudimos observar que en la
presentacion que se hace del programa se hace mucho énfasis en dejar a un lado la
memorizacién y utilizar el pensamiento critico, se menciona también acerca de la importancia
que se tiene de poner especial atencion en los procesos de aprendizaje mas que en la
ensenanza, se dice en el plan que su enfoque es operacional e intuitivo y que no pretende
justificar rigurosamente la fundamentacién légico axiomatica ya que los conceptos
fundamentales se introducen en la medida de lo posible en un contexto que sea familiar al
estudiante, también se menciona que en el curso se analiza el cambio que sufren las cantidades
que varian en todas aquellas funciones que sirven de modelos tedricos experimentales que

resultan de la investigacion.

Sin embargo cuando se revisan la forma en como esta estructurado el programa observamos
que se parece mucho a los programas tradicionales, hay un intento por cambiar, como
observamos por ejemplo en la primera unidad ya que plantea la resolucion de un problema de
optimizacion, para posteriormente tener una secuencia de temas muy similar a la de cualquier
programa tradicional de CD, al inicio de cada unidad se da un ejemplo de aplicacién con el cual

se pretende abordar la misma, esto Ultimo se puede inferir por el nimero de horas sugerido
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se aplique a la resolucion del problema, sin embargo desde nuestro punto de vista creemos
hay una discordancia entre el discurso que se maneja en la presentacion con la secuencia de
los temas asi como su contenido, con respecto al tema que nos ocupa que es el de la recta
tangente, el cual se aborda practicamente en los mismos términos que cualquier programa de
estudio y es mediante la idea de que la recta tangente a la curva es el resultado de una familia
de rectas secantes cuyo limite deviene en una recta tangente en un punto y que ademas ha
sido reportado es causa de dificultades para la construccion del concepto (Cantoral, 2000;
Dolores, 2007). Vemos entonces de que a pesar de lo que se menciona en la presentacién y
los ejemplos de problemas de aplicacion esto no esta de acuerdo a los contenidos que se
presentan en el programa lo cual da pie a la ambigiiedad entre los profesores y profesoras que

consulten los mismos.
Los profesores

La concepcion que de las matematicas tienen los profesores y profesoras de CD es
determinante en los procesos de ensenanza aprendizaje que se da en las aulas de clase; Es muy
frecuente que los profesores de matematicas conciban a las mismas como un sistema légico y
coherente de axiomas, postulados, teoremas, definiciones y conceptos, en donde no hay falla
alguna (Parra, 2005), ademas que se considera a los objetos matematicos como algo ya dado y
acabado que no sufre modificaciones, no obstante los elementos conceptuales de CD en varias
ocasiones son de gran dificultad, lo que ocasiona dificultades para la construccién de los
conceptos entre los estudiantes e inclusive en ocasiones entre los mismos profesores
(Castaneda, 2004; Dolores, 2007) lo que puede ocasionar que la clase entre en crisis, para
salvar tal situacion se recurre frecuentemente a el empleo de algoritmos de naturaleza

algebraica (Cantoral, 2000).

El uso de algoritmos permite que los estudiantes aprendan a derivar, encontrar limites,
maximos y minimos entre otras cosas, pero este hecho no implica que estén construyendo los
conceptos por otro lado cuando se pretende en las clases que los estudiante apliquen los
conceptos vistos en problemas, regularmente los profesores y profesoras recurren a los
problemas que los mismos libros de texto proponen, pero muchos de estos problemas
frecuentemente no tiene practicamente que ver nada con la realidad, el resultado de esta
forma de ensehanza propicia por un lado que los mismos estudiantes consideren que los
argumentos de tipo visual no sean considerados de importancia (Castafieda, 2009); y por otro
lado al no construir los elementos conceptuales, no saben reconocer el uso de los mismos en
situaciones en donde se les requiere para resolver problemas (Dolores, 2007). Cuando en las

clases se aborda el enfoque geométrico de la derivada surge el tema de recta tangente, es un
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tema que regularmente se ve en la clase ya que se encuentra en los planes de estudio, y se
toca como por requisito curricular, sin embargo después de esto no se vuelve practicamente a
utilizar (Serna, 2007). En nuestro caso consideramos que la construccion de la nocién de recta
tangente es un objeto matematico a construir antes inclusive de la derivada ya que este hecho
permitira construir otros conceptos como son el derivada, maximos y minimos, asi como el

punto de inflexion.
Los modelos de ensefianza-aprendizaje

El modelo de ensefanza-aprendizaje utilizado en las clases de CD tradicionales es aquel en que
el o la profesora da una definicion para posteriormente resolver un ejemplo para que
posteriormente los alumnos y alumnas hagan algo similar, es decir se pretende transmitir
habilidades por repeticion de ejercicios, (Parra, 2005). Las matematicas son presentadas como
una coleccion de hechos y procedimientos los cuales son transmitidos del Profesor a los
alumnos. Otra idea fuertemente arraigada es aquella referente a la actuacion del profesor o
profesora en la clase en donde se considera que él o ella tiene una accion predominante en la
clase ya que es quien expone, aclara dudas, ilustra, enfatiza algunos puntos, da ejemplos, da
instrucciones acerca de los métodos o procedimientos, para llegar a resultados correctos,
determina cuales seran las tareas (Andrade, Perry, Guacaneme y Fernandez, 2003); bajo este
actuar quien tiene la Ultima palabra en la clase es el profesor o profesora y no la razén, la cual
podria también podria ser construida a partir de la argumentacién por los alumnos, pero esto
Ultimo no es con frecuencia empleado como mecanismo en para la construccion de
conocimientos ya que ademas como el conocimiento es concebido como algo inmutable y ya
dado de antemano los y las estudiantes sélo tendrian que asumir una actitud pasiva ante la

accion del profesor o profesora.
Problema de investigacion

Las problematicas mencionadas en las clases de CD se ven reflejadas en el tema que es de
nuestro interés particular en que es el de la recta tangente, este es presentado a los y las
estudiantes en la asignatura de CD cuando se trata la interpretacion geométrica de la derivada;
anterior a esta asignatura se han cursado otras como son Geometria y Trigonometria, asi
como Geometria Analitica, en estas asignaturas el tema de recta tangente es visto en clases,
por ejemplo en el caso de la Geometria Euclidiana se considera que la recta tangente a la curva
toca a esta misma en un soélo punto y no en otro, en Geometria Analitica se le considera como
un lugar geométrico con un caracter estatico, por lo tanto tiene una posicion fija. Cuando el
tema de recta tangente es presentado en las clases de CD se hace frecuentemente asumiendo

que una familia de rectas secantes a una curva que giran alrededor de un punto devienen en
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una recta tangente, esta forma de presentar el tema ha sido demostrado es causa de grandes
dificultades entre los estudiantes (Cantoral, 2000; Dolores, 2007); el considerar de esta forma
a la recta tangente ocasiona algunas ideas erréoneas como son el hecho de que la curva toca a
la misma en sélo un punto sin volver a tocarla (o cortarla) en otro punto, esto a pesar de que
hay libros que aclaran lo contrario (Canul, 2009), ademas bajo este enfoque se pone especial
énfasis en el punto de contacto que es donde la recta toca a la curva, ocultandose el caracter

variacional que tiene la recta tangente a la curva (Dolores, 2007; Serna, 2007).

Existe entre los estudiantes una dificultad en crear una conexion o vinculo entre la idea que
tienen de recta tangente vista en sus cursos anteriores al de CD con su caracter estatico y
global (considerando por global que la recta tangente toca a la curva en un solo punto dejando
a toda la curva al otro lado de la recta) con la idea de una recta tangente dinamica o variable y
local ( es decir tangente en la zona de contacto) tal y como es requerida en CD (Cantoral,
2000; Dolores, 2007; Martinez, 2005). De acuerdo a Serna (2007) cuando los estudiantes ven
el tema de maximos y minimos en donde se requiere tener clara la idea de recta tangente
variable ya que la pendiente de esta tiene un signo que cambia después de los puntos criticos,
sin embargo se ha observado que esta no es una idea que quede estabilizada entre los y las
estudiantes y por lo tanto se tiene que recurrir a aprenderse los pasos de manera mecanica
para encontrar los maximos y minimos de una curva. Por lo tanto el objetivo de nuestra
investigacion es el disefio y puesta en escena de secuencias didacticas las cuales seran
construidas a partir del andlisis de obras eruditas en donde se tomara en cuenta la
componente epistemolégica haciendo la consideracion que el conocimiento es situado ya que
su significado tiene que ver con el escenario social en donde nacen las ideas, consideramos que
el andlisis de los usos nos permitira recuperar el significado de los objetos (D’Amore, 2005). El
reconocimiento de estos significados servira para disenar las secuencias didacticas las cuales
tendran el fin de que los alumnos y alumnas puedan construir la recta tangente desde un punto

de vista variacional y a partir de esto se pueda arribar al concepto de derivada.
Estado del Arte

En la tesis de Castafieda (2004) se hace una andlisis de dos obras de difusion del Calculo estas
son escrita por el Marqués de L'Hospital y Maria Agnesi en el analisis hecho a la obra de
L"Hospital se da una amplia explicacién sobre las diferencias, esta es una idea fundamental ya
que a partir de ella se van a ir construyendo todos lo demas conceptos matematicos que van
surgiendo en la obra, la comparacion entre dos magnitudes se puede llevar a cabo a partir de la
diferencia entre dos ordenadas de una misma curva que se encuentran infinitamente cercanas

entre si, cuando esta comparacion se va llevando a cabo de manera consecutiva entonces se
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puede caracterizar a la curva, por ejemplo si las diferencias se mantienen constantes entonces
se trata de una linea recta, si por el contrario para los mismos cambios infinitesimales de la
variable independiente no hay los mismos cambios de la variable dependiente entonces se trata
de una curva; al hacer la comparacion entre dos puntos de una curva por medio de la
diferencia también se le puede atribuir un signo a la diferencia y por lo tanto determinar en
qué regiones la curva es creciente y en que regiones decreciente, inclusive haciendo un analisis

mas exhaustivo que tan “rapido” va creciendo o decreciendo una variable con respecto de la

otra. La diferencia fundamental: @& + @@} = @€ “mide el desequilibrio en la naturaleza, su
reconocimiento permite anunciar la presencia de flujos, asi como también da cuenta de los

procesos de acumulacion de lo que fluye...” (Cantoral, 2001, p.348).

Observamos entonces la importancia de la diferencia ya que es la nocion con la que se pueden
medir cambios, ya sean estos manifestados en una curva o en los fenédmenos de la naturaleza,
estos cambios y su variacion y la variacion de la variacién y asi sucesivamente permiten
determinar completamente la evolucion de un sistema. Un aspecto muy importante en el
analisis llevado a cabo en Castaiieda (2004) es la descripcion de los comportamientos de las
curvas a partir de elementos grafico-visuales, para esto explica en base a lo que se manejaba en
el siglo XVIl'y XVIIl, que cada punto de una curva tiene asociado una abscisa y ordenada, de tal
forma que al tomar un punto de la misma y dejarlo fluir durante un instante se tendra otro
punto y al comparar las magnitudes de las ordenadas de estos dos puntos (los cuales estan
infinitamente cercanos) por medio de una diferencia se obtendran los infinitesimales, los cuales
son magnitudes infinitamente pequenas y estrictamente hablando no se deberian de poder ver,
sin embargo el uso de las graficas permite ilustrarlos ya que estas magnitudes son
representadas por medio de pequefios segmentos, gracias a estas representaciones se

presentan explicaciones de los comportamientos infinitesimales.

En Serna (2007) se llevo a cabo un analisis de los diferentes métodos de resolucion del
problema de las tangentes, a partir del trabajo encontramos que se puede tratar el problema a
partir de las ideas que se manejaban en el siglo VII, por ejemplo en L'Hospital se define a la
curva como un conjunto de segmentos infinitamente pequenos unidos entre si, bajo esta
perspectiva podriamos definir a un punto como un segmento infinitesimal, la tangente se
obtendria entonces prolongando en ambos lados uno de estos pequefos segmentos
infinitesimales, de esta manera se puede intuir mas claramente que en cada punto de la curva la
recta tangente va a ir cambiando. Retomando los usos que se le dieron a los segmentos
infinitesimales, en la investigacion hecha por Castafieda (2004) en donde se reporta sobre
Agnesi, ella llega por medio de argumentos geométricos a través de la semejanza de triangulos

entre dos triangulos uno de dimensiones finitas y otro de dimensiones infinitamente pequenas
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a la idea de recta tangente, para llegar a esta nocion se hace necesario las magnitudes
infinitamente pequefas las cuales por si mismas representan variaciones de un punto de la
curva tanto en las abscisas como en las ordenadas, al comparar estas dos magnitudes por
medio de una razén es como aparece la recta tangente en la figura |, se muestra lo

anteriormente dicho:

(Agnesi, 1748, pag. 433)

Figura | (Recta tangente)

En la grafica se ilustran los infinitesimales, este tipo de argumentos permiten la construccion de
la recta tangente a la curva, usando argumentos geométrico-visuales, con ellos se puede
observar de manera mas intuitiva una construccion de la recta tangente, en comparacion con la
forma tradicional de presentarla en los libros de Calculo. Consideramos que el utilizar las
magnitudes infinitesimales en conjuncién con conceptos como semejanza de triangulos y el de
razén de cambio son ideas que se presentan bajo esta forma de presentar a la nocién de recta
tangente y que pueden ser utilizadas en la didactica actual. Planteamos como objetivo de
investigacion el construir la nocion de recta tangente variable a partir de una epistemologia en
la cual se toman en cuenta argumentos como son: Diferencia, infinitesimales, magnitudes
infinitesimales, variacion, semejanza de triangulos, la consideracion que un punto es un
segmento infinitesimal, andlisis de los cambios a partir de la idea de “dejar fluir” todo esto a
partir de un contexto geométrico visual; asi como algunos otros elementos de tipo contextual

que puedan ser considerados para la construccion de la nocidn de recta tangente variable.

El propésito que persigue nuestra investigacion a partir de los elementos encontrados los
cuales surgen del andlisis de obras antiguas y que consisten en determinar cuales fueron los
usos que se les dieron a las nociones que permitieron construir la nocién de recta tangente

desde un punto de vista variacional.
Marco teérico

El marco tedrico que vamos a utilizar es el de la teoria de la Socioepistemologia, esta dota a la
investigacion en matematica educativa de cuatro componentes que son: la epistemologica, la

cognitiva, la didactica y la componente social, (Cantoral, 2000). La teoria considera que el
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origen del conocimiento matematico depende del escenario sociocultural en donde nace, por
lo tanto este va a surgir dependiendo de la época, lugar, circunstancias y necesidades de la
sociedad en donde se gesta, por lo tanto el conocimiento matematico no es Unico absoluto e

inmutable ya que el surgimiento de este es relativo y depende del contexto en donde surge.

La Teoria Socioepistemoldgica, plantea que para la construccion de los objetos matematicos
no se requiere centrar la atencion en los objetos matematicos, sino en las practicas sociales
que los generaron. Los usos que se les da a los objetos matematicos tienen que ver con el
significado que se le da a los mismos y esto depende de cada cultura y sociedad, de tal forma
que podemos hablar de un conocimiento situado. Por lo tanto el conocimiento no es
preexistente ya que depende de cada escenario en donde aparece y es ahi donde adquiere
significado. Bajo la perspectiva socioepistemolodgica consideramos la importancia que tiene el
recuperar el significado, puesto que este nos permitira reconocer el vinculo existente entre la

cognicion de los estudiantes y la construccion del conocimiento matematico.
Metodologia

Nuestra metodologia a utilizar tiene que ver con primero reconocer que existe un fenémeno
didactico que se encuentra presente en la ensehanza aprendizaje del CD, este fendmeno se
refiere a la dificultad existente entre los estudiantes de poder estabilizar la idea de la
interpretacion geométrica de la derivada que tradicionalmente se presenta en las clases de CD,
como en los libros y los mismos programas como el limite de la sucesién de una familia de
rectas secantes que giran alrededor de un punto y devienen en la recta tangente a la curva, sin
embargo de acuerdo a reportes de investigacion esta forma de ensenanza ha sido una fuente
de dificultades entre los y las estudiantes (Cantoral, 2000; Dolores, 2007; Serna, 2007). Una
vez que ha caracterizado el problema se hara una revisién de corte socioepistemologico de
obras antiguas en donde se indagara sobre los usos del conocimiento y el analisis de los
mismos para reconocer el significado propio de la época y por medio del cual se pudo resolver
el problema de las tangentes mediantes elementos de tipo variacional, utilizando ideas como
son: los infinitesimales, la semejanza de triangulos y la razén de cambio, la revisién se hara
primero con Copérnico que es donde surgen algunas primeras ideas de tipo variacional (Serna,

2007).

Posteriormente reconocemos una evolucion de los usos del conocimiento se revisaran otros
matematicos como Newton, L'Hospital y Euler en donde la intencién es reconocer una
evolucion en los usos del conocimiento. El poder observar y analizar los usos del conocimiento
y su evolucion permitira el disefio de secuencias didacticas en donde se pondran en marcha

esos usos de conocimiento matematico con la intencién de que se generen nuevos significados
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entre los y las estudiantes, significados que regularmente han quedado ocultos bajo el enfoque
tradicionalista formal del Calculo Diferencial (Dolores, 2007). Se tiene como intencion también
resignificar el conocimiento y dar cuenta de la viabilidad de la secuencias didacticas que se
pretenden disefar y como a partir de esta se puede construir un conocimiento matematico
funcional que para nuestro caso es la construccion de la recta tangente desde un punto de
vista variacional y que tiene como intencidon construir a partir de esta nocion la funcion

derivada.
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