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Resumen. Un estudiante no necesariamente utiliza la definicion cuando decide si un objeto matemético es ejemplo o
contraejemplo de un concepto determinado, sino que generalmente toma la decisién basandose en una imagen que se hizo
del mismo. Por lo tanto, es aconsejable comenzar la ensefianza de cada concepto presentando diversos ejemplos mediantes
los cuales los alumnos puedan formarse una adecuada imagen. Este trabajo tiene como objetivo presentar la secuencia
diddctica que se disefié para la comprension de los conceptos que se hallan involucrados en la resolucién numérica de
ecuaciones no lineales, ofreciendo experiencias y ejemplos. También se mostrardn los resultados obtenidos tras su aplicacion.
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Abstract. When deciding whether a mathematical object is an example or counterexample of a particular concept , students
do not necessarily use the definition, but that decision is usually based on “their image” of it, that is to say, the one that they
have constructed. Therefore, it is advisable to begin teaching a concept showing several examples, so as students can build
an adequate image of it. This work aims to present the teaching sequence was designed to understand the concepts that are
involved in the numerical solution of nonlinear equations, providing experiences and examples. The results obtained after its
implementation are also shown.
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Introduccion

Muchas veces, en la practica docente, se nota la diferencia que existe entre los conceptos
concebidos y formulados por la matematica formal y las interpretaciones que los alumnos hacen
de los mismos. Asi, resulta importante analizar los mecanismos que los estudiantes ponen en juego
en el proceso de construccion de un concepto matematico para asi poder elaborar secuencias

didacticas que contribuyan a tal fin.

En el estudio de la formacién de conceptos matematicos se destacan Vinner y Tall. Para explicar
este proceso, introducen los términos “definicion del concepto” e “imagen del concepto” (Vinner,
1991; Tall y Vinner, 1981).La definicién de un concepto consiste en una serie de palabras que se
utilizan para especificarlo. Todos los conceptos matematicos, excepto los primitivos, tienen
definiciones formales. Pero el alumno no necesariamente utiliza la definicion cuando decide si un
objeto matematico es un ejemplo de un concepto, sino que toma la decision, en general,
basandose en su imagen del mismo, es decir, en el conjunto de todas las imagenes mentales y las
propiedades y procesos asociados por él al concepto, algo no verbal que se ha ido formando a lo
largo de los anos por medio de diversas experiencias. No obstante, esta imagen no es
necesariamente coherente en cuanto a su contenido: puede incluir aspectos contradictorios, de

los que los estudiantes no son conscientes.
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La problematica de Tall - Vinner

Seglin Vinner (1991), durante el proceso de formacion de conceptos, la relacién entre imagen y
definiciéon del concepto es reciproca. Sin embargo, la ensehanza de un concepto matematico
generalmente esta dada por la presentacion de la definicion formal y se espera que la imagen de
ese concepto se forme a partir de la misma. Reaccione como reaccione el sistema de asociacion
cuando se plantea un problema, se supone que no es posible formular una solucidn sin antes
consultar la definicion del concepto. Este es, por supuesto, el proceso deseable.

Desafortunadamente, no es lo que ocurre en la practica.

Por esta razoén, es aconsejable comenzar la ensehanza de un concepto presentando diversos
ejemplos y contraejemplos con los que los alumnos puedan formar una imagen del mismo. Incluso,

si el concepto no es muy complicado, el docente puede pedirles que sugieran su propia definicion.

Un sujeto adquiere un concepto cuando construye una imagen de él ya que se considera que
conocer una definiciéon, no garantiza la comprension de dicho concepto (Vinner, 1991).Un mismo
estudiante puede reaccionar de distintas maneras ante un mismo concepto en diferentes
situaciones. Tall y Vinner (1981) utilizan el término “imagen evocada del concepto” para describir

lo que se recuerda en un contexto dado.

En cuanto a la definicion del concepto, estos autores hacen una importante diferenciacion entre la
definicion institucional o formal del concepto y la definicion que construye el estudiante, es decir,
su definicion personal. La definicion del concepto hace referencia a una conformacién de palabras
utilizadas para especificar el concepto. Un individuo puede aprenderla por repeticion o, mas
significativamente aprenderla y relacionarla, en un mayor o menor grado, con el concepto como
un todo. También puede ser una reconstruccién personal de una definicion. En este caso, la
conformacion de palabras que el estudiante utiliza es una manifestacion de la imagen evocada del
concepto. De esta manera, una definicion personal del concepto puede diferir de su definicion

formal.

Apoyados en lo anteriormente expuesto y en observaciones empiricas, Tall y Vinner, identifican
algunos problemas en el aprendizaje de conceptos matematicos que se manifiestan como
desarticulaciones entre el concepto personal, la definicion institucional del concepto y la definicion
personal. Alvarez y Delgado (2002), denominan estos problemas como “Problematica Tall —

Vinner”:

% La imagen del concepto puede presentar incoherencias, al activarse o ponerse en juego en

diferentes situaciones.
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o,

¢ Entre la imagen del concepto o concepto personal que construye el sujeto y el concepto
matematico institucional se pueden presentar desadaptaciones matematicas, relativas a la
forma en que el sujeto apropia el significado socialmente compartido del concepto
matematico.

% Es frecuente que los estudiantes no dispongan de la definicion personal de un concepto

matematico que han estudiado. No obstante, aun cuando la tengan y aun si la definicion

que verbalizan concuerda con la definicién institucional, ésta puede estar desarticulada, sin

que tenga efectos en la accién del sujeto.

Estos tres problemas permiten explicar porqué, en determinadas situaciones, un alumno puede dar

evidencias de comprension de un concepto y, en otras no.

Estos autores introducen también los conceptos de “estabilidad”, “adaptabilidad” y “coherencia”.
Una definicion personal, relativa a un concepto matematico, es estable en la medida en que la
persona verbaliza una definicion sobre el concepto en forma consistente y equivalente en
diferentes situaciones. Una definicion personal estable se llama bien adaptada matematicamente si
es equivalente a la definicion institucionalizada. La coherencia de la definicion se refiere al grado de
articulacion que tiene dicha definicion personal con la accion, es decir con la imagen evocada del

concepto.

Por lo tanto, comprender un concepto implica construir una imagen asociada, pero esta
comprension se constituye en un concepto personal bien constituido matematicamente en la
medida en que el sujeto dispone de una definicion personal estable del concepto, coherente y bien

ajustada a la definicion matematica del concepto.
La resolucion numeérica de ecuaciones no lineales

La necesidad de obtener la soluciéon de una ecuacién no lineal se presenta con frecuencia al
resolver problemas de ingenieria. De alli la importancia de que los alumnos de estas carreras

adquieran las habilidades necesarias para resolver este tipo de ecuaciones.

Uno de los principales obstaculos que se presenta en la ensefianza del Analisis Numérico es la
dificultad que tienen los alumnos para comprender la esencia de la materia. Esta es una asignatura
que tiene caracteristicas propias ya que no existen siempre ‘“verdades” aplicables a todas las
situaciones y porque la pertinencia o no de utilizar diversas herramientas para resolver un
problema depende fuertemente del contexto en el cual se va a utilizar (Montero, Astiz, Medina,
Vilanova, Rocerau y Vecino, 2003).En particular, en la resolucion numérica de ecuaciones no
lineales, los alumnos tienen inconvenientes para resolver este tipo de ecuaciones debido a que

estan acostumbrados a trabajar con “precision” y se desconciertan cuando tienen que resolver
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situaciones donde existe cierto grado de incertidumbre (Montero et al., 2003). Esta situacion se
debe a que, desde la ensenanza elemental de la matematica, hasta el nivel medio superior, se
priorizan los métodos determinados sobre los aproximados (Rodriguez y Sierra, 2012). Ademas,
sienten inseguridad cuando deben elegir el método numérico mas pertinente para obtener la
solucion de una determinada ecuacién no lineal porque ponen en juego sus conocimientos

tedricos, su intuicion y experiencia.

Por esta razon, es necesario que los alumnos, en su proceso de aprendizaje, no sélo adquieran la
definicion de los conceptos que se hallan involucrados en la resolucion numérica de una ecuacion
no lineal, sino también que formen una adecuada imagen de los mismos. Asi, podran abordar sin

dificultad las distintas situaciones que se le presenten.
Metodologia de trabajo

La metodologia que se aplico corresponde a un estudio de caso, con un enfoque centrado en lo
cualitativo pero sustentado en aportes cuantitativos. Para el desarrollo de esta metodologia de
trabajo, se seleccionaron como grupos de estudio a los estudiantes que concurren al curso de
Analisis Numérico correspondiente a las carreras de Ingenieria Industrial, Electréonica y Mecanica

en el ciclo lectivo 2013.

En los tres cursos, para la ensefanza de la unidad “Resolucion numérica de ecuaciones no
lineales”, se disend e implementd una secuencia de actividades para facilitar la comprension de los
conceptos que se hallan involucrados en el tema, ofreciendo ejemplos pertinentes. Para ello,
durante la discusion tedrica del tema, se utilizé una de las ventanas personalizadas que constituye

el Laboratorio Virtual de Analisis Numérico (Caligaris, Rodriguez y Laugero, 2010).

Por medio de la ventana personalizada que se muestra en la Figura |, los alumnos pudieron
obtener los resultados de las situaciones propuestas, de una manera rapida y sencilla. Esto se debe
a que la capacitaciéon que se necesita para utilizar esta ventana es minima debido a que fue disefada
de manera que presente una interfaz muy simple de interpretar y manipular. Esto posibilita a los
alumnos concentrarse en los conceptos matematicos que el docente quiere destacar, sin necesidad

de realizar calculos rutinarios.

La ventana personalizada de Resolucion de ecuaciones no lineales permite obtener una
aproximacién de una raiz de una ecuacion no lineal utilizando los siguientes métodos: Biseccion,
Newton, Secante y Regula-Falsi (Burden y Faires, 2002; Chapra y Canale, 2004; Mathews y Fink,
2000). Para ello, se deben ingresar la expresion que involucra la ecuacion, la tolerancia deseada, la
cantidad maxima de iteraciones y la derivada primera de la funcion asociada a la ecuacion. Esto se

debe a que dicho software, al trabajar numéricamente, no calcula la derivada de cualquier funcion
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en forma simbdlica y, para poder obtener una aproximacion de la soluciéon de la ecuacion no lineal

por medio del método de Newton, se requiere de la evaluacion de dicha derivada en cada

Iteracion.
Laboratorio de Andlisis Numérico - Resolucion de ecuaciones no lineales E]@
Archivo  Acerca de
Laboratorio de umérics uaci 2 x
R lucién de i no li |
El problema La curva f() en [a, b] 2
La funcidn: a=| -1 !
)= x"2-2 =0 o
= 2 !
La derivada: "
09 20 M 2
Datos para el calculo
Nimero de iteraciones: | 10 Tolerancia permitida: 001
Método de Biseccion Método de Newton
Intervalo inicial a= | 0.5 |, b= 2 Solucién inicial x0 = 125
Caleular fyuda Calcular Ayuda
Solucién aproximada: 1.4140625 Solucién aproximaca: 14142544
tteraciones necesarias: 6 tteraciones necesarias: 2
Método de la secante Método Regula - Falsi
Soluciones iniciales: x0= 05 |, x1= 2 Soluciones iniciales: x0=| 0.5 |, x1= 2
Caleular Ayuda Caloular Ayuda
Solucién aproximada: 1.4174757 Solucién aproximada: 1.4130435
tteraciones necesarias: 3 tteraciones necesarias: 4
Limpiar

Figura 1. Ventana personalizada de Resolucion de ecuaciones no lineales
Todos los métodos requieren de uno o mas datos iniciales para su ejecucion. Estos se pueden
estimar observando un grafico de la funcién asociada a la ecuacién, que se puede obtener con el
boton Graficar. Para mostrar los resultados en la ventana personalizada, basta con ingresar los
datos necesarios para cada método, y pulsando en el botén Calcular correspondiente, se obtiene
una aproximacion y la cantidad de iteraciones utilizadas. Si con la cantidad de iteraciones maxima o
la tolerancia permitida no se alcanza la aproximacién deseada, aparece un mensaje de alerta
informando al usuario que debe aumentar la cantidad de iteraciones o cambiar la tolerancia
permitida. Como ejemplo, se muestran a continuacion algunas actividades de la secuencia didactica
disehada, con el objeto de focalizarse en los conceptos de convergencia, solucién aproximada,

solucion exacta y orden de convergencia.

Actividad |. (Esta actividad tiene como objetivo que los alumnos adquieran los conceptos de

solucion exacta y solucién aproximada)

Resolver la ecuacion 8.x3— 6.x2— 16.x = |2 utilizando los métodos disponibles de la ventana

personalizada. Tomar como intervalo inicial [0;1] y como punto inicial xo = 1.
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iSiempre se obtiene una solucion aproximada de la ecuaciéon cuando se aplica un método

numeérico? ;Es posible obtener la solucion exacta? En caso afirmativo, jen qué casos!?

Actividad 2. (Esta actividad tiene como objetivo que los alumnos adquieran el concepto de

convergencia)

Calcular la solucion de la ecuacion x!© - | = 0. Emplear el método de biseccion y de Newton.

Tomar como intervalo inicial [0;3] y como punto inicial xo = 0,1.

:Siempre se obtiene una solucion con la precision que se desee cuando se aplica un método
numeérico? Si la funcidn asociada a la ecuacion presenta un minimo cerca de la raiz que se quiere

calcular, ;qué método es el que garantiza la convergencia? ;Por qué?

Actividad 3. (Esta actividad tiene como objetivo que los alumnos adquieran el concepto de orden

de convergencia)

Determinar la solucidn de la ecuacion sen(x) = x2 utilizando los métodos disponibles de la ventana

personalizada. Tomar como intervalo inicial [0,75;1] y como punto inicial xo = 1.

Establecida una determinada tolerancia, jcual es el método mas eficiente para obtener una

aproximacion de la solucién de dicha ecuacion? jPor qué?

Cualquiera sea la ecuacion que se quiera resolver, ;es posible realizar generalizaciones con

respecto a la eficiencia de los métodos de obtencion de raices?

Una vez finalizada la unidad, se aplico a las tres comisiones un cuestionario donde se le formularon
preguntas abiertas. Para responderlas, los alumnos tuvieron que apelar tanto a la definicion como a
la imagen que formaron de cada uno de los conceptos involucrados en el tema. A continuacion,
por cuestiones de espacio, s6lo se mostrara una de las preguntas que formo parte del

cuestionario, cuyas respuestas seran analizadas en la siguiente seccion.

v'Pregunta 2.La siguiente tabla muestra la cantidad de iteraciones que se necesitaron al aplicar el
método de Regula — Falsi y de Newton para obtener la solucién numérica positiva de la ecuacion
x2 — 2 = 0 con una precision determinada. Explicar por qué razén, cualquiera sea la precision
establecida, el primer método necesita de una mayor cantidad de iteraciones para obtener la

aproximacion deseada.

Cantidad de iteraciones

Precision deseada
Regula - Falsi Newton
0,01 3 2
0,0001 5 3
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0,00001 7 3

Analisis de los resultados

De la totalidad de los cuestionarios realizados, el 82 % de los alumnos pudo explicar por qué
razén el método de Newton, para el ejemplo presentado, requiere de menos iteraciones para
obtener la aproximacion deseada con una determinada precision. Esta situacion pone de manifiesto
que estosestudiantes, al poder recurrir al concepto de orden de convergencia para fundamentar la
respuesta, han comprendido el concepto matematico involucrado. A continuacion, se muestran
algunas de las respuestas de aquellos alumnos que no respondieron correctamente la pregunta

planteada.

Figura 2. Respuestas incorrectas dadas por los alumnos ante la Pregunta 2.
Si bien la mayoria pudo indicar que, el método de Regula — Falsi requiere de mas iteraciones para
lograr una determinada aproximacion por tener un menor orden de convergencia, algunos
alumnos no pudieron expresar que no basta la convergencia cuadratica del método de Newton
para justificar la eficiencia del mismo. El punto inicial que se tome, las caracteristicas que presenta
la funcion asociada a la ecuacion que se quiere resolver y el tipo de cero o raiz que se quiere
calcular (mdultiple o simple), son factores que también influyen en la rapidez con que un método
logra una determina aproximacion. En la Figura 3, se muestran algunas respuestas dadas por los

alumnos, que no estan completas.
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Figura 3. Respuestas dadas por los alumnos ante la Pregunta 2.

Conclusiones

A partir de los resultados obtenidos en los cuestionarios realizados por los alumnos, se puede
concluir que un importante porcentaje de estudiantes ha comprendido adecuadamente algunos
conceptos matematicos involucrados en la resolucion de ecuaciones no lineales. Por medio de la
secuencia didactica propuesta, la mayoria de los alumnos pudo construir conceptos personales

bien constituidos matematicamente.

Con el objetivo de que todos los alumnos comprendan los conceptos de convergencia, solucion
aproximada y solucion exacta se continta a lo largo del curso utilizando estrategias similares en las
siguientes unidades. De esta manera, los alumnos podran disponer de definiciones personales
estables, coherentes y bien ajustadas a la definicion matematica delos conceptos involucrados en el

analisis numérico.
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