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Resumen

Cuando se habla de teselados por lo general se suelen relacionar con embaldosados del plano
empleando poligonos regulares o algunas figuras construidas a partir de deformaciones de
éstos poligonos; el curso titulado Matematica y Arte I, ofrecido en el club de Mateméticas
de la UPN en el primer semestre del 2006, no fue ajeno a esto, sin embargo, se produjeron
también resultados de interés en relacién con la construccién de teselados duales y teselados
construidos con poligonos irregulares. Los resultados que se presentan corresponden a los
obtenidos por los ninos y jévenes que participaron del curso y orientados por los autores de
esta memoria.

Introduccion

El Club de Matemaéticas de la Universidad Pedagdgica Nacional es un espacio que promueve el es-
tudio de las matemadticas en ninos, ninas y jovenes que han demostrado interés por
ellas, a través de la implementacion de actividades propuestas por maestros del Departamento
de Matematicas de la Universidad Pedagodgica Nacional y maestros en formacién que cursan
practica educativa, uno de los cursos que se ofrecié en el Club, se titulé Matemdtica y Arte e
inicié en el segundo semestre de 2006, en tal periodo se traté la temética Teselados (conocidos
también como embaldosados o recubrimientos), con el fin de hacer un primer acercamiento a las
matematicas que se pueden encontrar en estos disenos, con los nifios y jovenes que participaron
en este curso, de manera elemental. Se inici6 con la construcciéon de teselados a través de la
exploracién intuitiva, de tal manera que los estudiantes, a partir de algunos ejemplos, dedujeran
las caracteristicas esenciales de los mismos, para abordar enseguida una posible clasificacién:
teselados regulares, semirregulares, demirregulares, duales e irregulares.

Algunos productos obtenidos por los estudiantes del curso fueron: la notacién para teselados,
combinaciones lineales para determinar todos los teselados semirregulares que se pueden cons-
truir, método de construccién y obtenciéon de teselados con poligonos irregulares, que no son
desarrollados en detalle en los textos usuales, o por lo menos, en los consultados.
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Desarrollo de la tematica

Junto con los estudiantes se definié como teselado a un recubrimiento del plano con figuras
(poligonos principalmente), de tal manera que ninguna porcién del plano queda sin cubrir y
ninguna queda cubierta dos o mds veces; para determinar con qué figuras planas era posible
teselar se conjeturé lo siguiente:

Enunciado de los 360°: En un teselado “T”borde con borde' la suma de los angulos de los
poligonos que concurren en un vértice es 360°.

Los integrantes del curso plantearon argumentos para este enunciado y en relacién con éste se
dedujo que los Unicos poligonos regulares que teselan el plano son: el tridngulo equildtero, el
cuadrado y el hexagono, puesto que son sélo estos poligonos los que poseen adngulos internos
cuya medida son ntmeros divisores de 360°. En la Figura 1 se ilustran los teselados construidos
con estos poligonos regulares con su respectiva notacién; el ntimero que estd entre paréntesis
representa el nimero de lados del poligono y el niimero que lo acompana representa el niimero
de poligonos que concurren en un mismo vértice.

Figura 1. Teselados Regulares

Asi mismo, el Enunciado de los 360° permitié determinar cudles teselados se pueden construir
con dos o méas poligonos regulares, dentro de éstos se encuentran dos tipos de teselados, que
dependen de su configuracién (por configuracién se entendera la conformacién de los poligonos
que concurren en un vértice, se decidié tener en cuenta un sentido para el cual se eligié aquel
en el que giran las manecillas del reloj); el primer tipo son los teselados semiregulares cuya
configuracién es la misma en todos sus vértices y, el segundo son los teselados demiregulares,
cuya configuracién no es la misma en todos sus vértices. En las Figuras 2 y 3 se ilustran algunos
ejemplos de estos disenos.

Figura 2. Teselados Semiregulares

Estos dos tipos de teselados, semirregulares y demirregulares, son los que se construyen a partir
de poligonos regulares, lo cual se podria considerar como un método de construccién.

Un teselado es borde con borde si cada lado de la(s) figura(s) usada(s), es lado comin de dos poligonos
adyacentes.
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Figura 3. Teselados Demiregulares

Otro método consiste en construir teselados duales. Los teselados duales se obtienen uniendo los
centros de cada uno de los poligonos regulares que conforman un teselado, ya sea semirregular o
demirregular -en adelante se designaran teselado base-, esta unién debe cumplir algunas reglas,
las cuales se explicitan en la definicién que se presenta a continuacién:

El dual principal’ de un teselado T es el conjunto de poligonos formados por las lineas
poligonales cerradas de vértices A1, Ao, ..., A, alrededor de un solo vértice del teselado T,
donde A es centro de cada poligono regular de T.

Con base en esta definicion, los duales principales de los teselados regulares son:

EH &
& @

En la Figura 4 se presenta la construcciéon y notacién inicialmente propuesta para los duales
principales de los teselados semiregulares.

Asi como se decidié una notacién para los teselados semiregulares y demiregulares, fue necesario
determinar una notacién para los duales principales construidos; no obstante, se encontré que
esta notaciéon debia ser mas detallada puesto que hay varios duales que estdn compuestos de
cuadrilateros y pentdgonos con diferentes caracteristicas, por ejemplo. Dichas caracteristicas se
obtienen a partir de algunas relaciones geométricas del teselado base y su respectivo dual, en
la Figura 5 se presenta, a manera de ejemplo, la notacién para el dual del teselado semiregular
2(3)-4-3-4, donde el nimero que esta entre paréntesis indica el nimero de lados del poligono
que compone el teselado y la letra que lo acompana indica la caracteristica de dicho poligono
(irregular (1)), ademds de las caracteristicas de los lados del poligono.

Junto con los ninos se establecieron las medidas de los &ngulos internos de los poligonos que con-
forman los duales principales y las relaciones entre sus lados, sélo basados en las caracteristicas
de los teselados base.

A partir del estudio de los duales principales de los teselados semi y demiregulares se ob-
servé que era posible teselar con poligonos irregulares. Con bases en la observacion y el cues-
tionamiento sobre estos teselados se llegé a los siguientes resultados, argumentados por los

2Es posible generar otros teselados duales ampliando la definicién si no se considera, por ejemplo, que los
vértices de los nuevos poligonos deben ser todos centros de algin poligono del teselado base.
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AB=BC=CD=AE

Figura 5. Notacién para un dual principal

integrantes del curso (la versién completa de esta descripcién puede hallarse en el ment archivos
en http://clubmatupn.6te.net):

Todo cuadrildtero tesela el plano por lo menos en un teselado borde con borde.(Figura 5)

Todo triangulo tesela el plano por lo menos en un teselado borde con borde.

Figura 6. Teselados con cuadrilateros

Todo pentdgono con un par de lados paralelos tesela el plano. (Figura 6)

Este tltimo enunciado se refiere sélo a un tipo de pentdgonos, sin embargo hay mas tipos de
pentagonos que teselan el plano dos de estos se pueden inferir de la construccién de los duales
principales de los teselados semirregulares 2(3)-4-3-4 y 4(6)-6, Figura 7. En las Figuras 8 y 9 se

presentan otros métodos para obtener mas pentdgonos que teselan el plano.
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Figura 10. Pentagonos que teselan el plano a partir de un cuadrado y un hexagono regular

Respecto a hexdgonos y heptagonos irregulares, se conjeturo lo siguiente:
Sdolo existen tres tipos de hexdgonos que teselan el plano.
Ningun heptdagono convexo tesela el pleno borde con borde.

No obstante, se hallaron dos heptdgonos no convexos con los cuales es posible teselar el plano,
a continuacién se presentan sus gréaficos®.

3Estos ejemplo fueron construidos por Omar Zambrano (12 anos), estudiante del curso de Matemética y Arte
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Figura 11. Teselados con heptdgonos no convexos

Esto fue s6lo un abrebocas de lo provechoso que puede resultar el estudio de teméticas como
éstas, al alcance de estudiantes de la secundaria y que poco se abordan en el curriculo usual.
Invitamos a los maestros a incluirla en sus contenidos, es un camino oportuno para el estudio
de propiedades de poligonos y el desarrollo de procesos matematicos como descubrir, visualizar,
representar (construir una notacién), conjeturar y argumentar. Consideramos que, quizas, la
condicién primordial para hallar resultados de interés (tanto para maestros como estudiantes)
en nuestras aulas de matematicas es contar con estudiantes motivados para el estudio de esta
bella ciencia.
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