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Resumen. Presentamos un disefio tedrico de un modelo cognitivo denominado descomposicion genética, (DG). En ella se
explicitan las construcciones mentales y los mecanismos de abstraccién reflexiva que permiten a un estudiante universitario
construir el concepto de espacio vectorial R?a partir de su cartesiano R’. El disefio de la DG esta sustentado en un analisis
histérico epistemoldgico que comprende los siglos XVII al XX. Resaltan, en el periodo indicado, la axiomatizacién y
unificacién como eventos que imprimen niveles de abstraccién y rigor a las construcciones matematicas. EI marco tedrico
que sustenta esta investigacion —la Teoria APOE (Accidn, Proceso, Objeto, Esquema)— permite poner en sintonia, los
ingredientes cognitivos que se desprenden de dicho anlisis, ademds de proveer elementos para interpretar y organizar los
aspectos matematicos que se pesquisaron.
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Abstract. We present a theoretical design of a cognitive model called genetic decomposition (DG), which makes explicit the
mental constructions and reflective abstraction mechanisms that allow a college student to construct the concept of vector
space R2 from its cartesian R% The design of the DG is supported by a historical epistemological analysis that runs from the
seventeenth to the twentieth century. Notable from the indicated period, are the axiomatization and unification as events
that give levels of abstraction and rigor to mathematical constructs. The theoretical frame work used in this research—APQS
Theory (Action, Process, Object, Schema)— allows us to balance cognitive ingredients that emerge from this analysis, as well
as provide elements to interpret and organize the mathematical topics that were considered.
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Fundamentacion del estudio y la pregunta de investigacion

Los R? espacios vectoriales son de las estructuras algebraicas mas utilizadas en todas las ramas de
la ciencia. En fisica e ingenieria se utilizan recurrentemente para modelar el espacio, las funciones
periddicas, el conjunto solucion de ecuaciones lineales y diferenciales y los polinomios, por citar
algunos ejemplos. Por otro lado, dada la riqueza de su estructura algebraica, que incorpora lo
algebraico y lo geométrico, los R? espacios vectoriales son muy utilizados para ejemplificar
cuestiones del algebra lineal: combinaciones lineales, base, conjunto generador, transformaciones
lineales, dual, entre otros. Probablemente quienes los utilizan, en el proceso de ensefanza, no se
detienen en su construccién y soélo apelan a él como ente ejemplificador de nociones ligadas al
aprendizaje y ensenanza del algebra lineal, menos aln, en una articulacién entre R2 como espacio

vectorial y como plano cartesiano.

Este trabajo se aboca a la construccion cognitiva del R? espacio vectorial, atendiendo a algunas

experiencias exitosas que consideran su utilizacion en la ensenanza de los conceptos ligados al
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algebra lineal (Harel, 2000), esfuerzo que esta en reaccion con los antecedentes que reportan
investigadores franceses, en relacion al obstaculo del formalismo (Robinet, 1986, Dorier, 2000),

en estudiantes universitarios de Francia y Marruecos.

A la luz de lo que se ha indicado, declaramos que el propdsito de este reporte es atender la
diversidad de miradas para el concepto de vector en el R? espacio vectorial, desde las estructuras
algebraicas que subyacen; a veces un punto (Geometria Ordenada), un par ordenado (Plano
Cartesiano), otras un segmento dirigido o flecha (Geometria Vectorial), incluso hasta puede llegar
a ser una matriz (Espacio Vectorial Isomorfo a R?); cuestién que desorienta a un aprendiz, y hace
necesario una mirada unificadora de esos aspectos. Atendiendo al proposito declarado, cabe
formular la siguiente pregunta que guiara esta investigacion, ja través de qué elementos se da la
coordinacion entre los distintos aspectos asociados al R? espacio vectorial y el R? plano
cartesiano? y ;cual es el rol que desempenara la geometria para que un aprendiz reconstruya el

concepto R? espacio vectorial, desde su cartesiano!?
Antecedentes de la investigacion

Disefiar un camino viable para la construccién cognitiva del concepto R? espacio vectorial, a partir
del R? plano cartesiano, es una tarea que requiere de una mirada historica epistemoldgica; por un
lado, para indagar en las construcciones matematicas vinculadas a la estructura de espacio
vectorial y, por otro, reparar en los procesos cognitivos que estan involucrados en dichas

construcciones.

La axiomatizacion del algebra lineal, hacia 1930, desde Ila concepcion del concepto espacio
vectorial demandé un alto nivel de abstraccion (Dorier, 2000; Dorier, et al. 2002). Por otro lado,
el concepto espacio vectorial, desde un punto de vista epistemologico, mas que ayudar a resolver
nuevos problemas es visto como un concepto unificador, generalizador y formalizador, al igual que
el concepto de limite (Dorier, 2000; Artigue, 2003). En la Figura | se indican algunos conceptos y

procedimientos que se estructuraron en torno al concepto de espacio vectorial.

Babilonios ysistemade Estudiosos de la Mecdnica
ecuaciones lineales (Fines del siglo XVII)
A.C 1‘ 1‘ D.C
< 1 I " - I i L >
| N 1 | I |
1650 300 l 200 O 1700 1800 11900
Papire Rhind Chines , Dinastia Han Grassmann, Hamilton y Cayley; las nociones
sacerdote egipcio Ahmés Método Fan-Chen de vector y de espacio Vectorial
(Ecuaciones lineales) (Eliminacién ) (axiomatizacién)

Figura 1, una panorémica histdrica de conceptos ligados al algebra lineal.

En la Figura 2, se muestran dos hechos que estan relacionados y dan cuenta, de manera implicita,

de la lentitud en la maduraciéon de un concepto en su proceso de formalizacion, como objeto
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matematico. El primero dice relacion con la dependencia inclusiva, trabajada por Euler, desde la
relacion de las ecuaciones que estan involucradas al resolver un sistema de ecuaciones Yy el
segundo, desde otro concepto asociado al mismo problema, el determinante nulo planteado por
Cramer en 1.750. Por otro lado, si bien en la etapa anterior se percibe la dependencia lineal entre
las ecuaciones, debe transcurrir mas de un siglo, 1875, para que Frobenious la presente como un

concepto mas general, ya no vinculada sélo a los sistemas de ecuaciones (Dorier, 1995).

3x—2y=5
6x—4y=10

A Avanzaen la x+2y-3z=2
;"'26}" 397‘ 7*26 I idea de rango x4 ;,v,gy:f,
x+6y -9y =6| ¢m Ladependencia = 3x 43y 122=8
2x+4y-6z=4 “Inclusiva” Euler (1750)
(La primera ecuacién

La primera ecuacion
(Lap l en las otras dos)

3x—-2y=5
0=0

contenida en las otras dos)

Ladependenciadesde | caracterizado por
Cramer (1750) |Al=0

liitumounsig\o!!

Ladependencia lineal
Frobenious (1875)

Figura 2: Dos hitos histdricos y la evolucion de la dependencia lineal desde la resolucién de un sistema de ecuaciones.
Ciclo de investigacion de APOE

A los tres casos de estudio se les aplicara el ciclo de investigacién previsto en la teoria APOE, el
cual establece: un andlisis tedrico, conocido como Descomposicion Genética, DG; un disefio de
instrumentos, basado en la DG, y aplicacion de esos instrumentos; seguido de un andlisis y
verificacion de datos (Asiala et al, 1996). La aplicacion de este ciclo permite obtener una
descripcion de las construcciones mentales que realizan los estudiantes; y a partir del analisis de
los datos obtenidos, se lo puede repetir, para refinar tanto el andlisis tedrico como los
instrumentos. Una DG propiamente tal es el resultado de la aplicacion completa de las tres
componentes de ese ciclo, que permite documentarla con los datos empiricos. Descripcion de las

tres componentes:

Analisis teorico

El analisis tedrico consiste en el estudio profundo de los conceptos matematicos inmersos en el
espacio vectorial R2 para determinar las construcciones mentales necesarias en el aprendizaje del
teorema, y es mediante una descripcion hipotética de las construcciones mentales del aprendiz,
esto es, lo que llamamos una Descomposicion Genética, que es una modelacion epistemologica-
cognitiva del concepto en estudio. Hemos de aclarar que tal descomposicion no es Unica, pues

depende de los caminos de construccion del concepto y de las construcciones mentales a

considerar.
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Diseiio y aplicacion de instrumentos

Una vez definida la descomposicion genética tedrica es necesario probarla, es decir, tener alguna
certeza de la viabilidad del camino sefialado en ella. Para esto se disefian y aplican instrumentos
que permitan identificar las construcciones mencionadas en la(s) descomposicion(es) genética(s)
inicial(es), de modo de reflejar de modo explicito las construcciones mediante las cuales los

estudiantes pueden aprehender el concepto espacio vectorial R2

Se trabajé con una unidad de anidlisis de 10 estudiantes, atendiendo a los criterios antes
mencionados y se disenaron registros de observacién y protocolos de entrevistas semi-

estructuradas, previstas por la teoria las cuales se video grabaron.
Analisis y verificacion de datos

En esta etapa y a partir de los resultados obtenidos con la aplicacion de los instrumentos —
cuestionarios, entrevistas y registros de observacion—. Damos cuenta del inicio del ciclo de
investigacion, pues valida la DG que se propone luego de ajustar la que se postula inicialmente de
acuerdo a los datos empiricos obtenidos. A partir de ella, se puede hacer propuestas didacticas
para la ensenanza y aprendizaje del concepto espacio vectorial, pues se posee informacion clara
con respecto a las construcciones mentales y mecanismos mentales que los estudiantes han

realizado.

Una descomposicion genética para la construccion cognitiva del R2 espacio vectorial desde el R2

plano cartesiano

En el siguiente diagrama, figura 3, se explicitan aquellas construcciones y mecanismos mentales que
determinan una modelo cognitivo hipotético o DG sobre la cual un estudiante universitario

puede construir cognitivamente el conceptoR2espacio vectorial desde su cartesiano R2.
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R espacio vectorial Accién de comparar a R? espacio
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T:PxQ—=Q T:PxP —>P Aditivamente el valor de éste
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&p.‘I) peq| (p.p)—n P S={(x,)eRxR/ax+by=0}
~ -

Conceptos previos I Coordinar Algebra de Conceptos previos
~Propiedades de R como cuerpo paramétricas igualdades igualdad como relacion
~Descomposidn aditiva de un (Proceso) Accién de aplicar propiedades de equivalendia; conjunto
nimero real (Proceso) solucion (concepcion accidn)
Relacién y conjunto . .

R Accién de utilizar un parametro,
~operacién binaria

Aplicar cuantificadoresy conectivos

Accién

Conceptos previos

Asignar una parfe]a 'ue nameros reales Ecuacion lineal Estructura de grupo
opuestos a los términos de una ELH. Homogénea (confgpffm prm) »
Definicién de conjunto solucién

de una ELH (concepdidn accién)

Figura3: Construcciones y mecanismos mentales en la construccion de R2 espacio vectorial.

Atendiendo a los antecedentes descritos anteriormente se ha considerado pertinente utilizar un

“

diseho metodoldgico de, estudio de caso, en la medida que “...Los estudios de casos son
adecuados para un andlisis intensivo y profundo de uno o pocos ejemplos de ciertos
fenomenos;...” (Goetz y LeCompte, 1988, p. 69).En esta investigacion hacemos referencia a
estudios de caso “Multiple” en la medida que: analiza en concreto realidades especificas y
singulares, que adquieren su valor como indagaciones intensivas y con profundidad en casos
particulares; contrasta realidades especificas de las que pueden extraerse problemas comunes y

matizaciones singulares, pero de ninguna manera explicaciones genéricas y definitivas sobre la

realidad estudiada.
En busqueda de evidencias empiricas para la DG

Para ello se aplica un cuestionario con la intension de documentar las construcciones y
mecanismos mentales dispuestos en la DG, la cual consider6 dos momentos. En un primer
momento, la aplicacién de un cuestionario de 6 preguntas construidas a la luz de la DG; y en un
segundo momento la indagacion en profundidad, a través de una entrevista, de ciertos aspectos de
la DG, que el analisis del cuestionario anterior nos proporcioné. Para ello se ha considerado
detallar dos preguntas del cuestionario aplicado a estudiantes de una Universidad del Consejo de

Rectores, en Chile (Casol).
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Primer momento: el cuestionario
Analisis a priori del cuestionario

Se ha seleccionado una pregunta del cuestionario, para dar a conocer en este articulo, las que a

continuacién seran analizadas a la luz de la DG presentada.
Pregunta | del cuestionario
) Dada la Ecuacion Lineal Homogénea (ELH) 3x+5y=0, y su conjunto solucion

S = {(x,y)ERz /3x+5y = 0}, responda las siguientes preguntas:

a) Determine, utilizando el procedimiento de la tabla I, cinco pares ordenados que pertenezcan al

conjunto solucién de la ELH.
b) Considerando el procedimiento dado, reescriba el conjunto solucion de la ELH.

c) ;Existira una ecuacion lineal homogénea de dos incognitas cuyo conjunto solucion sea el

conjunto vacio? Explique.

d) Considerando los pares ordenados del inciso @), y el conjunto solucion de inciso b), ;qué

operaciones binarias se sugieren para el conjunto S? Explique.

Anilisis a la pregunta:

Esta pregunta tiene por objetivo situarnos operaciones <ﬁ> (1b)
(Proceso) (1¢)
(Proceso) :

en la estructura algebraica que se puede

Ecuaciones Algebrade
explicitar para el Conjunto Solucion ELH, paramétricas oy
Accion
(1a)

es decir, provisto de dos operaciones |

Asignar una pareja de numeros reales Ecuacion lineal
opuestos a los términos de una ELH.

desde la resolucion de una ELH. Ademas Figura 4: Aspectos de la DG que se consideran desde la pregunta 1

binarias, una interna y la otra externa,

de situarnos en la DG teérica, como se

aprecia en la figura 4.

Observaciones sobre el desempeno de los estudiantes y andlisis a posteriori

Con el fin de mostrar ejemplos de los datos obtenidos, a continuacién se presenta una seleccién
del desempeno realizado por 5 estudiantes universitarios a las preguntas antes descritas. Para ello

nos referiremos, por ejemplo, al Estudiante | como EI.

Analisis a posteriori Pregunta |
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Estudiante 3: En la tabla |, este estudiante reescribe el conjunto solucion de la ELH en
términos de un parametro, que anota como “a”, a la luz del procedimiento indicado; lo que
muestra que E3 generaliza la forma de los pares ordenados que sugiere el procedimiento asignar
un par de numeros reales a los términos de la ELH.

Tabla 1: Sobre los argumentos que despliegan los estudiantes a la pregunta 1, apartado 1a), y su relacion con las construcciones y
mecanismos mentales de conceptos.

Estudiante | Argumentos que manifiestan los Construcciones y mecanismos
estudiantes mentales que se asocian al
argumento observado.
Segun la Figura 5: El Ar5E3P I bevidencia que la accion asignar
Ar5E3PIb: Utiliza un parametro para un par de nimeros reales, uno inverso aditivo
reescribir el CSELH en términos de dos del otro, se interioriza en un proceso, el
E3 ecuaciones paramétricas asociadas a la CSELH. Donde ?' uso de_ un .parém.e,tro actlia
ELH. como un mecanismo de interiorizacion.

Ar6E3PIb: Indica la variacion del
parametro en R.

é_ 2o %= o {sz’a,

BDx= O~ OS“X: -0

<=0/ ek
s é(“veﬂf/k% L3="% e}
Figura 5: Respuesta de E3 a la pregunta 1b.

Por otro lado, destaca la respuesta de E4 a los apartados Iby Id en la tabla 2. Pues
reconoce en el conjunto solucién un sub-espacio vectorial con las operaciones usuales del

R2 espacio vectorial.

Tabla 2: Respuestas del E4 a la prequnta 1y los apartados 1b y 1d.

Estudiant Argumentos que manifiestan Construcciones y mecanismos
e los estudiantes mentales que se asocian al
argumento observado.

Segun la Figura é: Los Ar5E4PIb y Ar5E4PIb dan cuenta
Ar5E4P I b: Determina un vector que la accién multiplicar un vector del CSELH
generador del CSELH. por un escalar cualesquiera en R, evidencia

E4 Ar6E4P I b: Reescribe el conjunto una concepcion proceso de operacién binaria
solucion de la ELH definiendo la externa y una concepcion proceso del CSELH.
multiplicacién de un par ordenado
especifico por un escalar en R.

ib) Seae (5,78)  O=(9 | AR -(-4 A)

S=L O RY Gin= B4, 4Y 4 i)

Figura 6: Respuesta de E4 a la pregunta 1b).
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Segun Figura 7: Los Ar9E4PId y Arl10E4P Id muestran
E4 Ar9E4P1d: Define, en términos de que la accion reconocer estructura de espacio

una funcién, la multiplicacion por vectorial de un subconjunto de R2, evidencia

escalar. una concepcion objeto de R? espacio vectorial.

Ar10E4PId: Describe el rol de un
vector generador en el CSELH.

y o el 8 Jfwids  sobre
4d) P e B { g PR
J wupde s, existe B U y
: seal
For el .nr ‘ 2 jm:‘l - al :
Lugs, S & wn B
» subufade hR*

Figura 7: Respuesta de E4 a la pregunta 1b).

Conclusiones del comportamiento observables de los estudiantes del Caso |

Los estudiantes El, E3, E4 y E5 manifiestan explicitamente, de distintas maneras, la posibilidad
de una operacion binaria interna o externa, en el conjunto de solucién de la ELH, desde
esta relacion que sugieren los pares que se desprenden del procedimiento dado, e

inclusive, lo que manifiesta el E4, de manera implicita, al considerar el conjunto solucion

como el grafico de una funcion lineal, figura 8.

ﬁ_c) NO es P(‘S;uq’ (w QJ wu)wdu SO(,uc).‘)’\ 23 va<d o

S: @Nn)evam; Ja R acidn Yo Funciga +e i inas.
§Fx)= -_'5;7‘ 5 Jmm‘e, Dom-_‘" = Req-f: [P\ -

Mo 52 (w):‘::v\e X

Figura 8: Respuesta al apartado 1c de la pregunta 1 del estudiante E4
En definitiva, se rescata el desempeno del E4, el cual manifiesta dominio de distintos
aspectos considerados en la DG para la construccion del R? espacio vectorial; a saber el
R2plano cartesiano, geometria vectorial y el R2 espacio vectorial. En términos de APOE,
E4 manifiesta una concepcién objeto del R? espacio vectorial cuando compara el conjunto

solucién como subconjunto de R2 con la misma estructura algebraica.
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