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Resumen

En este trabajo se aborda una trayectoria de investigaciones considerando el concepto de
derivada. En primer lugar, se presentan investigaciones sobre el desarrollo de la comprension del
concepto y, posteriormente, investigaciones centradas en el aprendizaje de estudiantes para
profesor de matematicas de lo que se considera conocimiento adecuado para la enserianza de dicho
concepto. Esto conlleva, en cierto modo cierta transferencia del conocimiento en el sentido de que
dichas investigaciones aportan informacion para el diseiio de modulos de formacion, permitiendo
realizar investigaciones en el contexto de aula sobre el aprendizaje de los futuros profesores.

Palabras claves: derivada, desarrollo de la comprension, formacion de profesores, competencia
docente, mirar profesionalmente.

Abstract

In this paper various investigations on the concept of derivative is addressed. Research about the
development of understanding of the concept are presented first, and later research focused on
learning of mathematics prospective teachers what is considered proper knowledge to learning and
teaching that concept. This leads, in a way, transfer of knowledge in the sense that these
investigations provide information for the design of training modules, and allows conduct research
in the classroom context.

Key words: derivative, development of understanding, prospective teacher training, teaching
competence, professional noticing.

INTRODUCCION

El desarrollo de las investigaciones sobre la ensefanza y el aprendizaje de los conceptos del calculo
diferencial e integral y mi experiencia como profesora de Educacion Secundaria, me han permitido
comprobar la enorme dificultad de la ensefianza y el aprendizaje de estos conceptos y, en particular,
del concepto de Derivada. Artigue (1995) indica a que aunque se puede ensefar a los estudiantes a
realizar, de manera mas o menos mecanica, algunos calculos de derivadas y a resolver algunos
problemas estandar, los estudiantes tienen dificultades en comprender de manera satisfactoria este
concepto. Mi trabajo como investigadora relacionada con el concepto de derivada tiene dos etapas:

- Una primera etapa centrada en describir la comprension de la idea de derivada, y

- Una segunda centrada en el aprendizaje de los estudiantes para profesor de lo que
empezabamos a considerar como conocimiento pertinente para la ensefianza-aprendizaje de
la derivada generado por las investigaciones. Esta segunda etapa se apoya en la informacion
generada en las investigaciones realizadas en la primera etapa y conlleva aspectos de
transferencia del conocimiento al aportar informacion para el disefio de modulos de
formacion y al mismo tiempo permite desarrollar investigaciones en el contexto de aula
mediante el desarrollo de experimentos de ensefianza.

Sanchez-Matamoros, G. (2014). Adoptando diferentes perspectivas de investigacion sobre el concepto de derivada. En
M. T. Gonzalez, M. Codes, D. Arnau y T. Ortega (Eds.), Investigacion en Educacion Matematica XVIII (pp. 41-53).
Salamanca: SEIEM.
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INVESTIGANDO LA COMPRENSION DE LA DERIVADA

La comprension del concepto de derivada es complicada debido a las diferentes perspectivas que
puede adoptar dicho concepto: como pendiente de la tangente a la curva, desde un punto de vista
grafico, y como limite del cociente incremental, desde una perspectiva analitica. Ademads se plantea
la necesidad de integrar su caracter puntual (derivada en un punto) y global (e.g. el analisis del
comportamiento de las funciones en intervalos) y las relaciones entre la derivada en un punto y la
funcion derivada, y las relaciones entre 'y f™

Una primera aproximacion al andlisis de la comprension de la derivada adoptd una perspectiva
cognitiva. El foco de atencion era caracterizar niveles de desarrollo de la comprension del concepto
considerando diferentes elementos que intervienen tanto desde el punto de vista de la cognicion
(mecanismos de construccion del conocimiento, formas de conocer, esquema) como de la propia
naturaleza del concepto (aproximacion al limite, modos de representacion, el caracter local o
global,...). Aqui se entiende el esquema como una manera de comprender un concepto que implica
considerar de forma coherente las relaciones entre los diferentes elementos matematicos que lo
constituyen (Sanchez-Matamoros, Garcia & Llinares, 2013). El uso de estos elementos en la
resolucion de problemas evidencia la estructura matematica construida por los resolutores. Para
interpretar la manera en la que los estudiantes resolvian los problemas en los que intervenia el
concepto de derivada se usé una perspectiva piagetiana sobre el desarrollo de un esquema
utilizando los niveles Intra, Inter y Trans (Garcia, Llinares &Sanchez-Matamoros, 2011; Sanchez-
Matamoros, Garcia & Llinares, 2006).

En estas primeras investigaciones usamos cuestionarios y entrevistas para recoger la informacion.
Las diferentes demandas de los problemas usados tenian como objetivo proporcionar diferentes
oportunidades para recoger informacion que nos permitiera caracterizar el desarrollo del esquema
de derivada. La entrevista, por su parte, tenia como objetivo obtener justificaciones de las
resoluciones de los problemas. Las entrevistas permitieron ampliar la informacién sobre como los
estudiantes establecen relaciones entre los elementos, las cuales fundamentaron las inferencias
sobre el desarrollo del esquema de derivada, y generaron indicadores de la transicion entre los
niveles (Sanchez-Matamoros, 2004). Asumir que resolver un problema en un cuestionario y
justificar las decisiones tomadas al responder a un entrevistador son actividades cognitivas
diferentes nos ha proporcionado datos de naturaleza distinta en relacion a la consciencia que los
estudiantes tenian de los elementos del concepto que usaban y de cémo los relacionaban.

Los resultados de esta investigacion nos indicaron que el desarrollo del esquema de derivada:
- esta vinculado a coordinar los elementos del concepto durante la resolucion de problemas y

- que los modos de representacion influyen a la hora de establecer las relaciones. En este
contexto, la "sintesis" de la informacion grafica y analitica es considerada una caracteristica
del nivel de desarrollo de la comprension de la derivada. Por la idea de “sintesis” se entiende
el proceso por el que a partir de algo que se conoce, realizando operaciones con/sobre ello se
llega a la conclusion y a la comprension de algo que no se conocia. La "sintesis" de la
informacion gréfica y analitica fue considerada una caracteristica de la manera en la que los
estudiantes reflexionaban sobre las transformaciones realizadas con los elementos para
construir nuevas relaciones y estructuras (nivel Trans de desarrollo del esquema de
derivada).

Los resultados obtenidos se han integrado en lo obtenido en las investigaciones realizadas en los
ultimos afios a nivel nacional e internacional, algunas de ellas centradas en el conocimiento del
profesor sobre la derivada (Badillo, Azcarate & Font, 2011; Pino-Fan, Godino, Castro & Font,
2012), y otras centradas en la comprension sobre dicho concepto por parte del estudiante (Asiala,
Cottrill, Dubinsky & Schwingendorf, 1997; Baker, Cooley & Trigueros, 2000; Cooley, Trigueros &
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Baker, 2007; Ferrini-Mundy & Graham, 1994; Habre & Abboud, 2006; Salazar, Diaz & Ballen,
2009; Sanchez-Matamoros, Garcia & Llinares, 2008). Los resultados de estas investigaciones
indican que el desarrollo de la comprension del concepto de derivada pone de manifiesto una
construccion progresiva del esquema y que los modos de representacion influyen en la constitucion
de los mecanismos de transicion de un nivel al siguiente. En particular, los estudiantes situados en
el nivel Trans de desarrollo del esquema de derivada y que eran capaces de trasladar las relaciones
entre f y f' al par de funciones (f", ') fue interpretado como que habian tematizado el esquema

de derivada. Este resultado parece indicar que hay diferentes estructuras subyacentes en la
construccion de un esquema debido a la consciencia con la que los estudiantes usan las relaciones
entre una funcidn y su derivada (Garcia et al., 2011).

INVESTIGANDO LA COMPETENCIA DOCENTE “MIRAR PROFESIONALMENTE”
LAS EVIDENCIAS DE COMPRENSION DE LA DERIVADA

Los resultados de las investigaciones que aportan informacion sobre la manera en la que los
estudiantes comprenden el concepto de derivada se considera un conocimiento necesario para que el
profesor pueda tomar decisiones informadas en su ensefianza y para el desarrollo del curriculo. De
manera particular en el contexto de la formacion de profesores este hecho ha generado una linea de
investigacion centrada en determinar como los futuros profesores aprenden este conocimiento y
cémo aprenden a usarlo en las situaciones de ensefianza. Es decir, el trabajo de formacion de
profesores de Matematicas de Educacion Secundaria ha generado un nuevo foco de investigacion
centrado en el aula. En particular, como los futuros profesores desarrollan una mirada profesional
(professional noticing) relativa a la manera en la que reconocen evidencias de la comprension
matematica en los estudiantes. En los ultimos afios se ha subrayado la importancia de esta
competencia docente (Mason, 2002; Sherin, Jacobs & Philipp, 2010; van Es & Sherin, 2002), ya
que permite al profesor de matematicas ver las situaciones de ensefianza- aprendizaje de una
manera que lo diferencia de la manera de mirar de alguien que no es profesor de matematicas.

En las investigaciones desarrolladas en nuestro grupo, se han generado dos focos de atencioén. Por
una parte caracterizar lo que podemos considerar la competencia docente “mirar profesionalmente”
y su papel en la toma de decisiones instruccionales, y en segundo lugar intentar caracterizar grados
de desarrollo de esta competencia docente en el ambito especifico de la derivada de una funcion
(Sanchez-Matamoros, Fernandez, Valls, Garcia & Llinares, 2012; Sanchez-Matamoros, Fernandez
& Llinares, 2014). Una caracteristica de esta linea de investigacion es el uso de los resultados de las
investigaciones previas sobre el desarrollo de la comprension de la derivada para disefiar las tareas
profesionales. Estas tareas profesionales adoptan una doble perspectiva, por un lado como
actividades para el aprendizaje del futuro profesor, y por otro como instrumentos de recogida de
datos en la investigacion centrada en los experimentos de ensefianza. Las actividades que simulan
las tareas profesionales en el programa de formacion se disefian a partir de los resultados de
investigaciones previas (Asiala et al., 1997; Baker et al., 2000; Ferrini-Mundy & Graham, 1994;
Garcia et al., 2011; Habre & Abboud 2006; Zandieth, 2000), centradas en el desarrollo de la
comprension de la funcion derivada. Los resultados de dichas investigaciones han permitido
describir una trayectoria de aprendizaje del concepto de derivada (Sanchez-Matamoros et al., 2014)

Esta trayectoria de aprendizaje de la derivada (Figura 1) ha sido tenida en cuenta para el disefo de
las tareas profesionales propuestas a los estudiantes para profesor (EPP). Una de las tareas
profesionales del profesor es identificar evidencias de la comprension de las ideas matematicas en
las respuestas de sus alumnos a los problemas propuestos. Pensando en ello, una de las actividades
propuestas en el programa de formacion se apoyaba en esta idea. Para ello consideramos:

(i) Tres problemas sobre derivada

(i1) Las respuestas de varios alumnos de Bachillerato a estos problemas, y
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(ii1)Tres preguntas para el futuro profesor de matematicas dirigidas a ver como reconocia
evidencias de la comprension de los estudiantes del concepto de derivada.

Modo: analitico

Elementos matematicos: TVM, TV, f(z) =TVIen x=2

fderivable' difersncizble en x=2 — fcontmua =n x=2

existanciz e igualdad de los limites laterales en x=z (fderivable en x=2)

Modo analitico-
numsrice,
Zproximacion
grafica (derivada
deuna funcién en

Modo anzlitico-numérico, aproximacion grafica (derivada de una fimeion en
un punte)

Elementos matematicos: TV, TVL /(2) =TVIen x=2

existenciz 2 iguzldad delos limites laterzles en x=z (fderivable en x=2)
Ffderivable difersncizble en x=2 — fcontinua =n x=z (grifice)

existenciz ¢ iguzldad de los limites laterales en x=a (fderivable en x=2a)
(grifico)

F(2) =pendiente dela recta tangente 2 fen x=2

Mode grafico
(dersvada de una
funcién)

.

Modo anzlitico-numérice, zproximacion graficz (derivada de unz funcién)
Elementos matematicos: TVM = pendiente de Iz rectz secante , TVL f(a) =
TVienx=2

existencia e iguzldad delos limites laterzles en x=a (fderivable en x=2)
Jderivable' difersancizble en x=2 — fcontmua en x=2 (grafice)

extstencia e igualdad delos limites laterales en x=a (fderrvable en x=2)
(grafico)

J(2) =pendients dela rectz tangente z fen x=2

six=2 s un punte de miexion de lz fimcion f— f(z) =0

punto cispide

sifes craciente — /> 0, si fes decreciente — /<0

Figura 1. Trayectoria de aprendizaje hipotética del concepto de derivada generada a partir de las sintesis de
las investigaciones previas.

(i) Los problemas muestran diferentes elementos matematicos del concepto de derivada de una
funcion en diferentes modos de representacion. En la figura 2 se recoge tres de los
problemas usados, los elementos matematicos que lo configuran y los modos de
representacion considerados.

(i1) Las respuestas de los estudiantes a estos problemas fueron seleccionadas teniendo en cuenta
los niveles de comprension del concepto de derivada:

e Nivel INTRA: El estudiante usa elementos de la derivada de una funcion en un punto en
algunos de los modos de representacion y no es capaz de relacionarlos cuando resuelve
los problemas.

e Nivel INTER: El estudiante usa elementos de la derivada de una funcién en un punto en

algunos de los modos de representacion y es capaz de relacionarlos cuando resuelve los
problemas.
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Problema 1

Comprueba que la tasa de

variacion media de

f(.\") = *+3 enel intervalo
Tox+2

[1, 2] es la pendiente de la

recta que pasa por los puntos

PO A1)y Q2. f(2). iQué

sucede con la tasa de

variacién instantanea de f{x)

en el punto (1, f(1))?

Problema 2

Suponer que la linea L es
tangente a la grdfica de la
funcién fen el punto (2,3) como
aparece en la figura. Encontrar

) yf 0.

yo 0

Problema 3

De una cierta funcion f
conocemos algunos valores
dados en la siguiente tabla:

R
TR R
O I I

SO0 I SOMNAE I R GO o 40

a) Usa esta tabla para
aproximar el valor de la
derivada de fen x=2.

b) A partir de la informacion
que te da esta tabla, ;crees que
f{x) es derivable en x =1?

Elementos

Elementos

Elementos

M1.1 Tasa de variacién media
en el intervalo [a, b]

M1.2. Relacién de la TVM
con la pendiente de la secante
M1.3. Tasa de variacion
instantdnea

M1.4. Relacién de la TVI con
la derivada en x=a.

M1.5. Relacién de la TVI con
la pendiente de la tangente
(entrevista)

M2.Interpretacién geométrica de
la derivada en un punto: la
derivada como pendiente de la
recta tangente a la curva en el
punto

Ma3.1. Aproximacion — Calidad
de la aproximacioén

M3.2. Existencia e igualdad de
los limites laterales del cociente
incremental para que la funcién
sea derivableenx=a
(aproximacién numérica a
través de las tablas de valores)

Figura 2. Elementos matematicos en la resolucion de los problemas usados (Sanchez-Matamoros et al.,

2012)
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e Nivel TRANS: El estudiante usa todos los elementos de la derivada de una funcion en
un punto tanto en modo analitico como grafico y en su aproximacion numérica
relacionandolos cuando resuelve los problemas.

La Figura 3 muestra parte de una de las actividades disefiadas

(iii)Las preguntas para el futuro profesor de matematicas dirigidas a ver como reconocia
evidencias de la comprension de los estudiantes del concepto de derivada tenian el siguiente

formato

e Describe como ha resuelto el estudiante X cada problema, indicando los elementos del

concepto de derivada utilizados y si el procedimiento usado es adecuado y por qué.

o A partir de las descripciones de como el estudiante ha realizado los tres problemas, ;es
posible identificar alguna caracteristica de como el estudiante X comprende el concepto

de derivada?

o Considerando la comprension de derivada del estudiante X mostrada en la resolucion
de los problemas, si fueras su profesor, ;qué harias para mejorar esta comprension?

Desde la perspectiva del uso de esta tarea profesional como instrumento de recogida de datos, los
resultados de esta investigacion han permitido empezar a caracterizar descriptores de diferentes
grados de desarrollo de la competencia docente “mirar profesionalmente” el pensamiento
matematico de los estudiantes en el ambito de la derivada de una funcion en un punto (Tabla 1).
Estos resultados indican que existe cierta relacion entre como los futuros profesores identifican los
elementos matematicos y los modos de representacion en las respuestas de los estudiantes y la

manera en la que interpretan estas respuestas como evidencia de la comprension de los estudiantes.
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La importancia de esta caracterizacion de la competencia docente “mirar profesionalmente™ las
evidencias de la comprension de la idea de derivada es que la interpretacion generada por los
estudiantes para profesor esta relacionada con las acciones de ensefianza que proponen para ayudar
a estos estudiantes a mejorar su comprension. Una primera caracterizacion de este tipo de acciones
de ensefianza ha sido descrita en Sanchez-Matamoros et al. (2012) mostrando la relaciéon entre los
objetivos de aprendizaje y las caracteristicas de las tareas curriculares:

Sin accion. No aporta ninguna accion significativa.
Accion procedimental. Acciones centradas en los procedimientos.

Accion conceptual sin relaciones. Acciones centradas en los significados de los elementos
matematicos pero sin establecer relaciones entre los distintos elementos matematicos y/o
modos de representacion.

Accion conceptual con relaciones. Acciones centradas en los significados de los elementos
matematicos estableciendo relaciones entre los distintos elementos matematicos y/o modos
de representacion.

Accion de tematizacion. Acciones centradas en que el estudiante sea capaz de pasar de la
accion implicita a la utilizacidon consciente, es decir, a la conceptualizacion de la derivada de
una funcién en un punto.

En este caso, cuando los futuros profesores diferencian algunas caracteristicas de la comprension de
los estudiantes, proponen acciones de ensefianza centradas en significados (acciones conceptuales o
acciones de tematizacion). En este sentido, se han empezado a generar relaciones entre el nivel de
desarrollo de la competencia docente “mirada profesional” de los EPP y las acciones de ensefianza
que se proponen (Sanchez-Matamoros et al., 2012).

Estudiante 2 Iniciales nombre y apellidos | ’ ‘
Problema 3

De una cierta funcion f conocemos algunos valores dados en la siguiente tabla:

X 09 (099 [09%9 (0999 099999 |1 100001 {10001 (1001 (101 LI

fix) {21 [200 [-2000 |-20000 [-2.00001{:2 200002120002 12002 {202 |-22

X 19 19 (199 |19 199999 12 {2.00001 |2,0001 201 0 |21

flx) {361 {39601 |3996001 399960001 (399996 (4 |4.00004 [4.00040001 4004001 [40401 |[d4]

a) Usa esta tabla para aproximar el valor de la derivada de f en x=2.

b) 4 partir de la informacion que te da esta tabla, jcrees que flx) es derivable en x =1?

Estudiante 2
Respuesta al problema Entrevista
PROCESO DE RESOLL{CION (especifica todos los pasos RAZONA LA RESPUESTA
que llevan a la resolucion de la tarea) E2: aplicando la definicion de derivada, encontré que
1 b ”x»k) 'l(") \ Sidrd b dzfiwl& 4 il gy enx =2 la aproximacion es 4
1 it | Lo i
1% b h L yenx=I?
\ . f
“ﬁm—; S0000Y aeon!  af E2: me dio 1 por un lado y por el otro 0,5
: L2000 o'0omg
2-199% © 00000 | =
) PO 0'tooo I: y entonces, jes derivable?
16000 - W% k.
). 2 l ﬂi 00| 4 E2: enx =2 coinciden. Enx =1 no coinciden,
Yoooor  |.zmmzer -oper entonces no serd derivable
Figura 3. Respuesta de un estudiante a uno de los problemas

Estos resultados indican que aunque los EPP podian tener una formacién matematica adecuada para
este contenido matematico, resulta dificil para algunos de ellos describir las resoluciones de los
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estudiantes de bachillerato usando los elementos matematicos del concepto y reconocer las
caracteristicas de su comprension. Esta dificultad puso de manifiesto cierta falta de reconocimiento
de los elementos matematicos que intervenian en la resolucioén de los problemas realizados por los
estudiantes y su papel en determinar su comprension. Esta reflexion pone de relieve el hecho de que
tener un cierto nivel de conocimiento del contenido matematico no implica el ser capaz de hablar de
como ese contenido aparece en la resolucion de un problema realizada por un estudiante de
bachillerato, y generar informacidn sobre su comprension.

Tabla 1. Identificar elementos matematicos en las respuestas de los estudiantes e interpretar la comprension
de los estudiantes (Sanchez-Matamoros et al., 2012)

Identificar  elementos matematicos y modos de
representacion
Nivel bajo Nivel medio Nivel alto
No reconocen EPP no identifican EPP no identifican EPP  identifican
diferentes elementos todos elementos los elementos
Interpretar niveles de la matematicos en las matematicos a matematicos en
la comprension respuestas de los través de las las respuestas de
comprension estudiantes y no respuestas de los los  estudiantes
de los reconocen tres estudiantes y pero no
estudiantes diferentes niveles no reconocen reconocen
de la comprension diferentes niveles diferentes niveles

(ser capaz de
identificar los

de los estudiantes.

de la comprension
de los estudiantes.

de la comprension
de los estudiantes.

diferentes Reconocen dos EPP no identifican EPP identifican
niveles de niveles de todos elementos todos elementos
comprension  comprension matematicos a matematicos a
de los traveés de las través de las
estudiantes) respuestas de los respuestas de los
tres estudiantes y tres estudiantes y
los interpretan los interpretan
reconociendo so6lo reconociendo solo
dos niveles de dos niveles de

comprension. comprension.
Reconocen tres EPP  identifican
niveles de todos elementos
comprension matematicos a

través de las
respuestas de los

estudiantes e
interpretan los
diferentes niveles
de comprension
de los tres
estudiantes.

Un aspecto caracteristico de la competencia docente “mirar profesionalmente” es el ser capaz de
relacionar evidencias especificas a perspectivas mas amplias sobre el aprendizaje (Sherin et al.,
2010). En los resultados obtenidos, este aspecto se pone de manifiesto a través de las
interpretaciones generadas por los EPP sobre la comprension de la funcioén derivada en un punto de
los estudiantes de bachillerato y su vinculacion a las actividades que proponian (decisiones de
accion). Estos resultados indican que este aspecto es mas dificil de conseguir. En el caso particular
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de futuros profesores de matematicas que no han recibido instruccion especifica sobre la
comprension de la derivada de los estudiantes de Bachillerato, estos resultados ponen de manifiesto
la especificidad del conocimiento sobre el aprendizaje de las matematicas, que no deriva
necesariamente del conocimiento de matematicas. Es decir, este tipo de investigacion lo que aporta
son evidencias sobre el hecho de que el conocimiento de matematicas es necesario pero no
suficiente para ser profesor de matematicas, ya que se necesita conocimiento especifico sobre como
los conceptos matematicos (y en particular el concepto de derivada) llegan a ser comprendidos
(Sanchez-Matamoros et al., 2012).

INVESTIGACION SOBRE EL DESARROLLO DE LA COMPETENCIA DOCENTE
“MIRAR PROFESIONALMENTE” EN EL CONTEXTO DE UN PROGRAMA DE
FORMACION

Un segundo foco de atencion en las investigaciones desarrolladas sobre la competencia docente ha
sido determinar rasgos de su desarrollo vinculado a contextos de formacién de profesores
especificos (Sanchez-Matamoros, Fernandez, Llinares & Valls, 2013; Sanchez-Matamoros et al.,
2014). Este foco de atencion pone de relieve la relacion entre los experimentos de ensefianza y la
investigacion en el aula (Llinares, 2014-a). En concreto, nuestra pregunta de investigacion es:

(En qué medida los estudiantes para profesor de matematicas identifican e interpretan la
comprension de los estudiantes de Bachillerato después de participar en un entorno de
aprendizaje disenado ad hoc?

Estas investigaciones se apoyan en el disefio de situaciones de ensefianza dirigidas a apoyar el
desarrollo de la competencia docente “mirar profesionalmente” (Fortuny & Rodriguez, 2012;
Llinares, 2012). Un ejemplo de disefio de estas situaciones de ensefianza, que vinculan propuestas
de innovacion docente con la investigacion sobre cémo los futuros profesores aprenden en el caso
de la derivada, se describe a continuacion.

En nuestro disefio de ensefnanza, en la primera y ltima sesion, los estudiantes realizaron tareas que
tenian como objetivo obtener informacion sobre su capacidad de reconocer evidencias de la
comprension de los estudiantes de bachillerato cuando observaban las resoluciones de problemas
realizadas por dichos estudiantes. Estas tareas tenian la misma estructura que las tareas usadas en
los cuestionarios descritos en la seccidon anterior. Las otras cinco sesiones tenian como objetivo
presentar informacion relativa a la demanda cognitiva de las tareas y sobre las caracteristicas de la
comprension del concepto de derivada en estudiantes de bachillerato. En cada una de estas sesiones
los EPP con el apoyo de informacion teorica resolvian en parejas tareas centradas en identificar los
elementos matematicos del concepto de derivada y la demanda cognitiva de diferentes problemas e
identificar caracteristicas de la comprension de la derivada. Al final de cada sesion habia una
discusion en gran grupo donde se debatia sobre la tarea realizada (Figura 4).

Vs Sesion 2

Elementos matematicos que configuran el
concepto de derivada en los modos
analitico y grafico

Sesion 3 y Sesion 4

Analisis de tareas v niveles de demanda /’\
Sesion 7

cognitiva \
Cuestionario Final sobre
la funcién derivada
Sesion §

Comprension de la derivada

Contenido tedrico

Sesion 6

Analisis de respuestas dadas por
estudiantes de bachillerato a problemas de
derivada

Figura 4. Esquema del disefio del modulo de derivada (Sanchez-Matamoros et al., 2013)
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Las actividades iniciales y finales consistian en las respuestas de estudiantes de Bachillerato (16-18
afios) a problemas de derivada en un punto, acompafiadas de un extracto de entrevista en las que los
estudiantes explicaban como los habian resuelto y las tres mismas preguntas de la seccion anterior.
Las respuestas de los estudiantes reflejaban diferentes aspectos de la comprension sobre la derivada
proporcionados por investigaciones previas en relacion al desarrollo de la comprension de la

derivada (Figura 5).
Estudiante 3
PROBLEMA 1
3
Sea f(x)= sz +2x+a x<l Calcula ay b para que f sea derivable enx =1
bx® +1 el
Estudiante 3
Respuesta al problema Entrevista
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PROBLEMA 2 -
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1
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i
:
_/‘- o
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& hastax =10. En x =10 empieza a subir la fincién
hasta x =14, que empieza a bajar otra vez con un
valor de la pendiente distinto.

Figura 5. Parte de la actividad final en el modulo de formacion: Respuestas de un estudiante de Bachillerato
a dos problemas

Después del modulo, los estudiantes para profesor se apoyaron en mayor medida en los elementos
matematicos que habian identificado para interpretar la comprension de los estudiantes. Este hecho
parece sugerir que el desarrollo de esta competencia docente estd vinculado a los elementos
matematicos de la nocidn de derivada que los estudiantes para profesor son capaces de considerar al
describir, identificar e interpretar evidencias de la comprension de la derivada en las respuestas de
los estudiantes. Es decir, a centrar la mirada sobre aspectos que puedan mostrar informacion
relevante de la manera de proceder de los estudiantes de Bachillerato. La capacidad de mirar con
mas detalle las respuestas de los estudiantes y de reconocer lo que es relevante diferenciandolo de
lo que es irrelevante para el aprendizaje se convierte en indicadores de esta competencia. En
particular esta mejora en la competencia docente estd vinculada a la manera en la que los
estudiantes para profesor identificaban como relevante para interpretar la comprension en la manera
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en la que los estudiantes de Bachillerato usaban las siguientes relaciones en la resolucion de los
problemas:

- La relacion entre el limite del cociente incremental y el significado de la derivada como
pendiente de la recta tangente

- Larelacion entre la derivabilidad de la funcién y su continuidad, y

- La manera en la que se usaba la informacion obtenida desde la funcion o la funcion derivada
alrededor de los puntos de inflexién y el punto clispide (entendido como la manera de
interpretar el comportamiento de la funcidon derivada para inferir informacion sobre el
comportamiento de la funcién).

En la seccion anterior, comentabamos la especificidad del conocimiento sobre el aprendizaje de las
matematicas, y que no deriva necesariamente del conocimiento de matematicas. Este hecho se
evidencia al caracterizar los grados de desarrollo. En este sentido, el disefio de situaciones de
ensefanza especificas permitio a los futuros profesores de matematicas identificar e interpretar
aspectos de la ensefianza de las matematicas (en el concepto de derivada) para explicar el
aprendizaje matematico de los estudiantes (mirada profesional). Los procesos de identificar e
interpretar desarrollados por los EPP permitieron realizar suposiciones mas detalladas acerca de la
comprension de los estudiantes y darse cuenta de diferentes signos de la comprension del concepto
de derivada.

DISCUSION

En este trabajo hemos caracterizado una trayectoria de investigacion que tiene como foco central de
atencion el concepto de derivada. Esta trayectoria se inicia con las investigaciones centradas en el
desarrollo de la comprension de dicho concepto y, ha continuado con el disefio de experimentos de
ensefanza y realizando investigacion en las aulas de los programas de formacion de profesores
centrandose en el aprendizaje de estudiantes para profesor de matematicas de lo que consideramos
conocimiento adecuado para la ensefianza del concepto de derivada. Esto conlleva, en cierto modo,
una manera de entender la transferencia del conocimiento en el sentido de que dichas
investigaciones aportan informacion para el disefio de modulos de formacion, ademas de permitir
realizar investigaciones en el contexto de aula (Llinares, 2014-b).

La primera etapa de las investigaciones estuvo centrada en caracterizar diferentes niveles de
desarrollo de la comprension del concepto de derivada considerando diferentes elementos tanto
desde el punto de vista de la cognicidon, como de la propia naturaleza del concepto. Los resultados
obtenidos en esta primera etapa nos han permitido hacer un disefio de tareas profesionales,
centradas en el aprendizaje de los estudiantes para profesor, para ser usadas en los programas de
formacion.

Con las diferentes tareas disefiadas se creaban situaciones profesionales en las que los estudiantes
para profesor podian comparar las respuestas de un estudiante a diferentes problemas con
caracteristicas diferentes en cuanto a la propia naturaleza del concepto (aproximacién al limite,
modos de representacion, el caracter local o global) y , por el otro, podrian comparar las respuestas
dadas a cada problema por distintos estudiantes que mostraban diferentes desarrollo de la
comprension de la derivada (mecanismos de construccion del conocimiento, triada). Estas tareas
nos han permitido ayudar a los futuros profesores a desarrollar la competencia docente de mirar
profesionalmente el pensamiento matematico de sus estudiantes y a observar coémo los futuros
profesores eran capaces de identificar e interpretar la comprension puesta de manifiesto por los
estudiantes.

Mason (2002) considera que el profesor debe ser consciente de como interpreta las situaciones de
ensefnanza y aprendizaje mediante la adopcion de una vision estructurada de lo que es relevante para
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los objetivos de aprendizaje de sus estudiantes. En este sentido, el uso explicito de los elementos
matematicos por parte de los futuros profesores para analizar situaciones de ensefianza aprendizaje
son evidencias del desarrollo de la competencia docente “mirar profesionalmente”. Ademas, la
capacidad de mirar con mas detalle las respuestas de los estudiantes y de reconocer lo que es
relevante diferenciandolo de lo que es irrelevante para el aprendizaje se convierte en indicadores de
esta competencia. La importancia de esta competencia docente viene dada porque diferencia a un
profesor de matematicas de alguien que no es profesor y viene caracterizada por el uso del
conocimiento de matematicas y de didéctica de la matematica en determinadas situaciones.

Los resultados de las investigaciones de esta segunda etapa, nos han proporcionado informacion
para caracterizar niveles de desarrollo de la competencia docente “mirar profesionalmente”. Es
decir, caracterizar el desarrollo de la capacidad de interpretar el aprendizaje matematico de los
estudiantes en un dominio de contenido especifico, la derivada. En la ultima etapa de las
investigaciones sobre la competencia docente un objetivo ha sido determinar rasgos de su desarrollo
vinculado a contextos de formacion de profesores especificos lo que ha puesto de manifiesto la
relacion entre los experimentos de ensefianza y la investigacion en el aula. La creacion de modulos
de ensenanza especifico, con situaciones de ensefianza dirigidas a apoyar el desarrollo de la
competencia docente “mirar profesionalmente” las evidencias de la comprension del concepto de
derivada en los estudiantes de bachillerato, ayudo a los futuros profesores a identificar e interpretar
diferentes signos de la comprension del concepto de derivada puestas de manifiesto por los
estudiantes de bachillerato. Esta mejora en la competencia docente estuvo vinculada a la manera en
la que los EPP identificaban como relevante cémo los estudiantes de bachillerato usaban
determinadas relaciones en la resolucion de los problemas. En concreto, las relaciones entre el
limite del cociente incremental y el significado de la derivada como pendiente de la recta tangente,
entre la derivabilidad y la continuidad de la funcién, y la manera en la que se usaba la informacion
obtenida desde la funcion o la funcion derivada alrededor de los puntos de inflexioén y el punto
cuspide. De esta manera, hemos obtenido informacién para caracterizar niveles de desarrollo de la
competencia “mirar profesionalmente” en el dominio de contenido de la derivada.

Aunque aqui s6lo hemos mencionado los resultados obtenidos, el tipo de investigaciones llevadas
cabo en esta segunda etapa, investigaciones de aula, nos permite considerar posibilidades muy
variadas en cuanto a recogida de datos, pudiendo realizarse ademas, en distintos momentos del
proceso de ensefianza aprendizaje y de distintas formas: cuestionarios individuales, tareas grupales,
foros de discusion..., que pueden ayudar a generar nuevo conocimiento sobre como los estudiantes
para profesor aprenden a usar el conocimiento de matematicas y de didactica de las matematicas.

Reconocimientos. Esta investigacion ha recibido el apoyo del Proyecto I+D+i EDU2011-27288 del
Ministerio de Ciencia e Innovacion. Espaiia.
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