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EXPERIMENTOS DE GEOMETRIA ( 1.)

{ Notas s0bre un seminario impantido
ron el profeson MAIGUEL DE GUZAAN con .
ocasién de €ds VII Jornadas de ba So -

ciedad Canaria de Profesones de flatembiicas )
e Redaccibn y dilujos i M. Ferndnidez Reyes

1. GEOMETRIA DEL PLIEGUE

1. TRAZADO DE LA PERPENDICULAR A UNA RECTA POR UN PUNTO 4
Sefiala en un papel una recta 2 y un punto cualquiera A. Plie-
ga el papel de modo que el pliegue pase por A ,yvenga a coincidir con

sigo misma. Los dngulos en § resultantes al desplegar ,son rectos.

>
A

2. TRAZADO DE UNA PARALELA

Repite la construccidn anterior,pero ahora,respecto a la rec

ta AS. La linea de pliegue es paralela a x.
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3. PUNTO MEDI1O DE UN SEGMENTO AB
Pliega haciendo coinecidir A con B. La interseccidén de la 11 -
nea de pliegue y el segmento,es el punto medio pedido. Dicha linea es -

la pefpendicular al segmento por su punto medio.

.4, TRISECAR>UN AnGuLo

Dibldjalo y recértalo. Forma un cucurucho tal que,al aplastar-
lo,resulten dos pliegues coincidentes con los lados del &ngulo. Aplédsta
lo con cuidado,despliega,remarca las linéas de pliegue,y tendréds tu 4n-

gulo dividido en tres partes muy aproximadamente iguales.

A los matemdticos griegos,grandes gedmetras,les trajo de cabe
za el problema de la triseccidén de un édngulo de cualquier amplitud,uti-
lizando sélo el compds y la regla (ésta,sélo para trazar;no para medir)
Muchos‘siglos después,en el XIX,se demostrd que tal construccidn es,en -
general,imposible.

Pero,mientras, construyeron ingeniosos instrumentos de trisec-

cién. Exponemos a continuacidn la forma de hacer y usar uno de ellos.

2%
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Vamos a trisecar el 4dngulo POQ de la figure. Para ello,coloca .
mos el instrumento de forma que :
. su borde @ pase por el vértice del dngulo;

. Su esquina A quede sobre el lado 0Q;

. 8u borde en arco resulte tangente al lado 0P,

y

Asf

Marcando los puntos donde quedan situados 8y C y el punto -
de tangencia 7 ,resultan iguales (ipor qué?) los tridngulos rectdngulos

0o7C , 0CB y 0B84, En consecﬁencia,los tres dngulos en 0 son iguales,
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2. PLEGANDO UN TRIANGULQ
1. SUMA DE LOS ANGULOS INTERIORES
Reproduce el tridngulo adjunto‘y recértalo, (Hemos elegido un-
triéngulo obtusdngulo y gscaleno,para.que ningdn alumno pueda creer que
la propiedad gque vamos a deducir es exclusiva de un tipo determinado de

tridngulo;esto es importante).

C

AN - - b

Traza,por plegado,la altura del lado BC. Llama #, a su pie.
Pliega el triangulo de manera que el vértice 4 llegue a coin

cidir con Har

Efectda otros dos pliégues,uno a la derecha y el otro a la iz

quierda,para llevar,respectivamente,los vértices Cy 3 a coincidir con -

el punto ﬂa.
Al final, tiene que quedarte asi :
HezAZBEC
c 8
A

Observa que los tres dngulos en Ha son los tres &ngulos inte-
riores del tridngulo dado. Y,como sumados dan un llano,podemos asegurar
que "fa suma de Los dngulos inteniones de un taidngulo es 780° 7

2. RELACION ENTRE EL AREA DE UN TRIANGULO Y EL AREA DEL REC -
TANGULO OBTENIDO PLEGANDOLO SOBRE S! MISMO,..SIN DEJAR HUECOS.

Es evidente que "el dnea del tnidngulo de pantida es dolle -

del dnea del necténgulo engendrado”.
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Si el/triéngulo estd cuidadpsamente recortado y has heého los
dobleces con esmeroypodris comprobar que si lo apoyas sebre la punta de
un 1dpiz bien afilado,de forma que el baricentro coincida con ella,que-
da en equilibrio Horizontal.

Teniendo en cuenta que-el:vocablo griego Bépor (bdros) signi-
fica "pesadez",se explica gque el punto en cuestidn se denomine "baricen
tro", esto. es,centro del peso o de gravedad,

5. EL QRTOGCENTRO Q PUNTO DE INTERSECCION DE LAS ALTURAS

Con la misma técnica del plegado,que ya tienes que dominar, -
podrés comprobar gque también las alturas,o sus prolongaciones,concurren

an un punto y que,segin el tipo. de tridngulo,lo hacen asi :
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6 . EL "CIRCUNS", EL "BARI", EL "ORTO" v LEOWARD £iLER

J
SC

Utiliza una vez mds la técnica del plegado y>comprobarés lo -
que,al parecer,descubrid FULER (1707-83) : €os fres puntos estdn alinea

dos, Se denomina secte de Culea a la que los contienec.
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3. CéMO OBTENER POL{GONOS REGULARES CON UNA TIRA DE PAPEL
si consigues unos metros de papel de registradora,te resultard mnds

fécil realizar las construcciones que vamos a indicar. Si no,recorta ti

ras rectangulares de unos 4 cm de ancho.

1. EL CUADRADO

Pliega y despliega siguiendo el orden de las figuras. Los trazos -

discontinuos sefialan las lineas de pliegue.
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2, EL TRIANGULO Y EL EXAGONO REGULARES
A

»
.

4

L

Trisecamos el 4ngulo llano en A,desplegamos y marcamos las 11

neas de pliegue., Asi :

Al ser paralelos los bordes horizontales de la tira,los dngu -

los 8 y C resultan también de 60°.

Y,a partir de nuestro tridngulo equildtero,vamos a obtener el

exdgono regular :
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Si @oblas por la mitad y marcas los pliegues que se transpa -

rentan, queda. asi:

Dobla ahora por cada uno de los pliegues y obtendrds esto:

- Al desplegar,se obtiene el exdgono con sus radios y centromar

cados,
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3. DE UN NUDO AL PENTAGONO REGULAR N
Usa ahora una tira mds estrecha,de unos 3 cm,y unos 30 cm de -
largo. Con ella,haz un nudo normal (como si de un hilo se tratara)., Si -

pliegas con cuidado,sin arrugar el papel,obtienes esto :

Y,uniendo los puntos sefialados con letras,un pentédgono regu -

lar. Esto es lo que querfas,;no?

4. EL PENTAGRAMA PITAGOR|CO

Trazando las diagonales de un pentégono regular se obtiene el

rentagrana ritagbérico,que los seguidores de Pitégoras utilizaban para -

reconocerse y como simbolo de salud.
‘W‘V'

regular.

‘Es de observar que:
. El pentdgono central también es
. Todos los dngulos son miltiplos enteros de 36°.

El afén de encontrar proporciones exactas entre magnitudes geg
- sos
métricas,llevd a los pitagdricos a uno de los descubrimientos matemdti-

cos més importantes,el de la inconmensurabilidad de ciertos segmentos.
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4. NUMEROS EN POLIGONOS CONVEXOS

1. SUMA DE LOS ANGULOS EXTERIORES

Dibuja un poligono convexo cualquiera. Prolonga sus lados en -
un mismo sentido.Haz centro en cada uno de los vértices y,con un mismo -
radio, traza los arcos correspondientes a cada 4ngulo exterior.

Si trasladas ahora paralelamente todos los arcos,de forma que
tengan por centre un punto coméin 0,cada uno empezard donde termina otro
v.formarén entre todos una circunferencia.

En consecuencia, fa suma de los bngulos exiteniones de un poll-

°
gono convexo es 360 .

2. SUMA DE LOS ANGULOS INTERICRES

a = 780° -

0= 780° - ¢

c = 180° - =Ha+lscsrdsoes 5,780%(u’sitscsd se’
d = 780° - 5,.780% - 360° -
e = 780° - (5 -2), 780°

Y,en general,si cs n el nidmero de lados :

Suma de los dngulos inteniones = (n - 2) . 780°
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3. NUMERO DE DIAGONALES

Sea,por ejemplo,un heptdgono. De cada vértice parte una diago
nal hacia, los vértices que quedan al descontar el propio vértice y sus -
dos adyacentes,esto es,de cada uno de los siete vértices salen 7-3 dia-
gonales.&Tieﬁe,entonces,7x4 ? No,porque,pongamos por caso,la que une A
con D,une D con A. Hay que considerar,por tanto,sélo la mitad,es decir,
x4/ 2.= 14

Generalicemos esto,repitiendo‘el razonamiento anterior para -
un poligono de n lados,es decir,de n vértices :

. Restando 3, resulta n-3

. Multiplicando por el niémero de vértices,es nfn-3)

» Dividiendo entre 2 : afn-3) / 2

4. CALcuLO DEL NUMERD DE PUNTOS INTERIORES DE INTERSEGC ION DE

LAS DIAGONALES -

Hasta aquf,como ves,es fécil. Pero,a partir del heptdgono,las
cosas empiezan a liarse. Vamos a buscar un camino mds cémodo y general.

Un punto de interseccidn interior es determinado por 2 diago-
nales y,cada una de &éstas,por 2 vértices. Por tanto, ceda punto viene -
detenminado pon 4 vértices,

Se trata,pues,de calcular el ndmerno de combinaciones de n ele

mentos tomados 4 a 4.

7.6.5.4
En el caso del heptdgono,es : Cyp y=— =35
! 4a3.2.1
10.9.8.7
En un decdgono, Cpp 4 = ———— =210
' he3.2.01
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5. JUGANDO AL BILLAR
1. A QUE PUNTO. DE UNA BANDA HAY QUE APUNTAR PARA QUE, JUGANDO

SIN EFECTOS,UNA BOLA REBOTE Y SIGA EN DIRECCION A OTRA?

oly

D e

Jugar "sin efectos" significa que el &ngulo de rebote 2 resul-
te igual al de incidencia 4. 0,lo que es lo ﬁismo,que al rebotar la bola
en un punto cualquiera I de una banda,la direccidén de rebote pase por el

punto P7 simétrico del punto P7 en donde estaba situada.

P C yd
N
N DAY «
! T

o'l
La otra condicidn es que la linea de rebote pase también por el
punto Pz en el que reposa la segunda bola.
{Qué tenemos que hacer para que ambas condiciones queden satis-
fechas? Simplemente esto :
19, Ingenidrnoslas para sefialar el punto P; fuera de la mesa.-
Por ejemplo,pidiéndole a un amigo que se sitie a la distancia precisa y,
agachadito,se coloque una bola sobre su testa.
.22, Trazar la visual P; Py

As{,el punto de incidencia I buscado vendrd determinado por la

interseccidn de la linea de banda con la visual.

Uy
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2, UN POCO MAS COMPLICADO: REBOTANDO EN DOS BANDAS

Sabemos ya que si es 87 el punto donde estd situada la primera
bola,ésta saldrd de la primera banda como si viniera del simétrico B;.
Por la misma razdn,al incidir en un punto J de otra banda, serd

rechazada como si partiera del punto simétrico de B;,que llamaremos B;’
| Entonces,la visual 67" Bz en su interseccién con la segunda -
banda,determina el punto de contacto J. Y la direceidn E7’J vlocaliza el

punto de primera incidencia I al atravesar la primera banda,

. ‘ |
DR = N
e 1 54\

Pero hay una pega: que la visual 57"52 determine un punto J

fuere de- la mesa, Asi

54 . 5‘/

o—

.64‘

[
/
/
°

En otras palabras: para una determinada situacidn 37 de la -

primera bola,hay una zona del billar en la que la segunda no puede es -

tar.Es la rayada en el siguiente grdfico:

7\///%//%/7/%

’ \\\ ' &,

B . ~
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3.¢Y S1 EL BILLAR ES TRIANGULAR?

Supongamos una mesa de billar con forma de tridngulo acuténgu
Jo.:En qué direccidn debe tirarse una bola,situada junto a una banhda,pa
ra que,después de rebotar en las otras dos,regrese al vunto de partida?

Cabe aplicar aqui la misma téenica de los simétricos:

A”.

? \;;;55\\§-
4/
A
19) Determinamos el punto A° ,simétrico del de salida A.
22) Hallamos 4’’ ,simétricb de A
39) Tragamos 1a visual desde A’’ hacia la bola. Su intersec -
c¢idn con la banda de la izquierda nos da el segundo punto de contacto I’
42) Por tltimo,trazamos la visual desde A’ a I’. La interseg-
¢idn con la banda de la derecha determina..el punto I al que hay que di-
rigir la bola.

Siempre que el tridngulo sea acutédngulo, el problema tiene so-

lucidén.iPor qué?
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6. RESOLUCION DE ALGUNOS PROBLEMAS GEOMETRICOS
APLICANDO LA ESTRATEGIA DEL BILLAR
- 1. DADOS DOS PUNTOS P , €@ DE DOS LADOS DE UN TRIANGULO ACY -
TANGULO. INSCRI1BIR EN ESTE OTRO TRIANGULO,CON VERTICES EN P,Q,Y CUYO PE-
RIMETRO seA MINIMO,
Se trata de determinar la situacidn del tercer vértice X, Vea-

mos ¢ C

12 ) La suma de PX’ y Xa ha de tener el minimo valor posible.

22) Para que esto se cumpla X ha de ser la interseccidn de. la
visual dlrlglda desde el simétrico P’ de P respecto al lado 43,con éste.
(Recuerda que "la suma de dos lados cualesquiera de un trifdngulc es ma -
yor que el tercer lado").

Por tanto,como si de un problema de billar se tratara,locali
zamos el simétrico P’ de Py trazamos la visual P'é. Su interseccidn -

con el ladoA48 nos da el vértice buscado.
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2. EL TRIANGULO ORTICO

Consideremos el problema anterior pero,ahora,sin prefijar nin
guno de los vértices del tridngulo interior. ; Dénde han de situarse és-
tos para que resulte el minimo perimetro?

La solucidn es construir el que suele denominarse £Zaidngulo 6z
tico,que tiene por vértices los pies -de las alturas del tridngulo cir -
cunscrito.

Tomamos del libro del profesor De Guzmdn "MIRAR Y VER" (Alham
bra,1976) lo que sigue

" £0 tnibngulo bnrtico nesuelve también el problema sigulente:
Dado un tnibdngulo acuténgulo ABC,hallan el tridngulo de penimetro mini -
mo que tiene sus vbatices sobne los lados de ABC,

Considenemos un taridngulo inscaito cualquierna UVW y hagamos -

reflejan U so0bne AB y AC,ofieniendo U’ y urs,

Es clarno que'aiendo Wiy Wi’ de la misma longitud,asl como -
vl y VU'.AeAuZta que el penlmetro del iaidngulo UVl es igual a la suma -
de fas longitudes de los segmentos U''V , WV y VW', y,asl,mayor o igual
que la longitud del segmento U’’U’. Pero la longitud del segmento U’'°U’

se caleula fLbcilmente.
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Olsénvese que el bnguto U''A U’ es el dolle del énguto Ay que

Al y Autvéon iguales en flongitud a A, AsL, U U’ mide 2 AU send,
~ ¢Cudndo send minima esta medida? Claramente,cuando Al sea mi-
nima,es decéin,cuando U coincida con Ha. Asl salemos que cualquien tribn
gulo inscrnito tieme un renimetro mayon o lguel que 2 ﬂa senA . Pero od-
denvenos que para el tribngulo batico La longitud U’'U o4 igual chora -
el perimetro (la linea quebrada antenion U* WV’ no es ahora quelrada ,
séino aeéia),g asl su pea[meiao es precisamente 2 H senf. Esto denuey -
tra que et tridnguto 64i¢co es un tridngulo inscnito en ABC de penlme -
tro minimo. Fldeilmente se ve que no puede haben otno tribngulo inscrito

con el mismo rerlmetng,
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