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Resumen

Este escrito es continuacion a aquellas indagaciones (Farfan & Martinez, 2001, 2002;
Martinez, 2000, 2002) que se han ocupado de las interacciones didacticas de las convenciones
matematicas presentes en los exponentes. Se presenta una sintesis de los resultados que
permiten aislar la presencia de un mecanismo constructivo comun en las diversas formulaciones
del concepto exponente. Se ha denominado convencion matemdtica al mecanismo y se lo
ha caracterizado en tanto su funcion para la integracién sistémica de un conjunto de
conocimientos.

Introduccion

En el presente escrito estin contenidos algunos de los hallazgos de una investigacion que
contribuye a los esfuerzos de un grupo de investigadores interesados en la caracterizacion
de la construccion del conocimiento matematico. De manera retrospectiva, a esta linea de
investigacion se le ha dado por llamar perspectiva socioepistemoldgica. La hipétesis tedrica
fundamental de tal perspectiva consiste en considerar que la construccion del conocimiento
puede ser explicada y descrita a través de diferentes componentes: a) la epistemoldgica, b)
la de la comunicacidn, c) la cognitiva y d) la social. En términos metodologicos esta
consideracion determina un sistema de componentes fundamental a estudiar en las
investigaciones y tedricamente representa la unidad minima del andlisis socioepistemoldgico.
Se postula que la determinacién de principios, que regulan la construccion del conocimiento,
proporciona los elementos necesarios para predecir e intervenir en la evolucidén de una
comunidad integrada con el objetivo de estudiar un contenido o enfrentada a situaciones
problematicas de tipo matematico. En particular en este documento se reporta una sintesis,
desde la epistemologia, de los elementos generales que permiten aislar la presencia de un
mecanismo de construccion de conocimiento, al que hemos denominado convencidn
matematica. Metodologicamente se opta por hacer un estudio de caso de su funcionamiento
en los exponentes.

Primera aproximacion al mecanismo

De inicio hemos de aclarar nuestra eleccion de la expresion convencion matematica. La
acepcidn que utilizamos para convencidn es la que sefiala aquello que es conveniente para
algun fin especifico; entonces una convencidon matematica es una conveniencia para las
matematicas. Pero ;qué es aquello que es conveniente para las matematicas? De ahi que la
caracterizacion sea funcional; es decir, que debe sefialar las funciones de conveniencia. Al
respecto el andlisis epistemologico del desarrollo sobre el concepto de exponente no natural
muestra la presencia de un mecanismo uniforme de construccion de conocimiento, presente
en las distintas formulaciones que se han podido determinar. Se puede resumir que: e/
significado de los exponentes no naturales es convenido para posibilitar la construccion
de cuerpos unificados y coherentes de conocimiento matematico (es decir para la integracion
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sistémica de conocimientos). Es por ello que de manera sintética designamos al mecanismo
con la expresion: convencion matemadtica. Las formas o realizaciones de este mecanismo
pueden ser una definicion, un axioma, una interpretacion, o una restriccion, entre otras. La
eleccidén de la forma depende de los objetivos tedricos especificos. A lo anterior se debe
agregar que por el caracter sistémico de una teoria es posible que la inclusion de un nuevo
objeto provoque la exclusion de otro. En este sentido, es importante, para la caracterizacion,
el tipo de consideraciones metamatemdticas vertidas en un proceso de construccion; las
cuales se presentan bajo la forma de argumentos acerca de lo que se debe o no conservar
en el sistema. Dicha caracterizacién coloca el énfasis en que las convenciones matematicas
son un instrumento tedrico a fin de satisfacer ciertos requerimientos de preservaciéon de un
conocimiento anterior en una nueva organizacioén del conocimiento. A continuacion se
presenta un ejemplo del funcionamiento del mecanismo en la sintaxis algebraica.

En primera instancia, el exponente natural mayor o igual a dos representa una muitiplicacién
reiterada, que surge como una convencion simbélica que atiende a un principio de economia
en la escritura. En términos matematicos, con dicha definicién se provoca la existencia del
objeto matematico llamado potencia, que surge de la integracion de los objetos matematicos
base y exponente. La interaccion que se da entre este objeto matematico nuevo con las
operaciones algebraicas genera, de manera deductiva, un sistema de conocimientos sobre
su operatividad que cominmente son designados como leyes de los exponentes:

° AnA’":An+m,
. A"A"™=A""conn>m+1,A O
° (A")’":A"m

A continuacidn, se plantea la necesidad de la inclusién de un objeto matematico nuevo',
por ejemplo A’. Por un principio metamatematico, su inclusién debe ser de tal manera que
2l nuevo sistema de conocimientos conserve la coherencia y unidad del precedente. En este
caso se conviene que A’=1. La realizacion del mecanismo, en este caso, es la igualdad A’=]
v en consecuencia el modelo de exponente como multiplicacion reiterada carece de sentido
para el nuevo objeto matematico. Esta pérdida del sentido primitivo ocasiona la emergencia
de la negociacion de significados y de lo que debe ser conservado en el sistema. El aspecto
funcional del mecanismo, para la integracion sistémica de conocimientos, puede ser constatado
con el siguiente razonamiento: si inicamente se utiliza la propiedad (A”)"=A"" para convenir
un valor para A® nada se puede decir; ya que, por ejemplo, (A%)*=A""? entonces (A°)*=A°
por lo que A’=1 0 A’ =0.

El punto central que se quiere sefalar es que el argumento anterior no es producto de un
razonamiento 16gico en el sentido estricto del término (producto de inferencias logicas
aceptadas por el razonamiento deductivo). Para clarificar este punto se puede considerar
2l argumento mas comin, en la escuela y en los libros de texto, para el exponente cero. el
cual induce la impresién de que a? = 1 se puede deducir: Como 1= g -JJ'Q c =g =gt
antonces a? = I.

Agui no se consideran las causas que originan la.lnecesidad de incluir objetos nuevos en un sistema de conocimientos. Ademas,

:2 hace notar que el nuevo objeto podria ser A"; ya que este no tiene sentido en el contexto de la multiplicacion reiterada.
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n—n

Cuando m > n +1 la igualdad ﬂ”fr.!
a" es igual a multiplicad

(recuérdese que la definicion de partida es:

a? veces) puede tener el argumento /dgico siguiente;

entonces eliminando factores queda lo que se afirma. Sin embargo el argumento: como
l=gn- ﬁz * =g~ = g* entonces a’ = /; no es de la misma naturaleza que el anterior; pues

se apoya implicitamente en que a”{fﬂ =a™ " ; la cual es indemostrable por ser la ley
que se quiere conservar.

Presencia del mecanismo en el devenir del concepto de exponente

A la luz del analisis epistemologico de fuentes historicas se presenta el siguiente esquema
de la construccidn social del exponente no natural:

e En el marco del pensamiento algebraico la nocidén de exponente no natural surgiécon
la intencion de preservar la relacion entre las progresiones aritmética y geométrica,con
el fin de unificar un algoritmo para la multiplicacién de monomios.

e Enel marco del problema de cuadraturas de curvas existié una auténtica reconstruccion
de la convencion; ya que emergid como organizadora de las férmulas de cuadraturas.

e A lo anterior le acompaifié una etapa de ocasiones de uso, de las reglas de trans
formacion? relacionadas con los exponentes, dentro del pensamiento variacional
que permitio la total aceptacion de la nocidon de exponente no natural: calculo de
diferenciales y primitivas en el paradigma leibniziano, el célculo de fluxiones
y momentos en el paradigma newtoniano y la construccién del binomio de Newton.
Estos factores ocasionaron que el universo de “curvas algebraicas”(con formula)
tuviera su centro en expresiones de la forma f(x)™" (donde f(x) es un polinomio).

Lo anterior puede ser esquematizado por la evolucion de las siguientes etapas de conocimiento:
1) La semantica geométrica, 2) Primera sintaxis algebraica. 3) Segunda sintaxis algebraica
(La aceptacion de que el exponente puede ser cero y negativo), 4) Primera semantica de la
cuadratura de las curvas (Indice de las curvas de Wallis) y 5) Segunda semantica de la
cuadratura de las curvas (Posicién relativa del area). Para que estas formulaciones fueran
posibles fue necesario poner en funcionamiento diferentes principios metamatematicos
como son: 1) uniformidad en los métodos para realizar las operaciones entre monomios,
2) uniformidad en las formulas para determinar la cuadratura de curvas y 3) induccién para
la uniformidad de las operaciones con monomios. A continuacion se revisan algunas de las
hipétesis epistemologicas mas importantes acerca del pasaje de las etapas de conocimiento
mencionadas, centrando la atencién en el papel del mecanismo de convencidén matematica.
Tomando en cuenta el devenir historico, la emergencia de las convenciones matematicas
para los exponentes no surge de preguntarse por el significado de la expresion 2 para un
valor arbitrario de . Se remarca esta aseveracion debido a que en la organizacién escolar
tradicional de los saberes (basado en la estructura de los nimeros reales) el problema de
las convenciones es reducido a un problema de extension. Tradicion comenzada por Euler
y continuada por Cauchy en su programa de organizar a las matematicas como una gran
estructura hipotético-deductiva.

m

2Es decir las reglas: al =a, a® = 1, a" = l/a" y a" = W
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Dentro del marco de las sintaxis algebraicas, los convencionalismos tienen por finalidad
incluir nuevos objetos algebraicos a la estructura operativa conformada por los diferentes
caracteres cosicos’ La estructura operativa estd basada en las relaciones entre la progresion
aritmética y geométrica. En la primera sintaxis algebraica se determinan los convencionalismos
para incluir al nimero en la estructura operativa del conjunto {x, x*, x’, x*, x°,...}. De esta
manera se construye un simbolo especial que tiene la propiedad del neutro multiplicativo,
aunque éste no sea identificado con el 1. El nimero 5, entonces, es re?resentado como 5.
En el marco de esta primera sintaxis algebraica los cocientes del tipo x’/x’, es decir, donde
el grado del dividendo es menor que el del divisor, no son incluidos como caracteres cosicos
va que, como remarca Marco Aurel (Meavilla, 1993) tal particion no se podra partir y
quedara como quebrado. Este hecho sefiala una diferencia sustancial con la segunda sintaxis
algebraica, en donde el progreso en la operatividad con los nimeros negativos hace posible
1a] inclusion, pues se establecen los convencionalismos para incluir a los cocientes 1/x,
1'x",.... entre los caracteres coOsicos y su operatividad. Al parecer, por el contexto de tal
formulacion debida a Chuquet (Struik, 1986), uno de los objetivos de esta inclusion era dar
egitimidad a los nimeros negativos. En resumen, se puede decir que en el marco del
pensamiento algebraico la nocidn de exponente no natural surgié por la intencién de preservar
la operatividad de los caracteres cosicos al momento de incluir objetos matematicos nuevos,
a través de un mecanismo de convenciéon matematica. La fuente de esta convencién surge
de un principio metamatematico que establece que en matematicas se busca el mayor grado
de unidad al momento de incluir nuevos objetos matematicos a su cuerpo de conocimientos.
En términos de la perspectiva social que se quiere atender; este principio puede ser interpretado
como un consenso que establece que un conocimiento es valido si con €l se atiende a cierta
unidad de un sistema de conocimientos.

La aparicién de una representacion gréfica, que utiliza la sintaxis algebraica como saber de
referencia, ocasiona que los convencionalismos algebraicos sean revisados. Estos no pueden
ser abandonados, ya que ello seria lo mismo que perder un conocimiento Util y aceptado;
por lo que es necesario, si es posible, construir interpretaciones que rno lo contradigan. Si
se abandona el conocimiento anterior, debe ser por razones poderosas o casi inevitables
{como sucedio, por ejemplo, con los logaritmos de los nimeros negativos). En este sentido,
¢l mecanismo de convencién matematica debe ser puesto en funcionamiento con el objetivo
de lograr una coordinacion o integracion sistémica de las representaciones. Es por ello que
parte de la rica semantica de los nimeros negativos es recuperada; por ejemplo, la nocién
de negatividad es puesta en funcionamiento en el campo de las proporciones como carencia
v como estar al otro lado en la representacion grafica. En este mismo sentido, los indices
de las curvas, construidos por Wallis, estaban intimamente ligados a la razén caracteristica
juna proporcién entre areas). Estas interpretaciones tenian como propdsito que un unico
algoritmo funcionara para el calculo de cuadraturas de todas las curvas algebraicas conocidas,
2n tanto la ecuacion que la representaba.

“En el lenguaje moderno se pueden identificar estos caracteres césicos con la segunda potencia, la tercera potencia... de
-2 Incognita.
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Un ejemplo ilustrativo: las semanticas de la cuadratura de las curvas

Citemos como ejemplos, que resaltan los elementos fundamentales utilizados para la
caracterizacion del mecanismo, las formulaciones hechas por Wallis y Newton en el marco
del calculo de cuadraturas de las curvas algebraicas. En ellas se puede notar la integracion
sistémica de dos formas de la nocidn de negatividad con dos conceptos diferentes de
operatividad algebraica y aritmética con el objetivo de utilizar una unica férmula para el
calculo de cuadraturas. En el caso de Wallis la integracion de la nocidn de negatividad es
"no tener" y el concepto de proporcion da como resultado una aritmética de infinitos; en
cuanto a Newton (cuya nocidn de negatividad es “estar del otro lado”) se tiene, como
resultado, una interpretacion geométrica del signo negativo que surge con la operacion
formal de los niimeros negativos. Como se ha dicho hay dos diferencias sustanciales entre
las dos versiones de esta nueva interpretacion: en la de Wallis, las razones en donde el
denominador es negativo se puede observar que no admite la operacion division, mientras
que en la de Newton si se hace. Este hecho, entre otros, ocasiona que se presenten dos
versiones de funcionamiento del mecanismo:

eParafrasis de los razonamientos de Wallis (Confrey y Dennis, 2000): La curva de indice
P,y =x" (p entero positivo) tiene una razon caracteristica* de 1/(1 + p). Dado que la razéon
caracteristica de la curva y = %/ x(g entero positivo) es 1-1/(1 + ¢g)=1/(1 +1/q) entonces,
para preservar esta estructura, la curva debe tener indice 1/p. Aunque no se sabe cual es
la razén caracteristica de la curva y = % X’es de esperarse que sea 1/(1 + p/q). Ademas,
puesto que la cuadratura de la curva y = 1/x es infinita, su indice es —1 (usando algebra)
por lo que su razon caracteristica es 1/(1-1) = 1/0 = infinito. De manera analoga se puede
interpretar que la cuadratura de la curva y = 1/x* es 1/(1-2) = 1/-1 (es decir, igual a un
infinito mas grande que el anterior).

eParéfrasis de los razonamientos de Newton (1669): Sabemos que la curva x™ = y, tiene
m+n

n
x n
mt+n
rescribirse como y = x¥! por lo que se puede decir que su area es igual a
p
1
1 — ) -1 ) ) . ,
o x#1 = -1x'=-—— El signo negativo puede ser interpretado como el area
24 X

infinitamente extendida del lado opuesto que en los casos anteriores, ya que 1/x es
efectivamente el valor de esa area.

area

(m, n enteros positivos). Ademas, la expresion y = 1/x* puede ser
p p y p

4Proporcién exiStente entre el area debajo de la curva y el area del rectingulo que la contiene.
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A manera de conclusion

Hemos ejemplificado de manera sucinta un mecanismo, al que denominamos convencién
matematica, y descrito sus significados y funcionalidad en el caso de los exponentes. Con
ello nuestro proyecto didactico de reconstruccion del discurso matematico escolar se
robustece permitiéndonos sefialar objetos y mecanismos constructivos que deben tomarse
en cuenta en eventuales reconstrucciones. En términos epistemologicos, a la pregunta basica,
¢qué es lo que permite construir conocimiento?, afiadimos un marco de referencia especifico
y la respuesta apunta hacia la conformacién de un escenario centrado en una prdctica social,
que puede ser fomentada en la escuela, de integracion sistémica de conocimientos matematicos;
en donde la convencién matematica seria un consecuencia particular de tal practica. De
modo que la conformacidn de tal escenario representa la posibilidad teorica de ser la que
posibilite la construccidn de otros conocimientos que adquieren su sentido en y para una
organizacion sistémica de conjuntos de conocimientos. Nuestras indagaciones ulteriores
apuntaran en tal direccidn.
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