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Elementos historicos y
sicogenéticos en la
construccion del
continuo matematico

SEGUNDA PARTE

CONSTRUCCION ONTOGENETICA DEL CONTINUO 'MATEMATICO.
UNA _.EXPERIENCIA CON PROFESORES DE MATEMATICAS

En el estudio histérico presentado en la Primera Parte, senalamos algunos obsta-
culos conceptuales y operatorios inherentes a la construccion del continuo mate-
matico. En esta sequnda, haremos un andlisis cualitativo cuyo proposito es
describir, en términos generales, algunas dificultades asociadas a la construc-
cion psicogenética de la continuidad. Este andlisis est4 basado en las respuestas
a un cuestionario aplicado a un grupo de 14 profesores de matematicas de ense-
fianza media, egresados de la Escuela Normal Superior, y que al momento de
resolver el cuestionario habian aprobado ya varios cursos de una maestria en
Matematica Educativa (Célculo diferencial e integral, Algebra; Ecuaciones di-
ferenciales, Anélisis matematico). El cuestionario, asi como un concentrado de
respuestas emitidas, se tienen en el apéndice; todas las preguntas son de res-
puesta abierta (se les pidié que no borraran).

2.1. Idec.s prematemdticas sobre la continuidad

En la pregunta que inicia el cuestionario (Pregunta 1, que denctaremos como
P. 1) se buscaba conocer la idea de continuidad que los profesores manejan
en contextos geperales Yy no necesariamente ligados a objetos matematicos.

La mayoria de los profesores asocia la continuidad con ciertos procesos: los
infinitos, o aquéllos que duran, permanecen sin intromisiones o se siguen de
acuerdo con un orden, siendo continuos los fenémenos fisicos o los objetos mate-

maéticos en los que ocurren dichos procesos.
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Los procesos que los profesores més frecuentemente relacionan con la conti-
nuidad, son los infinitos. De hecho, la continuidad y el infinito son conceptos
indisolublemente vinculados. No sélo la acepcién coloquial del término —como
lo ininterrumpido, etc.— lleva implicita la idea de procesos infinitos (potencial-
mente), sino también distintas conceptualizaciones filoséficas, o bien diferentes
definiciones matematicas estén sustentadas de una u otra forma en una idea de
infinito (1).

Eltipo de infinito que los profesores asocian con la continuidad es el potencial.
Son generalmente los procesos potencialmente infinitos los que los profesores
reconocen como continuos, y es lo que caracteriza a dichos procesos potenciales
—es decir, la posibilidad de extenderse indefinidamente— lo que la mayoria
identifica con la continuidad. Es por esto que para ellos resultan continuos el
trazo de una linea, la vida del planeta, la historia, el universo. Este significado
de continuo es incompatible con los procesos actualmente infinitos, en los que
se hipotetiza “un fin"”, asi como con los conjuntos infinitos considerados como
un todo.

Algunos otros profesores asocian también la continuidad con procesos que
se dan sin interrupciones, o sin alteraciones bruscas; los ejemplos propuestos,
como una bala en el aire, un motor en aceleracién, un rio, un sonido, un rayo
de luz en el espacio, son fendmenos fisicos que se consideran continuos porgue
presuponen un movimiento “continuo”, que sucede en un tiempo y un espacio
gue también lo son.

El uso adverbial que se da a la continuidad, calificando procesos y enrelacion
con fenémenos que pueden prolongarse al infinito (virtualmente) o que se dan
como resultado de movimientos ininterrumpidos, coincide con el del lenguaje
cotidiano; se trata de nociones esponténeas (2), en tanto que son resultado de
construcciones personales, y preceden a las formulaciones de la continuidad
como adjetivo y como sustantivo (3).

Como veremos en lo que sigue, las ideas espontaneas sobre la continuidad
prevalecen en las respuestas de la gran mayoria de los profesores a lo largo
del cuestionario. Pero en pocos casos, son las tinicas nociones empleadas. En

U1 En la primera parte hemos visto cémo la definicién aristotélica de lo continuo estd dada en términos
de procesos potencialmente infinitos, y la de Dedekind, en la suposicién de conjuntos y operaciones actual-
mente infinitas. .

(21 El significado que damos a las “ideas espontdneas” coincide con el que le dan 1. I. Pozo y M. Carretero
en el articulo "Del pensamiento formal a las concepciones espontdneas: Qué cambia en la ensefianza de
la ciencia?” En este escrito los qutores describen una serie de caracteristicas generales que comparten
las ideas espont&neas. Dicho en forma muy resumida, consideran que una nocién espontdnea es aquélla
que surge de un modo natural en la mente del alumno; son resultado de construcciones personales; son
cientificamente incorrectas: suelen ser implicitas e incoherentes entre si: son resistentes al cambi o: consti-
tuyen redes de conceptos jerdrquicamente organizados y tienen ante todo una funcién explicativa; sirven
para predecir y controlar los acontecimientos. Pensamos que no todas las ideas esponténeas cumplen con
todos estos requisitos. —debido a que varian de contenido a contenido. e incluso G veces. de un individuo
(genérico de un grupo) a otro. No obstante, nos parece que, en primera instancia. es un buen esquema
general para referirse a ellas.

(31 En la historia de la matemdtica, también la continuidad aparece inicialmente en forma de adverbio.
Este manejo de la continuidad como un adverbio se percibe, asimismo, en los trabajos de Newton y Descar-
tes. para quienes las curvas o las magnitudes geométricus son implicitamente continuas, por ser generadas
pot movimientos que se realizan continuamente. La continuidad como atributo explicito y definido de obje-

tos matemdticos, la encontramos — por ejemplo— en la obra de Euler, en la cual se define a las funcionea -

cantinuas.,
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general, estas coexisten con otros criterios expresados en un lenguaje matemati-
co, los que en muchos casos se aplican en funcién de los objetos en cuestion.

2.2. La continuidad matemadtica en la recta

Elquelalinearecta sea continua, es un hecho que se repite desde niveles medios
de ensefianzay que los alumnos, en general, aceptan como evidente. Sin embar-
go, al menos para el grupo de profesores con los que se trabajé, las razones
que aducen para explicar su continuidad son de muy diversa indole, pero sobre
todo, difieren de la que més comunmente se maneja en la ensefianza; es decir,
aquella que se relaciona con la inexistencia de interrupciones o rupturas. Para
ellos, la continuidad de la recta (P. 3) se da porque:

— es infinita

— tiene direccién o sentido

— es una sucesion o continuidad de puntos
— es densa

— no tiene interrupciones

Para la mitad de los profesores, la continuidad de la recta obedece a su infini-
tud. Y de igual forma que en la definicidn de continuidad, el infinito al cual
aluden en este caso es un “infinito potencial en extensién”, lo que operativamen-
te se traduce en la posibilidad de continuar los segmentos de recta indefinida-
mente, proceso que para ellos define su continuidad.

Otros profesores explicaron que la recta es continua porque es una sucesién
continua de puntos, comentario que —aunque puede pasar por circular— deja
ver una identificacién implicita entre la propiedad de orden con la continuidad
lineal. Es cierto que la definicién matemaética de continuidad est4 basada en
la operacién de orden, pero —como apuntamos en la primera parte-— también
en otras operaciones ldégicas; por ejemplo, con respecto al infinito actual.

La manera en la que algunos profesores caracterizaron la continuidad, con
base en la densidad, resulta bastante aproximada a la definicién “estructural”
gue se maneja en la matemética que se imparte en los niveles medios superiores
(4). Pero sobre todo, es una definicién operativa y aplicable a problemas mate-
maticos que se resuelven en estos niveles escolares. Probablemente por esto,
los profesores (E y F) que emplearon la propiedad de densidad como criterio
de continuidad, fueron congruentes con él casi a lo largo de todo el cuestionario.

Muy pocos de los profesores con los que se trabajé, asociaron la continuidad
de la recta con la inexistencia de interrupciones. Esto parece muy significativo
porque es lo que se considera como la expresién mas intuitiva de la continuidad,
y de hecho, es la mds socorrida en la ensefianza media. Es posible que no hayan
caracterizado a la continuidad de la recta mediante este criterio, por ser un
principio evidente e incontestable, y por esto, resulte dificil de tematizar (5);

{41 Hemos dicho que las definiciones de continuo matemdtico. como la dada por Dedekind. o las equiva-
lentes a ella, son estructurales, en la medida en que la continuidad es un predicado de conjuntos estructura-
dos, como es larecta, o los nimeros reales. En estas definiciones “estructurales de continuidad”, se caracteriza
al conjunto haciendo alusién a la organizacién interna de sus elementos. La definicién de continuidad
con base en la densidad. la hemos catalogado como aproximada a la definicién estructural, en tanto que
en ella se consideran las inlerrelaciones entre los elementos de los conjuntos en cuestién.

(5] & esto hicimos referencia en la primera parte, cuando argumentamos por qué la toma de conciencia
de la continuidad y su definicién explicita no se dio. histéricamente. en el ambito de la geometria, a pesar
de ser un concepto que se hallaba en sus cimientos.
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o en palabras de Piaget: lo primero en el orden de la légica, es lo tltimo en
el del andlisis. Pero, ademds, porque quizé para ellos no tiene relevancia. Expli-
guemos esta afirmacién con dos ejemplos.

Los nifios que estdn aprendiendo a sumar numeros naturales, comprenden
bien que al sumar dos de ellos, el resultado sera otro nimero natural. Pero es
probable que para ellos este hecho no sea relevante, precisamente por ser in-
cuestionable y porque no se han enfrentado a una situacién en la que no se
siga ese principio, como por ejemplo, al restar dos naturales, uno mayor de
uno menor. Sélo bajo esta experiencia, y desde este nuevo nivel de conocimien-
to, la cerradura de la suma en N (aunque no se use este lenguaje) puede volverse
significativa. Esto no sucede sélo con esta propiedad aritmética; en la ensefianza
de la matemética es frecuente que los estudiantes tengan que acceder a un “'nivel
superior de conocimiento” mediante la ampliacién de dominios de objetos, la
generalizacién de conceptos o de operaciones, la construccién de estructuras,
etc., para dar sentido a hechos o propiedades que se refieren a “'niveles de cono-
cimiento” precedentes. ’

Este fendmeno que se observa en el plano psiéogen_ético, se confirma en el
terreno de la historia. A propésito de la construcciéon del nimero irracional de
Dedekind, Lipschitz le replica:

Lo que usted arguye respecto al cardcter completo del dominio, se
confunde, de hecho, con la propiedad fundamental de una linea,
sin la cual ningun ser humano puede representarse una linea.

A esto Dedekind le responde: .

Usted afirma que esta completitud o continuidad es obvia, y no nece-
sita ser enunciada; que ningun humano puede representar una linea
sin la propiedad en cuestién. ... En mi obra, jamds crei poner al des-
cubierto un solo fenémeno nuevo... Con la ayuda del fenémeno uni-
versalmente conocido del corte, mi obra lleva a la demostracién (segun
mis conocimientos, jamds realizada antes) de que los nimeros irra-
cionales pueden definirse sobre la base exclusiva de la aritmética
... [correspondencia Lipschitz-Dedekind, p. 154].

La critica de Lipschitz ejemplifica las dificultades que conlleva reconocer la
importancia que dicho principio obvio tiene en la matemaética. Sélo desde la
teoria de Dedekind —como nivel de conocimiento superior— y desde la pers-
pectiva de la fundamentacién del anélisis y del dlgebra, la definicién formal
de continuidad adquiere significacién y sentido, por ser punto de convergencia
de dichas disciplinas y su principio de fundamentacién.

Pensamos que a los estudiantes les sucede algo semejante con el criterio de
la inexistencia de rupturas para caracterizar la continuidad de la recta. Es al
final de la construccién del dominio completo de los reales, y en la comparacién
con el de los racionales, que este criterio adquiere relevancia, y que es posible
superar el obstaculo generado por su evidencia, y que impide tematizarlo. La
construccién rigurosa de los irracionales es un referente, o un nivel superior
de conocimiento, que lo destrivializa y le da sentido.
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2.3. Conceptualizaciones sobre la recta

La idea de continuidad determina, pero queda a su vez determinada, por los
objetos matematicos a los que estd referida (6). Para conocer, entonces, con
mads precisién las ideas que los profesores manejan con respecto a la continui-
dad, haremos un andlisis acerca de algunas de sus ideas en relacién con dichos
objetos, en especial sobre larecta, objeto al que mas comunmente se le califica
como continuo.

Para los profesores, la regta estd formada de (Pe8):

¢ Puntos

¢ Puntos y segmentos

Puntos y nimeros

Puntos, numeros y segmentos
Numeros

Segmentos muy peqguefios

Una correspondencia biunivoca

Lo primero que llama la atencion de las respuestas dadas, es su diversidad.
Laidea de una recta “analitica’ formada por puntos (y sélo por ellos), tan presu-
puesta y trivializada en la ensefianza, quizd no es tan comun como se podria
esperar.

De acuerdo con Piaget, para que los individuos sean capaces de construir
dicha recta es necesaria una operacién logica de sintesis, en la que a partir
de objetos sin dimensién (los puntos) se recrea uno que si la tiene (la recta).
Pero ademas se hace necesaria la reversibilidad de esta operacién: la reduccion
de las lineas o superficies a puntos, operacién que Piaget llama de analisis, y
que operativamente puede traducirse en la subdivisién de un segmento real-
mente infinita. La sintesis y el andlisis cierran el circulo de dos operaciones
inversas que hacen posible la constitucién del esquema abstracto con base en
el cual se puede formular el concepto de recta analitica (7).

La idea de gue la recta estad formada por segmentos, encontrada en algunas
de las respuestas, puede ser resultado de un razonamiento basado en percepcio-
nes, de acuerdo con el cual se considera que la parte es isomoria respecto al
todo. Esta idea surge de una incipiente operacién de sintesis, la que se rige
de acuerdo con las formas visibles de los objetos (8).

Por otra parte, la consideracion de que los nimeros son elementos de la recta,
formulada por algunos profesores, puede ser respuesta a una ensefianza en la

161 Por ejemplo, la recta concebida por Aristételes (subdivisible de manera potencialmente infinita y
no atémica), es consistente con su concepto de continuidad. definido como lo que es potencialmente divisi-
ble. La recta de Dedekind. en concordancia con su definicién de continuidad basada en los cortes. esta
configurada como una estructura actualmente infinita y atémica.

(7} Estas operaciones no son necesarias en el caso de la recta sintética o euclidiana. Lo que se requiere
para su construccién, son los procesos de subdivisién potencialmente infinitos y el que los segmentos estén
- delimitados por puntos.

(8] En la obra The Child's Conception of Space, Piaget afirma al respecto: En la medida en que uno no
puede buscar elementos mas alla de los limites de la percepcion visual. el todo inicial no se puede resolver

en “puntos” perceptuales, ... porque un todo continué no puede construirse de partes que tienen caracteristi-
cas tan diferentes [p. 136].
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que a la recta se le hace jugar un doble papel: como objeto geométrico y como
modelo de conjuntos numéricos. La forma en la que en la ensefianza se suele
definir y operar a la llamada recta numérica, y la frecuentemente mencicnada
“identificacién entre mimeros y puntos”, puede facilmente dar lugar a que la
recta sea concebida como un dominio “anfibio” en el que conviven puntos y
numeros, elementos que quizé por esto resultan indistinguibles e imposibles
de caracterizar y operar separadamente.

La mitad de los profesores consideré en esta Pregunta 8 que la recta esta for-
mada de puntos. Pero esta informacién no resulta suficiente par poder concluir
que tienen una concepcion de recta analitica, resultado de una operacidn cons-
ciente de sintesis, de acuerdo con la cual es posible conceptualizar la recta como
una “suma” de puntos.

Para hacernos una idea mas aproximada de las nociones de recta que mane-
jan, es necesario ver si se da la reversibilidad de esta operacion de sintesis.
La operacién inversa consiste en “analizar"” la recta, lo que matematicamente
puede resolverse mediante la subdivisién de segmentos. Para los profesores en-
trevistados, bisecar un segmento de manera infinita da como resultado (P. 7):

* la mitad, porque los racionales son densos
¢ divisiones infinitas

® el concepto de punto

® una fraccién

1/2n tiende a infinito, si n tiende a infinito
® un punto

* lo que puede ser visible es un punto

* la divisién del punto final

® una cantidad infinitamente pequena

® el proceso continua.

A partir de las respuestas dadas, es posible suponer que algunos profesores
tienen ideas aproximadas al concepto de recta analitica, como los profesores
C y G, quienes afirman que la recta est4 formada de puntos y que es posible
reducirla, mediante subdivisiones infinitas, a ellos. No obstante, en principio
creemos poco probable que la mayoria de los profesores entrevistados o encues-
tados tengan una idea clara y consistente de recta, formada a partir de puntos
y reducible a ellos.

Lo que comparten casi todas las respuestas dadas a la divisién infinita del
segmento, es que ésta no se llevé hasta su “limite tltimo”, sino gue de una u
otra forma sélo se concibié como una operacioén potencialmente infinita.

El manejo operatorio de los procesos infinitos y la aceptacién de conjuntos
infinitos, son la base matematica de las operaciones logicas de sintesis y de an4li-
sis; representan el punto clave en la constitucién de un esquema conceptual
para la continuidad matematica, y consiguientemente para la recta analitica.
Si no se da la reversibilidad de estas operaciones, y si las operaciones que se
realizan sobre la recta estdn reguladas por acciones concretas o referidas a obje-
tos perceptuales, no se logrard tener una idea coherente y cada vez mds abstrac-
ta de recta y de continuidad. Por el contrario, las nociones espontaneas
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permaneceran y coexistirdn conwotras, aun siendo contrapuestas (9), como suce-
de con algunos de los profesores cuyas respuestas ahora analizamos.

2.4. La continuidad en los conjuntos numeéricos

Comentamos en la primera parte de este estudio, que en los niveles medios de
escolaridad el concepto de continuidad se introduce en contextos geomeétricos,
tomando a la recta como modelo de lo continuo.

La idea de que la continuidad puede comprenderse a través de la recta, basa-
da en una tesis epistemoldgica de corte “empirista”; (10), supone gue el conti-
nuo matematico es una nocién perceptual, o que es posible acceder a ¢l a partir
de dicha nocién. Desconoce que la construccién del concepto de continuidad
matemadtica precisa de un conjunto de operaciones ldgicas y matematicas, y
de conceptos formales no empiricos (de caracter extratemporal y sustentadas
en hipdtesis, y no en objetos concretos).

Pero ademads, este esquema didéctico no toma en cuenta gue los alumnos lle-
gan a la clase de matematicas con una idea de lo que es la continuidad, y que
el continuo que van a percibir en la recta correspondera a la nocién espontanea
de continuidad que ellos ya tienen previamente interiorizada. Ignora que fodo
conocimiento se produce siempre desde el estado en el que el sujeto se encuen-
tra [Piaget, 1970, p. 311, es decir, que el individuo siempre interpreta, desde
sus percepciones mas simples hasta los datos mds complejos, a partir de esque-
mas especificos de asimilacién, los que comprenden relaciones y estructuras
16gicas; ideas, nociones y conceptos ya interiorizados, etc. (11).

La recta continua, introducida de esta forma, no sera vista por los alumnos
como un nuevo objeto. Porque la recta, al ser concebida conforme a sus esque-
mas cognitivos (los que en particular incluyen sus ideas intuitivas de continui-
dad), ser4 aceptada de entrada como continua (12). Sus nociones de continuidad

197 E hecho de que coexistan diversas nociones de continuidad. muchas de ellas esponténeas, puede
hallar explicacién en el marco de la caracterizacién de idea esponténea presentada por Pozo y Carretero
[véase Nota 27]. Los autores sostienen que. por lo general. las concepciones espontdneas dentro de un mismo
dominio estdn relacionadas entre si y se organizan en forma de teorias, generalmente implicitas. [Pozo,
Carretero, 1989, p. 45]. Si consideramos que una teoria es un conjunto de afirmaciones y suposiciones,
explicitas o implicitas, sobre la base de las cuales el individuo establece sus hipétesis o realiza sus inferen-
cias [Garcia, “Conceptos basicos para el estudio de sistemas complejos”. p. 50]. y si efectivamente las nocio-
nes espontdneas conforman teorias —como sostienen Pozo y Carretero—, se admite facilmente que dichas
teorias no pueden conservar una estructura légica impecable. y que albergan inconsistencias y contradic-
ciones.

(101 Para un empirista clasico como Locke, todo saber tiene su fundamento y se deriva. en iltima instan-
cia. de los sentidos o de alguna cosa andloga a los sentidos, y puede ser llamada sensacién.

(11] Estq posicion se sustenta en la postura epistemolégica de Piaget y R. Garcia. En "Conceptos basicos
para el estudio de Sistemas complejos”, Garcia afirma al respecto: no hay “observables puros”; es decir.
todo observable, aun aquéllos que parecen provenir de la percepcién directa de las propiedades elementa-
les de los objetos. suponen una previa construccién de relaciones por parte del sujeto. Mas adelante expli-
can: no hay ‘lectura pura’ de la experiencia ... toda experiencia est& ‘cargada de teoria’. De alli surge
que ‘conocer’ significa establecer relaciones en una materia prima que. sin duda, provee la experiencia,
pero cuya organizacién depende del sujeto cognoscente. Esto excluye que el conocimiento de la realidad
se genere por observaciones y por generalizaciones inductivas a partir de aquéllas [p. 47 sl.

{12] Cuando en la ensefianza hablamos de que la recta es continua, estamos afiadiendo escasa (o nula)
informacién al alumno. o dicho en términos piagetianos, no se dard un proceso de ‘asimilaciéon atributiva’;
es decir, aquella en la que un objeto nuevo es comprendido a partir de un esquema conocido [Piaget,
Garcia. 1987. p. 154}
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serdn suficientes para comprender, operar, e incluso llegar a resolver proble-
mas relacionados con este objeto matematico (13).

Es plausible suponer que las experiencias geométricas, particularmente con
las lineas y las superticies, pueden coadyuvar a que sus ideas sobre continuidad
se re-signifiquen. Pero pensamos que dichas experiencias geométricas no resul-
tan suficientes.

En principio, porque la continuidad de la recta es dificil de tematizar, por
evidente. Pero ademds, porque las escasas experiencias que suelen tener los
alumnos en el campo de la geometria, no le aportan suficientes elementos para
poder transformar sus ideas espontdneas sobre la continuidad, en un concepto
matematico de continuo; nos atreveriamos a decir que, por el contrario, actian
como mecanismo de consolidacién de dichas nociones intuitivas.

El andlisis histérico nos lleva a conjeturar que, en el terreno aritmético, los
alumnos podrén comprender la exigencia de matematizar la continuidad. En
este terreno serd posible construir los esquemas légicos, operacionales y con-
ceptuales necesarios en la constitucién del concepto de continuo. Como hemos
visto, dichos esquemas estdn vinculados con los instrumentos con los que se
opera el infinito actual, mismos que es imposible generar como consecuencia
directa de prdcticas empiricas, a las que generalmente queda reducida la expe-
riencia geométrica en el aula. Para construir dichos instrumentos de conoci-
miento, sera necesaria una experiencia numérica suficientemente rica, tanto
en aspectos operatorios como en procesos de variacién y de convergencia sobre
dominios numéricos. Esta experiencia constituye la base para acceder a un con-
cepto de nimero cada vez més general y abstracto, el cual tendra sentido carac-
terizar mediante propiedades generales y abstractas, como es la continuidad.

Suponemos, como hipétesis, que fue la carencia de esta experiencia lo que
hizo que la mayoria de los profesores que contestaron el cuestionario, considera-
ran como continuos tanto a la serie de los hiimeros naturales, como al conjunto
de los racionales.

Sobre la continuidad del conjunto de los nimeros reales ningtin profesor du-
dé. Lo consideraron continuo por las razones siguientes (P. 6):

¢ es infinito

® es una sucesion; es periédico

¢ es denso

® contiene a Q el

¢ existe corrspondencia con la recta
® no tiene cortes

La mayoria de las respuestas emitidas caen en los ultimos cuatro rubros, los
gue estan relacionados con propiedades o criterios empleados en el aula. En
esta pregunta, muy pocos profesores hablaron de la infinitud del conjunto, lo

(131 Las ideas intuitivas de continuidad de la recta, que muchas veces estén asociadas a la posibilidad
de prolongarla o de subdividirla indefinidamente, bastan para la geometria euclidiana. En ésta. no se
requiere de un principio de continuidad al estilo de Dedekind, ni tampoco de una recta analitica.
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que contrasta con lo que respondieron en las preguntas relativas a la continui-
dad de N y Q, como veremos a continuacion.

En su mayoria, los profesores consideraron (P. 14) que la serie de los nimeros
naturales es continua, explicando que es infinita o que todo natural tiene un
sucesor. En este caso, la idea “"esponténea” de continuidad, asociada a procesos
reiterativos, o prolongables ad infinitum, es la que prevalece.

Fueron muy pocos los que afirmaron que N no es continuo; en sus respuestas,
los profesores justificaron su respuesta diciendo que en la recta dejan espacios.

Enrelacién con el conjunto de los nimeros racionales, casi todos lo considera-
ron continuo; al igual que en el caso de N, muchos se refirieron a su infinitud;
otros a su propiedad de densidad. Una escasa minoria considerd a Q como no
continuo, afirmando que existen irracionales entre dos racionales o que en la
recta dejan espacios.

De lo anterior nos interesa resaltar, por un lado, el hecho de que la mayoria
de los profesores consideraron como continuos al conjunto de los niimeros natu-
rales asi como al de los racionales, y por otro, la prevalencia de nociones espon-
tdneas empleadas en estos conjuntos numéricos, contrastando con los criterios
matematicos utilizados para los nimeros reales.

La diversidad de criterios empleados por los profesores en las respuestas rela-
cionadas con la continuidad de los conjuntos numéricos, nos permite verificar
que en ellos coexisten distintas formas de concebir lo continuo. No obstante,
recurren mas a ‘‘criterios matemaéticos” en el caso de los numeros reales, mien-
tras que para otros conjuntos numéricos, cuya discontinuidad no se suele men-
cionar en el aula, se presenta una fuerte tendencia a utilizar criterios de
continuidad geométrico-intuitivos; esto puede ser consecuencia de que sus no-
ciones espontdneas no han sido sustituidas por un concepto teérico de continuo.
Pareciera que sus nociones esponténeas no sélo no han perdido vigencia, sino
que tienen preeminencia por sobre otras ideas de continuidad que ya “cono-

!

cen”, como las que aplican en el caso de la continuidad de R.

Conclusiones

212 . . . . . s
El andlisis histérico del concepto de continuidad, nos sugirié centrar nuestra
atencién en ciertos aspectos de la construccién individual del continuo:

i) El prolongado empleo de la continuidad como adjetivo y asociada a proce-
sos que se dan en un tiempo y espacio continuos, en el plano de la historia,
tiene su contraparte en la construccién individual, en la que las nociones
espontdneas de continuidad, ligadas a los procesos potencialmente infinitos
o iterativos, tienen preeminencia y son “resistentes al cambio”.

i) La aparicién de la definicién explicita de la continuidad en el contexto de
loque en el siglo XIX se denominaba Analisis Matemaético, nos llevé a pensar
en las dificultades que para el estudiante conlleva el tematizar, en el marco
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de la geometria, la propiedad de continuidad, por ser evidente en las magni-
tudes geométricas.

iii) La construccion del sistema de los nimeros reales y la recta analitica, como
objetos tedricos y resultado de una construccién formal, nos hizo reflexionar
sobre el estatus que dichos objetos tienen en el estudiante, y sobre el tipo
de operaciones en las que estdn sustentadas.

A su vez, el andlisis de los problemas que los alumnos tienen para adquirir
el concepto de continuidad matemética, retroalimenté nuestro estudio histérico.
Como resultado de esta interaccién pudimos establecer algunas conjeturas en
torno a las estrategias didacticas que se suelen emplear para introducir y mane-
jar el concepto de continuidad en el aula.

Creemos que dichas estrategias did4cticas no sélo han resultado insuficien-
tes, sino inadecuadas, e incluso obstaculizadoras. En principio, porgue la ense-
fianza suele ignorar las nociones espontdneas que los alumnos tienen con respecto
a la continuidad. Enseguida, porque en general no los provee de los instrumen-
tos cognoscitivos necesarios para romper dichas nociones intuitivas y construir
el concepto matematico. Y finalmente, porque la instruccién, por el contrario,
puede mds bien actuar indirectamente como un apoyo a las nociones intuitivas,
al bloquear, entre otras cosas, las experiencias con el infinito actual.

Con los resultados aqui reportados intentamos explicitar algunos de los pro-
blemas relacionados con la ensefianza y con el proceso de construccién del con-
cepto de continuidad. Pero en tiltima instancia, lo que nos parece més importante,
es destacar que estos resultados nos plantean una serie de preguntas que marca-
réan el rumbo de nuestras tuturas indagaciones.

Cuando los profesores que contestaron el cuestionario admiten que tanto los
conjuntos, como los nimeros aislados (por ejemplo, ) son continuos (en la P.
17 s6lo 5 respondieron que no lo era); cuando emplean distintos criterios de
continuidad y los aplican en funcién de los objetos; cuando aceptan que tanto
N como Q v R son continuos, y que la recta también lo es, cabe preguntarse:
:qué es lo que en realidad “miran” en la recta cuando la consideran continua?;
¢qué tantos elementos les ha dado la instruccién para poder diferenciar las ca-
racteristicas estructurales de los distintos dominios numeéricos? Para dar res-
puesta a estas preguntas es necesario contestar a otra mas general: ¢cudles son,
a nivel psicogenético, las operaciones légicas y los esquemas conceptuales ne-
cesarios para la constitucién de un concepto de continuo, y bajo qué mecanis-
mos es posible generarlos?

Algunas de las ideas contenidas en este escrito fueron resultado de sucesivos
intercambios de opiniones con Guillermina Waldegg, Carlos Alvarez y Jesus
Alarcén. Les estoy agradecida.
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Respuesta a los cuestionarios.

P. 1. P. 3.
A: Procesos periédicos sucesion de puntos
B: Procesos infinitos sucesion de puntos
C: Procesos periddicos sucesién de puntos
D: Procesos infinitos es infinita
E: Densidad densidad
F: Densidad v densidad
G: Procesos periddicos procesos periédicos
H: Procesos infinitos es infinita
I: Procesos infinitos es infinita
J:  Procesos peridédicos inexistencia rupturas
K: Procesos periddicos sucesion de puntos
L: Procesos infinitos es infinita
M: Procesos infinitos es infinita
N: Sucesién de puntos es infinita

P. 8 P. 7
A: correspondencia biunivoca la mitad
B: . puntos divisiones infinitas
C: puntos el concepto de punto
D: puntos una fraccién
E: numeros no contesta
F: puntos 1/2 n tiende a infinito
G: puntos un punto
H: segmentos pequerios lo que se ve es un punto
I:- puntos no hay final
J:  puntos y nimeros un punto
K: puntos divisién del punto final’
L: puntos y segmentos una cantidad infinitesimal
M: puntos y segmentos no hay final
N: puntos, nimeros y segmentos el proceso continia

. P. 16 P. 14 P. 15

A: es periddico si, todo natural si

tiene sucesor

B: es periddico si, es infinito si, es infinito

C: contiene Qe l no, no es denso existen irracionales
entre dos racionales

D: es infinito si, es infinito
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P. 16

P. 14

P. 15

E: correspondencia
con la recta

F: es denso

G: periédico

H: contiene Q e |

I: es denso

J: correspondencia
con la recta

K: contiene Q el

L: es infinito

M: correspondencia
con recta

N: es periédico

no, no es denso

no, no es denso

si, todo natural
tiene sucesor

si, es continuidad
de puntos

si, es infinito

no, en la recta dejan
espacios

si, es infinito

, es infinito

=28

S

si, es infinito

, es infinito

——

S

no contesta

si, es denso

si, es denso

si, es infinito

si, es infinito

no, en la recta
dejan espacios

existen irracionales
entre dos racionales

no contesta

si, es infinito

si, es infinito

CUESTIONARIO

Responda, lo mas explicitamente posible, a las siguientes preguntas:

1. Diga qué entiende por continuidad (NOTA: no preguntamos la definicién

de funcién continua).

N

Dé algunos ejemplos de objetos continuos.

¢La linea tiene dimension? Explique.

sién? Explique su respuesta.

¢El punto tiene dimensién? Explique su respuesta.

¢Es posible que objetos sin dimensién formen un objeto con alguna dimen-

6. Dado un segmento de una unidad de longitud, ¢es posible encontrar un
punto que coresponda a 1/10 del segmento? Y uno que corresponda a 2/10
del segmento? ¢Es posible, para toda n, encontrar un punto que correspon-
da a la n/10" del segmento? Argumente su respuesta.

7..Si un segmento lo dividimos por la mitad, y si lo que resta lo volvemos a
dividir por la mitad, y si este proceso lo reiteramos hasta el infinito, ¢qué
queda al final de dicho proceso? Argumente su respuesta.

N
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8.

10.
11.

12.

13.

14.

16.
17.
18.
19.

¢De qué estd formada la recta matematica?
a) de numeros

b) de puntos

c) de segmentos.

. Supongamos que dos lineas contenidas en un mismo plano se cruzan. ¢Es

correcto afirmar que siempre existe su punto de interseccién? Explique por
qué.

¢Un punto es continuo? Explique.
El siguiente conjunto de puntos es continuo: ......... Justifique su respuesta.

¢Es posible formar continuidad con puntos? Si su respuesta es afirmativa,
proponga un ejemplo.

¢Por qué se dice que la recta matemética es continua?

¢El conjunto de nimeros naturales es continuo? ¢Por qué?

. ¢El conjunto de numeros racionales es continuo? ¢Por qué?

¢El conjunto de nimeros reales es continuo? ¢Por qué?
¢El nimero n es continuo?
¢Es posible ubicar a todos los nimeros reales en la recta? ¢Por qué?

El conjunto de nimeros reales y la recta tienen alguna caracteristica en co-
mun? Explicite su respuesta.
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