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Resumen

En esta experiencia de aula se reportan algunos resultados del trabajo
realizado en el marco del curso de Didactica de la Matematica de la
Licenciatura en Matematicas de la Universidad Pedagdgica Nacional de
Bogota, Colombia, para estos efectos inicialmente se presentan algunos
referentes teoricos propios de la teoria APOE que fueron utilizados para
analizar los resultados obtenidos con la aplicacion de la paradoja de las
pelotas de tenis, la cual se desarroll6 con la intencion de hacer una
aproximacion a las concepciones que tienen los estudiantes de grado once
del Colegio Integrado Eduardo Caballero Calderén sobre el concepto de
infinito.
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1. Introduccion

En el curso “Didactica de la matematica” que ofrece la Licenciatura en
Matematicas de la Universidad Pedagdgica Nacional de Bogota, Colombia
se propuso desarrollar un trabajo enfocado en la profundizacion de una
aproximacion teorica en didactica de la matematica, para el caso, la Teoria
APOE (Accion, Proceso, Objeto, Esquema). Adicionalmente, se planteo la
aplicacion y anélisis de una actividad ya trabajada desde dicha teoria, con el
fin de hacer evidentes algunos conceptos y caracteristicas propias de la
misma.

En este sentido, se quiso evidenciar, a partir de algunas producciones de los
estudiantes del grado 11° del Colegio Integrado Eduardo Caballero Calderén,
ubicado en la ciudad de Bogota, algunos aspectos relacionados con el
concepto de infinito, partiendo de la proposicion y solucion de la paradoja de
las pelotas de tenis, la cual se enuncia a continuacion:

Supdn que tienes tres cajas con una capacidad ilimitada, nombradas de la
siguiente manera: Caja A (donde estan todas las pelotas), caja B y caja C,
con un boton dispensador que, cuando se presiona, mueve pelotas de la
caja A a la caja B. La caja A tiene una cantidad infinita de pelotas de
tenis, numeradas 1, 2, 3, ... Medio minuto antes del mediodia, se presiona
el dispensador y las pelotas nimeros 1 y 2 pasan a la caja B e
instantdneamente la pelota numero 1 pasa de la caja B a la caja C. Un
cuarto de minuto antes del mediodia, se presiona nuevamente el
dispensador y las pelotas numeros 3 y 4 caen a la caja B y
automaticamente la pelota de menor denominacién pasa a la caja C. En el

. . . 1 . . , .
siguiente paso, es decir, en 5 de minuto antes del mediodia, se presiona el

dispensador y las pelotas nUmeros 5 y 6 pasan de la caja A a lacajaB e
inmediatamente la pelota de menor denominacién pasa a la caja C. Si el
modelo sefialado continua, ;cual es el contenido de la caja B y la caja C al
medio dia?

En la cual, en primera medida, se puede ver que segun Roa-Fuentes (2012),
citado por Roa-Fuentes y Oktac (2014), cuando una persona aborda este
problema existe la posibilidad que dé dos tipos de respuestas, que dependen
de la forma como se le esta dando solucion:
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Solucién B (una mirada potencial): Bajo esta respuesta, se puede concluir
que, al llegar al medio dia, las cajas B y C contendran la misma cantidad de
pelotas, dado que al realizar el proceso iterativo mencionado en el problema
se evidencia, al realizar una cantidad finita (que puede ser muy grande) de
movimientos, que las cajas siempre tienen el mismo namero de pelotas.

Solucién A (una mirada actual): Esta solucidn se evidencia cuando se diga
que todas las pelotas, al llegar al medio dia, se encontraran en la caja C
puesto que, para cualquier pelota, sera posible determinar el instante de
tiempo en el cual pasa de la caja B a la caja C.

Ahora, desde un analisis teorico, en el desarrollo de este problema es posible
identificar 3 procesos: Iteracion sobre los numeros naturales, el movimiento
de las pelotas de tenis, y el transcurrir del tiempo (Dubinsky, Weller, Stenger
y Vidakovic, 2008, citado por Roa-Fuentes y Oktac, 2014). Desde esta
perspectiva, segun lo expuesto por Dubinsky y otros (2008), citado por Roa-
Fuentes y Oktac (2014), se hace necesario generar dos procesos que surgen a
partir de la coordinacion entre el conjunto de los nimeros naturales y el
transcurso del tiempo, asi como el proceso de iteracion en N y el movimiento
de las pelotas, para luego coordinar un Unico proceso que permitira concebir
al infinito como un objeto.

Teniendo en cuenta lo anterior, lo que se buscd con la aplicacién de la
paradoja de las pelotas de tenis fue evidenciar si realmente los estudiantes
logran coordinar todos los procesos sefialados por Roa y Oktac (2014)
mencionados anteriormente.

En concordancia con lo propuesto hasta ahora, se espera que el estudio
presentado sirva como herramienta para poder hacer una aproximacion a las
diferentes concepciones que pueden surgir en el aula del concepto de
infinito, esto a la luz de algunos de los principios y aspectos metodoldgicos
propuestos por la teoria APOE.

2. Referente conceptual

La teoria APOE establece como un principio fundamental que “la
construccion de conocimiento pasa por tres etapas basicas: Accion, proceso
y objeto” (Trigueros, 2005, p. 7) entendiéndose, accion como una
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transformacién de un objeto que se percibe de forma externa, la cual se lleva
a cabo mediante una reaccién a una instruccion que proporciona informacion
sobre los pasos que se deben seguir (Trigueros, 2005); a medida que una
accion es interiorizada, por medio de la repeticion de la accion y la reflexion
sobre la misma, ésta ya no es manejada por agentes externos, dado que se
transforma en una construccion interna definida como proceso, lo cual indica
que el sujeto puede reflejar el proceso, describirlo e incluso revertir los
pasos de la transformacion, ademas que puede utilizar este proceso para
obtener nuevos procesos, ya sea mediante la coordinacion o la reversion
(Meel, 2003); cuando el estudiante puede reflejarse en un proceso y
transformarlo por medio de una accion, el proceso se considera como
encapsulacion para convertirse en un objeto (Meel, 2003, p. 245).

Para los autores Dunbinsky, Weller, McDonald y Brown (2005), citado Roa-
Fuentes y Oktac (2014), el infinito potencial es entendido como la
concepcidn del infinito como un proceso, el cual parte de la repeticion de
una serie de pasos que en un principio corresponden a una concepcion
accion, lo cual es finalmente interiorizado en un proceso; en cuanto al
infinito actual, este corresponde al objeto obtenido a partir de la
encapsulacion de este proceso.

De otra parte, la actividad aplicada es una adaptacion de la segunda versién
de la paradoja de las pelotas de tenis expuesta por Falk (1994), la cual como
ya se menciond anteriormente da la posibilidad de dar dos posibles
soluciones, la primera se ubica dentro de la concepcion del infinito potencial
y que surge del observar la forma como se modifica el contenido de los botes
a medida que transcurre el tiempo. En cuanto a la segunda solucién, se
corresponde con la concepcion de infinito actual, dado que se debe aceptar
que el experimento termina y que el resultado obtenido no se asemeja a lo
obtenido mediante el proceso de iteracion finito. Ahora, como se expuso
anteriormente, esta paradoja permite identificar tres procesos basicos
(Iteracion sobre los nimeros naturales, el movimiento de las pelotas de tenis,
y el transcurrir del tiempo), el proceso transcurrir del tiempo, que
corresponde a “la subdivision de un intervalo de tiempo un minuto antes del
medio dia” (Roa-Fuentes y Oktac, 2014, p. 91), se coordina con el proceso
iteracion sobre los ndmeros naturales, cuando se establece que a cada
numero natural le corresponde un instante de tiempo. Por otro lado, los
procesos iteracion sobre los numeros naturales y movimiento de las pelotas
de tenis, se coordinan cuando el sujeto logra evidenciar que en cada paso se
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estd produciendo el movimiento de tres pelotas. Mediante la coordinacion de
los anteriores procesos se crean dos nuevos procesos, los cuales se coordinan
en un nuevo proceso que permite establecer que para cada instante de
tiempo dos pelotas se mueven del bote contenedor (A) al bote B y la pelota
de menor denominacion se mueve al bote C (Roa-Fuentes y Oktac, 2014).
Cabe resaltar que, “en esta paradoja, la encapsulacion del proceso resultante
se motiva por la pregunta: ¢cuél es el contenido del bote B y del bote C al
medio dia?” (Roa-Fuentes y Oktac, 2014, p.92).

3. Descripcion de la experiencia

Con el fin de desarrollar la actividad propuesta se tuvo en cuenta la
aplicacion de la misma en estudiantes de grado once, dado que en los
Estandares Béasicos de Competencias en Matematicas (MEN, 2006) se
estipula que los estudiantes de este grado deben estar en capacidad de, entre
otras cosas, utilizar técnicas de aproximacion en procesos infinitos, y esto
tiene relacion directa con los procesos involucrados en la tarea propuesta,
que se mencionaron anteriormente.

Teniendo en cuenta lo anterior, en relacion con la actividad es necesario
decir que esta fue propuesta para ser solucionada, en un primer momento, de
manera individual y luego de esto se procedid a hacer una socializacion de
las producciones logradas por los estudiantes, en la cual se inquirio respecto
a las respuestas dadas por ellos en aras de hacer una identificacion inicial de
algunos elementos de los procesos llevados a cabo por ellos en la solucion
del problema.

De otra parte, en el desarrollo de la actividad propuesta, se les entreg6 a los
estudiantes una hoja en blanco en la cual ellos consignaron el trabajo
realizado y algunas de sus conclusiones, esto con la intencion de tener
evidencias con las cuales desarrollar el andlisis que se presentard
posteriormente.
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4. Reflexiones y conclusiones

A partir de la aplicacion de la actividad, los estudiantes elaboraron
representaciones graficas (Figura 1) en donde se puede observar que
intentaron construir una tabla donde se relacionara el transcurrir del tiempo y
el movimiento de las pelotas a través de la caja B y C, a partir de lo cual se
puede concluir que hay una aparente coordinacién entre los tres procesos
basicos anteriormente mencionados: lteracién en los nameros naturales,
transcurrir del tiempo y movimiento de las pelotas (Dunbinsky, Weller,
McDonald y Brown, 2005, citado Roa-Fuentes y Oktac, 2014); sin embargo,
se puede evidenciar que esto se logra, pero en una “version finita”, en este
sentido, llegaron a resultados como: El contenido en la caja B serd igual al
contenido de la caja C (Figura 2), sin embargo, a pesar que hacian referencia
a una misma cantidad de pelotas no se hace alusion al infinito, dado que
ellos se guiaron de los ejemplos finitos que se podian plasmar en el papel.
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Figura 1. Organizacion de datos en forma aparentemente tabular
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Figura 2. Conclusidn a partir del proceso de iteracidn finita
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Teniendo en cuenta todo lo anterior, se evidencia que los estudiantes asignan
a un instante de tiempo el movimiento de tres pelotas (Roa-Fuentes y Oktac,
2014), pero no asocian esto con el concepto de infinito, dado que hacen
referencia a que como el tiempo debe acabar la cantidad de pelotas debe ser
finita. Es decir, tienen la concepcion de que para que la cantidad de pelotas
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sea infinita debe transcurrir una eternidad, lo cual para ellos no es coherente
pues el movimiento se da en un lapso determinado (Figura 3).
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Figura 3. Relacidn cantidad de pelotas y tiempo

Ahora, mediante el ejercicio de replicar los movimientos que se dan para
cada instante de tiempo, los estudiantes hacen un acercamiento al infinito
desde el proceso transcurrir del tiempo (Figura 4), pues a través de la
repeticion, evidencian que por mas célculos que se realicen no es posible
alcanzar el mediodia, lo que los lleva pensar en un nimero muy grande.

Figura 4. Proceso tiempo y el infinito

A pesar de los resultados mencionados anteriormente, también se vio que
algunos estudiantes no lograron imaginar la situacion propuesta, en la
medida que no lograron concebir que el problema parte del planteamiento
que la cantidad de pelotas es infinita (Figura 6) lo cual, en algunos casos,
redujo la posibilidad de ver la concepcion de infinito que ellos manejan.

Figura 5. Dificultad para visualizar el problema

Con base en el analisis desarrollado, a manera de conclusién se puede
afirmar que los estudiantes, en términos generales, no hacen una alusion
explicita al concepto de infinito, sin embargo, si se ven algunos
acercamientos implicitos a él, los cuales dejan ver, teniendo en cuenta los
referentes tedricos anteriormente mencionados, que los estudiantes llevan a
cabo los siguientes procesos:

Iteracion aparentemente finita: A pesar de que ninguno de los estudiantes
Ileg6 a hacer referencia textual al hecho que el proceso se podria repetir una
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cantidad infinita de veces, si se puede ver que ellos aluden a que el proceso
se hace de una forma repetitiva, y después de hacer muchos ensayos llegaron
a concluir que se hacia necesario realizar el procedimiento una gran cantidad
de veces (Roa-Fuentes y Oktac, 2014), dejando ver que hay presente un
proceso de iteracion aparentemente finito.

Transcurrir finito del tiempo: Dentro de los resultados mencionados también
se evidencid que los estudiantes no lograron ver el hecho que el problema
conlleva a una subdivision infinita de un intervalo de tiempo, lo cual nego la
posibilidad de evidenciar que el planteamiento de la situacion lleva consigo
una iteracion infinita (Roa-Fuentes y Oktac, 2014), sin embargo, si hubo un
acercamiento a esto, en la medida que, como se mencioné anteriormente, si
se vio que es posible reiterar el proceso una cantidad muy grande de veces
antes de llegar al mediodia.

En concordancia con lo anterior, se puede afirmar que no se pudo evidenciar,
de forma explicita, los procesos mencionados en el presente documento, sin
embargo, si se pudo ver algunas aproximaciones a ellos en su forma finita,
en la medida que, como ya se mencion0, los estudiantes no lograron
evidenciar los diferentes tipos de infinitos presentes en el planteamiento de
la paradoja, esto debido a que, como se puede concluir, no se vieron
muestras evidentes de que los estudiantes logran imaginar el infinito.
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