
ARTiCULOS
Mecanismos de una falta de

competencia en calculo mental.
Un estudio en la formacion

de maestros

Este articulo resume una investigaciOn cuyo objetivo flue contrastar una teoria acerca de una faith de
competencia en c,11c.ulo mental. Esta teoria se apoya en otras que han sido previamente puestas de ma-
ngiest° por otros autores en los dominios del calculo escrito y del algebra elemental. El anilisis se neva
a cabo con estudiantes espaholes para maestros, en su ambienteuniversitario natural, al resolver problemas
de calculo mental con numeros naturales y decimales, antes y despues de recibir ensehanza de una seleccion
de los metodos de calculo recogidos por la tradicion escrita en los libros de Aritmetica.

Presentacitin

El infonne que aqui se presenta resume una parte de una investigaciOn mas amplia
(G6mez, 1994, 1995a y 1995b) realizada sobre un tema del curriculum del periodo de
la educaciOn obligatoria en Espafia y en otros muchos paises. Este tema es el calculo
mental. En este articulo solo me voy a referir a la segunda parte de esta investigacion,
concretamente la dedicada al anglisis cualitativo de los errores. Previamente, es obligado
explicar en que concepcion de los mismos me he basado.

Los errores y su importancia

Tradicionalmente, los profesores han creido que los errores de calculo que cometian
los estudiantes eran debidos a una falta de dominio de los metodos, o a una desviaciOn
a lo largo del proceso de calculo. En esta postura, de corte conductista, se consideraba
que los errores carecian de interes, y eran algo que habia que ignorar hasta que se
producia la respuesta correcta.
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En la actualidad, algunos estudiosos e investigadores (Menchinskaya y Moro, 1975;
Radatz, 1979; 1980; Movshovitz-Hadar, 1987; Brousseau, 1983; Brousseau, Davis y
Werner, 1986; Confrey, 1991; Borasi, 1987; 1994; y otros) de la educaciOnmatematica,
tienen otra opiniOn en la que —en coherencia con el punto de vista constructivista del
aprendizaje— se reconoce el valor del anAlisis de los errores de los estudiantes. En este
sentido, de acuerdo con Borasi (1994), el punto de vista dominante es el relacionado
con el diagnOstico de las dificultades de aprendizaje y las sugerencias para remediarlas.
Otras posturas (Confrey, 1991, Borasi, 1994) apuestanpor enfoques en los que se busca
explotar los errores para generar nuevas cuestiones y exploraciones, o como trampolin
para la indagaciOn en matematicas.

De acuerdo con la postura constructivista los errores son una fuente de informaciOn
para el profesor acerca de lo que han aprendido y cOmo lo han aprendido los estudiantes
(Borasi, 1994). Para Brousseau (1983) "el error - y el fracaso no juegan el papel
simplificado que a veces se les quiere hacer representar El error no es simplemente el
efecto de la ignorancia, de la inseguridad, del azar, como se cree en las teorfas empiristas
y conductistas del aprendizaje, sino el efecto de un conocimiento anterior, que tenia su
interes, su exit°, pero que ahora, se revela falso, o simplemente inadaptado. Los errores
de este tipo no son errAticos e imprevisibles; se constituyen en obstaculos. Tanto en el
funcionarniento del maestro como en el del alumno, el error es constitutivo del sentido
del conocimiento adquirido." Por tanto, un error no es solo la ausencia de respuesta
correcta, ni el resultado de un accidente, sino que es mas bien un producto de la
experiencia (Radatz, 1980), um parte del proceso de aprendizaje que se manifiesta de
forma persistente y reproducible.

Desde esta perspectiva, el amilisis de los errores es muy interesante, ya que puede
revelar la existencia de dificultades que estan relacionadas con malentendidos instalados
y consolidados, que la ensetianza practica no siempre tiene en cuenta. Cuando el analisis
es realizado por el estudiante, se vuelve una ayuda para su aprendizaje, y cuando lo es
por el profesor, en una ayuda para que este diseiie una instrucciOn Inas eficaz.

Finalidad

En matematicas son muchos los dominios en los cuales los estudiantes cometen errores.
Uno de ellos es el del calculo mental, ya que como se comprueba facilmente, es general
La falta de competencaa de los estudiantes cuando calculan mentalmente, y en particular, la
disminuciOn de la rnisma cuando se pasa de calcular con ntimeros naturales a calcular con
minaeros decimales (G6mez, 1994). Por tanto es necesaria una indagaciOn de los errores
en calculo mental a efectos de abordar el analisis que pemnta determinar su tipologia,
desencubrir su naturaleza, reagruparlos en relaciOn con la constituciOn del conocimiento y,
tambien, para enfrentar a los estudiantes con su propio proceso de aprendizaje.

Antecedentes: Categorias de las respuestas incorrectas
en el calculo

En un estudio precedente (Menchinskaya y Moro, 1975) se sehala que en el calculo
aritmetico escrito se pueden dividir las respuestas incorrectas en dos categorfas basicas,
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segtin que la fuente de las mismas sea las condiciones con que se llevan a cabo las
operaciones o la calidad del dominio de los conocimientos aritmeticos. Las primeras
son mecanicas, surgen cuando en ciertas condiciones (cansancio, falta de interes,
distraccien, nerviosismo, etc.) el estudiante pierde el control consciente en la resoluciOn
del problema; par lo tanto, son esporadicas. Las segundas admiten dos subcategorias:
una que agrupa a las que se basan en una memorizaci6n deficientemente establecida de
determinados hechos numericos (par ejemplo, 7 x 8 = 54 o 58), y otra, que agrupa a
las que se basan en la forma en que han sido aprendidas las reglas Este altimo tipo de
respuestas incorrectas son las que interesan en este trabajo. En la medida en que son
persistentes y reproducibles, para referirnos a ellas usaremos la denominaciOn de
errores sistemdticos de procedimiento.

No obstante la dificultad que tiene definir un error sistemAtico de procedimiento,
par cuanto eso depende del enfoque en que sera utilizado y del context° de la
investigaciem, en este trabajo se le considera de modo restringido y se le da el sentido
de procedimiento inapropiado, persistente y reproducible, que no se debe a distracci6n
a inadvertencia, casualidad o fallo de memoria.

Teoria acerca de una falta de competencia

Para explicar los errores sistematicos de procedimiento, Menchinskaya y Moro (1975)
selialan que son el resultado de reglas previamente aprendidas, cuyo campo de
aplicaciOn se extiende injustificadamente a casos donde no funcionan, o en los que se
omiten determinados pasos necesarios.

Esta explicaci6n entronca con la que se ha dado para detenninados errores en otras
partes de la matematica, coma la de Matz (1982) acerca de los errores sistematicos en la
resolucian de problemas algebraicos. Para Matz, estos errores son el resultado de
adaptaciones razonables —pero que no siempre funcionan— de los conocimientos previos
adquiridos, a nuevas situaciones, y que algunos de tales errores del algebra tienen su origen
en una falta de dominio y de comprensiOn de los procedimientos aritmeticos.

En este mismo sentido, Brousseau (cit Palarea y Socas, 1994), sehala que "los
errores de este tipo se deben a que los alumnos usan inadecuadamente una formula o
regla conocida, que han extraklo de un prototipo o libro de texto, y la usan tal cual la
conocen, o la adaptan incorrectamente a una situaciOn nueva. Tienden asi un imente.
para cubrir el vacio entre reglas conocidas y problemas no familiares."

Inspirandose en estas ideas se ha tratado de contrastar, en este trabajo, hasta que
punto los errores sistematicos de procedimiento al aplicar los metodos de calculo mental,
son resultado de adaptaciones a situaciones nuevas, de conocimientos previos adquiridos
y de averiguar, en la medida-de lo posible, que mecanismos cognitivos son identificables
en estas adaptaciones.

Metodologia

El estudio se hizo con 144 estudiantes espatioles de la Escuela de Magisterio de la
Universitat de Val&ncia a lo largo del curso academic° 1992-93, en su ambiente
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universitario natural, a partir de dos pruebas del tipo test con ejercicios de calculo
mental en los quo intervienen niimeros naturales y decimates.

Entre el pre-test y el pas-test se llevo a cabo una fase de ensefianza de acuerdo con
la propuesta experimental elaborada (G6mez, 1994) a partir de una selecciOn escogida
de los metodos de calculo mental extraidos del analisis de la informaciOn publicada,
durante un periodo de units 3 semanas en el ambiente natural de clase de matematicas,
cuyo tiempo de enserianza era de 3 horas pot. semana. En esta fase los ejercicios fueron
exclusivamente con mimeros naturales.

Los ejercicios de las pruebas fueron elegidos tras experiencias piloto atendiendo a
consideraciones sobre su inexcesiva dificultad, su vinculaciOn a metodos alternativos,
la posibilidad de hacer comparaciones entre los datos con n gmeros naturales o
decimales, y que el nUmero de ejercicios de oath prueba estuviera dentro de los limites
razonables para que los estudiantes pudieran resolvemos en sesiones de una hora.

Se presentaron 14 ejercicios en la pritnera prueba y 20 en la segunda, la mitad de
restar y la mitad de multiplicar. No se plantearon ejercicios de sumar y de dividir porque
se tenia el convencimiento —basado en experiencias piloto y en el andlisis bibliogra-
fico— de que la suma mental no tiene dificultades notables y la division apenas se hace
mentalmente.

El estilo the escrito-escrito: ejercicios presentados en una hoja pot escrito, solicitud
de efectuar el calculo mentalmente y requerimiento de escribir exclusivamente el
resultado final obtenido. Aunque no se limitO el tiempo, se disponia de una hora por
sesiOn la cual the suficiente. Al acabar el cuestionario, los estudiantes deblan explicar,
en la misma hoja y a su manera, c6mo habian procedido para resolverlo. Esta
informaciOn the utilizada posteriopnente para establecer una tipologia de los errores la
cual finalmente the contrastada mediante entrevistas individualizadas seleccionadas.

Ejercicios del Pre-test

547 - 189 243 - 75 I 300 - 875 461 -166 265-199 13- 8,75 2,23 - 1,58

3,12 37 x 0,25 28 x 35 47 x 99 41 x 42 3,4 x 0,15 64 x 25

Ejercicios del Pos-test

737-289 634-75 I 400-675 481- 186 245- 197 14-7,75 2,32- 1,67 54,7-18,9 24,3 -7,5 46,1- 16,6

4.1 2 47 x 0,25 26 x 35 37 x 98 31 x 42 2,4 x 0,15 64 x 75 2,8x0,45 4,9 x 5,1 19 x 18

Resultados

Antes de recibir ensefianza de la selecciOn de metodos de calculo mental, la mayoria
de los estudiantes estaban anclados en los metodos que son emulaciOn mental de los
metodos "estandares" o de columnas, siendo los errores mas frecuentes los que se
identificaron como errores de descuido o fallo de memoria.

Tras la ensenanza, aument6 la flexibilidad de los estudiantes, los cuales se separaron
de los metodos que son emulaciOn mental o de los metodos "estandares" ode columnas,
y optaron por aplicar generalizadamente metodos alternativos. Esta mayor flexibilidad,
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o mayor uso de metodos en alternativa, fue acompaiiada de una mayor variedad y
oilmen) de errores de procedimiento.

Una vez efectuado el analisis, la gran variedad de errores_ observados se pudo
organizar en torno de tres grandes categorias, que los agrupan. Estas son:

1. Extrapolaciones. Inserciones improcedentes de algunos de los pasos, pero no de
todos, de alguno de los metodos o reglas aprendidas, que los alumnos extraen y
llevan a otro metodo o regla diferente, donde no funcionan.

2. Generalizaciones. Extensiones de metodos o reglas completos, que los alumnos aplican
tal cual las conocen o han aprendido, a situaciones nuevas donde no funcionan.

3. Centramientos. Son metodos que se aplican correctamente hasta que sufren una
interferencia motivada por algtIn hecho que centra y des yla la atenciOn del resolutor,
lo cual provoca una opciOn incorrecta en algtIn paso o resultado intermedio. Esta
opciOn se suele manifestar en un paso o resultado que se aplica a un dato diferente
al que deberia.

Adviertase que aunque la diferencia entre extrapolaciOn y generalizaci6n parece suril,
no lo es ciertamente. En efecto, en la extrapolaciOn sOlo se extraen uno o varios pasos
del total de los pasos de un metodo, para llevarlo a otro donde estos pasos estan fuera
de lugar, mientras que en la generalizaciOn es todo un metodo completo el que se saca de
un campo de validez y se lleva a otro donde no funciona.

Para ilustrar Stas categorias se presentan a continuacion dos ejemplos de cada una
de ellas. Estos ejemplos se describen transcribiendo literalmente (con entrecomillado)
la infonnaciOn que los mismos estudiantes anotaron en sus hojas del test, como
explicaciOn de lo que habian hecho mentalmente. La interpretaci6n que se hace del
error observado en terminos de extrapolaci6n, generalizaci6n o centramiento, esta
contrastada con los indicios que se obtuvieron en las entrevistas individualizadas. Por
motivo de brevedad no se incluyen las transcripciones de esas entrevistas.

Extrapolaciones

Ejemplo: 3.1 2 = 96.1 "He multiplicado 3.1 x 3.1 —>

3.1
x 3.1

3.1
93 

96.1

El estudiante ha emulado mentalmente el metodo de columnas, pero "baj6" el punto
decimal guardando la posiciOn como Si fuera una cifra mas. Este paso, que es propio del
algoritmo de la suma, aparece como un indicio de que el estudiante esta extrapolando
una parte del algoritmo de la suma al algoritmo de la multiplicaciOn.

Ejemplo: 3.4 x 0.15 = 10.5. "He multiplicado 34 por 1.5 y me da 6.0 + 4.5 = 10.5".

El estudiante mueve o desplaza el punto decimal un espacio hacia la derecha en ambos
factores, con lo cual suprime el punto decimal de 3.4. Despues calcula los productos
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parciales que resultan de la descomposiciOn del 35 en 30 + 4. Asf halla 30 x 1.5 y
4 x 1.5, pero comete otro error ya que su respuesta 4.5 a 30 x 1.5 indica que no ha
tenido en cuenta el cero del 30.

En el primer error, la manera pot la cual suprime el punto decimal desplazandose
un espacio a la derecha simultimeamente en ambos factores, recuerda la manera en que
se suprime el punto decimal en el algoritmo de la divisi6n, cuando el divisor es decimal.
Por lo tanto, este paso aparece como un indicio de que el estudiante esti extrapolando
una parte del algoritmo de la divisiOn, al caso de la multiplicaciOn.

Genera lizaciones

Ejemplo: 64 x 75 = 4 830. "Al 75 le quito 5, y al 64 le pongo 5, de manera que queda
69 x 70 (multiplico por un flamer() Inas facil y me da el mismo resultado)."

El estudiante disminuye un factor pan redondearlo y despues se litnita a compensar la
alteraci6n efectuada aumentando el otro factor en la misma cantidad. Esto es un
procedimiento tipico de un metodo de la suma: el metodo de compensacion. Pero lo
que en la suma es una alteracien invariante no lo es en la multiplicacion. En este caso el
estudiante no ha tenido en cuenta esto y, en cambio, parece que se ha sentido inclinado
a hacer una falsa generalizaciem de un metodo de la suma al caso de la multiplicaciOn.

Ejemplo: 28 x 35 = 640. "He multiplicado 20 x 30 = 600, y despues 8 x 5 = 40,
y luego he sumado 600 + 40 = 640".

El estudiante multiplica entre silos valores que ocupan el mismo lugar Las cifras de
las decenas completadas con el cero entre si y las cifras de las unidades tambien entre
sf. Esto es un procedimiento tipico de la suma: 28 + 35 = (20 + 30) + (8 + 5). Pero
al hacer esto ha omitido productos intermedios, evidenciando una falta de conocitniento
de la propiedad distributiva que aqui hay que aplicar dos veces: 28 x 35 = (20 + 8)
x (30 + 5). Esta omisiOn es un indicio de una falsa generalizaciOn del metodo que es
valid° para la Rana, al caso de la multiplicaciOn.

Centramientos

Ejemplo: 28 x 35 = 994. "Multiplico 35 x 30 y le resto 56".

El estudiante multiplica 30, en vez de 28, por 35. Despues, en vez de compensar el
exceso en el resultado restando el producto de 2 pot 35, testa el product° de 2 por 28,
que es 56. El estudiante adapta un metodo que parece que conoce en su sintaxis pe-
ro que aparece "infectado" ya que efectth el producto parcial sobre el dato equivocado.
Esto hace pensar en un centramiento en el dato alterado —que es el 28— en vez de en
el efecto de la alteraciOn, que es que ha obtenido "dos veces treinta y cinco" de rids.

Ejemplo: 47 x 99 = 423. "47 x 100 = 470 – 47 = 423".

El estudiante multiplica 100, en vez de 99, por 47, pero obtiene como resultado 470
en vez de 4 700. El estudiante aplica el metodo correctamente, pero su respuesta parece
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infectada por una "coletilla" vinculada a la multiplicacien por cien. En efecto, como cuan-
do se multiplica 3 x 100, 4x 100, ... , 9x 100, se obtienen trescientos, cuatrocientos,...,
novecientos, parece que el estudiante se centra en la coletilla "cientos", asi, 47 x 100 sera
un ter° del orden del cuatrocientos. Este error 1race pensar en un fenOmeno de "perseve-
raciOn" (Pipping, 1975, Menchinskaya y Moro, 1975), pero en la medida que the
persistente y se reprodujo en las entrevistas, se toma aqui como error de centramiento.

Conclusiones

La investigaciOn permite concluir que el model° teorico de la falta de competencia
descrito anteriormente, para los procedimientos del calculo escrito y de algebra
elemental, es lo bastante general para explicar lo que ocurre en el dominio del calculo
mental y con estudiantes de nivel educativo superior.

Del anglisis efectuado se sigue que los estudiantes utilizan procedimientos inapro-
piados en los que los mecanismos que se han identificado son: generalizaciones,
extrapolaciones y centramientos, los cuales estarian relacionados con la influencia de
los conocimientos previos, sobre los Inas recientes.

Unas veces estos mecanismos parecen debidonla generalizaciOn de propiedades
no explicitadas de determinadas situaciones numericas, que aquellos perciben corno
verdaderas, porque les han funcionado en un detemiinado campo de validez, pero que
no es cierto que siempre funcionen. Otras veces parece que se deben a rigideces
motivadas probablemente pot una ensefianza excesivamente orientada al automatismo
y en 'la que predomina lo sintactico sobre lo semantic° (Resnick, 1992). En otras
palabras, predomina la atencien en la secuenciaciOn y encadenarniento de los pasos,
sobre el significado de los mismos y los efectos que las alteraciones en los datos
producen en los resultados.

Tambien se ha observado que los estudiantes no reconocieron en general —ni
aprovecharon— las ventajas de expresarse en el lenguaje simbedico de ecuaciones y
parentesis del algebra, y prefirieron usar el lenguaje reterico y reglado de la ariUnetica.
Probablemente muchos de sus errores se hubieran evitado si asi lo hubieran hecho.

Implicaciones educativas

El analisis efectuado en relaciOn con los errores en calculo mental martifiesta problemas
en la enseflanza que permanecen ocultos cuando sOlo se trabaja con los algoritrnos de
lapiz y papel. Ignorarlos no es soluciOn. Hacer emerger y conocer los errores de los
estudiantes, en cambio, ayuda a captar sus cdircepciones, la forma en que estan
aprendiendo o han aprendido, y las dificultades que enfrentan. Este conocimiento puede
ser provechoso para los profesores puesto que constituye una pauta para la reflexiOn
que ayude a desarrollar unit instruccien mas efectiva.

A veces la eliminaciOn de procedimientos falsos se muestra resistente, incluso
despues de que el alumno ha comprobado su falsedad y aparentemente los ha rechazado.
Investigaciones como esta seiialan que los errores son profundamente interiorizados por
los alumnos y que no resultan de Mail eliminaciOn. Incluso, en muchos casos, parece
que los estudiantes ban superado un error y luego lo vemos, con desilusiOn, resurgir
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al poco tiempo. Para ello, plantear a los estudiantes que su comprension conceptual es
incorrecta y darles entonces una explicaci6n es, a menudo, insuficiente, porque tin
conociniiento no se adquiere simplemente sustituyendo una concepciOn antigua pot otra
nueva, sino como resultado de un proceso relativamente discontinuo que supone
estructuraciones, acomodaciones y maduraciones.

El reto que se sigue de aqui es lograr tin cambio en la ensefianza, para evitar estos
efectos no deseados, y en orden a conseguir una mejora de las concepciones que los
estudiantes tienen sobre los procedimientos aritmeticos como medio de expresiOn
significativa y no automatica de sus acciones sobre los nfimeros.

Mi experiencia, como resultado de esta investigaciOn, me dice que el camino que
debemos emprender pasa necesariamente por enfrentar a los alumnos con sus propios
errores, provocar el conflict° en su mente baciendoles ver la inconsistencia de sus respuestas
al pedirles comprobaciones y pruebas, bacerles ver las ventajas del lenguaje simbOlico sobre
el reterico pan descubrir y reconocer las leyes y principios que esdnaplicando, y reflexionar
sobre el efecto de las alteraciones de los datos sobre los resultados.
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