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ARTICULOS

Analisis de algunos métodos que

emplean los estudiantes al resolver
problemas matematicos con varias
formas de solucion

Resumen

Una actividad importante para los estudiantes en el estudio de las mateméticas es la resolucion de
mltiples problemas. Aun cuando los estudiantes pueden pensar que el obtener la solucién de un
problema es Ia etapa final y mas importante en matemdticas, ¢s interesante hacer notar que ¢! analisis
de la calidad de las estrategias o métodos empleados al resolver tal problema juega un pape! fundamental
en el desarrollo y aprendizaje de esta disciplina. En este estudio, se analiza el trabajo que muestran
estudiantes de ensefianza media superior al interactuar con problemas que ofrecen varios métodos de
solucién. Los resultados muestran que, en general, los estudiantes experimentan dificultades al tratar
de resolver los problemas en diferenzes formas, Sin embargo, cuando los estudiantes reciben cierta ayuda
y explicitamente se les pide pensar en otras formas de solucion, éstos generalmente responden ¥
muestran avances significativos. Una implicacion directa para la instruccion matemética es que el
andlisis de las cualidades de las diversas formas de solucion de un problema offce un potencial para
los estudiantes exploren otros contextos (geométrico, algebraico, antmétlco entre otros) y establezcan
o valoren los limites y ventajas de determinados métodos.

Ahstract: What type of tasks or problems helps students develop a mathematical disposition in the study
of mathematics? has been an important research question in mathematical problem solving. Students
may think that getting the solution of a problem is the most significant part of the solution process,
however, the analysis of the qualities of the strategies or methods used to solve problems plays an
important role during the development and study of mathematics. This paper documents the work shown
by high school students who were asked to work on problems that included multiple ways or methods
of solution. Results shows that students experienced difficulties to think of various or different forms

. tosolve a problem initially. However, when they received some help and were asked explicitly to think
of another approach, they normally showed significant progress. There is indication that asking students
to use different methods of solution help them discuss and value mathematical ideas related to those
methods. For instance, some students realized that using special cases, or trial and error methods could
be a5 efficient as using algebraic approaches.

] 1
Luz Manuel Santos Trigo= - - —— | -
CINVESTAV, México

La escritura de este trabajo se realizé mientras el autor realizaba una estancia de investigacién en la
“University of California, Berkeley”. Se agradece el apoyo de CONACyT y del CINVESTAV.,
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Introduccion

En los ultimos afios, ha habido gran interés por restructurar el sistema educativo no
solo en matematicas sino, también, en el estudio de las ciencias en general. Se parte
de la premisa de que una mejor educacion e ayudari al individuo a responder
adecuadamente a los cambios y necesidades sociales. Por ejemplo, desde el punto de
vista del trabajo de un obrero, se observa que existe una tendencia a que realice
actividades donde tiene que responder y ajustarse a situaciones cada vez mas com-
plejas. Es decir, es importante que aprenda a usar diferentes aparatos en tiempos
cortos y transferir sus conocimientos a diversas situaciones o contextos. Parece que
la idea de mantenerse realizando lamisma rutina a través de los afios ha ido cambiando
y ahora se pide que un trabajador cambie y se ajuste al desarrollo de varias actividades
constantemente. Los avances de la tecnologia estdn contribuyendo a que exista este
tipo de movilidad en la fuerza de trabajo. Este fendmeno se observa tanto en campos
tan tradicionales como la agricultura (mecanizacién) o mas especializadas como la
produccion de automdviles o aparatos electrénicos. En la misma direccion, los
problemas y movimientos sociales requieren que la poblacién en general pueda
entender, interpretar, y contrastar diversos tipos de informacion. Esto es una necesi-
dad en cualquier medio donde se valore la participacion critica de la gente en la toma
de decisiones. El leer un periédico, oir Ia radio, o el comprar un producto requiere que
el individuo analice a diversos niveles ciertos tipos de informacion, y, en consecuen-
cia, responda de acuerdo a ciertos criterios o metas individuales o sociales.

;Qué tipo de conocimiento ayuda al individuo a responder adecuadamente en esta
sociedad en constante transformacion?; Qué habilidades y estrategias deben promoverse en
la educacidn preuniversitaria del estudiante? son algunas preguntas que han servido de base
en las propuestas de qué conocimiento y de cémo éste debe ser aprendido por los estudiantes.
Particularmente, en cuanto al estudio de las matematicas han surgido grandes movimientos
donde se han propuesto lineas generales acerca de los fundamentos que los estudiantes deben
aprender en su educacion preuniversitaria (National Council of Teachers of Mathematics,
1989, 1991, 1995; Steen, 1990; Schoenfeld, 1994; Santos, 1994). En esta direccion, no
solamente resulta importante que el estudiante aprenda una gama de contenidos matematicos,
reglas, férmulas, y procedimientos; sino que también es necesario que desarrolle un conjunto
de habilidades y estrategias que le permitan aplicar y encontrar el sentido de fas ideas
matematicas. En este proceso, es importante que el estudiante proponga y analice conjeturas,
formule, redisefie, y resuelva diversos tipos de problemas. Ademas, es necesario que el
estudiante desarrolle cierta disposicion hacia el estudio de las matematicas donde valore y
comunique eficientemente sus tdeas. , .

En paises como Estados Unidos y Canadé ¢l movimiento de restructurar el estudio
de las matematicas explicitamente recomienda que la resolucion de problemas matemati-
cos debe ser la actividad esencial en el estudio de esta disciplina (Santos, 1993). De hecho,
en los ultimos 20 afios la resolucion de problemas ha sido una linea importante en la
investigacion en educacion matematica. Esto ha influido en el desarrollo de propuestas
curriculares, y, como consecuencia, en lo que ocurre en el salén de clases. Por ejemplo,
Alan Schoenfeld inicié un programa de investigacion en los setenta con énfasis en la
resolucion de problemas. En el desarrollo del programa, Schoenfeld ha estudiado en
detalle como matematicos y estudiantes interact(ian con problemas y tareas matematicas.
Alrededor de la investigacion, Schoenfeld ha disefiado un curso de resolucion de proble-
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mas cuyo objetivo ha sido que los estudiantes aprendan a pensar matematicamente y a
desarrollar matematicas en el salon de clases (Schoenfeld, 1992). Entre los resultados
importantes de esta linea de investigacion est4 la categorizacién del proceso utilizado por
los individuos al resolver problemas matematicos.

En el presente estudio, se analizan las cualidades de los diversos métodos que utilizan
estudiantes de nivel medio superior al resolver problemas que involucran diversos modos
de solucion. En virtud de que los problemas seleccionados para la investigacion s6lo
requieren recursos matemdticos previamente estudiados, el analisis se enfoca qué tipos
de estrategias, y como los recursos son empleados por los estudiantes en el proceso de
solucion. .

La Importancia de los problemas en el aprendizaje de las matematicas

¢ Qué tipo de problemas promueven o motivan a los estudiantes a discutir y valorar el uso
de diversas estrategias? es una pregunta que inquieta tanto a los investigadores como a
los profesores de matematicas. Schoenfeld (1994) recomienda que los problemas deben
inciuir un lenguaje e ideas matematicas entendibles para estudiantes con distintos niveles
de sofisticacidn o aprovechamiento matemético. Santos (1995) analiza los problemas que
Schoenfeld ha utilizado en sus cursos de resolucién de problemas y afirma que lamayoria
de los problemas son familiares para los estudiantes. Lo que los hace diferentes es la
manera de resolverlos, ya que durante el proceso de solucidn los estudiantes dedican gran
tiempo a la exploracion de conexiones, extensiones, y al analisis de cualidades de los
diversos métodos de solucion. '

Entre las propiedades que la mayoria de los problemas seleccionados para la discusion
durante el desarrollo de! curso destacan:

1. Sin ser triviales, los problemas deben ser accesibles a los estudiantes en base a sus
conocimientos previos. No deben requerir el uso de ideas sofisticadas o gran cantidad
de procedimientos mecanicos. .

2. Deben poderse resolver por medio de diferentes formas o caminos (varios métodos

de solucién). '

Deben ilustrar ideas matematicas importantes.

No deben involucrar trucos o soluciones sin explicacion.

5. Deben poder extenderse o generalizarse a otros contextos donde se muestren explora-
ciones o conexiones matematicas.

B

Santos (1993) emplea problemas con diversos métodos de solucién como un medio para
explorar las estrategias que estudiantes a nivel universitario muestran durante el proceso
de resolucién. De hecho, esta misma idea se retoma en la seleccién y preparacion de los
problemas utilizados en el presente estudio.

Marco conceptual

El quehacer matematico €s un acto de encontrarle sentido a las ideas matematicas. Durante
esta actividad, es comin el buscar patrones y relaciones, el comunicar las ideas, el usar
métodos empiricos, y el trabajar a nivel comunidad. En este contexto, es importante que
estas ideas se vean reflejadas en el salén de clases. Es decir, es importante que la
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instruccion matematica sea un medio para que los estudiantes participen en la construc-

cidn y encuentren sentido a las ideas matematicas. Asi, el tipo de problemas o tareas

matematicas juegan un papel importante en el aprendizaje de esta disciplina. Lamper

(1990) indica que “‘escoger v usar ‘buenos’ problemas e instituir los medios apropiados

para una comunicacion en el salon de clases pueden pensarse como las tareas fundamen-

tales que el maestro necesita llevar a cabo en la ensefianza de las matematicas™ (p- 123).

Es decir, los problemas deben tener el potencial para que los estudiantes tengan la

oportunidad de conectar las ideas matematicas, asi como evaluar y discutir las estrategias

que aparezcan durante el proceso de solucion.

Algunos principios fundamentales, consistentes con el enfocar el aprendizaje de las
matematicas a la resolucion de problemas, incluyen el que es posible que los estudiantes
participen en actividades similares a las que los mateméticos realizan al trabajar en esta
disciplina. Asi, los problemas son un medio para que los estudiantes discutan y defiendan
sus ideas, especulen acerca del potencial de cierto método de solucidn, utilicen argumen-
tos matematicos que soporten sus conjeturas, 0 propongan contraejemplos que contradi-
gan algan resultado.

Al analizar el trabajo de los estudiantes, se utilizo un marco que ayuda a caracterizar
las diversas acciones que éstos muestran al resolver problemas. El marco se basa en el
trabajo de Schoenfeld, el cual ha permitido explicar muchas de las dificultades que los
estudiantes experimentan en el proceso de encontrar la solucion de problemas (Schoen-
feld, 1992). Sin embargo, es importante mencionar que no existe en la actualidad un marco
completo coherente que explique cémo los miltiples aspectos del pensamiento
matematico se ensamblan en la resolucion de problemas. Santos (1993) analiza las
dificuitades de los estudiantes al résolver problemas no rutinarios a través de un marco
que incluye aspectos relacionados con el marco epistémico de la propia matematica y las
estrategias metacognitivas.

De manera general, Schoenfeld identifica varias categorias o dimensiones que

_explican el proceso de resolucion de problemas. Entre los aspectos importantes que ayu-
daron a organizar y analizar el trabajo de los estudiantes en el presente estudio se
destacan:

i. Los recursos matematicos. El estud‘iante, al enfrentarse a un problema, recurre o
identifica espontaneamente una serie de elementos matematicos basicos que le pueden
ser de utilidad al resolver el problema. Es decir, los hechos basicos, las definiciones,
los algoritmos, reglas, y procedimientos que el estudiante emplea en ta resolucion de
problemas. En este sentido, no solamente es importante que ¢l estudiante conozca los
recursos matematicos sino que también desarrolle diversas estrategias para acceder y
utilizarlos eficientemente al resolver problemas.

ii. Las estrategias heuristicas. Un eomponente esencial en la resolucion de problemas es
el uso de varias estrategias en las diversas fases del proceso de solucién. Polya (1945)
ilustra con varios ejemplos la importancia de utilizar estrategias como “‘el uso de casos
particulares”, “la busqueda de analogias”, “‘el uso de elementos auxiliares” “‘el uso de
diagramas”™ “la presentacién de una lista ordenada o tabla™ tanto en la fase de en-
tendimiento del problema como en el disefio de un plan de solucion.

iii. La autorregulacién, o monitoreo y control del proceso de solucién. Al trabajar
algin problema matematico uno puede encontrar varias dificultades en el camino
hacia la solucion. En este sentido, existen estrategias de monitoreo o evaluacion de
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las ideas usadas por el estudiante en las distintas fases de solucion del problema. Por
ejemplo, €s importante reflexionar-constantemente en aspectos relacionados con el
disefio de un plan, la toma de decisiones, y la verificacién o sentido de los resultados.
Asi, la evaluacion de las estrategias utilizadas juegan un papel importante en la toma
‘de decisiones que permitan resolver tales dificultades. Schoenfeld (1992) ilustra la
importancia de poner atencién al proceso cuando describe y analiza el trabajo de
algunos estudiantes al resolver un probiema:

Los estudiantes leyeron el problema, répidamente seleccionaron una estrategia
para resolverlo y la intentaron implementar. Signjeron trabajando a pesar de que
era claro de que no habia ningtin progreso hacia la solucién. El tiempo se les
termind, y al final, no pudieron explicar como la estrategia que habian elegido les
habria podido ayudar a resolver el problema (pp. 355- 356)
Schoenfeld afima que ¢l estadiante, en general muestra este comportarmento cuando se
enfrenta a problemas que no son solamente ejercicios rutinarios. De hecho, Schoenfeld va
mis all4 al indicar que la principal diferencia entre un matematico o experto,y un estudiante
al resolver un problema descansa en que el experto muestra un claro control y monitoreo
constante del proceso de solucion. Asi, un experto dedica mas de lamitad del tiempo tratando
de encontrarle sentido al problema. En este contexto, analiza, explora, conjetura, y evalia
varias opciones antes de tomar una direccién determinada. Por otro. lado, los estudiantes al
intentar resolver problemas, en general, dedican poco tiempo a la fase de entendimiento del
problema y muestran poca flexibilidad en cuanto al cambio de estrategias; aun cuando el
camino seleccionado no le esté dando buenos resultados.

iv. Las ideas o creencias acerca de las matematicas. Las ideas que los estudiantes
muestran, al resolver o trabajar problemas matematicos, reflejan lo que ellos creen
acerca de las matematicas. Estas ideas influyen en la motivacion, participacion, y
habitos de trabajo del estudiante al estudiar esta disciplina. Schoenfeld indica que lo
que los estudiantes piensan acerca de las matematicas esta directamente relacionado
con lo que pasa en ef salén de clases. Al observar el desarrollo de diversas clases de
Geometria durante un afio, Schoenfeld (1992) encontrd que;

...ninguno de los estudiantes de las clases observadas trabajo tareas matematicas
que pudieran ser consideradas como problemas. Lo que trabajaron fueron ejer-
cicios, o tareas designadas a dominar pequefios pedazos del tema [en estudio] en
un corto tiempo....El propdsito u objetivo parecia claro: Si entiendes el material,
puedes trabajar los ejercicios. Si no puedes resolver los ejercicios en un tiempo
razonable, entonces no has entendido el material. Esto es una sefial de que debes
buscar ayuda (p. 359).

Es aqui donde se observa que muchas de las actividades que ocurren en el salén de clases™ ~ ~

contribuyen a que los estudiantes desarrollen ideas que influyen negativamente en la

resolucion de problemas. o
Asi, durante el analisis del trabajo de los estudiantes, fue importante explorar a qué

nivel las dimensiones anteriores se reflejaban en las formas de solucion.
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Metodos y procedimientos

Treinta y cinco estudiantes, todos voluntarios, participaron en el estudio®. Cada estudiante
trabajé en los problemas alrededor de una hora. El método de trabajo fue a nivel de
entrevista donde se le pidio al estudiante pensar en voz alta, El entrevistador siempre traté
de reducir su participacion a un minimo y algunas veces cuestioné al estudiante acerca
de algo que no era claro, o le dio alguna ayuda minima en caso de existir algiin bloqueo.
Los problemas utilizados en las entrevistas fueron:

1. Pedroy Marfa visitaron una granja el fin de semana la cual produce gallinas y cerdos.
Pedro observé que en total habia 19 cabezas, mientras que Maria dijo que tenian 60
patas, ;Cuantas gallinas y cudntos cerdos habia en esa granja que visitaron?

2. ;Puedes encontrar dos numeros enteros positivos a y b cuyo producto sea un millén
y ninguno de los dos nimeros incluya ceros en su representacion? (Es este par de
ndmeros Gnico? ‘

3. Un libro se abre al azar. El producto de los nimeros de las paginas observadas es
3192. ;En qué numero de paginas se abrio el libro?

Una fase importante en el desarrollo del estudio fue el examinar cada uno de los problemas
en detalle antes de presentarlos a los estudiantes. Asi para cada problema se identificaron
algunas soluciones anticipadas. Es importante mencionar que no se esperaba que los
estudiantes siguieran algunas de las soluciones anticipadas, sino que en principio sirvié
como herramienta metodologica para planear y desarrollar las entrevistas con los estu-
diantes. Por ejemplo, ¢l entrevistador antes de observar al estudiante trabajar en los
problemas habia disefiado una serie de preguntas que podia usar en caso de que este
mostrara serias dificuitades. Posteriormente, este trabajo fue importante al caracterizar
las cualidades e ideas mostradas por los estudiantes.

La siguiente tabla representa las ideas fundamentales relacionadas con cada uno de
los problemas.

Problema Métodos de solucién Estrategias .

Contenido

El problema de
la Granja

* Pictografico

* Ensayo y Error

* Comrespondencia
* Algebraico

Uso de diagramas o
dibujos reales, Lista
sistematica, tabla,
ecuaciones o
comparaciones

Operaciones fundamentales
con enteros, ecuaciones de
primer grado, o sistema de
ecuaciones de primer grado
con dos incognitas.

El problema del
Mifion

*Prueba de los diviso-
res

*Factores Primos

“Problema mas simple

Lista, tabla, pensar un
problema mas simple
(10, 100, o 1000}, y
busca de patrones

Multiplicacion y divisién de -

enteros, factorizacidn,
exponenles, y nimeros
primos.

El problema de
las paginas

* Ensayo y error
* Factorizacion
* Raiz cuadrada
* Algebra

Estimacidn, prueba y
error, lista sistematica,
representacion
simbdlica, y ecuaciones.

Nimeros conseculivos,
multiplicacion de enteros,
factorizacién, significado de
la raiz cuadrada, y ecuacion
cuadratica,

Los estudiantes que participaron en este estudio pertenecian 2 escuelas pablicas de fa provincia de British
Columbia, Canada (grado 10 que es equivalente al primero de €ducacion media superior del sistema Mexicano).
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Un ejemplo del tipo de soluciones anticipadas que se trabajaron para cada problema se
ilustraa continuacién tomando como referencia el problema del milién. Este trabajo sirvié
para disefiar un instrumento para la captura de informacién y también para elaborar un
conjunto de preguntas que podia ayudar a los estudiantes en las diferentes fases del
proceso de solucion.

a) Factorizacion: La idea aqui es factorizar 1 000 000, es decir

Factores
a b

1 1000 000 | 1 000 000 no
2 500 000 2 7| 500000 no
2x2 250 000 4. 250000 .| no
2x2x2 125 000 8. | -125000 no
2x2x2x2 62 500 16 | 62500 | - no
2x2x2x2x2 31250 32 31250 | no
2x2x2x2x2x2 15 625 64 15625 si

b) Casos mas simples: Aqui se consideran nimeros m4s pequefios y se encuentra sus
factores de acuerdo a las condiciones del problema. Por ejemplo, la siguiente tabla
nos orienta acerca de la direccion de la solucién: .

Producto 10 100 1000 10000
Factores sin ceros 2x5 4x25 8§x25 16 x 625
2x5 22 33 44
2x5 2x5 2x5

En la tabla, se observa el patrén entre el nlimero de ceros y la potencia de los factores.
De aqui que 1 000 000 se pueda representar como 26 x 56.

¢) Otro método de solucién puede involucrar el encontrar los factores primos del ntimero
1 000 000 como punto de partida. Al observar que cuando estos factores (2 y 5)
contribuyen juntos en un factor entonces produciran un cero en el producto. Por lo
tanto, deben arreglarse de tal manera que aparezcan en factores diferentes. La tinica
alternativa es 26 x 56 lo que resuelve el problema. Esta misma idea ayuda d resolver

la parte de la unicidad de la solucién.

Resultados de las entrevistas

En la presentacion de los resultados, no existe interés por cuantificar estrictamente el
numero de estudiantes que mostré determinado trabajo. Se intenta realizar un analisis de
caracter cualitativo, sin embargo, cuando determinado aspecto del trabajo incluya mas
del 50% de los estudiantes, se usard el término “‘la mayoria’’; cuando ¢sté por abajo del
50% se utilizard “‘algunos”, y cuando sea necesario, se hablard de casos concretos, o
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puntuales, como por ejemplo uno o todos los estudiantes. La estructura de la presentacion
de los resultados se inicia con una primera caracterizacién de lo que ocurrié a nivel macro
para cada problema. Aqui se presenta algun ejemplo donde se ilustra el tipo de trabajo
mostrado por los estudiantes con algunos comentarios. Despuds, esta informacion sirve
de base para discutir los resultados en un contexto més especifico del uso de diversas
estrategias. En esta parte es donde los elementos del marco conceptual se identifican
explicitamente en el trabajo de los estudiantes.

En el problema de la granja el método més comun usado por los estudiantes fue ¢
representar el problema algebraicamente, Es decir, trataron de simbolizar las variables del
problemay establecer las ecuaciones correspondientes. Se observé que lamayoriano le dedicg
tiempo a tratar de analizar y entender la informacién del problema, sino que inmediatamente
empezaron a escribir los datos del problema. Algunos estudiantes utilizaron diferentes
simbolos (letras) para representar las gallinas, cerdos, cabezas, y patas. Este tipo de repre-
sentacién posteriormente los confundié cuando trataron de establecer algunas relaciones. El
hecho de que se enfrentaran a ciertas dificultades fue importante para que regresaran al
enunciado del problema y entendieran lo que el problema les pedia. En general, con algunos
tropiezos, los estudiantes resolvieron el problema. Al obtener la respuesta sélo dos estudiantes
verificaron la solucion. Aqui, ef entrevistador les preguntd que si podian resolver el problema
con un método diferente. La mayoria reconoci6 que si habfa un “camino largo” en donde
podian usar ensayo y error. Cuando se les pidié que lo intentaran, la mayorfa no inici6 con
un método sistemético, incluso algunos estudiantes sugirieron casos extremos como el
considerar 19 gallinas y 10 cerdos. Ninguno de los estudiantes us alguna tabla o diagrama
al resolver el problema y la mayoria usé la calculadora incluso para verificar alin operaciones
con nimeros pequefios. Por ejemplo, un estudiante sumé 19 y 60, después dividio el resultado
entre 2 y 4, obteniendo asi 34.5 y 17.2 respectivamente. Con estas operaciones el estudiante
concluyé que habia 34.5 gallinas y 17 cerdos.

De manera general, los estudiantes al trabajar el problema inmediatamente después de
leer el enunciado empezaron a realizar algunas operaciones. En la mayoria de los casos no se
tenfa claridad de qué informacién era importante y como tratar de establecer ciertas relaciones
con los datos. Las dificultades que tuvieron que enfrentar al tratar de encontrar algunas
relaciones les dieron la pauta para regresar y releer el enunciado varias veces. Fue claro que
los estudiantes asociaron la informacién del problema con algunas operaciones, pero
mostraron dificultades para pensar en algin plan que les ayudara. Un ejemplo del tipo de
trabajo mostrado por los estudiantes se presenta a continuacion:

Ana leyd el problema. Inicid tratando de representar alas galinas

{c), cerdos (p), cabezas (n), y patas (p). Esto le causd cieta - El entrevistador aqui le pidio que
confusidn. Después, dividié 60 entre 4 y 19 entre 2. Escribid, 15  explicara su solucion.

y 9 coma resultadas.

El entrevistador le sugirid que si
Ana respondio que habia 15 cerdos y 9 gallinas. padia verificar su solucién con la
informacion del problema.

Aqui Ana se dio cuenta que no estaba tomando en cuenta la Fue aqui donde Ana empezd a
informacién. Como consecuencia voivié a leer el problema, mostrar cierta confianza y
concluyd que habia 19 animales ¥ que posiblemente podia tener trabajar con las operaciones
10 galiinas y 9 cerdos. Sin embarge, cuando contd el niomero de rapidamente.

patas se dio cuenta de la respuesta no cumplia las condiciones.
En seguida empezd a usar ensayeo y error primero
arbitrariamente, y después sumando y restando una unidad a
cada nimero, pero manteniendo el 19 come fijo.
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En el problema del millén, a la mayoria de los estudiantes les costd trabajo aceptar que
pudieran existir tales factores inicialmente. Con la ayuda de la calculadora empezaron a
checar algunos posibles candidatos sin tener éxito. La mayoria intentd representar el
problema algebraicamente como a x b =1 000 000 y asi despejaron a = 1 000 000/ b
Tomando como referencia esta expresién, le asignaron valores a b y calcularon con
la ayuda de la calculadora el valor correspondiente de a. Después de varios intentos,
concluyeron que no era posible encontrar tales factores. Es importante mencionar que
ningun estudiante avanzd hacia la solucién del problema por si mismo. Cuando el
entrevistador sugirié el tratar de resolver el problema con nimeros mas pequefios que
1 000 000, entonces algunos fueron capaces de detectar un patron al analizar casos como:
10=2x5,100=4x25y asi sucesivamente. S6lo un estudiante intenté factorizar
1 000 000. En este intento observé que habia una serie de 2s y 5s; sin embargo, aun con
esta informacién no pudo arreglar o llegar a la solucién requerida. La segunda parte del
problema resulté también ser dificil para todos los estudiantes. Nadie fue capaz de
explicar lo que de alguna forma intuyeron de que no habia otra pareja de factores. Dos
estudiantes mencionaron de que dado que con el 10y el 100 no era posible encontrar otras
representaciones, entonces lo mas seguro era que tampoco era posible para 1 000 000. Al
solicitarles algin argumento que sustentara tal aseveracion, se dedicaron a enlistar todos
los pares que dieran 100 y en ningin momento hablaron de las propiedades de los factores
(primos). . .

En general, se observod que los estudiantes trataron de resolver el problema a través
de la biisqueda de ejemplos concretos. En virtud de que estos ejemplos no satisfacian las
condiciones, entonces pensaron que no existian tales nimeros. En este problema fue claro
que los estudiantes mostraron una carencia de estrategias y criterios que les permitieran
decidir acerca de la existencia de tales factores. Para la mayoria, ¢l hecho de que no
funcionaba o no encontraban tales ndmeros para 4 o 5 casos era suficiente. O el hecho de

-~ que para el 10 y el 100 sdlo existia una pareja de factores era suficiente para generalizar.
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Pedro leyd el problema y empezd a realizar
algunos calcufos con la calculadera: 963 < 56 =
53 928, 99 987 = 89 =9 799 804, 9999 % 89 =
889 911; y 99 999 « 89 = 899 911.

Pedro menciond gue iba a ser dificil obtener los
numeros con este método. Sin embargo, dijo que
no se le ocurria otra forma. Cuando se cbservo
que podia continuar por large tiempo, el
entrevistador le sugirid el trabajar con numeros
mas pequenos.

Se le pidio que explicara el porque tales numeros
cerrespondian a la solucion.

Pedro empezd a trabajar con el 10 y escribid: 10
= 5§ x 2; en este momente dudd en continuar,
después de una pausa escribio 100=25x 4; 1000
= 125 x 8; 10 000 = 625 x 16. En base a este
desarrollo, Pedro mencioné que habia una
relacién entre el nimero de ceros y los
exponentesde5y2 Es decir, notd que 1 000 000
=59

Con [a ayuda de la calculadora, Pedro realizé las
operaciones y encontrd tales ngmeros. Aqui
menciond que el problema no fue facil hasta que
pudo encontrar el patrén.

Al final expresé de que estaba seguro de gue no
habia otros pares ya que las otras incluian al cero.

Se le pidié que explicara como habia
determinado el patron. Contestd que el 10 y el
100 le dieron la pauta. Pero solamente hasta que

encontrg los nitmeros fue cuando sabia que el

patrén funcionaba.

Aqui se le prequntd acerca de la existencia de
ofras parejas diferenles. Su respuesta aqui fue
que como el 10, 100, ..., tenian sdloael2yel 5
como factores, entonces se podia intuir gue lo
mismo ocurria con 1 000 000,
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En el problema de las paginas, la mayoria de los estudiantes representaron ¢t problema
algebraicamente; sin embargo, tuvieron dificuitades al tratar de resolver la ecuacion
cuadrética. Se observo que algunos estudiarites intentaron despejar la variable de la
siguiente manera: partiendo de x* + x = 3192 llegaron a x + 1 = 3192/ sin darse cuenta
que no se trataba de una ecuacion lineal. Esto fue una de las dificultades iniciales que no
les permitia avanzar. Cuando se les preguntd a los estudiantes acerca de si se podia trabajar
el problema con otros métodos, respondieron que quizas usando el método largo (ensayo
y error).

Al intentar usar ensayo y error, algunos estudiantes empezaron a proponer algunos
numeros sin tener en cuenta la condicion de que los nimeros tenian que ser consecutivos.
Este hecho ocurrié aun en algunos estudiantes que inicialmente habian representado el
problema algebraicamente en forma correcta. Ningun estudiante usé la idea de la raiz
cuadrada como una forma de seleccionar los posibles candidatos. En general, los estudi-
antes encontraron productos consecutivos mayores y menores que 3192 y tomando esto
como referencia empezaron a checar las posibilidades en este rango. Fue dificil para los
estudiantes el pensar en otros métodos de solucién aun cuando no mostraban avances en
sus intentos originales. Es decir, seguian con el método inicial, y hasta que, después de
un tiempo, decidian abandonar e! problema.

Discusion de los resultados y algunas recomendaciones

Entre las categorias importantes que moldearon el trabajo de los estudiantes se destacan
la idea general de como resolver problemas (creencias o concepciones). Por ejemplo, se
observé una carencia de un plan organizado que les ayudara a entender el enunciado de
los problemas y a identificar las ideas esenciales que habia que considerar. Ademés, dado
que un aspecto fundamental en el contenido del primer afio de bachillerato es el uso del
algebra (problemas verbales), ia mayoria de los estudiantes trat6 de aplicar estas ideas al
resolver los problemas aun cuando mostraban dificultades en este camino. Es decir, parece
que les parece natural que el contenido que han estudiado recientemente tiene que
funcionar necesariamente en los problemas que se les presenten. Los resultados muestran
que los estudiantes seleccionan el método algebraico como la forma obligada para
resolver casi cualquier problema y le dan poca importancia a otras alternativas. Por
ejemplo, parece que no valoran estrategias como ensayo y error o el uso de repre-
sentaciones graficas. Esta tendencia de los estudiantes es similar a los resultados repor-
tados por Lave (1988) en donde algunos adultos resolvieron problemas relacionados con
las compras en ¢! mercado correctamente en un 95%. Sin embargo, cuando estos mismos
problemas fueron dados en un contexto escolar, estos mismos adultos respondieron en
forma correcta sélo en un 60%. Cuando se les cuestiond acerca de los métodos usados en

sus compras, afirmaron que los métodos ensefiados en la escuela eran mas efectivos aun

cuando habian fallado al utilizarlos.

La idea que los estudiantes tienen en relacién a operar con nameros fue evidente
cuando intentaron trabajar la soluci6n a partir de ciertos célculos, la mayoria de las veces
sin un orden determinado. En este sentido, parece que lo que les interesaba era obtener
un resultado, sin preocuparles si éste correspondia a las condiciones del problema.
Ademds, en general, piensan que la consideracion de algunos casos les proporciona
elementos suficientes para validar o rechazar alguna hipétesis. Esto fue evidente en el
problema del millén.
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? En general, los estudiantes redujeron a un segundo plano estrategias como ‘‘ensayo
ﬁ y error” y el “uso de diagramas o figuras”, parece que la idea que se tiene acerca de este
tipo de estrategias es que son tediosas y no se usan cominmente en matematicas. Sin

embargo, cuando se les pidié que emplearan métodos diferentes de los algebraicos, se
observo que nunca utilizan “ensayo y error” en forma organizada. Quizas, este hecho los
haga pensar que ¢l usarlas no es un buen camino. El uso de tablas o listas ordenadas en
ningn momento parecié ser importante en la exploracién de algunos casos concretos.
Un hecho consistente en los intentos de solucion fue que, al tratar de realizar algunas
operaciones y no avanzar en la solucidn ello fue importante para que los estudiantes
regresaran y dedicaran mas atencién al enunciado del problema.

Se observé que, en general, los estudiantes no verifican cuando las soluciones que
obtienen cumplen con las condiciones del problema. Tampoco monitorean el curso de las
acciones que emprenden en sus intentos de solucion. En algunos casos, reducen la
evaluacion del proceso a checar si han cometido algiin error en lds operaciones que
realizaron. Esto naturalmente influye que muchas veces propongan soluciones que no
tienen sentido en el problema. Ademas, para los estudiantes parece que sélo cuenta
obtener la solucién por un método y si este método no funciona, entonces lo mas Seguro
es que abandonen el problema. Por ejemplo, al intentar resolver el problema de las
pdginas, la mayoria de los estudiantes seleccionaron el método algebraico, sin embargo
al no poder resolver la ecuacion cuadrética no se les ocurrié trabajar otra forma. Aqui se
tuvo que intervenir para que usaran otro camino, y al tratar de utilizar ensayo'y etror no
consideraron que los niimeros tenian que ser consecutivos aun cuando esta condicién la
habian representado correctamente un poco antes. b
Los resultados mostraron que €l uso de este tipo de problemas ayuda a explorar las
dificultades que los estudiantes experimentan en el proceso de solucién. Una de las
recomendaciones es que problemas que ofrezcan un potencial para que el estudiante
jr discuta las cualidades y potencial de varias estrategias de solucion deben ser una parte

importante en las actividades de aprendizaje. Ademads, es necesario que no solamente se
valore la solucion final que se obtenga, sino que se discutan también las estrategias,
conexiones, y extensiones que se puedan establecer durante el proceso de solucién. Es
; importante también que se valore la forma de comunicar y establecer argumentos
matematicos que soporten las soluciones. Schoenfeld (1988) sugiere que el es-
tablecimiento de un microcosmaos de la prictica matematica en ¢l salon de clases es un
punto esencial para lograr estas metas. En este microcosmos, el estudiante tendré la
oportunidad de expresar y defender sus ideas, especular y establecer conjeturas, reflex-
ionar acerca del potencial de diferentes métodos para resolver problemas, establecer
conexiones, y formular o explorar otros problemas. Asi cuando el estudiante observe que
estas son las actividades importantes durante su experiencia en el aprendizaje, empezaréd
a valorar y practicar lo que los expertos muestran cotidianamente en el quehacer
matematico. _ o

Finalmente, es necesario mencionar que la mayoria de los estudiantes resolvieran los

_— : problemas cuando recibieron cierta direccién. El simple hecho de preguntarles el signi-
ficado de sus respuestas muchas veces fue suficiente para que revisaran y analizaran con
detalle el planteamiento del problema. Algunos, aun cuando inicialmente no fueron
sistematicos al presentar posibilidades o casos, al cuestionarseles acerca del orden, fueron
capaces de mostrar una lista de eventos mas ordenada. En este sentido, fue claro que los
estudiantes tenian los recursos necesarios’ para trabajar los problemas; sin embargo,
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parece que no han desarroliado estrategias que les permitan usar y acceder a tales recursos
eficientemente.

Conclusiones

Un objetivo fundamental en el desarrollo del trabajo fue el explorar las estrategias que
utilizan los estudiantes al resolver problemas con multiples formas de solucién. Las ideas
que de alguna forma les han funcionado en el estudio de las matemdticas no fueron
suficientes para abordar los problemas presentados en el estudio. Aun cuando los
estudiantes tenian los recursos matematicos necesarios para resolver los problemas, en
general, les costd trabajo utilizar tales recursos y asi usarlos eficientemente en ¢l proceso
de solucidn. En la fase inicial, que incluye el encontrar el sentido de! enunciado del
problema, los estudiantes simplemente no le dedican tiempo al analisis de los elementos
y relaciones del problema. En la mayoria de los casos, creen que siempre es mas
conveniente usar algebra que otros métodos aun cuando no logren avanzar por tal camino.
La carencia de un plan de solucién fue evidente en el trabajo de los estudiantes. Un
resultado importante de este estudio es que es necesario que este tipo de problemas
aparezcan frecuentemente en la instruccion. Asi, cuando el estudiante directamente
discuta las cualidades y limitaciones de los diversos métodos, €stos podran valorar y
aceptar que esto es una actividad fundamental en el estudio de las matematicas. Ademas,
este tipo de problemas puede ayudar a los maestros a identificar las dificultades que
los estudiantes muestran al interactuar con los problemas. Como Easly (1977) indica ““los
maestros tendran que entender muy bien el proceso del desarrollo cognitivo y escuchar
y observar a los estudiantes cuidadosamente para tener una idea razonable acerca de qué
clases de operaciones mentales usan al interactuar con los problemas™ (p. 21).

Finalmente, el presente estudio ilustra la importancia de discutir los problemas entre
colegas. Esta discusion ayuda a identificar y categorizar las diversas formas de solucién
de los problemas. Este tipo de actividad también debe promoverse entre los estudiantes
ya que contribuye a desarrollar un punto de vista de las matematicas mas consistente con
el quehacer matemaético (Santos, 1994).
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