ARTICULOS

Aplicacién de la perspectiva
piagetiana a la educacién
matematica universitaria

Resumen

Este reporte es acerca de mi trabajo sobre el desarrollo curricular en el nivel universitario. En este

trabajo me he basado en las ideas de Piaget acerca de la forma como la ensefianza le podria ayudar a

un nifio a aprender, ya que el trabajo de Piaget sobre educacién no se conoce tan bien como el resto

de su obra, comenzaré con una breve introduccién a sus ideas en esta drea y trataré de mostrar de qué

manera forman el fundamento teérico de mis actividades sobre el desarrollo curricular. Entonces me

concentraré en reformular las ideas de Piaget sobre la educacién para aplicarlas en el nivel universita-
rio. En lo que resta describiré de manera mis detallada.este método pedagégico y las investigaciones

en las que estd basado. Comenzaré con algunos ejemplos de las respuestas de los estudiantes a una

pregunta en una entrevista sobre el orden de los elementos de un grupo. Trataré de mostrar c6mo

esto motiva el desarrollo de una perspectiva tedrica que puede usarse con el fin de dar sentido a esas

respuestas. Después de una discusién general de las caracteristicas de una teorfa del aprendizaje,

explicaré. la perspectiva teérica, basada en mi interpretacién de las ideas de Piaget, con la cual tra-
bajo. Por ltimo, daré algunos ejemplos de las tareas en computadora que pueden aparecer en estas

actividades.

Abstract: This report describes my wotk on the curmricular development in college level. It is based
upon the Piaget ideas about the way the teaching can help a child to leamn. As the Piaget’s work
concerning education is not as well known as the other areas of his work, I begin with a brief intro-
duction to his ideas about that freld, and I will show how they form the foundation of my activities in
curricular development. Then I concentrate myself in the reformulation of Piaget ideas on education
for applying them in the college level. Next I will describe in detail this pedagogical method and
the researches upon which it is based. I begin with some examples of the sudent’s answers to a
questions in an inferview about the order of the elements in a group. I will demonstrate how that
action motivates the development of a theoretical perspective usable to give sense to those answers.
Following a general discussion of the characteristics of a learning theory, 1 explain the theoretical
view based on my own interpretation of Piaget ideas used in my work. Finally, I give some examples
of computer tasks which appear in these activities.

Ed Dubinsky
Georgia State University, EUA
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Introduccién

Piaget no escribi6 mucho acerca de cémo sus teorfas se relacionan con la prictica
pedagégica. Y no fue por falta de interés en el tema (de lo poco que escribié queda cla-
ro que tenfa un gran interés en la educacién). Mas bien, su reticencia parecfa provenir
de cierta desconfianza en la pedagogia, al menos como se practica en las escuelas
tradicionales. En un articulo ([23]), en el cual relaciona su trabajo con las-ideas de
Vygotsky (con el cual estd mucho més de acuerdo que lo que en general se piensa),
expresa el punto de vista de que las escuelas tienden a pasar por alto el uso que podrfa
darse al desarrollo espontdneo del nifio y que la educacién suele inhibir ese desarrollo.
Mi4s aidn, Piaget sentia que la prictica educativa existente podria ser daiiina para el
desarrollo intelectual.

“En algunos casos... los premios de la instrucci6n se presentan demasiado pronto o
demasiado tarde, o de una manera que evita la asimilacién porque no se ajusta a las
construcciones esponténeas del nifio. Por ello, el desarrollo del nifio se ve obstruido, 0
mds aiin, desviado hacia la infecundidad (énfasis afiadido)... » (op. cit., p. 246).

No obstante que Piaget rechazé mucho de la educacién tradicional, tenfa algunas
cosas que decir acerca de la forma como la ensefianza le podria ayudar a un nifio a apren-
der, y es sobre esas ideas que he basado mi trabajo sobre el desarrollo curricular en el
nivel universitario y que es el tema de este reporte. ‘ '

Ya que el trabajo de Piaget sobre educacién no se conoce tan bien como el resto de su
obra, comenzaré con una breve introducci6n a sus ideas en esta 4rea y trataré de mostrar
de qué manera forman el fundamento te6rico de mis actividades sobre el desarrollo
curricular. El desarrollo de esta teorfa procede del anlisis de datos de estudiantes que
estdn tratando de entender conceptos matemdticos. Es una teoria constructivista y se
centra en una pedagogia cuyo objetivo es conseguir que los estudiantes hagan ciertas
construcciones mentales muy especificas. Explicaré la parte principal de esta estrategia
pedagégica y daré ejemplos de c6mo las actividades de computaci6n se utilizan para
lograr que los estudiantes hagan dichas construcciones.

En este articulo no reportaré los resultados de esta investigacion y el desarrollo
curricular; en lugar de ello citaré, donde sea apropiado, los articulos mds importantes
publicados.

1. Los escritos de Piaget sobre la educaciéon

Comparado con el volumen total de su trabajo (cerca de 50 libros y mé4s de 300 articu-
los), Piaget s6lo escribié alrededor de 6 articulos y dos libros sobre educacién. Sin em-
bargo, su trabajo representa una contribucién sustancial al pensamiento pedagégico y en
este articulo, no puedo dar més que algunos ejemplos representativos de lo que Piaget
ha dicho sobre la materia. Espero que en un futuro alguien produzca un estudio mds
completo del pensamiento de Piaget sobre la educacién. Para ayudar en este esfuerzo,
en las referencias al final de este articulo incluyo las publicaciones que, pienso, repre-
sentan el trabajo de Piaget en educaci6n.
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1.1. Los limites de la pedagogia

Quiz4 una de las razones por la cual Piaget escribié tan poco sobre educaci6n fue que
se percatd de las limitaciones de la pedagogfa. Como se indic6 antes, é] sentfa que el
aprendizaje en la escuela tradicional podia ser incluso una influencia negativa en el de-
sarrollo intelectual. Por ejemplo, puede ser que la manera en que se ensefian los pro-
cedimientos formales tiende a evitar que el nifio construya su propia comprensién de los
mismos. En particular, se oponfa a la utilizacién de exdmenes por considerarlos una
«verdadera plaga de la educacién» ([22], p. 73). De manera similar, estaba preocupado
por la ensefianza por “transmisi6n oral», ya que sentia que s6lo podia ser efectiva si era
preparada mediante una actividad de parte del estudiante (op. cit., pag. 129).

Piaget también se preocupaba por lo poco que sabemos sobre los efectos a largo
plazo de la educacién ([17], pp. 696-697). El sentia que lo que los nifios aprendian en la
escuela no 1o retenian por mucho tiempo y que su conocimiento podfa adn retroceder
con el tiempo ([22], p. 93). Es importante que la educaci6n no trate de realizar lo que
es imposible y que se centre en lo que puede hacer. Hay, segin Piaget, un orden fijo del
desarrollo de las estructuras mentales mayores ([21], p. 179) y estaba convencido de que
la pedagogia no puede cambiar esto. Puede acelerar varios aspectos de este desarrollo,
pero Piaget también sospechaba que habfa un ritmo 6ptimo de desarrollo ([19], p. 21} y
que en lugar de sélo tratar de hacer que todo ocurra tan rdpido como sea posible, los
maestros deben de buscar, y hacer resonancia con el ritmo que sea més natural para sus
estudiantes. Quiz4 Piaget se oponfa sobre todo a lo que segiin se dice, €1 llamé el “problema
americano”, el cual consiste en un futil intento por aumentar y acelerar el desarrollo
intelectual mediante entrenamiento directo en las tareas que Piaget utiliz6 para locatizar
dénde estaban los nifios en el progreso de su desarrollo ([14], p. 173).

Por dltimo, Piaget consideraba que el énfasis en la escuela tradicional sobre la
ensefianza por asociacién, en lugar de mediante asimilacién ([16], p. 185) era una de las
razones por las cuales no se utilizaban los desarrollos espontdneos de los nifios ([23],
pp- 244-346).

1.2. Desarrollo intelectual

Uno de los temas m4s importantes en el influyente trabajo de Piaget y Garcia ([24]) es
que la historia del desarrollo intelectual no trata sobre la adquisicién de porciones
especificas de conocimiento sino, mds bien, tiene que ver con el surgimiento de me-
canismos poderosos mediante los cuales un individuo aumenta su habilidad para enten-
der situaciones complejas. Estos mecanismos incluyen la abstraccién reflexiva, las
dicotomias asimilacién/acomodacién y desequilibracién/reequilibracién y la tricoto-
mfa intra, inter y trans (op. cit.). De manéra més especifica, el entendimiento conceptual
de un fenémeno matematico pasa a través de concepciones de acciones, procesos y ob-
jetos y estos entendimientos estdn coordinados en esquemas que se utilizan para tratar
con estos fenémenos ([22], pp. 95, 103, {17], p. 704, {18], p. 81). g

El desarrollo de estos mecanismos ocurre, hasta cierto punto, de manera espontdnea
como un resultado de la maduraci6n, pero sélo en presencia de experiencias apropia-
das y, como Piaget sefialaba en muchas ocasiones, bajo la influencia de la interaccién
social ([22], pp. 98, 129, [23], p. 247, [16], p. 178).
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1.3. ;Qué puede hacer Ia pedagogia?

Cuil es entonces, segiin Piaget, el papel de la pedagogfa en el desarrollo intelectual y el
aprendizaje que se deriva de ella? En términos generales, es el de cooperar con los
mecanismos de aprendizaje y el de ayudar al estudiante a desarrollar, darse cuenta de
ellos e invocarlos de manera consciente. En efecto, aunque los mecanismos se puedan
desarrollar en la mente de un estudiante particular, pude no tener conciencia de ellos y
es posible que no los invoque en una situacién dada ([17], p. 71, {18}, p. 86.). Estaes un
drea en la cual la educacién puede hacer una contribucién.

Desde el punto de vista de Piaget, el maestro debe comenzar con las estructuras
que el estudiante ya ha construido espont4neamente como resultado de los factores que
hemos descrito y ayudar al nifio a relacionarlas con las estructuras matemdticas tal
como el maestro las entiende ([17], p. 72, [19], p. 19, [21], p. 179.). Existen, al menos,
dos maneras mediante las cuales el profesor puede lograr estos objetivos. Una es hacer
participar a los matemdticos. Piaget vefa “... un gran futuro para la cooperacién entre
psicélogos y matematicos trabajando sobre un método verdaderamente moderno para
ensefiar ... matematicas”. Otra es escuchar realmente a los nifios y poner atencién tanto a
lo que dicen como al razonamiento que puede estar detrés de sus palabras ([20], p. 24).

Piaget ofrecié un programa general para la educacién desde preescolar hasta
preparatoria.

“El entrenamiento en matemdticas se debe preparar, comenzando en el Jardfn de ni-
fios, mediante una serie de ejercicios relacionados con la l6gica y los niimeros, las lon-
gitudes y las superficies, etc., y este tipo de actividades concretas se debe desarrollar
y enriquecer constantemente de una manera muy sistem4tica durante toda la escuela
elemental, para cambiar poco a poco, al inicio de la educacién media, hacia experimen-
tos fisicos de mecdnica elemental. En estos términos, la educacién matemética se fun-
damenta estrictamente en su ambiente natural de equivalencia de objetos y dard una
visién completa a la inteligencia que pudo haber quedado puramente verbal o escrita”.
([22], p. 194.).

La principal estrategia para lograr esto, segtn Piaget ([18], p. 85, [23], p. 246, [14],
p- 174) consiste en que los maestros creen situaciones que faciliten el descubrimiento
o invencién por parte del nifio de las ideas matemdticas y que presenten ejemplos
desequilibrantes de tal manera que el nifio desarrolle ideas nuevas con objeto de
reequilibrar.

Por iltimo, Piaget sugiri6 recomendaciones pedagégicas que quedaron insertadas
en las recomendaciones de la Oficina Internacional de Educacién y en la UNESCO
([17], p. 703).

*  Guie al estudiante a que forme sus (sic) propias ideas y descubra relaciones y
propiedades matemdticas por s{ mismo, en lugar de imponerle el pensamiento de’
adulto ya elaborado.

*  Asegiirese que ha adquirido los procesos y las ideas operacionales antes de introdu-
cirlo al formalismo. :

* No confie al automatismo ninguna operacién que no se haya asimilado.

* Asegiirese que el estudiante adquiera primero experiencia con las entidades y rela-
ciones matemiticas para después iniciarlo en el razonamiento deductivo.

« Extienda la construccién deductiva de las matemadticas de manera progresiva.
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« Ensefie al estudiante a plantear los problemas, establecer datos, explotarlos y sopesar
los resultados.

«  Dé preferencia a la investigaci6n heuristica de problemas en lugar de la exposicién
doctrinaria de teoremas.

« Estudie los errores que cometen los estudiantes y véalos como un medio para en-
tender su pensamiento matematico. ‘

+  Entrene a los estudiantes en la prictica de la verificacién personal y la auto-correccién.

+ Infunda gradualmente en los estudiantes el sentido de aproximacién.-

* Dé prioridad a la reflexién y al razonamiento. '

2. De Piaget a las situaciones del
nivel universitario

En lugar de tratar de extender todo lo que dijo Piaget sobre el desarrollo de la inteligen-
cia y la educacién, mi forma de trabajo ha consistido en buscar entre las obras de Piaget
aquellas ideas que mi experiencia y, subsecuentemente, mis investigaciones sugieren
que son aplicables, posiblemente después de alguna revisi6n, a las situaciones del nivel
universitario. En el caso del desarrollo intelectual, esencialmente he tratado de hacer esto
en dos trabajos anteriores ({7, 8]). En este articulo, me concentro en reformular las ideas
de Piaget sobre la educaci6n para aplicarlas en el nivel universitario.

Una dificultad seria para hacer esta transicién estriba en que en la teoria de Piaget el
entendimiento conceptual tiene su fuente en la manipulacién de los objetos fisicos. Con-
forme el nivel matemético de los conceptos aumenta, es necesario, segiin Piaget, cons-
truir objetos nuevos, no més fisicos sino mentales, y manipularlos con objeto de construir
las ideas matemdticas (véase por ejemplo, Beth and Piaget {2] and Dubinsky [10]). Un
problema importante en la educacién matemdtica es hallar sustitutos apropiados para los
objetos fisicos. En mi trabajo, la computadora se ha utilizado con este propdsito.

Otro obstéculo al acercamiento piagetiano en niveles superiores de las mateméticas
es que una buena parte de sus ideas esté relacionada con el desarrollo esponténeo.
Nuevamente, conforme el nivel de sofisticacién aumenta, hay menos y menos de esto.
En consecuencia, el papel del maestro de crear situaciones que fomentaran los desarro-
llos que deben darse se vuelve aiin més importante de lo que es en los niveles elemen-
tales sobre los cuales Piaget concentr6 su atencion.

La siguiente es una lista de aquellas ideas de Piaget sobre educacién, tomadas de la
lista precedente, que he tratado de implementar en la investigacién y desarrollo del traba-
jo que yo realizo.

e Concentrarse en los mecanismos mediante los cuales se lleva a cabo el desarrollo
intelectual. Estos incluyen la abstraccién reflexiva y la dicotomfa desequilibracién/
reequilibracién.

 Ayudar a los estudiantes a construir acciones, a interiorizarlas en procesos y a encap-
sularlos, en objetos. 4

* Ayudar a los estudiantes a tomar conciencia de las estructuras que han construido, a
conectarlas con los conceptos matemdticos y a hacer construcciones adicionales
para tratar con situaciones nuevas. v

- Cambiar el papel del maestro de diseminador de informaci6n a guia y asistente.
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* Prestar atencién a la.s voces de los estudiantes, a sus errores y a sus éxitos y triar de
entender su pensamiento. '

¢ Crear situaciones que alienten a los estudiantes a hacer construcciones mentalespara
tratar con las situaciones de los problemas matemticos,

¢ Permitir que los estudiantes construyan bases sobre Ia experiencia para los conceplos
antes de enfrentar el formalismo que estructura log conceptos.

* Dar alos estudiantes una oportunidad de descubrir los conceptos matemadticos antes
de que les sean explicados, ya sea por otros estudiantes o por el maestro.

*  Establecer un ambiente en el cual los estudiantes tengan oportunidad de interacciones
sociales ricas, tanto con otros estudiantes como con el maestro.

Mi método pedagégico tiene tres componentes principales que se utilizan con el fin de
lograr estas metas: investigacién en el aprendizaje, el ciclo de ensefianza ACE y el
aprendizaje cooperativo.

Investigacién en la ensefianza. Los estudios son principalmente cualitativos, in-
cluyendo entrevistas a fondo con los estudiantes sobre cémo estdn pensando conforme
se esfuerzan para dar sentido a una situacién matematica.

Ciclo de ensefianza ACE. La estructura de los cursos es un ciclo con tres componen-
tes: actividades con la computadora en un laboratorio, trabajo en clase sobre proble-
mas relacionados con las actividades con la computadora y discusi6n de estos problemas
y sus soluciones; y ejercicios con objeto de reforzar lo que se ha aprendido y sefialar el
trabajo futuro.

Las actividades de computadora consisten principalmente en la implementacién de
varios conceptos mateméticos en la computadora y de uso en la solucién de problemas,
estas actividades se presentan a los estudiantes en forma de tareas que conducen a la
desequilibracién y les dan una oportunidad de construir una base de experiencias para
los conceptos mateméticos y para descubrir ideas matemiticas especificas. El éxito en
estas tareas conduce a la desequilibracién.

Estas actividades est4n disefiadas de tal manera que, como resultado de realizarlas, o
aun de intentarlas, el estudiante haga abstracciones reflexivas mediante las cuales se
efectuian las construcciones mentales de acciones, procesos y objetos apropiados.

El trabajo de solucién de problemas en el sal6én de clases continda a esta actividad
y las discusiones ayudan a los estudiantes a reflexionar sobre las computadoras y las
actividades del sal6n de clases de manera que puedan llegar a tener consciencia de
las estructuras que est4n construyendo.

Aprendizaje cooperativo. Los estudiantes realizan todo este trabajo, incluyendo
sus tareas y algunos de sus exdmenes, en grupos cooperativos permanentes (a lo largo
del curso) de trabajo. Esto proporciona un ambiente de interaccién social que puede
mejorar la maduracién de su entendimiento (y hay una investigacién que atestigua este
efecto {27]). :

En este sistema pedagégico, el papel del maestro comienza a moverse de ser la figu-
ra central de toda la actividad hacia ser una componente del ambiente total de aprendi-
zaje. Fl o ella tiene un papel de gufa, facilitador, creador de situaciones y asesor, pero le
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toca al estudiante la responsabilidad basica de aprender y hacer las construcciones men-
tales requeridas.

En lo que resta de este articulo, describiremos de manera ms detallada este método
pedagdgico y las investigaciones en las que estd basado. Comenzaré con algunos ejemplos
de las respuestas de los estudiantes a una pregunta en una entrevista sobre el orden de
los elementos de un grupo. Trataré de mostrar c6mo esto motiva el desarrollo de una
perspectiva tedrica que ﬁuede usarse con el fin de dar sentido a esas respuestas. Después
de una discusi6n general de las caracteristicas de una teoria del aprendizaje, explicaré la
perspectiva tedrica, basada en un interpretacién de las ideas de Piaget, con la cual traba-
jo. Por tltimo, consideraré el ciclo ACE de nuevo y daré algunos ejemplos de las tareas
en computadora que pueden aparecer en estas actividades.

3. Las voces de los estudiantes

La pedagogfa que se describe en este ensayo se usé en un curso de dlgebra abstracta en
una universidad publica grande en un estado en el centro de Estados Unidos. Los estu-
diantes no eran excepcionalmente buenos y aunque muchos de ellos se estaban preparan-
do para ser maestros de matemdticas de secundaria, bastantes entre ellos parecian
atemorizados por la materia y la mayorfa tenfa absoluta falta de confianza en su habilidad
para hacer algo mds que seguir de cerca los pasos de un algoritmo.

Se entrevist6 a fondo a los estudiantes poco después del final del curso en una serie
de preguntas que incluian la siguiente:

Suponga que G es un grupo conmutativo con un elemento de orden 2 y un elemento
de orden 3. ;G debe tener un elemento de orden 6? Pruebe esto o dé un contracjemplo.
(Qué pasaria si se reemplazaran 2 y 3 por otros niimeros?

Aunque la mayoria de la clase contest6 bastante bien a esta pregunta, hubo gran
diversidad en los logros y los siguientes cuatro extractos son representativos de las
respuestas que se€ encontraron.

La primera, de Nathan, no fue muy exitosa. Escribié una coleccion de simbolos tales
como a, bbb, a’b sin ninguna coherencia aparente. El entrevistador le pidié que explicara
qué estaba haciendo y €l respondi6 lo siguiente.

Um. No estaba muy seguro. Bueno, usted sabe, si se tiene un elemento 2 por 3 es 6,
bien, entonces tendra... Verd cémo hice la conexién, ;correcto? Cémo puedo hacer esta
conexién 2 por 3 es 6, correcto. Asf se tenia a por a 'y bbb. Y si se multiplica, se obtiene
un elemento que estd ahi, pero no necesariamente en orden. Bueno, no, de acuerdo.
Sabemos que e por e es e, as{ que a por a por b por b por b debe ser e. Este es un ele-
mento de orden 5, ;no es asi? y este no es el mismo elemento. Entonces... Nathan no
progresé mds en el problema.

El siguiente estudiante respondié de manera similar, pero empezé a organizar sus
actividades escribiendo expresiones tales como a, a* = e, b, b%, b* = e y ab, a?b?,
ab® = a,a’h = b,ab*, a’h® = e.

El reconocié que esto significa que existe un elemento cuya sexta potencia es la
identidad. ’

Ted: ab por ab al cuadrado, porque es conmutativo, g al cuadrado, b al cubo que
es e ... Porque a al cuadrado es e y b al cubo es e.
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E: Bueno, te estoy siguiendo. Asi que, la pregunta es, ;debe haber un elemento
de orden seis?
Ted: Bueno, ya sabemos los 6rdenes de éstos, b al cuadrado, b al cuadrado por b

al cuadrado es b a 1a cuarta que es b al-cubo veces, 2b al cubo por b, el que
da e por b por b al cuadrado, asf que multiplicamos esto por otro b al cua-
drado ... y esto serd b al cubo que es e. Asf que el orden es tres.

Ted: Um, ab por ab es igual al cuadrado b cuadrado y sabemos que a cuadrado
es e asi que debe ser b cuadrado por ab... es por ab es ab al cubo que es lo

mismo que 4, multiplicado por ab es a al cuadrado b que es b.
E: (Entonces cudl es su conclusién?

Ted: Tiene que tener un elemento de orden seis.

Ted no demostrS que 6 es la menor potencia de ab que da la identidad, asf que tuvo
éxito con la mitad del problema.

Ahora veamos un estudiante, Mitch, quien resolvi6 el problema para los 6rdenes 2, 3.

M: Obviamente esta serd la razén por la cual funciona es , um, ... tendré que ser
¢, irds hasta all4, supongo, como que ambos son iguales a e y no te sobra ni a
ni b.Y esa es larazén por la que tiene que existir; es decir, s, tiene que exis-
tir, porque de otra manera no tendrds a por b, um, y eso no seré igual a la
identidad, hasta que a um, sea igual a la identidad y b y ne a mismo, pero,
um, a por ella misma es igual a la identidad.

Aunque reconoce que la solucién es el minimo comiin muiltiplo de 2, 3, jno es ca-
paz de usar este hecho para resolver el problema para dos elementos de orden arbitrario!
Por iltimo, tenemos una estudiante, Jocelyn, quien resolvié el problema para el caso
general y dio la siguiente explicaci6n que es una descripcion bastante madura y comple-
ta de la situacién matematica. -

I Bien, tenemos a con cierto orden, lo que significa el ndmero de veces que
debemos multiplicar el elemento por él mismo para obtener la identidad. Y
b tiene otro cierto orden; es decir, el nimero de veces que se debe multipli-
car para volver al otro. Asi que si juntamos ab y tomamos potencias de
ab... Es como tener un cierto, no, a tiene un cierto orden y & tiene un cierto
orden, asf que se toma ab veces el mismo. Por ello vas a llegar a un punto
donde a regresa ciclicamente a la identidad y, td sabes, b puede tener un
orden mds grande, por lo tanto, permanecer4 con orden mds grande hasta que
regrese a la identidad, mientras hace esto a recorre su ciclo y... asi va a lle-
garse a un punto en el que coincidan. Y ese serd el minimo comin miltiplo.

4. El sentido que tienen las
respuestas que tienen sentido

Estas respuestas generan dos preguntas relacionadas:
(Cémo podemos explicar estas diferencias en el desempefio de los estudiantes?
¢ Qué se puede hacer para eliminar las diferencias?
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A la primera pregunta hay muchas respuestas posibles: Los estudiantes pueden tener
diversas habilidades y por ello algunos tienen més éxito que otros. Se ha sugerido que
los estudiantes fracasan o no tienen éxito debido a que las explicaciones en clase no
fueron suficientemente buenas. Adems4s, muchos han pensado que el hecho de que una
pregunta esté fuera de contexto explica por qué algunos estudiantes tienen dificulta-
des con ella.

Las respuestas a la primera pregunta implican que existen posibles soluciones: se
debe preparar mejor a los estudiantes en los cursos previos al dlgebra abstracta; se deben
dar clases mejores y més motivantes y los problemas se deben formular a partir de
situaciones reales.

No tenemos una cantidad suficientemente grande de datos de investigacién acerca de
estas explicaciones o de las soluciones correspondientes, pero estoy convencido, basa-
do en mé4s de 40 afios de enseiiar en la universidad, que este punto de vista es inadecuado
Yy que es necesario buscar explicaciones y soluciones basadas en lo que podria estar
sucediendo en la mente de los estudiantes. En mi opinién, la manera de hacerlo es a
" través del desarrollo de una teorfa o de una perspectiva tedrica.

5. Caracteristicas de una
teoria del aprendizaje

(Qué caracteristicas debe tener una buena teorfa? Debe ser coherente y parsimoniosa,
generalizable y predictiva, aplicable y efectiva.

Una teoria debe ser coherente en cuanto a que proporcione un lenguaje razonable
para comprender los datos. Los conceptos importantes que la teorfa usa deben tener
definiciones que sean operacionales en el sentido de que sea posible que otras personas
diferentes al investigador inicial apliquen estos términos. Nada que no sea esencial debe
estar en la teorfa, y cuando haya dos explicaciones competitivas se debe dar preferencia

"a la més sencilla.

Cuando una explicacién tedrica no es vélida Gnicamente para un conjunto de
estudiantes dados o un t6pico en particular no es valioso. Una buena teorfa debe proveer
herramientas que puedan usarse en una amplia variedad de situaciones. Estas herramien-
tas también deben predecir las dificultades. que los estudiantes puedan tener. Dicha
predictibilidad no es s6lo una caracteristica apreciable de la teorfa, sino proporciona
también una manera para estimar su valor.

Debe ser posible aplicar una teorfa para disefiar tratamientos instruccionales y éstos
deben ser efectivos para mejorar el aprendizaje de los estudiantes.

En las secciones siguientes presentaré y describiré una perspectiva teérica particular
y algunos aspectos pedagégicos que se derivan de ella.

6. Una perspectiva teérica

Comenzaré la discusi6n te6rica con una afirmacién sobre la naturaleza del conocimien-
to matematico y su desarrollo en un individuo.

; El conocimiento matematico de un individuo es su tendencia a responder ante situa-
~ ciones matemdticas probleméticas reflexionando sobre ellas en un contexto social y
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: A la primera pregunta hay muchas respuestas posibles: Los estudiantes pueden tener
diversas habilidades y por ello algunos tienen més €xito que otros. Se ha sugerido que

, los estudiantes fracasan o no tienen éxito debido a que las explicaciones en clase no

. fueron suficientemente buenas. Ademds, muchos han pensado que el hecho de que una

. pregunta esté fuera de contexto explica por qué algunos estudiantes tienen dificulta-
des con ella.

Las respuestas a la primera pregunta implican que existen posibles soluciones: se
debe preparar mejor a los estudiantes en los cursos previos al dlgebra abstracta; se deben

" dar clases mejores Yy més motivantes y los problemas se deben formular a partir de
situaciones reales.

No tenemos una cantidad suficientemente grande de datos de investigacion acerca de
estas explicaciones o de las soluciones correspondientes, pero estoy convencido, basa-
do en més de 40 afios de ensefiar en la universidad, que este punto de vista es inadecuado
y que es necesario buscar explicaciones y soluciones basadas en lo que podria estar
sucediendo en la mente de los estudiantes. En mi opini6n, la manera de hacerlo es a
través del desarrollo de una teorfa o de una perspectiva tedrica.

5. Caracteristicas de una
teoria del aprendizaje

{Qué caracteristicas debe tener una buena teoria? Debe ser coherente y parsimoniosa,
generalizable y predictiva, aplicable y efectiva.

Una teoria debe ser coherente en cuanto a que proporcione un lenguaje razonable
para comprender los datos. Los conceptos importantes que la teorfa usa deben tener
definiciones que sean operacionales en el sentido de que sea posible que otras personas
diferentes al investigador inicial apliquen estos términos. Nada que no sea esencial debe
estar en la teoria, y cuando haya dos explicaciones competitivas se debe dar preferencia

"a la més sencilla.

Cuando una explicacién teérica no es vdlida dinicamente para un conjunto de
estudiantes dados o un t6pico en particular no es valioso. Una buena teoria debe proveer
herramientas que puedan usarse en una amplia variedad de situaciones. Estas herramien-
tas también deben predecir las dificultades. que los estudiantes puedan tener. Dicha
predictibilidad no es sélo una caracteristica apreciable de la teoria, sino proporciona
también una manera para estimar su valor.

Debe ser posible aplicar una teorfa para disefiar tratamientos instruccionales y éstos
deben ser efectivos para mejorar el aprendizaje de los estudiantes.

En las secciones siguientes presentaré y describiré una perspectiva teérica particular
y algunos aspectos pedagdgicos que se derivan de ella.

6. Una perspectiva tedrica

Comenzaré la discusi6n tedrica con una afirmacién sobre la naturaleza del conocimien-
to matematico y su desarrollo en un individuo.

El conocimiento matemdtico de un individuo es su tendencia a responder ante situa-
ciones matemadticas problemiticas reflexionando sobre ellas en un contexto social y
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construyendo o reconstruyendo acciones, procesos y objetos matemdticos y organizén-
dolos en esquemas con el fin de manejar las situaciones.

Hay muchos elementos de 1a labor educativa que se tocan en esta afirmacién. Por
ejemplo, el término tendencia se refiere al hecho de que es muy frecuente que a un es-
tudiante se le plantee una pregunta, digamos en un examen, o en clase,y es posible que
parezca que no sabe la respuesta. Sin embargo, m4s adelante (sin que haya ninguna
experiencia de aprendizaje detectable entre tanto), o aun en una fecha anterior, el estu-
diante puede dar una respuesta perfectamente razonable. ¢Coémo calificariamos este
desempefio? De acuerdo, no debe obtener “la calificacién completa” porque esto se debe
reservar para el caso en que se da una buena respuesta en cualquier momento. Pero el
estudiante no debe obtener cero porque esto se debe reservar para el caso en que el es-
tudiante nunca da una respuesta razonable. Algo intermedio, no hay duda, pero, ;d6nde?
Y (qué implicaciones tiene esto para los exdmenes? Si un estudiante tendr4 un desem-
pefio muy diferente en intentos sucesivos y el examen sélo permite un intento, ;c6mo
refleja la calificacién el hecho de que en un segundo intento el estudiante podria ha-
cerlo mucho mejor-o mucho peor?

Otros puntos de esta afirmacién son més ficiles de manejar. La idea completa de
“situaci6én problemdtica” se relaciona con la dicotomia desequilibracién/reequilibra-
cion. El estudiante debe ver el problema en la situacién y ser perturbado por éste cuan-
do el aprendizaje se estd llevando a cabo. El contexto social se refiere, al menos, al
papel del aprendizaje cooperativo. Pero la componente mds importante de esta afirma-
Cibn, y la que la hace especifica a las matemadticas, es la parte sobre las construcciones
especificas y ahora regreso a ello. ‘

7. Construcciones para el
conocimiento matematico

Comentaré, con un poco de més detalle, la construccién de acciones, procesos y objetos
que se mencionaron anteriormente. El esquema general de estas construcciones sé ilus-
tra en la Figura 1.

Interiorizacién

accién de
objetos

OBJETOS PROCESOS

Encapsulacion
Desencapsulacién

Figure 1. Construccién de acciones, procesos, objetos
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Accién. Una accién es una transformacién de objetos que el individuo percibe
como algo que es hasta cierto punto externo. Es decir, un individuo cuyo entendimiento
de una transformacién est4 limitado a una concepci6n de accién puede realizar la trans-
formacién dnicamente reaccionando a indicaciones externas que le proporcionan deta-
lles precisos sobre qué pasos dar.

Por ejemplo, un estudiante que no es capaz de interpretar una situacién como una
funci6én a menos que tenga una (dnica) férmula para calcular valores estd restringido a
un concepto de acci6n de una funcién. En tal caso, el estudiante es incapaz de hacer
gran cosa con esta funcién, excepto evaluarla en puntos especificos y manipular la fér-
mula. Las funciones con el dominio partido, las inversas de funciones, la composicién
de funciones, los conjuntos de funciones, la nocién de que la derivada de una fun-
cién es una funcién y la idea de que la solucién de una ecuaci6n diferencial es una
funcién son todas fuentes de grandes dificultades para los estudiantes. Segin nuestra
perspectiva te6rica, un motivo importante de la dificultad es que el aprendiz no puede
ir m4s all4 de una concepci6én de accién de una funci6n, y todas estas nociones re-
quieren de concepciones de proceso y/o objeto. (véase [3] para una elaboracién de
estas cuestiones.)

Otro ejemplo de una concepcién de accién viene de la nocién de clase lateral (iz-
quierda o derecha) de un grupo en 4lgebra abstracta. Por ejemplo, considere el grupo
modular [Z — {20}, + —{20}] — es decir, los enteros {0, 1,2, ...,19} con la operacién
de suma mé6dulo 20 —y el subgrupo H = {0, 4, 8, 12, 16} de los miiltiplos de 4. Como
se ve en [13], no es muy dificil para los aprendices trabajar con clases laterales tales
como?2 + H = {2,6, 10, 14, 18} porque est4n formadas, ya sea por una lista explicita
de los elementos obtenidos al sumar 2 a cada elemento de H, o aplicando alguna regla,
por ejemplo, “empezamos con 2 y le sumamos 4", o una condicién explicita tal como,
“el residuo de la divisién entre 4 es 2”. La comprensién de una clase lateral, como el
conjunto de operaciones que se realizan de hecho para obtener un conjunto definitivo
es una concepcién de acci6n. Se necesita algo mds para trabajar con clases laterales en
un grupo tal como S_n, el grupo de todas las permutaciones de n objetos, en el que no
hay férmulas sencillas disponibles. Aun en el caso de la situacién més elemental de
Bbb _n, los estudiantes que no tienen més que una concepcién de accién tendrén di-
ficultades cuando razonan sobre clases laterales (tales como contarlas, compararlas,
etc.) En el contexto de nuestra perspectiva tedrica, estas dificultades estdn relacionadas
con la inhabilidad de los estudiantes para interiorizar estas acciones y en procesos, o
encapsular los procesos en objetos.

Aunque la concepci6n de accién es muy limitada, las acciones marcan el principio
crucial del entendimiento de un concepto. Por lo tanto, nuestro acercamiento pedagégico
basado en una teoria de aprendizaje comienza con actividades disefiadas para ayudar a
los estudiantes a construir acciones.

Proceso. Cuando una accién se repite y el individuo reflexiona sobre ella, puede
interiorizarse en un proceso. Es decir, se realiza una construccién interna que ejecuta
la misma accién, pero ahora no necesariamente dirigida por un estfmulo externo. Un
individuo que tiene una concepcién de proceso de una transformacién puede reflexio- '
nar sobre, describir, o-4ncluso invertir los pasos de la transformacién sin realizar en rea-
lidad dichos pasos. En contraste con una accién, el individuo percibe el proceso como
algo interno, y bajo su control, en lugar de algo que se hace como respuesta a sefia-
les externas.
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En el caso de las funciones, una concepcién de proceso Permite al sujeto pensar en
una funcién como algo que recibe una o m4s entradas, o valores de las variables inde-
pendientes, que realiza una o mds operaciones sobre las entradas Y que regresa las
salidas, o los valores de las variables dependientes, como resultado, Por ejemplo, para
entender una funcién tal como la dada por sen(x), se requiere una concepcién proceso
del concepto de funcién porque no se cuénta con instrucciones explicitas para obtener
una salida para una entrada dada; con el fin de calcular la funcién, uno debe imaginar el
proceso de asociar un niimero real con su seno. v

Con una concepcién de proceso de funcién, un individuo puede ligar dos o més
procesos para Construir una composicién o invertir el proceso para obtener funciones
inversas [3].

En élgebra abstracta, una comprensi6n proceso de las clases laterales incluye el pen-
sar en la formacién de un conjunto mediante la operaci6n de un elemento fijo con todos
los elementos de un subgrupo particular. Otra vez, no es necesario realizar las operacio-
nes, sino s6lo pensar en que se realizan. Asf, con una concepcién proceso, se pueden
formar clases literales en situaciones en las que no se dispone de férmulas. (Ver, por
ejemplo, [13].)

Objeto. Cuando un individuo reflexiona sobre las operaciones aplicadas a un proce-
so en particular, toma conciencia del proceso como un todo, realiza aquellas transforma-
ciones (ya sean acciones o procesos) que pueden actuar sobre €I, y puede para construir
de hecho esas transformaciones, entonces estd pensando en este proceso como un objeto.
En este caso, decimos que el proceso ha sido encapsulado en un objeto.

En el curso de la realizacién de una accién o un proceso sobre un objeto, suele ser
necesario desencapsular y regresar el objeto al proceso del cual se obtuvo con el fin de
usar sus propiedades al manipularlo.

Es fécil ver c6mo la encapsulacién de procesos en objetos y la encapsulacién de
objetos de regreso a procesos aparece cuando se piensa en la manipulacién de funcio-
nes como encontrar la suma, el producto, o cuando se forman conjuntos de funciones.
En el contexto del dlgebra abstracta, dado un elemento x y un subgrupo H de un grupo
G, si un individuo piensa en forma general sobre la clase lateral (izquierda) de x médu-
lo H como un proceso en el que se opera 20 sobre cada elemento de H, este proceso se
puede encapsular en un objeto xH. Asi, se pueden nombrar las clases laterales, se pueden
efectuar operaciones sobre ellas ([13]), y muchas otras acciones sobre las clases late-
rales de H, como contar su nimero, comparar su cardinalidad y verificar su intersec-
cién pueden tener sentido para el individuo. El pensar sobre el problema de investigar
dichas propiedades requiere de la interpretacién de las clases laterales como objetos,
mientras que la bisqueda real requiere que estos objetos sean desencapsulados en la
mente del individuo, de tal manera que sea posible usar las propiedades del proceso
del que vinieron estos objetos (en este caso, ciertos tipos de formacién de conjuntos).

En general, se considera que la encapsulacién de procesos para obtener objetos es
extremadamente dificil ([24], [25], [26]) y casi ninguna estraiegia pedagégica ha sido
efectiva para ayudar a los estudiantes en situaciones como las funciones o las clases
laterales. Parte de la razén de esta ineficacia es que hay muy poco (o nada) en nuestra
experiencia que corresponda a la realizacién de acciones sobre lo que se interpreta
COMO procesos. '
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8. Caracteristicas de esta teoria

Ahora estamos en una posicién en la que podemos ver c6mo esta perspectiva teérica se
relaciona con caracteristicas mencionadas anteriormente.

Coherente y parsimoniosa. Podemos ver c6mo esta teorfa se puede usar para ex-
plicar los datos presentados en nuestras selecciones de las entrevistas. La cuestién de
la parsimonia tiene una connotaci6én un poco negativa (hay algo que no necesita estar
allf) y subjetiva, asf que dejaremos al lector decidir sobre esta caracteristica.

Para Nathan, la potencia de los elementos y el orden de los elementos estaban
entendidos apenas en el nivel de accién. Podemos observar que €l no estaba capacitado
para razonar sobre ellos.

Ted definitivamente tiene una concepcidn de accién de estas nociones matematicas
y esto le permite llegar a una conclusién que resuelve la mitad del problema. Sin em-
bargo, como él no ha desarrollado una concepcién de proceso de estas manipulaciones
de los elementos de un grupo, no puede revertirlas o pensar sobre la potencia para
considerar la posibilidad de llegar antes a la identidad. Por ello, él no pudo resolver la
otra mitad del problema que consiste en mostrar que 6 es la menor potencia positiva de
ab que es igual a la identidad. ’

Parece claro que Mitch estd efectuando los célculos de las potencias en su mente y
puede pensar en ambas, las reales y las potenciales. Esta es 1a forma en la que resuelve la
otra mitad del problema (“Usted tendr4 que llegar hasta all”’). Pero no puede regresar el
proceso y razonar sobre é] para ver c6mo funciona para elementos a, b de orden arbitrario.

En el caso de Jocely, tenemos una descripcién muy sofisticada del proceso y es
razonable sospechar que ella es capaz de pensar en el proceso como un objeto, el cual
puede ser “indexado” por los valores de los érdenes de a y b.

Generalizable y predictiva. He tratado de ilustrar la generalizacién de esta teorfa,
mostrando c6mo se puede usar en varios contextos matemdticos diferentes, relaciona-
dos por ejemplo, con funciones y grupos. En nuestros estudios de investigacién ({3, 4,
5, 12, 13]), generalmente, presentamos una descripcién de la forma en la que se puede
aprender un concepto basindose en esta teoria —y posteriormente, se revisa después
de analizar las reacciones de los estudiantes y sus dificultades. Aunque los datos suelen
conducir a hacer revisiones importantes de nuestras descripciones, encontramos que, a
menudo, la teoria predice el proceso mental que parece estar en los datos.

Otra indicacién de que la teorfa es generalizable se tiene en que muchos otros
investigadores han podido usar este lenguaje.

Aplicable y efectiva. En las dos secciones siguientes veremos c6mo se aplica esta
teorfa al desarrollo de métodos pedagdgicos. Para su efectividad remito al lector a los
estudios reportados ([3, 4, 6, 11]).

9. Una estfategia pedagdgica

Ya he descrito el ciclo de ensefianza ACE, que estructura la propuesta pedagégica deri-
vada de nuestra teorfa. La parte mds importante de este sistema son las actividades con
la computadora, las cuales estdn disefiadas para hacer que los estudiantes efectien las
construcciones especificas de acciones, procesos y objetos contenidos en la teorfa, cuan-
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do ésta aplica a los conceptos particulares en cuestién. Daré algunos ejemplos de esto
en la siguiente seccién.

Tambi€n se cumplen otras caracteristicas de las teorfas en nuestra pedagogfa. Por
ejemplo, el aprendizaje cooperativo proporciona un medio ambiente social que con-
duce al desarrollo conceptual y el trabajo en grupoé tiende a ayudar a los estudiantes
a considerar métodos alternativos y a hacer conciencia de las estructuras que estdn
construyendo ([27]). El hecho de que sus actividades en 1a computadora requieran del
manejo de problemas que no se han introducido todavia en el curso, da a los estudian-
tes la oportunidad de descubrir los conceptos matematicos y construir su propia mane-
ra de entenderlos. Por dltimo, nuestro sistema de evaluacién permite ex4menes en grupo
y exdmenes sin limite de tiempo con el fin de tomar en consideracién el hecho de que
los estudiantes pueden tener conocimientos y formas de comprensién que no se re-
velan en un examen tradicional.

10. Construcciones por computadora

En esta seccidn daré algunos ejemplos de las construcciones que se pide a los estudian-
tes que hagan en la computadora y describiré c6mo estas construcciones se relacionan
con las acciones, procesos y objetos. El trabajo en la computadora est4 hecho en un len-
guaje de programaci6n llamado ISETL. La sintaxis de este lenguaje es muy parecida a
la notacién matemdtica normal y el lector tendrd poca dificultad para interpretar esta
sintaxis. Si desea mayor informacidn sobre ISETL y su uso en educacién vea [9].

Comenzamos nuestros ejemplos con algunas construcciones relacionadas con los
conceptos elementales de grupo. Se da a los estudiantes s6lo una descripcién vaga de
ciertas situaciones (tales como “el-uSo de una operacién binaria te mantiene en el con-
texto”) y se les pide que escriban un programa en la computadora que verifique si una
operaci6n binaria satisface la condicién. La mayoria de los estudiantes termina con algo
parecido a lo siguiente (aunque no precisamente con estos nombres):

is_closed := func(S, op);

return forall a, b in S| a .op b in S;
end;

is_assoc := func(S, op);

return forall a, b, ¢ in S|
a .op (b .opc) = (a .opb) .op c;
end;

func(S, op);
return arb({ i: i in S|
forall x in S| i .op x = x and x .op i = x});
end;

inv := func(S, op);

return {[a,b] : a,b in Sl a .op b = id };
end;
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Los estudiantes aplican este programa a varios ejemplos que ilustran diversas po-
sibilidades. Luego se les pide que usen las propiedades con el fin de distinguir algunos
de los ejemplos y esto conduce al siguiente programa y a su aplicacién a grupos modu-
lares y grupos de simetrias.

is_group := func(S, op);
return is_closed(S, op) and
is_assoc(S, op) and
is_defined(id(S,op)) and
forall x in S | exists x’ in S | [x,x’] in inv;
end;

z5 := {0..4};
plusb := func(a,b); return (a+b) mod 5; end;
is_group(Z5,pluss) ;

s := [a,b,c,d,e] : a,b,c,d,e in 1,2,3,4,5 | #a,b,c,d,e=5;
comp := func(x,y,); return [x(y(i)) : i imn [1,2,3,4,5] 1; end;
is_group(S5, comp);

Los ejemplos anteriores estdn disefiados para ayudar a los estudiantes a construir las
acciones que correspondan a las propiedades de los grupos, a interesarlos en los pro-
cesos (mediante la escritura de funciones que las implementen) y a encapsular estos
procesos en objetos, al incluirlos en una lista que verifica las propiedades que definen
al grupo.

En el ejemplo siguiente mostramos las actividades en computadora disefiadas para
ayudar a los estudiantes a comprender las clases laterales, primero como procesos for-
mados al multiplicar un elemento fijo de un grupo con cada uno de los elementos de un
subgrupo y después como objetos, en el sentido de que es posible aplicar una operacién
(producto) a dos clases laterales para obtener otra. Como resultado de tal actividad los
estudiantes tienden a tener mds éxito con el teorema de Lagrange y los grupos cociente
[1]. Se les pide realizar la tarea siguiente:

Escriba una func PR en ISETL que acepte un conjunto y una operacién binaria y que
regrese una func que acepte dos entradas que puedan ser cualquier combinacién de
elementos de G y/o subconjuntos de G. Su func debe determinar en cuél de los cuatro
casos quedan las entradas y luego regresar el “producto generalizado de grupo™ de las
dos entradas. Es decir, si las entradas son ambos elementos, entonces el producto es el
producto usual de grupo. Si la primera entrada es un elemento g y la segunda es un
subconjunto S, entonces el producto es el conjunto de todos los productos g - ix, para
x en S. De manera similar se obtienen los otros dos casos.

Este es un problema muy dificil para los estudiantes y luchan durante mucho tiem-
po para resolverlo. Al final, y en algunos casos con la ayuda del instructor, la mayoria
de los estudiantes llega a algo como lo que se muestra enseguida. Es interesante obser-
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var cudn sencillo es el programa. Aunque no hay evidencia, estoy convencido de que
las dificultades que los estudiantes tienen con esta tarea no estin generadas por ningiin

obstdculo de programacidn, sino porque los estudiantes se encuentran en un proceso
de construccién mental que no es trivial.

PR := func(G,o);
return func(x,y);
if x in G and y in G
then return x .o y;
elseif x in G and y subset G
then return { x .o b : b in y};
elseif x subset G and y in G
then return { a .oy : a in x};
elseif x subset G and y subset G
then return { 2 .o b : a in x, b in y};
end;
end;
end;

oo := PR(S5, comp);

Por dltimo, daremos un ejemplo relacionado con la induccién matemitica. Aqui, la
primera dificultad es que las proposiciones deben ser objetos para que puedan formar
la imagen de una funci6én. Después, una funcién se debe entender como un proceso que
transforma cualquier clase de objetos, digamos un entero, en cualquier otra clase de ob-
jetos, digamos una proposicién. Estas dos dificultades se trabajan en el contexto del
problema siguiente al pedir a los estudiantes que escriban una funcién en la computado-
ra que implemente el enunciado del siguiente problema.

Muestre que en un casino que tiene fichas que valen $5 y $9, se puede representar
cualquier cantidad de dinero suficientemente grande.

Los estudiantes no tienen mucha dificultad en escribir el programa siguiente y apren-
den a comenzar un problema de induccién construyendo en la computadora, o en su
mente, una funcién que transforma enteros positivos en proposiciones.

P := func(n);
return (exists x,y in {0..n} | 5*x+9%y=n);
end;

Sucede que no todos los tipos de proposiciones se entienden como objetos al mismo
tiempo o con el mismo grado de dificultad. Lo més dificil, claramente es la implica-
cién. Se pide a los estudiantes que escriban una funcién en la computadora que con-
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vierta una funcién valuada en una proposicin acerca de los enteros positivos en otra
funcién del mismo tipo en la cual la proposicién se ha cambiado a la implicacién de

nan+l.

impl_fn := func(P);
return func(n);
return P(n) impl P(n+1);
end;
end;

Después de escribir este cédigo y aplicarlo en situaciones de induccién, los estudian-
tes parecen dejar de tener problemas para darse cuenta de que en induccidén no se trata
de probar el enunciado original sino solamente que, si es verdadero para un entero, lo es
para el entero siguiente. Una vez que esto se ha logrado, las ideas del dominé o de.la
escalera adquieren significado para los estudiantes.

11. Conclusiones

En este articulo he tratado de exponer brevemente las ideas de Piaget sobre educacién
matemdtica y explicar c6mo se pueden aplicar a las matematicas de nivel universitario.
He indicado c6mo es que este trabajo estd basado en una perspectiva teérica muy influida
por la teorfa de Piaget y dirigida por las reacciones de los estudiantes ante situaciones
mateméticas problemticas. Por tltimo, he mostrado c6mo esta teorfa se puede aplicar al
desarrollo de estrategias pedagégicas cuyos resultados estan reportados en la literatura.
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