El encuentro del matematico

ARTICULOS

principiante con la abstraccion matematica:
Una imagen conceptual de los conjuntos
generadores en el andlisis vectorial

Resumen

El proyecto de doctorado, en el que se basa este trabajo y que estaba en proceso cuando se escribi6 el
mismo, es un estudio de las dificultades conceptuales y de razonamiento del matemético novel en su
encuentro con la abstraccién matemética. Para tal fin, 20 pregraduados de matemdticas de primer afio an
Oxford fueron examinados y se audiograbaron sus pléticas tutoriales semanarias; también fueron entre-
vistados dos veces en los primeros dos plazos del afio académico 1993-1994. Los temas del plan de
estudios en Oxford, a los que se refieren las labores tutoriales y las entrevistas, son: Algebra Lineal,
Continuidad y Diferenciabilidad, Topologia, Sucesiones y Series, y Grupos, Anillos y Campos. El and-
lisis de datos se dirige al surgimiento de la teorfa fundamentada de datos. El contenido del presente
trabajo se basa en las entrevistas a 6 de los 20 estudiantes que participan en el estudio. En las partes de
las entrevistas que se consideran aqui, los entrevistados analizan los conceptos de las nociones algebraicas
de espacio generado (span) y conjuntos generadores (spanning set).

Abstract The doctorate project, on which this paper is based and which was going on when this
paper was written, is a study of the novice mathematician’s conceptual and reasoning difficulties in
their encounter with mathematical abstraction. For this purpose 20 Oxford first year mathematics
undergraduates were observed and audio-recorded in their weekly tutorial and interviewed twice in
the first two terms of academic year 1993-1994. The Oxford syllabus topics, on which the tatorial
and interview content draws on, are Linear Algebra, Continuity-and-Differentiability, Topology,
Sequences-and-Series and Groups-Rings-and Fields. Data analysis aims at the emergence of data
grounded theory. The material presented in this paper is based on the interviews with 6 of the 20
students participating in the study. In the parts of the interviews referred to here, the interviewees dis-
cuss their conceptions of the algebraic notions of span and spanning set.

El proyecto de doctorado, en el cual se basa este documento, y que continué durante la
escritura del mismo, es un estudio de las dificultades conceptuales y de razonamiento
del matemdtico principiante en su encuentro con la abstraccién matematica. Para este
propésito, se observaron y registraron en grabaciones de audio en sus tutorias semana-
les a 20 estudiantes del primer afio de la carrera de Matemdticas en Oxford, ademds
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e ser entrevistados dos veces en los primeros dos periodos del afio académico 1993-4.
.0s temas del programa de Oxford, en los cuales el contenido de entrevistas y tutorias
¢ redactan, son Algebra Lineal, Continuidad y Diferenciabilidad, Topologfa, Series
' Sucesiones y Grupos, Anillos y Campos. El andlisis de datos se orienta hacia el sur-
rimiento de la teorfa con fundamento en los datos. El material presentado en este docu-
nento se basa en las entrevistas con 6 de los 20 estudiantes participantes en el estudio.
3n partes de las entrevistas referidas aqui, los entrevistados presentan sus conceptos
je las nociones algebraicas de espacio generado y conjuntos generadores.

Introduccidén

Los origenes teéricos del estudio, sobre los que se basa este documento, consisten en la
comprensién de que una reforma educativa referente a la ensefianza de las matemd-ticas
no puede tener lugar en ausencia de una nocién de los procesos de pensamiento
del alumno. Aunado a la complejidad epistemolégica idiosincrasica, intrinseca de las
matemdticas, aparece la dimensién cognoscitiva de la didéctica como particularmen-
te significativa (Balacheff, 1990).

Con respecto al aprendizaje de las matematicas avanzadas, este estudio parte de la
suposicién fundamentada en la literatura, relativa al tema, e.g. (Tall, 1991), de que un
matemdtico principiante enfrenta una serie de dificultades cognoscitivas en su con-
tacto con la abstraccién matematica. Como se mencioné en presentaciones anteriores
de partes del estudio (Nardi, 1994 a y b; 1995; 1996), se piensa en la abstracci6n tan-
to desde una perspectiva psicol6gica, por ejemplo, el conocimiento que el estudiante
de matemdticas avanzadas tiene que formarse de manera axiomadtica y aprender c6mo
razonar deductivamente; y desde una perspectiva epistemoldgica, por ejemplo, que la
naturaleza de los objetos del aprendizaje matemdtico avanzado pueden extenderse
mas all4 de lo fisico o lo numérico.

En lo arriba expresado, el aprendizaje no es visto como aislado en un vacio cog-
noscitivo, sino dentro de un contexto sociocultural (Vygotsky, 1962). Por lo tanto, en
una rama constructivista del pensamiento (Von Glasersfeld, 1987) la cognicién del que
aprende, mientras sea personal y de interés individual, es también vista enfdticamente
como que tiene lugar en un ambiente de aprendizaje. En este caso, el contexto dentro
del cual se lleva a cabo el aprendizaje, es el curso de mateméticas de la licenciatura de
Oxford. Este estudio busca construir un perfil psicolégico de las dificultades de los
principiantes en su contacto con la abstraccion matemdtica por medio del estudio de
sus manifestaciones de aprendizaje. Se asume aqui que la cognici6n s6lo puede vol-
verse visible y accesible a través de las articulaciones orales y escritas del pensa-
miento matemdtico de los alumnos (en este estudio: orales). Como un proceso de
pensamiento, la cognicién es esotérica e inaccesible. En realidad, esto es un estudio
fenomenolégico de la cognicién de la matemética avanzada (Curtis y Mays, 1978).

La experiencia de un Estudio Piloto para este estudio (Nardi, 1994) proporcion6
evidencia de que las tutorfas dadas a los estudiantes de matemdticas de primer afio en
Oxford pueden ser una fuente esencial de datos estimando las manifestaciones de cog-
nicién matemética de los principiantes. Una tutoria es una sesién semanal de 30 a 60
minutos, durante la cual, uno o dos estudiantes discuten el contenido de las clases y de
una variedad de problemas con un tutor de matemdticas del Instituto de Matematicas.
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Por lo tanto, a diferencia de las clases tradicionales, donde el profesor se dirige a una
gran audiencia, las tutorfas son un foro en el cual los estudiantes pueden discutir sus
preocupaciones matemdticas con un matematico profesional.

La observacidn, la grabacién de tutorfas y las entrevistas con los estudiantes obser-
vados se escogieron como las técnicas cualitativas a través de las cuales se llega a las
expresiones de los estudiantes. La observacion de las tutorias en Algebra Lineal, Conti-
nuidad y Diferenciabilidad, Topologia, Series y Sucesiones y Grupos, Anillos y Cam-
pos fueron relativamente no sistematicas, pero orientadas por 1os propdsitos cognitivos
del estudio asi como por la investigacién en el campo del pensamiento matematico
avanzado. La observacién duré 14 semanas y aproximadamente 200 horas. Las
entrevistas se llevaron a cabo dos veces y fueron basicamente estructuradas alrededor
de temas de matemdticas que durante la observacién surgieron como particularmente
problemdticos para los estudiantes. La apertura de técnicas metodoldgicas selectas fue
consecuencia natural de la decisién de fundamentar la teoria en los datos generados
por este estudio (Glaser y Strauss, 1967).

Durante el anélisis de los datos, los registros de las tutorias y las entrevistas fue-
ron transcritos y tabulados en términos de su contenido matemdtico y didéctico. El
Material de Tutoria fue repetidamente explorado y, via un proceso gradualmente més
selectivo, se extrajo un nimero de Episodios de aprendizaje crucial como material de
su andlisis. El resto, llamado material no Episédico se usa como material de soporte
que enriquece y contextualiza los Episodios.

Se presenta un andlisis adicional en forma de cinco secciones sobre los Funda-
mentos de Andlisis, Cdlculo, Topologia, Algebra Lineal y Algebra Abstracta. Cada
uno de los Episodios de aprendizaje mencionados arriba se presenta y analiza como
un texto. El texto aqui es el conglomerado de la grabacidn, la transcripcidn, las notas
tomadas durante la observacién y los documentos contextuales (hojas de problemas,
notas de clase, listas de lectura). El andlisis del texto se apoya por el Material No Epi-
sédico y las Entrevistas. Las observaciones psicolégicas en cada Episodio se retnen y
se presentan juntas al final de cada seccién. La sintesis final de las referencias cruzadas
de los temas de abstracciones tedricas del estudio se basan en la teoria intermedia, que
tiene lugar durante las cinco secciones de los temas.

El Material de las Entrevistas consiste en grupos de presentaciones individuales abier-
tas con los estudiantes sobre seis temas particularmente problemadticos: acumulacion/
puntos aislados/apertura/cerradura, limite, conjuntos generadores, compacidad, con-
vergencia de series y sucesiones, y el Primer Teorema de Isomorfismo para Grupos/
conceptos relevantes. El Material de la Entrevista en cada uno de los seis temas ante-
riores constituye una Unidad Analitica. El Texto para cada Unidad consiste en Trans-
cripciones de la Entrevista sobre el tema particular y Ios Manuscritos con la letra de los
entrevistados; también he consultando mis notas personales fuera de registro toma-
das inmediatamente después de las entrevistas. ‘

La unidad analitica de la entrevista sobre los espacios
generados y conjuntos generadores: Evidencia y Analisis

En este documento presento algunos hallazgos del Andlisis de la Unidad Analitica
de conjuntos generadores. Las entrevistas de las que se deriva este material se -
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varon a cabo en la dltima semana del primer periodo de observacién. En el andlisis
utilizaron aspectos de algunas teorfas del aprendizaje cominmente usadas en el dis-
150 diddctico sobre el pensamiento matemdtico avanzado. Por lo tanto, antes de proce-
;r con la presentacién de algunos resultados, deseo sefialar que se utilizé la nocién
» imagen conceptual y la definicién del concepto como fue acufiada por Vinner y
all (1981). También se usé el término imaginativo en el sentido global del conjunto
: imdgenes mentales que usa un alumno. Esto puede incluir imadgenes notacionales,
erbales y pictdricas. A continuacién se bosqueja el contexto y el fundamento de la
-oleccidn de Datos y el Andlisis presentados en este documento.
Los extractos de entrevistas que aqui se presentan corresponden a la octava sema-
\a del periodo de “Michaelmas”, primer periodo de la Universidad de Oxford que dura
} semanas aproximadamente desde principios de Octubre hasta principios de Di-
siembre. Los seis entrevistados son estudiantes de bachillerato del primer afio de
natemadticas y desde el tiempo en que se realizaron las entrevistas, ellos han sido
observados junto con otros catorce estudiantes del mismo nivel de matemadticas por
seis semanas (de la tercera a la octava del periodo). La presentacién acerca de vectores
es la dltima parte de la entrevista. Antes de que a los estudiantes se les hayan solicitado
la presentacién de varios temas de Topologia (puntos de acumulacién y conjuntos
abiertos) y Cdlcnlo (limites). En la tercera parte de la entrevista, se dieron las pala-
bras —o0, como se.llamar4 de aquf en adelante, la Cadena de Términos.

generar, ser generado por, conjunto generador, espacio generado.

y se les solicité que pensaran en voz alta acerca de ellos. Se observa aqui que las pre-
guntas de la entrevista fueron seleccionadas con base en la experiencia de la observa-
ci6n durante la cual algunos conceptos surgieron como particularmente problemdticos.
En las semanas anteriores a las entrevistas, todos los participantes parecfan muy
preocupados con el concepto de conjunto generador y espacio generado. Cuando los
tutores les preguntaron acerca de las definiciones de espacio generado y conjun-
tos generadores dados en las clases de esa semana, ninguno de los estudiantes pudo
recordar. '

Una averiguacién en sus notas de clase nos llev6 al descubrimiento de que la defi-

nicién de espacio dado en las clases fue:

Si S es un subconjunto de un espacio vectorial V, entonces el espacio generado de
S es el subespacio mds pequeiio de V que contiene a S. .

Entonces el teorema nos llevaba a que dado un conjunto X, S es un conjunto gene-
rador de X si X estd formada por todas las combinaciones linecales de los elementos
de S. Un conjunto generador de un espacio vectorial se llama una base cuando es
linealmente independiente. El nimero de elementos en la base se llama la dimensién
del espacio vectorial. En la hoja de problemas de Algebra Lineal de esa semana, a los
estudiantes se les entregaron varios conjuntos y se les preguntd si eran espacios vecto-
riales 0 no, asimismo se les proporcionaron subconjuntos de algunos espacios vec-
toriales y se les pregunté si eran subespacios o no. También se les solicité6 demostrar
algunas propiedades teéricas de conjuntos de subespacios y espacios y usarlos en
aplicaciones de la teorfa de matrices. Se pudo trazar el mismo patrén en la hoja de
problemas de Algebra Lineal de la siguiente semana, considerando las bases y dimen-
siones encontradas.
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De lo arriba expresado, es claro que la intencién del programa, en este tema en
particular, es el de ir construyendo con prudente formalismo los conceptos de espacio
vectorial, subespacio y espacio. Posteriormente el concepto de base se trata como un
tipo especial de conjunto generador que ademds tiene la propiedad de independencia
lineal. Durante las tutorias, el ejemplo utilizado casi exclusivamente fue el del plano
de dos dimensiones. El ordenamiento didéctico anterior de los conceptos es tipico en
el sentido de que encapsula los principios del formalismo que determinan el contenido
y la estructura de la mayorfa de los cursos de matemdticas de bachillerato. Se presen-
taron a continuacién algunas evidencias que la cognicién del alumno no parece seguir la
misma légica y estructura.

Las tres observaciones mayores, fundamentadas en el Material de las Entrevistas de
esta Unidad, alrededor de las cuales giran la presentacién de resultados en las sec-
ciones subsecuentes son las siguientes:

o Observacién 1 (Espacio en R2). Los principiantes en su presentacién de espacios
generados y conjunto generador recurrieron al uso de un soporte de representa-
cién visual, principalmente en R2, resultando en una perplejidad cognitiva
incrementada.

Conjetura 1. En este tema en particular el uso de una representacién visual ‘ob-
via’, como lo es el plano, nos lleva a generar un obstéculo para la comprension.
Consideracion Diddctica 1. ;Cémo hacer para que la visualizacién no cause el
efecto anterior?

e Observacion 2 (Conjunto generador como una base). Ya sea en forma explicita o
implicita, la imagen conceptual dominante en los principiantes acerca de un con-
junto generador es que representa una base.

Conjetura 2. El desarrollo cognitivo del concepto de conjunto generador no sigue
el mismo patrén que su desarrollo espistemoldgico. "

Consideracion Diddctica 2. ;Indica la conjetura 2 una direccién para un posible
desarrollo did4ctico del concepto de conjunto generador?

e Observacién 3 (Gram-Jam). La mayoria de los principiantes en algunos puntos
confundieron y utilizaron los términos de espacio generado y conjunto generador
ya sea intercambidndolos o usando uno en lugar de otro. Esto no necesariamente
condujo a una descripcién menos exitosa de los conceptos en comparacién con los
principiantes que nos confundieron los términos.

Conjetura 3. La perplejidad semdntica es una caracteristica pero no una compo-
nente definitiva de la cognicién perpleja.

Consideracion Diddctica 3. {Implica la conjetura 3 una posible prescripci6n del
grado de importancia que la did4ctica de las matemadticas avanzadas debe atribuir a
la semdntica del formalismo matemdtico?

Se observa que en lo anterior, el término conjetura se usa en el sentido de una propo-
sicién hipotética que requiere someterse a una prueba posterior de tal manera que
puede ser falsa, modificarse o confirmarse.

Como se mencion6 al principio, a los entrevistados se les proporcioné la Cadena
de Términos y luego se les solicité que pensaran en voz alta acerca de ellos. Se les
animé para que describieran los términos en sus propias palabras y, si lo deseaban,
escribir y dibujar en un papel y usar ejemplos.
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Subsecuentemente se les solicité que dieran definiciones de los conceptos. Si el
iempo lo permitia, la presentaci6n se dirigfa hacia las propiedades de los espacios
renerados y conjuntos generadores, bases y dimensiones. Por lo tanto la mayorfa de
as presentaciones tenia la estructura:

primera reaccién a la Cadena de Términos
intento de formalizar la Cadena de Términos

(opcional) presentacién de propiedades de alguno de los términos de la Cadena

En adelante se presentan algunas evidencias caracterfsticas y un andlisis con respecto a
la Observacién/Conjetura/Consideracién Didéctica 2. Las evidencias aqui se toman
de cada una de las tres partes de la presentacién. En la parte A se presenta la Evi-
dencia (extraida de los Datos de la Entrevista), posteriormente, (parte B) se discute la
Evidencia para ilustrar c6mo emerge la Observacién 2. Subsecuentemente (Parte C) se
comenta brevemente el fenémeno cognitivo descrito en la Observacién 2 y (Parte D)
se sefiala una implicacién didéctica del andlisis. Finalmente (Parte E) se tocan algunos
puntos relacionados con la Observaciones 1y 3 y se incluyen estos hallazgos para el
andlisis de esta Unidad en un marco de hallazgos del estudio.

A: Conjunto generador como una base: La evidencia

Aquf se recolect6 la evidencia de la primera reaccién de los estudiantes a las Cadenas
de Términos en donde los estudiantes demostraron la tendencia de explicar los con-
juntos generadores en términos de bases.

* Robert tom6 algunos segundos observado la Cadena. Sus palabras después de estos
momentos de pensamiento silencioso fueron:

‘Digamos se ha obtenido un espacio de vectores, digamos un espacio vectorial V, y
me dan un conjunto X que pertenece a ese espacio, digamos R?, entonces cualquier
miembro de R? se puede representar como una combinacion de esos dos, asi ellos
generan el espacio R2. Y esto es equivalente a decir que ese R? es generado por
esos dos vectores.’

Incluso proporciond (1, 2), (4, 3) como dos vectores de ese tipo.

* La primera reaccién de Helena fue proporcionar la definicién formal de los tér-
minos de la Cadena:

‘Dado un espacio vectorial V y un conjunto S de elementos de V, <S> consiste de
la combinacién lineal de a,s; + ... + a,s,, [dictando] donde a; pertenece a un
campo, ya sea en R o en C, y s; son los elementos\de S. Si <S> = V entonces V esta
generado por S”.

Acerca de S agregd:

‘... esto puede ser por ejemplo una base’.
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* Andrew tom6 unos momentos tratando de clarificar la pregunta del entrevistador:
se admiré cuando se le solicité que ‘hablara especificamente ... espacios y cosas?’.
Después sus primeras palabras, mientras miraba a la Cadena, fueron:

‘Usted dijo que un espacio es generado por una base’

* De manera similar a la de Andrew, Chris se sorprendié cuando se le solicité ‘que
solo hablara acerca’ de la Cadena. Entonces, sus palabras, observando la Cade-
na, fueron: .

‘Si Usted tiene un conjunto, un espacio vectorial, permitame pensar en un ejemplo,
digamos toda matriz cuadrada de n X n, em, o hagdmoslo mds simple toda matriz
de 3 por 3, em, luego... el espacio generado por su base.. es un espacio generado por
su base siendo ese espacio generado una combinacion lineal de cualquiera de los
elementos de la base ... asi que algo es una base si el espacio generado es el ... si
todo elemento en el espacio se puede construir como una combinacion lineal de
ciertos elementos en el espacio generado. Pero no tiene que ser una base, quiero
decir si algo se genera ... si un conjunto genera otro, entonces todo elemento en el
conjunto generador es la combinacion lineal de los elementos en el conjunto.’

* Jamie, después de una reaccién espontdnea negativa al mirar la Cadena, escribi6:
TV->W
veV
con lo que posteriormente se sonrojé, y sus palabras fueron:

Un espacio generado, estd bien ... trataré de explicarlo... digamos... Empezaré con
‘es generado por’... usted tiene una transformacion T y ésta envia v aw,... envia...
no sé... envia v a w. Entonces la definicion de conjunto generador es ... es aquella
que debe contener el minimo niimero de elementos, tal que... una combinacion li-
neal de ellos... digamos solamente V...es el espacio vectorial... usted puede encon-
trar cualquier v que pertenece a una V grande de tal manera em,.. digamos que V
es finita... entonces el... yo pienso que esto significa un conjunto generador. Un
conjunto generador ya que habrd diferentes clases...em... una combinacién lineal
de ellos serd igual... llamemos los elementos del conjunto generador de a, hasta a,
y poniendo diferentes alfas se puede obtener cualquier niimero en V... y por lo tanto
el espacio generador, generar significa... para espaciar V se tiene que encontrar
el... un conjunto de elementos o conjunto de, er,... matrices o lo que sea eso es... V
consiste de... esto va a... es un espacio vectorial... y serd n-dimensional y lo encon-
trard cominmente en términos de vectores columna tal vez...

Les preguntamos si podian proporcionar definiciones formales de lo que habian dicho,
algunos estudiantes reaccionaron como sigue:

* Robert dijo que €l no podfa proporcionar una definicién formal de <S>. Se le re-
cordé que el espacio de S, <S>, se define cominmente como un conjunto de com-
binaciones lineales de los elementos de S. Respondié escribiendo:

<S> == {za,v,:ai (= F,v, (S V}
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oma la sumatoria desde 1 hasta k y sus palabras mientras escribfa fueron:

‘... donde F es un campo, V es un espacio vectorial n...".

in los casos en que los estudiantes parecfan renuentes a intentar formalizar en sus
yalabras, se les mostraba un dibujo de un plano con varios vectores distribuidos en toda
a superficie (el Dibujo). Luego se repiti6 la solicitud de intentar proporcionar defini-
sjones formales de los términos de la Cadena. Aqui estdn algunas de sus reacciones:

+ Andrew reaccioné a los Dibujos con

‘... Como dije, el plano es generado por cualesquiera dos de ellos linealmente
independientes. El espacio del este plano ... son cualesquiera dos vectores lineal-
mente independientes.’

Asi, el plano esté generado por dos vectores, agregé el entrevistador,

‘...puesto que el generador de ese plano son cualesquiera dos vectores linealmente
independientes.’

continué Andrew. Cuando se le pregunté sobre el contenido de <{(1,0), (0,1)}>
respondid:

‘cualquier combinacion lineal de éste y éste.’

« Lareaccién de Margaret sobre el Dibujo fue:

‘Bdsicamente sélo necesitas dos vectores si tienes un plano. Dos vectores que se
encuentran en ese plano y cualquier otro vector en ese plano se puede expresar
como una combinacion lineal de los otros dos si em, ... siry s se encuentran en el
plano, llamado V, entonces cualquier vector que se encuentre en V se puede escri-
bir como una combinacion lineal de éstos. Por lo tanto, ese es el conjunto genera-
doryV es el espacio generador de S.’

» Lareaccién de Chris al Dibujo fue

‘Asi por ejemplo, el espacio generado por S es la combinacion lineal de todos los
elementos de S. Asi, el espacio generado por S es mucho mds grande que S. S puede
tener, S puede ser sélo (0,1) y (1,0) y entonces el espacio generado por S serd
todo (a,b). Asi, el espacio generado por S es R? ... asi este espacio generado es éste.
S es generado por esto. Eso es el espacio generado por S. Eso es el conjunto gene-
rador de eso.’

+ Jamie escribié unax y unay en el Dibujo y dijo:
‘Er,... digamos que ... y decimos que ... digamos simplemente esa direccion esy 'y

esta direccidn es x, entonces und combinacién lineal, ... para ser un conjunto
generador, éste debe ser una combinacién lineal de cualquier punto en el plano ...
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Asi podemos tener (1,0)...este plano puede generarse por (1,0), (0,1) porque es
linealmente independiente... y no puedo recordar si estos son a; (1,0) mds a, (0,1)
y se puede obtener ... cualquier punto en el plano.

Mientras tanto ella habia escrito
<(10)(0 D>
a01) + a,(10) =

traz6 unos ejes cartesianos y marcé los puntos (1, 0) y (0, 1) en ellos. Cuando se le
exhortd para que utilizara las palabras de la Cadena, ella dijo:

‘Em,... estos dos vectores aqui generan el plano. Ellos son un generador del plano.’

En la presentacién de las propiedades por <S>, por primera vez Helena se refiere al
plano y Chris se refiere a un paralelo entre el espacio generado y las operaciones
sobre los renglones y la forma escalonada de las matrices. Los ejemplos de conjuntos
generadores que utilizaron nuevamente resultaron en ser bases.

B. Conjunto generador como una base:
un fenémeno cognitivo que emerge
de las tendencias de los estudiantes

En la evidencia citada en la Parte A, una tendencia (de un conjunto generador como
una base) aparece como dominante en la actitud de los estudiantes hacia el concepto
de conjunto generador. Se observa aqui que los extractos presentados en la seccién
previa son substanciosos en muchas otras perspectivas también. Por ejemplo, estos pue-
den analizarse desde la perspectiva de las Observaciones 1 y 3. Aqui, sin embargo, el
anélisis se centra en el material, desde la perspectiva de la Observacién 2. Revisando
ahora la actitud de los estudiantes hacia el concepto de conjunto generador como se
expresa en los extractos mencionados anteriormente se llega a que:

* Robert empieza hablando acerca de un espacio vectorial general, pero pronto cam-
bia a un R? y da dos vectores, (1 2) y (4 3), que ‘generan el espacio R? ‘. Observo
que esos dos vectores si generan R? . Incluso, forman una base para R? . Cuando se
le pregunta si puede proporcionar definiciones formales, dice que no, pero cuando
el entrevistador proporciona una definicién verbal del generado de S, €l produce
una impecable expresién tedrica para <S>.

» La impecable presentacién formal de Helena concluyé con una referencia a un
conjunto generador S: ‘éste puede ser por ejemplo una base’. Hacia el final de la
entrevista, mientras se discutian algunas propiedades de <S>, ella proporcioné
ejemplos de conjuntos generadores que sucede que todos eran bases.

» Las primeras palabras de Andrew acerca de la Cadena fueron: ‘Un espacio es ge-
nerado por una base’. Cuando se le mostré posteriormente el Dibujo, reafirmé su
postura con ‘... como dije, el plano es generado por cualesquiera dos de aquellos
que son linealmente independientes’ y ‘el generador de ese plano es cualesquiera
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dos vectores linealmente independientes’. Sin embargo, cuando se le pregunté
acerca del contenido de <{(1 0), (0 1)} respondié: ‘cualquier combinacién lineal
de éste y éste’.

* De manera similar que Andrew, Margaret reacciond con el Dibujo como sigue: ‘Bd-
sicamente se necesitan solo dos vectores si se tiene un plano. Dos vectores que se
encuentran en ese plano y cualquier otro vector en el plano se expresa como una
combinacion de los otros dos... Por lo tanto, ese es el conjunto generador y V es el
generadorde S°.

* Chris se fue inmediatamente a los ejemplos. Primero matrices de n X n después
simplemente matrices de 3 x 3, las cuales sin embargo, nunca volvié a utilizar en
su monélogo nuevamente. Para Chris un espacio vectorial es ‘el generado por su
base’y un espacio generado es ‘una combinacion linea] de cualquiera de los ele-
mentos en la base’. Concluy6 después que ‘... asi, algo es una base si lo que genera
es el ... si todo elemento en el espacio puede construirse como una combinacidn
lineal de algunos elementos en el espacio generado’. Sin embargo, mencioné que
‘No tiene que ser una base ... si algo genera’. (Se observa que ¢l trabajo de Chris
tiene mayor sentido si uno tiene en mente que Chris frecuentemente mezcla los
términos espacio generado y conjunto generador.) Al reaccionar respecto a los Di-
bujos, Chris explicé que ‘por ejemplo, el espacio generado por S es una combina-
cidn lineal de todos los elementos de S. Asi, el espacio generado por S es mucho
mds grande que S. S puede tener, S puede ser sélo (0, ] )y (1, 0) y luego el espacio
generado por S serd todo (a, b). Asi, el espacio generado por S es R? ..". Ademds,
hacia el final de la presentacién los ejemplos sobre matrices de Chris fueron todos
de conjuntos generadores que sucede que son bases.

* Jamie, probablemente bajo la influencia de los estudiantes involucrados recientemen-
te con mapeos lineales entre espacios vectoriales, tomé unos minutos tratando de
incorporar mapeos lineales en su mon6logo. Sin embargo, nunca regresé al mapeo
T que defini6 al principio. De acuerdo con Jamie ‘la definicion de conjunto gene-
rador es ... que éste puede contener un nimero minimo de elementos, tales que ...
para cualquier combinacion lineal de esos elementos puede encontrar cualquier
niimero en ... espacio vectorial V... puede encontrar cualquier v que pertenece a
una V grande’. Posteriormente Jamie hizo hincapié en que ella estaba hablando
acerca de uno entre varios conjuntos generadores que existen. En sus ultimos enun-
ciados dio la impresién de que estaba hablando teniendo en mente matrices. Reac-
cionando al Dibujo traz6 ‘las direcciones x y y” ¢ y afirmé ‘para ser un conjunto
generador, éste debe ser una combinacion lineal de cualquier punto en el plano’y
que ‘ese plano puede ser generado por (1, 0), (0, 1) debido a que son linealmente
independientes’. Entonces ‘que estos dos vectores 8eneran el plano. Ellos son ge-
neradores del plano’. _

En los estudiantes mencionados arriba, consciernte, semicofiseients o inconsciente-

mente dieron la impresién de mantener una imagen conceptual de un conjunto genera-

dor que es al mismo tiempo linealmente independiente, es decir, que son base del
espacio vectorial en cuestién. Ninguno de ellos ofrecié ejemplos de un conjunto gene-
rador que generaba el espacio vectorial en cuestién pero que no fuera linealmente
independiente. Ademds, la definicién dada en las clases de <S> como el subespacio
mis pequefio de V que contiene a S pareci6 suprimirse por los estudiantes por un situa-
cién de olvido e inercia. En cambio, la definicién de <S> como un conjunto de una



B EDUCACION MATEMATICA B Vol. 9. No. 1 ® Abril 1997 ® © GEl m P4g. 57 m

combinacidn lineal de los elementos de S prevalecié y dio la impresién de cohabitar
armoniosamente con los ejemplos de conjunto generador (bases) que los estudiantes
utilizaron comdnmente. Mi impresién durante las entrevistas fue que los estudiantes
no se dieron cuenta de la particularidad de los ejemplos que usaron ni de su imagen
- conceptual respecto a que un conjunto generador tiene inconscientemente mezclado el
de una base. Puedo afirmar que esta impresion no tiene que ver con la concepcién de
los estudiantes de las definiciones de un conjunto generador y una base sino de sus
imagenes conceptuales (esto es el conjunto de asociaciones al nombre de un concepto
incluyendo representaciones visuales, experiencias e impresiones del concepto —como
define Shlomo Vinner). Es interesante observar el conflicto cognitivo que se puede ge-
nerar en el caso de que el estudiante confronte una yuxtaposicién de conjuntos genera-
dores que son bases y conjuntos generadores que no lo son.

C. Conjunto generador como una base:
una interpretacion del fenémeno

Conceptualmente la nocién de conjunto generador es un concepto de soporte a la
nocién de una base. Utilicé el término de Bruner (1962) ‘soporte’ extendiendo
su nocién didé4ctica para incluir la construcci6n epistemolégica del concepto de base
como una particularizacién del concepto de conjunto generador. En si mismos los
conjuntos generadores no son particularmente interesantes como lo son las bases:
buscar una base involucra buscar el mfnimo nimero de vectores linealmente indepen-
dientes que generan un espacio vectorial. Esto es claramente muy significativo en
los casos en que una infinidad de vectores se pueden expresar en términos de un
nimero finito de ellos. Asi, por ejemplo, en el plano, puesto que dos vectores son
suficientes para generar una expresién para todo vector, la nocién general de conjunto
generador es vista por el estudiante como redundante y, en lo que pudo ser visto, como
una actitud de minimizacién sustituida por la mds especifica nocién de base. Asi, si
dos vectores pueden generar una expresién para cualquier vector en el plano, la posi-
bilidad de hablar acerca de conjuntos generadores utilizando mds de dos vectores
se descarta por redundante. Uno se admira de cémo la opcién de los estudiantes de
dos elementos para el plano fue coincidentemente correcta (ésta no hubiera sido si
Robert, por ejemplo, hubiera seleccionado (1 2) y (4 8) en lugar de (4 3) o hubiera
existido un relacién técita de independencia lineal).

D. Conjunto generador como una base:
una implicacion didactica

Un3 base es un conjunto generador que es también linealmente independiente. Sin em-
bargo, la noci6n de base parece ser mds inmediatamente entendible, comprensible,
asimilada y puesta en uso por los principiantes. Un enfoque diddctico que respeta el
orden preferido por los principiantes podria requerir el evitar la perplejidad cognitiva
que la mayorfa de los principiantes deben enfrentar en su primer encuentro con la no-
cién de conjunto generador. Las respuestas al concepto de conjunto generador de los
estudiantes que participaron en este estudio constituye alguna evidencia: su primer
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1cuentro con los conjuntos generadores y espacios generados en las clases resultaron
n un entendimiento complicado y perplejo. Unas pocas semanas mds tarde, en las
ntrevistas, se observé que una gran parte de las imdgenes conceptuales de los estu-
iantes sobre conjuntos generadores es ocupada por las bases. Un reordenamiento di-
idctico de los conceptos puede facilitarlos evitando la perplejidad inicial como la
ubsecuente potencial inconformidad de compartir una imagen conceptual no equiva-
ente entre los conjuntos generadores y las bases.

E. Algunos hallazgos del material de las entrevistas del
analisis de conjunto generador desde la perspectiva de
las observaciones 1 y 3. Incluyendo aquellos dentro
de todo el marco analitico del estudio

Como se mencioné anteriormente, en este articulo se presentaron algunos resultados
del anilisis del material de las entrevistas de este estudio sobre espacios genera-
dos y conjuntos generadores. El andlisis de este material ha resultado en la construc-
ci6n de tres principales Observaciones/Hipétesis/Implicaciones Diddcticas, una de las
cuales, la Observacién/Hip6tesis/Implicacién Didéctica 2, se ha elaborado hasta
aqui. La presentacién motiva e ilustra el proceso teérico fundamentado en los datos
que caracterizan a este estudio: esta es la razén por la que los hallazgos se han pre-
sentado gradualmente desde las palabras expresadas por los estudiantes como base de
su explicacién, hasta la articulacién tedrica del fenémeno observado en su compor-
tamiento, una posible interpretacién y una sugerencia diddctica. Este enfoque,
resaltado por el propdsito de cubrir un amplio rango de temas matematicos y procesos
cognitivos, refleja la estructura del estudio como un todo. Antes de terminar me
referiré en forma general a algunos hallazgos de las Observaciones/Conjeturas/
Implicaciones Didécticas 1 y 3 y de c6mo los hallazgos del analisis del material de
las entrevistas sobre generacién de espacios y conjuntos generadores estdn inmersas
en el Proceso de Andlisis de Datos del estudio. ‘

Una breve referencia a la Observacién/Conjetura/Implicacién Did4ctica 1. Los
principiantes recurrieron preferentemente a utilizar un R? como contexto de su dis-
curso sobre espacios generados y conjuntos generadores. Esto frecuentemente resulté
en el uso del plano en donde los vectores se toman como objetos caracterizados por
las propiedades de la Geometria Euclidiana. La imagen conceptual de un vector €s
una versién modificada en donde surgen la nocién de un par ordenado de coordenadas
(a, b) y la expresi6n (a, b) surge. Puntos y vectores del plano se convierten en concep-
tos cargados con ambigiiedad, como se observa en el siguiente parrafo de las palabras
de un estudiante en esas entrevistas. El estudiante estd explicando qué es el espacio
generado por los vectores (1 0) y (0 1):

‘Ah. El espacio generado ... (1, 0), (0, 1) ... Pienso que son un espacio por si mis-
mos... porque son solo dos puntos.. Em, ... asi no es necesario encontrar una
combinacion lineal de er, ... vectores que hagan estos puntos porque ... existe solo
uno para cada uno.’



B EDUCACION MATEMATICA M Vol 9. No. | ® Abril 1997 ® © GEI ®m Pig. 59 m

Ocasionalmente se observé que el uso de imdgenes era totalmente inapropiado, pues-
to que las caracteristicas de un contexto en particular se mezclan y se adjuntan a un
todo que sus partes son dificilmente distinguibles (Nardi, 1994b).

Mis adn, existe algo de evidencia con respecto a la motivacién de los estudiantes
cuando usaron ejemplos para hablar en forma general acerca de espacios generados o
conjuntos generadores: daba la impresién de que no emanaba de una genuina creencia
en la vivida representatividad del ejemplo, como una reflexién de sus ideas abstractas
sino como un mecanismo que se les obligaba a usar debido a que no eran capaces de
formalizar o a que el ejemplo estaba aiin fresco para recordar de las clases y no
necesariamente correcto. En estas entrevistas hubo solo un alumno que contestd las
preguntas con facilidad para ilustrar las ideas y un alto grado de formalismo. Esta estu-
diante no utilizé ningin ejemplo ni recurrié a la imaginacién visual. La tnica ocasién
en que lo hizo fue hacia el final de la entrevista debido a que no pudo reproducir con
facilidad una prueba formal para una de las propiedades de <S>. Se suscitd entonces
la pregunta, considerando el uso ocasional de la imaginacién inapropiada citada an-
teriormente, siendo que esta estudiante habia alcanzado un grado de abstraccién con-
siderable, ;hizo esto a pesar o debido a que abandoné algunos usos especificos de la
imaginacién?

Una posible relacién entre 1a Observacién/Conjetura/Implicacién Didéctica 1y 2.
Considerando la breve referencia a la Observacién 1 y la siguiente a la Observacién
2 en las Partes A-D, una posible relaciéon comienza a emerger: ;Los estudiantes se
refieren exclusivamente a un R?, como un contexto ejemplificador de su imagen
persistente de los estudiantes del conjunto generador para R?, como consistir de
‘sélo dos vectores’, podria ser razonable inferir que esta imagen influye en su imagen
de un conjunto generador con la de un espacio vectorial en general.

Una Breve Referencia a la Observacién/Conjetura/Implicacién Diddctica 3.
En estas entrevistas se ha proporcionado cierta evidencia de que existe una confu-
sién gramatical en los términos espacio generado y conjunto generador. Esto no
necesariamente refleja una confusién conceptual profunda. En algunas ocasiones
las descripciones de los conceptos dados por los estudiantes que confundieron los
términos, no fueron menos exitosas comparadas con las de aquellos estudiantes que
no confundieron los términos. Esto hace aparecer la cuestién de que en realidad
la perplejidad seméntica no siempre necesariamente refleja una profunda cogni-
cién perpleja. Un caso extremo de esto ocurrié en aquellas entrevistas cuando los
estudiantes, quienes a lo largo de toda su presentacién mantuvieron los términos a
veces en su lugar correcto y a veces reemplazando uno por otro. Extrafiamente,
este estudiante no fall6 al proporcionar definiciones formales casi perfectamente acep-
tables de espacio generado y de conjunto generador sin importar que se refiri6 a
espacios generados como conjunto generador o viceversa.

Incluyendo el anélisis del material de las entrevistas de espacios generados y

conjuntos generadores en_el proceso del andlisis de los datos del estudio. Cuando
se escribi6 este articulo, tanto la Entrevista como el Material Tutorial estaban todavia

en un proceso de transformacién intensa y el objetivo del anélisis se estaba también
formando. Dado que, el Material de la Entrevista se enfoca més sobre las metas de los
estudiantes que sobre la introduccién de un ndmero de conceptos nuevos (aspectos ti-
picos de la cognicién de los matematicos principiantes), mientras que el Material
Tutorial, y en mayor medida el Material Episédico, se centra en la evolucién de la cog-
nicién de los principiantes en el periodo de observacién (cruzamiento de los aspectos -
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temdticos/psicoldgicos); el andlisis de lo anterior ha cambiado los andlisis de éste dlti-
mo. En este sentido, observaciones tales como las elaboradas en este articulo sobre el
nuevo concepto introductorio de Espacio Generado y Conjunto Generador se han usado
como las partes que constituyen un micro-discurso de la cognicién del matemadtico
principiante, el cual alimenta el macro-discurso de este estudio. Este macro-discurso
describe la Construccién y Formalizacién de Imagenes Conceptuales como un fend-
meno de dos caracteristicas en el Encuentro de Principiantes con la Abstraccién Ma-
temdtica. Desde la perspectiva de este discurso, entonces, los Datos y el Andlisis
presentados en este articulo ofrecen el sabor de los puntos de arranque del andlisis.
Publicaciones futuras de partes de este estudio posiblemente se referirdn a cémo evolu-
ciond el estudio desde el punto en el que estaba al momento de escribir este articulo.
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