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La circunferencia: Herramienta para
descubrir, verificar y justificar propiedades
en Educacion Basica Primaria

Camargo Uribe, Leonor - Rozo Gutiérrez, Liliana - Cafién Gutiérrez, Mario A.

Universidad Pedagdgica Nacional, (Colombia)

1. Descripcién

El curso presenta una experiencia innovadora para el trabajo en geometria,
en donde se estimula la participacion de los estudiantes de Basica Primaria
en la resolucion de problemas de construccion geométrica con el apoyo de
programas de geometria dindmica. Especificamente, se describe, fundamenta
y ejemplifica un experimento de ensefianza en donde nifios de quinto de
primaria usan la circunferencia como herramienta para construir segmentos
congruentes, verificar la congruencia de segmentos y justificar dicha
congruencia.

La propuesta es fruto de una reflexién sostenida por mas de 10 afos en el
equipo de investigacion Aprendizaje y Ensefianza de la Geometria, £+G de
la Universidad Pedagogica Nacional —producto de sus estudios acerca del
aprendizaje de la geometria en la formacion de profesores de matematicas—
y de la orientacion de algunos trabajos de grado del programa de Maestria en
Docencia de la Matematica, realizados por profesores de primaria y
secundaria. Las actividades propuestas y el andlisis de las mismas hacen
parte del trabajo de grado que Liliana Rozo y Mario Cafidn adelantan.
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2. Objetivos

e Promover la reflexion sobre el aprendizaje de las matematicas visto
como participacion en practicas valoradas social y culturalmente.

e Impulsar una transformacion en las practicas de aula de geometria en
primaria hacia el desarrollo de procesos de resolucion de problemas,
representacion y argumentacion.

o [lustrar el provecho que puede sacarse de una figura geométrica como
herramienta de construccion, verificacion y justificacion.

3. Sesiones

Sesion 1: Fundamentacion conceptual

La propuesta se desarrolla a partir de los siguientes presupuestos que la
fundamentan:

Presupuesto 1: El aprendizaje es un proceso social de participacion en
practicas que las comunidades en las que nos desenvolvemos consideran
relevantes. En particular, una clase es un espacio social en donde los
estudiantes participan en actividades colectivas y discuten acerca del
significado de dichas actividades, que hacen parte de las practicas
matematicas escolares.

Especificamente, una clase de geometria es un espacio de participacion en
practicas culturales en las que interactuamos con formas geométricas bi y
tridimensionales, sus relaciones y sus transformaciones, la localizacion y la
trayectoria recorrida por objetos o por nosotros mismos. Estas experiencias
brindan a las personas la posibilidad de desarrollar el sentido espacial y el
razonamiento matematico. Avanzar en el desarrollo del sentido espacial y
del razonamiento geométrico implica una evolucién en los recursos que
usamos como comunidad, no exenta de tensiones, que va desde maneras
intuitivas o informales como accedemos a informacién visual, la usamos y
aceptamos su validez, hasta formas mas sofisticadas de procesar y comunicar
informacion, que usan recursos propios de la cultura matematica de nuestra
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sociedad. La clase de geometria puede proponerse como empresa, descubrir
y validar hechos cientificos articulando dos tipos de practicas: descubrir y
justificar. El descubrimiento lleva a proponer enunciados de caracter general,
fundamentados en la exploracion, de los que se tiene certeza. Justificar
significa argumentar su validez en un sistema de conocimientos aceptado por
la comunidad.

Presupuesto 2: Las acciones humanas, tanto en el plano individual como en
el plano social estdn mediadas por herramientas y signos. Este es un
principio central en el dmbito educativo. Al usar mediadores en disenos
didacticos cuidadosamente planeados, se despliega una rica actividad
experimental, fuente de ideas y conjeturas y, a la vez, se generan vias de
acceso al conocimiento a través de la comunicacion.

En particular, los programas de geometria dinamica son potentes mediadores
que favorecen una interaccion de los estudiantes con representaciones
geométricas y el trabajo colectivo alrededor de tales representaciones con las
cuales descubrir propiedades y especialmente identificar relaciones de
dependencia que llevan a formular enunciados condicionales. Como lo
mencionan Saenz-Ludlow y Athanasopoulou (2008), los programas de
geometria dindmica son herramientas técnico-simbolicas que median el paso
de la construccion a la representacion y a la figura, median la comunicacion
sobre geometria entre el profesor y los estudiantes, e inducen y facilitan los
procesos de clasificacion.

Investigadores como Laborde (1996), Jones (1999), Mariotti (2001), de
Villiers (2004), entre otros, sefialan los beneficios de usar programas de
geometria dindmica en el aula para la conceptualizacion de objetos
geométricos: no solo permiten representar objetos geométricos sino que
permiten realizar acciones sobre las representaciones, es decir, proporcionan
un dominio de experimentacion mediante la animacidon y el movimiento del
arrastre sobre dichas representaciones bajo una teoria geométrica. Por
ejemplo, el arrastre de elementos de una construccién, como lo menciona
Olivero (2003) desde un punto de vista fenomenoldgico, tiene funciones
como: 1). Retroalimentar las acciones que realiza el usuario, permitiéndole
tener el control sobre la representacion. ii). Mediar entre la figura y la
representacion, permitiéndole al usuario hacer una distincion entre ambas
nociones. iii). Examinar representaciones y buscar propiedades invariantes.
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Sin embargo, la representacion y manipulacion de las representaciones en la
pantalla por si solas, haciendo uso de las herramientas del menu
predeterminado o del arrastre, no necesariamente lleva a entender y apreciar
las propiedades de los objetos geométricos. Por lo tanto, el disefio de tareas
se convierte en una prioridad para desarrollar una adecuada mediacion. Las
tareas para desarrollar en los programas de geometria dindmica deben ser
diferentes de las tareas geométricas para entornos de papel y lapiz, ya que
cambiar las herramientas conduce a cambiar la manera en que las tareas son
realizadas; las facilidades ofrecidas por los programas pueden brindar una
interaccion fuerte entre la visualizacion y el conocimiento en geometria
(Laborde 1996). Es decir, las tareas propuestas deben permitir la
exploracion, las preguntas abiertas, la elaboracion de conjeturas, entre otras,
necesarias para que su resolucién conduzca a un tratamiento geométrico.

Presupuesto 3: La contribucion de una persona mas experimentada, como
guia durante el aprendizaje es fundamental; esta persona brinda apoyo
gradual segin se van desarrollando las competencias del aprendiz. La
interaccion entre el aprendiz y el experto activa funciones mentales que no
han madurado en el aprendiz, pero que yacen en una region intermedia entre
los niveles potencial y real de su desarrollo.

Mediante dicha relacidn, el aprendiz inicia un proceso de acercamiento a la
condicion de experto, a través de su participacion en actividades
compartidas. En el ambito educativo, es el profesor, como miembro experto
en la clase, quien introduce a los estudiantes en los estandares del
conocimiento ‘oficial’, a través de la coordinacion entre las ideas que los
alumnos son capaces de producir y aquellas admitidas por la comunidad
académica de referencia, a las que potencialmente los estudiantes pueden
acceder. Gracias al impulso que hace el profesor de un ambiente indagativo
favorece la evolucion de las formas discursivas desde formas intuitivas hasta
formas cientificas de comunicar y justificar. En particular, el profesor es el
responsable de promover normas para regular los criterios compartidos, por
ejemplo, sobre las representaciones adecuadas de las figuras geométricas.

Para crear una microcultura de aula que busque el establecimiento de
significados compartidos, se necesita un esfuerzo explicito tanto de los
estudiantes como del profesor para establecer normas sociomatematicas que
la promuevan (Yackel y Cobb, 1996). Las normas sociomatematicas son
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aspectos normativos establecidos en el transcurso de las interacciones en el
aula entre los estudiantes y el docente y entre los estudiantes (de manera
implicita o explicita), que regulan las acciones e interacciones de la
microcultura del aula de matemadticas. Normas sociomatematicas como las
siguientes regulan las practicas en el aula de una manera favorable: en el
momento de explorar un dibujo es necesario observar lo que cambia, lo que
no cambia y lo que cambia simultaneamente; en los dibujos geométricos en
lapiz y papel se debe hacer alusion a las propiedades geométricas de la figura
geométrica que se estd representando; las justificaciones deben aludir al uso
de los hechos geométricos establecidos en el aula, entre otras.

Sesion 2: Descripcion de la secuencia de actividades

La propuesta estd compuesta por cinco tareas, dirigidas a estudiantes de
quinto de primaria utilizando el programa de geometria dindmica
GeogebraPrim. Estan encaminadas a la construccion, verificacion y
justificacion de congruencia entre segmentos. Las tareas estan organizadas
de acuerdo con la siguiente trayectoria de ensefianza. (Ver figura 1).

Exploracion de
representacion

Representacionde

. figuras geométricas Representacionde Representaciona
Deteccidn de

es blandas y propiedades en el programade figuras geométricas mano alzada
robustas en invariantes geometria dinamica, en papel con utilizando la
(cong iad verificacionde instrumentos convencionparala
programa de EE::;":&E:] e invariantes e inicio de [compasy reglano congruenciade
geometria = una convencion para graduada). segmentos.

dinamica la congruencia.

Figura 1. Trayectoria de ensefianza sugerida.

Para que los estudiantes reconozcan a la circunferencia como una
herramienta para determinar, verificar y establecer congruencia entre
segmentos se invita a los estudiantes a: 1). Observar las caracteristicas que
hacen que a partir de un segmento se dibuje una circunferencia. ii). Realizar
en GeogebraPrim el trazo de una circunferencia a través de la propiedad de
equidistancia entre el centro y cualquier punto de la misma. iii). Detectar
invariantes de la figura geométrica circunferencia (congruencia de radios y
equidistancia de los puntos de la circunferencia al centro de la misma).
iv). Establecer la relacion entre la herramienta circunferencia del programa
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de geometria dinamica y el instrumento de trazo compdés. En la figura 2 se
presentan cuatro tareas que se ajustan a la trayectoria de ensefnanza.

Tarea 1: Circunferencia

» |dentificar la representacionde una
circunferencia.

» Construirel lugargeométricode
puntos que equidistan de un
punto. = Construir segmentoscongruentes,

- - —> verificar congruenciaentre
» |dentificarla congruenciaentre los = -
_ ng " segmentos, justificar la congruenda
radiosde una circunferencia.

Tarea 2: segmentos

des entas

* |Instrumentalzar el compas =t

evocandoacciones hechasen

Geogebra, construccion de

circunferencias y establecimiento

de hechos geométricos.

I

Tarea 3: Tridngulo isdsceles
e e e Tarea 4: Trigngulo equilitero
» Construir triangulos isosceles » |Identificar triangulos equilateros
»Verificar la congruencia de dos lados del >0 Construir triangulosequilateros

triangulo isosceles. «\erificar la congruencia de tres lados del trigngulo equilateros
» Justificar por qué dos de los lados del = Justificar por qué lostres lados del trigngulo son congruentes.

triangulo construido son congruentes.

Figura 2. Secuencia de cuatro tareas que se ajustan a la trayectoria de ensefanza.

Tabla 1. Las cinco actividades propuestas y su finalidad.
Las actividades 1, 2, 3y 5 se llevan a cabo en GeogebraPrim.

Actividad 1

Dibujar un segmento.

Activar el rastro a uno de los extremos del segmento.

Conservando la longitud del segmento, mover el extremo que tiene activo el rastro.

Discutir: éQué se dibujé en la pantalla? éPor qué a unos les quedd mejor el dibujo que a otros? ¢Qué se
debe tener en cuenta para que quede bien hecho el dibujo?

Finalidad

e Identificar en la representacién de una circunferencia el lugar geométrico de puntos que
equidistan de un punto fijo llamado centro.

e Justificar que para que se dibuje una circunferencia es necesario que la longitud del segmento se
mantenga fija.

Actividad 2
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Dibujar un segmento.

Activar el rastro a uno de los extremos del segmento.

Dibujar los puntos por donde debe pasar el extremo con rastro para que la circunferencia quede bien
dibujada.

Pasar el extremo con rastro por los puntos que se dibujaron.

Discutir: ¢Quedd bien dibujada la circunferencia? ¢{Qué se debe tener en cuenta para que quede bien
dibujada? ¢Qué condiciones deben cumplir los puntos que dibuje para que la circunferencia quede bien?

Finalidad
e Identificar la equidistancia entre cualquier punto de la circunferencia y el centro de la misma
(primer hecho geométrico).

Actividad 3

Dibujar una circunferencia utilizando la herramienta del programa GeogebraPrim.

Identificar los elementos que aparecen en la pantalla (centro, circunferencia y punto sobre
circunferencia').

Discutir: ¢Qué objetos aparecen en la pantalla? ¢Dénde estan ubicados los puntos? Mover los puntos
para observar: qué cambia, qué no cambia y qué cambia simultdneamente.

Construir un segmento que una los dos puntos (centro y punto sobre circunferencia).

Volver a mover los objetos y observar qué cambia, qué no cambia y qué cambia simultaneamente.
Construir otro radio, mover nuevamente los objetos y observar qué cambia, qué no cambia y qué cambia
simultdaneamente.

Finalidad
e Identificar la congruencia entre los radios de una circunferencia (segundo hecho geométrico).

Actividad 4
Se les entrega a los estudiantes una fotocopia con las siguientes actividades.
1. éCudl pareja de segmentos, al activar el rastro, 2. Ubicar seis puntos que estén a la misma

forma una circunferencia? éPor qué? distancia del punto dado y construir una

—— EE circunferencia en cada caso. Utilizar el
Archivo Edifa Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda z

= i = compds para marcar y luego para trazar la
DEEPECEARCED Sl e
TLE H- e s~ .

Entras <)

En GeogebraPrim cuando se utiliza la herramienta predeterminada para construir una circunferencia, en la
pantalla aparecen los objetos centro, circunferencia y punto sobre circunferencia.
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3. Construir una circunferencia en cada caso, segun la 4. Escribir cual es la medida de los demas
medida de cada radio. radios de cada circunferencia. Explicar por
qué es esa la medida.

o >
J

Finalidad
e Evocar en un contexto de lapiz y papel los dos hechos geométricos de la circunferencia.
e  Utilizar el compas como instrumento de construccion en papel y lapiz.
e Relacionar la funcién del compds con los hechos geométricos de la circunferencia.

Actividad 5

Se presenta en GeogebraPrim un archivo con diferentes segmentos de longitud fija y una circunferencia
con radio fijo>. Se les pide a los estudiantes que identifiquen los segmentos congruentes con el segmento
d (el segmento d es congruente con el radio de la circunferencia). Luego, en lapiz y papel se presentan
diferentes segmentos y se les pide que determinen los que son congruentes; esta actividad busca que
utilicen el compas.

Finalidad
e  Utilizar los dos hechos geométricos para establecer congruencia entre segmentos.
e  Utilizar el compas como instrumento para transportar medidas.

Sesion 3: Ejemplos ilustrativos del trabajo
de estudiantes de quinto de primaria

Los ejemplos con los que ilustramos la propuesta han sido tomados de una
investigacion en desarrollo, en la linea Argumentacién y prueba en
geometria, de la Universidad Pedagogica Nacional, realizada con estudiantes
de grado quinto de educacion basica primaria, que indaga por el
establecimiento de aspectos normativos relacionados con la construccion de
un criterio compartido sobre cudl dibujo es una representacion adecuada de
una figura geométrica.

% Los segmentos de longitud fija estan estaticos. La circunferencia de radio fijo se puede mover por toda la
interfaz.
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La implementacion de las tareas se llevo a cabo en el Colegio Distrital
Ciudadela de Bosa, en la jornada mafana en el grado quinto, con 39
estudiantes entre los 10 y los 12 afios de edad. La profesora titular de la
asignatura de matematicas participd en el disefio e implementacion de la
secuencia aunque no hizo parte del equipo investigador. La implementacion
se realizd en el cuarto periodo del afio escolar durante dos clases de
geometria que tenian una intensidad horaria de dos horas semanales cada una
de 45 minutos.

Se conformaron grupos de trabajo que utilizaron el programa GeogebraPrim
instalado en computadores portatiles. Las producciones de los estudiantes
fueron videograbadoras en los computadores por medio del programa
Camtasia. Los registros de las socializaciones fueron registrados en una
camara de video. Ademas se recolectaron producciones de los estudiantes en
lapiz y papel. Para la interpretacion y analisis tomamos las producciones
relevantes de los estudiantes y las socializaciones del grupo durante la
solucion de la secuencia de tareas.

A continuacién interpretamos el desempeno de algunos estudiantes frente al
desarrollo de las cinco actividades propuestas.

Actividad 1

Cuando los estudiantes se enfrentaron a esta actividad se observd que
algunos olvidaron la instruccion de mantener fija la longitud del segmento y
movieron el extremo sin tener clara la finalidad. En este caso, parece que el
uso del rastro esta relacionado con el uso del programa Paint puesto que la
mayoria de estudiantes intentaron utilizar el rastro como el lapiz de dibujo de
este programa. En este momento fue necesario que la profesora interviniera
para recordar las instrucciones dadas y la finalidad de estar trabajando en un
SGD. Lo anterior alude a los conocimientos previos que los estudiantes
tenian sobre programas en el computador.

Luego de superar la situacion anterior, se observo que los estudiantes tenian
dificultad para conservar la longitud del segmento y esto llevd a que en la
pantalla no apareciera lo que se esperaba (una circunferencia). Al observar
esto, los estudiantes veian como un error el dibujo que alli aparecia y cada
vez que terminaban, y no veian una forma que pudieran reconocer “bien
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hecha”, borraban toda su construccién sin detenerse a observar qué era lo
que hacia que su dibujo no quedara como lo esperaban; esto hace ver que
conciben el error como algo malo de lo que no se puede aprender.

En esta actividad la profesora jugd un papel importante al crear un ambiente
indagativo cuya finalidad era ayudar a sus alumnos a identificar formas
geométricas sobre el dibujo final que aparecia en sus pantallas y como
mejorarlo. Con el tratamiento que le dio la profesora a las intervenciones de
los estudiantes, los estudiantes pasaron de relacionar el dibujo con formas de
su entorno a relacionarlo con formas geométricas y empezar a pensar en
figuras geométricas.

Actividad 2

Se observdo que la mayoria de estudiantes no relacionaron la forma
identificada en la Actividad 1 como una herramienta para resolver la tarea.
Veian las actividades de manera aislada. Algunos estudiantes pasaron por
alto que el segmento cambiaba de longitud al pasarlo por los puntos que
dibujaron. Sin embargo, unos pocos estudiantes si relacionaron la conclusion
de la Actividad 1 con la realizacion de esta tarea y ubicaron los puntos
teniendo en cuenta la longitud del segmento. Para explicar a los compafieros
el mecanismo utilizado para dibujar los puntos, los estudiantes hacian
alusion a una circunferencia mediante representaciones gestuales y graficas.

Nuevamente se evidencio el papel mediador de la profesora al buscar que los
estudiantes, que no solucionaron adecuadamente la actividad, relacionaran lo
que concluyeron en la Actividad 1 y la utilidad de esa conclusion para
realizar la actividad.

Actividad 3

Cuando los estudiantes se enfrentaron a esta actividad se observd la
necesidad de utilizar un vocabulario geométrico adecuado y relacionar la
terminologia con las propiedades del objeto. Por ejemplo, se hizo evidente
que los estudiantes se referian al punto que aparecia en la pantalla como el
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centro de la circunferencia pero no podian explicar qué significaba que ese
punto fuera el centro.

Cuando los estudiantes construyeron los dos radios de la circunferencia, en
un primer momento, al explorar la construccion algunos no expresaron que
los radios fueran congruentes. Por el contrario, dijeron que cada vez que se
acercaban iban a parecer mas congruentes, pero que si estaban alejados no
eran congruentes. A través de varias preguntas la profesora se logrd que los
estudiantes recordaran lo que habian construido en las actividades anteriores
y concluyeran que los radios de una circunferencia son congruentes.

Actividad 4

Algunos estudiantes evocaron las acciones realizadas en GeogebraPrim
relacionadas al rastro, al solucionar el primer numeral de la actividad. Ellos
mencionaron que la primera pareja de segmentos era la que cumplia que al
activar el rastro se formara una circunferencia. Ademas, la mayoria de los
estudiantes utilizaron los hechos geométricos para elegir la primera pareja de
segmentos: unos hicieron alusion a la igualdad de distancia del centro a los
extremos en ambos segmentos, y otros a la igualdad de medida entre ellos.
En ambos casos, los estudiantes utilizaron el compés para verificar la
congruencia de radios; ademas pudieron visualizar una circunferencia (en
ausencia de ella) al reconocer segmentos congruentes.

Los estudiantes usaron el compas, tanto para construir circunferencias como
para determinar equidistancias. Se observaron muchas dificultades para usar
el compas por lo que fue necesario que la profesora lo explicara y, en
ocasiones, llevara de la mano a algunos nifios mientras lo usaban. También
fue necesario que la profesora interviniera para que los estudiantes pudieran
ver la relacion entre la herramienta predeterminada del programa de
geometria dinamica y el compas al construir una circunferencia, asi como
también relacionaran los movimientos tanto en uno (el efecto del arrastre)
como en el otro (amplitud del compas). Para la solucion del cuarto numeral
los estudiantes hicieron uso de los hechos geométricos, mencionado ademas
que no importaba la cantidad de radios que tuviera una circunferencia, todos
iban a medir lo mismo.

Universidad Distrital Francisco José de Caldas

- 318 -



Encuentro Distrital de ~ \oi %
o p 5 Pri E tro. Practi tas il d
Educacion Matematica \mﬂ rimer Encuentro. Practicas y propuestas innovadoras en Cursos cortos

el aula de matematicas: realidades y desafios. MEMORIAS

Actividad 5

Para solucionar la actividad, los estudiantes observaron que los segmentos
estaban fijos y exploraron varias estrategias antes de utilizar la
circunferencia. Por ejemplo algunos de ellos trataron de construir un
segmento, pero al moverlo para compararlo vieron que cambiaba de tamafio.
Otros trataron de utilizar elementos externos al programa como reglas.
Finalmente, luego de la exploracion de los elementos que aparecian en la
actividad, la mayoria de estudiantes realizaron primero una comparacion del
radio de la circunferencia con el segmento d y luego la utilizaron para hallar
los demds radios congruentes. Para explicar las soluciones, los estudiantes
hacen uso de los hechos geométricos establecidos en las anteriores
actividades.

Finalmente en la actividad en lapiz y papel, los estudiantes relacionaron
facilmente la accién de comparar los segmentos en GeogebraPrim utilizando
la circunferencia, con la accion de comparar la medida de los segmentos
utilizando el compds. Entonces el compas se constituyd en una herramienta
para comparar y transportar medidas.

4. Reflexiones

La aplicacion de la secuencia de ensefianza permitid observar que aunque el
programa de geometria dinamica proporciona una herramienta
predeterminada para construir una circunferencia, la configuracion de ésta
carece de sentido para los estudiantes y es necesario que previamente se
desarrollen actividades que contribuyan a establecer las relaciones
geométricas implicitas en las herramientas que ofrece el programa. El uso de
las herramientas predeterminadas de los programas de geometria dindmica
no implica el reconocimiento de las propiedades geométricas que estas
determinan.

Se ratifica la idea de que la identificaciéon de la representacion de una
circunferencia no implica el reconocimiento de las relaciones entre los
elementos que la componen. Se puede observar que al recorrer el camino
hacia el reconociendo de las relaciones y propiedades de la circunferencia,
éstas no son de facil acceso para los estudiantes.
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Aunque el uso de programas de geometria dindmica es un entorno Util para
favorecer la ensefanza de la geometria, también introduce cuestionamientos
y retos referidos a su funcion y uso los cuales es necesario conocer y abordar
con la finalidad de mejorar la labor docente y aportar en la investigacion de
didactica de las matematicas, en temas relacionados con el uso significativo
y comprensivo de las herramientas predeterminadas.

Insistimos en que es apropiado, conveniente y necesario que los estudiantes:
1). Identifiquen los elementos de un dibujo. i1). Expresen lo que observan al
arrastrar los elementos de un dibujo. i1). Comprendan los hechos geométricos
con los cuales estan configuradas las herramientas predeterminadas de los
programas de geometria dindmica.

Ademads, es apropiado, conveniente y necesario que los profesores:
1). Disefien y propongan a sus estudiantes actividades de exploracion para
que ellos identifiquen invariantes y relaciones entre los elementos de una
figura. 11). Acompaiien los hallazgos de los estudiantes con
cuestionamientos que ayuden a validar o refutar dichos hallazgo. iii).
Disefien secuencias que involucren el uso de los sistemas de geometria
dinamica, instrumentos de trazo y las convenciones para la representacion de
figuras geométricas.
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