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REPRESENTACIONES CONCEPTUALESY
PROCESOS RECURSIVOS

DR. LUISMORENO Y ANA |ISABEL SACRISTAN

La computadora es una herramienta muy adecuada para que los estu-
diantes seinicien en lastareas de interrelacionar las representaciones
visuales y simbdlicas. A continuacion presentamos algunas ideas del
marco tedrico —teoria de las representaciones y una epistemologia
constructivista— y también de los resultados del trabajo de campo de
un proyecto de investigacion centrado en la idea de proceso infinito y
encaje de una forma en si misma (idea basica de los fractales y proce-
SOS recursivos), como nociones iniciales en la introduccién del calculo
para estudiantes de primeros semestres de universidad. Consideramos
esto Ultimo como una ventana desde la cual se puede intentar “ ver”
infinito.

LASREPRESENTACIONESY EL CONOCIMIENTO

Paratratar de comprender el mundo de sus experiencias, las personas cons-
truyen representaciones. L as representaciones se basan en una funcion cen-
tral del sistema cognitivo: la funcién simbdlica. Simbolizar es estar en
capacidad para concebir que algo tome € lugar de otra cosa. Podemos
representar un objeto mediante un dibujo del mismo, hecho sobre una hoja
de papdl. Esta forma de representacion suele llamarse iconica, es decir,
cuando larepresentacion del objeto sélo puede interpretarse como €l objeto
mismo. Las figuras de la geometria euclidiana, €l triangulo, €l circulo etc.,
son gemplos de este tipo de representacion. Como lo representado y su
representante se confunden, es muy dificil hacer caso omiso de lafiguraen
un razonamiento geomeétrico. Esto lo ha experimentado todo estudiante de
geometria.

Desde luego, no todas las representaci ones son icénicas. Cuando repre-
sentamos mediante unaletrax la variable independiente de unafuncion, es-
tamos utilizando unaformade representaci dn que no esiconica, puesno esta
predeterminado € significado que daremos alaletrax. También hay repre-
sentaciones gréficas que no son iconicas, por gemplo, lagréfica de unafun-
cion. Estos son gjemplos de representaciones simbdlicas.

El conocimiento también se representa de otra forma: mediante las re-
presentaciones internas (0 mentales) que son las formas que toman lasintui-
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cionesy las conceptualizaciones transitorias de un conocimiento que se esta
construyendo. Las representaciones internas estan fuertemente vinculadas
con lasimagenes conceptual es. Estas representacionesinternas dificilmente
pueden ser comunicadas o desarrolladas sin un soporte externo (lenguaje,
diagramas sobre papel, imagen visual sobre el monitor de la computadora,
etc.). Esdecir, se necesita el soporte semiético que suministran lasrepresen-
taciones externas para que €l proceso comunicativo, incluido el proceso so-
cial de negociacion de significados, tenga lugar.

En las mateméticas, como actividad investigativa, es conocido lo dificil
gue resulta con frecuencia la comunicacion de un resultado que €l matemé-
tico imagina (la solucion de un problema geométrico, por gjemplo), si no
puede disponer de un soporte externo adecuado. Vale la pena mencionar
agui que estos soportes externos van acompafiados con frecuencia de meté-
foras que son usadas como soportes semanticos. Recientemente, se ha pues-
to de manifiesto € papel de la met&ora como parte del proceso de
construccion de los significados que pueden ser asignados a un término.
Sfard (1994, p. 48) resdlta este hecho cuando nos dice:

Para comprender un nuevo concepto debo crear una metafora ade-
cuada. Una personificacién. O una metafora espacial. Una metafora
estructural. Slo entonces, estaré en condiciones de responder cues-
tionamientos y de resolver problemas. Y s6lo en ese momento podré
realizar algunas manipulaciones del concepto. Unicamente cuando
tenga la metafora. Sin ella, simplemente no podria hacerlo.

L as representaciones en matematicas van acompafiadas casi siempre de un
conjunto de instrucciones para operarlas, o cual permite generar nuevo co-
nocimiento. Por jemplo, |as representaciones iconicas de objetos fisicos a
través de figuras geométricas fueron muy importantes para desarrollar el
meétodo deductivo en las matematicas. De hecho, en lamedidaen que el ged-
metra comprobaba la validez de sus deducciones en € mundo fisico (des-
pués de un proceso tedrico de deduccidn), crecia su confianza en € método
de operar las representaciones como s ellas fueran los objetos representa-
dos. Hay g emplos muy conocidos, tomados de la geometria elemental, que
muestran €l elevado grado de confianza que los gedmetras tuvieron, desde
épocas tempranas, en las deduccionestedricas: el método empleado por Era-
téstenes paracalcular el radio delatierra; el método empleado paracalcular
ladistancia de un barco ala costa, y muchos otros. Obsérvese que aqui, no
s6lo hay representacion de los objetos, sino que las acciones sobre |os obje-
tos tambi én estén representadas, estavez, mediante |as operaciones sobrelas
representaci ones.
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L a representacion de acciones mediante operaciones conduce ala cons-
truccion de esquemas de accidn y, eventualmente, a estructuras cognitivas.
Una estructura cognitiva puede verse como un sistema organizado de repre-
sentaciones mentales que se relacionan mediante una forma de operarlas.
Las operaciones involucradas se generan a partir de las interiorizaciones de
acciones sobre |os objetos representados. Lo anterior sugiere que lo impor-
tante no es tanto la representacion mental en si misma, sino la accién (cog-
nitiva) que se apoya en dicha representacion mental. Una de las primeras
tesis piagetianas ha sido que la accion precede al conocimiento. Podriamos
afirmar, entonces, que anivel cognitivo, la accion a que se refiere Piaget no
es una accion “neutra’ sino fuertemente condicionada por las formas de re-
presentacion.

Para las teorias cognitivas se plantea aqui un problema de fondo: esta-
blecer la naturaleza de |as interacciones entre |as representaciones internas
y externas. Desde esta perspectiva, podriamos decir que para la compren-
sion de la actividad cognitiva es necesario que comprendamos los instru-
mentos semiéticos empleados para mediar tales acciones (Wertsch, 1991).
La representacion decimal de los nimeros es uno de los mejores gemplos
de como una representacion se convierte en un instrumento de exploracion.
La fuerza de los agoritmos se explica haciendo explicito que, en ellos, es-
tamos trabajando con representaciones numéricas independientemente de
los nimeros representados. L a capacidad operatoria permitida por larepre-
sentacion decimal eliminalaseparacion que hay entrelacategoriadelo con-
tinuo y la categoria de lo discreto: el nimero expresalo que de cuantitativo
tienen las cosas.

L os estudios realizados hasta ahora permiten afirmar que la generaliza-
cion, larepresentacion y la abstraccién (que incluye alas dos primeras) son
mecanismos comunes de construcciéon del conocimiento (Dreyfus, 1991;
Sierpinska, 1994). Latoma de conciencia sobre estos asuntos |e permitiriaa
la didéactica tener ideas més claras sobre |a naturaleza del pensamiento ma-
temético.

El proceso que nos lleva de un referente conceptual hasta la definicion
formal de un concepto (Sfard, 1991, p. 3) permite condensar en una entidad,
lo que, a nivel de las representaciones transitorias, estaba constituido por
una representacion y una forma de operar sobre ella. Este proceso de entifi-
cacion puede ser responsable de la sensacién de objetividad (i.e. indepen-
diente del sujeto cognoscente) que suele acompariar 1as reflexiones sobre la
naturaleza de los conceptos matematicos. Digamoslo en términos de Piaget
(1958, p. xi-xii): una vez que un concepto ha sido construido, es exteriori-
zado de tal forma que sele aparece a sujeto como una propiedad del objeto
(de estudio), dado por la percepcidn e independiente de la actividad mental
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del sujeto. Debido a la tendencia que presentan las actividades mentales a
automatizarse y a que sus resultados sean percibidos como exteriores al su-
j€to, se genera entonces la conviccion de que existe una realidad indepen-
diente del pensamiento.

ENFOQUE COGNITIVO Y ENTORNO COMPUTACIONAL

Las representaciones visuales nos proporcionan, en general, un punto de
vista global sobre la situacion representada. L as representaciones analiticas
(sentenciales), por su parte, involucran un acercamiento que va de lo global
aloloca, via un proceso de descomposicion. Una representacion analitica
puede ser “recorrida linealmente” de forma similar a como se lee un texto.
Un giemplo de esto es una ecuacion algebraica.

Lacomputadoranos permite observar, visual mente, la evolucién tempo-
ra de un proceso. Entonces, la dindmicay e comportamiento del proceso
“alalarga’ pueden ser percibidosy analizados, no mediante representacio-
nes estéticas (en € mejor de los casos como una sucesion de representacio-
nes estéticas) sino mediante “figuras que se mueven y se transforman”.
Algunos giemplos son e proceso de iterar la composicion de una funcion
consigo misma, |as representaciones gréficas de sucesiones, la blsgueda de
un punto fijo. Los diagramas de “tela de arafia” y €l diagrama de Fei-
genbaum empiezan ya a ser vistos como paradigméticos de este tipo de Si-
tuaciones.

Todo esto es de importancia central si nos planteamos la ensefianza del
calculo como la de una disciplina cuyos objetos centrales de estudio son €l
movimiento y los procesos infinitos (Artigue, 1995). Nos parece que asi es
como debe presentarse €l célculo en un nuevo curriculo. Més adelante dare-
mos gemplos.

Muchos investigadores (Dreyfus & Eisenberg, 1991; Zimmerman &
Cunningham, 1991) han sefialado como central es para lainvestigacion edu-
cativa el estudio sobre las interpretaciones de los modelos visuales y la ca-
pacidad de traducir en iméagenes informacion que ha sido dada en forma
sentencial. Sin embargo, se ha observado que durante €l aprendizaje del cal-
culo, en términos de la ensefianza tradicional, |os nexos cognitivos entre las
representaciones visualesy sentenciales son un lugar permanente de conflic-
to. Al parecer predomina una asimilacion de carécter exclusivamente
algoritmica, pero de una algoritmia“mecanica’. Por jemplo, hay casos en
gue pueden observarse ciertas dificultades de los estudiantes para determi-
nar si una gréficarepresenta la derivada de una funcién que ha sido presen-
tada simbdlicamente. Muchos otros trabgjos, los de Dreyfus y Eisenberg
(1991, p. 25-37) ilustran tales fendmenos cognitivos. Se ha sefialado que la
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visualizacion esraraenlos cursosdecédculoy, s ocurre, los estudiantestie-
nen grandes dificultades para establecer vinculos de orden cognitivo entre
tales representaciones visuales y las correspondientes representaciones ana-
liticas. Detras de todo esto se encuentra la importancia que hemos dado a
discurso literal. No cabe duda que hay razones para ello. La escriturafue la
primera gran ruptura después del lengugje hablado. Quizas entramos ahora
a una época en donde, como lo ha expresado Mandelbrot (1992, p. 4), “ el
uso de las gréficas por computadora estéd cambiando €l papel del ojo” .

El desarrollo de las mateméticas se ha dado sobre muchas circunstan-
cias. La experimentacion, la observacion y la induccion de resultados han
jugado un papel significativo. Los criterios de justificacion en cada etapa
han estado organi camente vincul ados alas concepciones sobre las nociones
matematicasinvolucradas (Piaget y Garcia, 1983). Todo esto nosindicaque,
previamente al decantamiento de las estructuras sintécticas, |os contenidos
semanticos contextuales juegan un papel importante en el desarrollo de la
operatividad asociada con las concepciones que se vayan generando en una
situacién de matematizacion (Sfard, 1991).

Por o tanto, parece aconsejable en primerainstancia el desarrollo deun
“pensamiento concreto” . Expliquemos esto. Es sabido que |a epistemol ogia
genética ha suministrado |os marcos general es sobre | os cual es se han desa-
rrollado las concepciones constructivistas del aprendizaje. Podriamos resu-
mir estas posiciones diciendo que el conocimiento no es recibido por €l
estudiante de modo pasivo, sino construido activamente por el sujeto cog-
noscente. Estatesis sirve como marco orientador cuando se investiga sobre
laensefianzay el aprendizaje de las matematicas. En efecto, una consecuen-
ciade ellaeslaaceptacion de que € conocimiento matematico no es un pro-
ducto externo a los miembros de una sociedad, sino € resultado de su
actividad cognitiva. Es decir, no existe unarealidad matemética objetiva

Este cambio de enfoque sobre la naturaleza del conocimiento es respon-
sable delos cambios de estrategia ala hora de la ensefianzay del aprendiza-
je. En los ultimos afios, los sicologos y los partidarios de los enfoques
cognitivos han Ilegado a la conclusion de que el conocimiento es primero
gue todo conocimiento contextual . El interés creciente en la nocién de co-
nocimiento contextual, es decir, del conocimiento tal y como vivey se de-
sarrolla en un contexto, ha llevado a muchos investigadores a estudiar las
interacciones de los estudiantes con situaciones especificas, entre ellas, su
interaccion con las computadoras. Parece razonable suponer que el conoci-
miento que se produce en un contexto computacional es distinto al que se
produce dentro de los contextos tradicionales que se caracterizan por ser
més andliticos.
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PROCESOS INFINITOS: DESCRIPCION DE
UNA EXPERIENCIA

Nuestro esfuerzo de implementacion de un estudio sobre procesos infinitos
mediante la computadora ha comenzado con el estudio visual de ciertas
estructuras recursivas. Las estructuras fractales, por ejemplo, conllevan una
estructurarecursiva. La posibilidad de dibujar niveles sucesivos de lafigura
como aproximaciones a verdadero fractal puede ser interpretada como un
proceso potencialmente infinito. Es importante entender ésta como una
exploracion, no sdlo de un objeto geométrico ideal que vamos “constru-
yendo” por aproximaciones sucesivas, sino también como una exploracion
medi ante representaci ones geométricas de una estructura definida mediante
un cadigo analitico. El caracter potencial de la exploracion geométrica de
los fractales es consustancial al modo de representacion empleado. La
representacion analitica define de una vez el objeto completo.

Estamos tratando de diferenciar propiedades particulares de una forma
de representacion, es decir, las propiedades del objeto formal. Veamos otro
gjemplo. Cuando un nimero racional se representa mediante lanotacién de-
cimal, podemos afirmar que tal representacion es periddica. Laperiodicidad
es una propiedad de la representacion. En cambio, cuando decimos que un
nimero es primo, tal propiedad no se observa de modo claro en larepresen-
tacion decimal de los nimeros naturales. De hecho, no es una propiedad de
esa forma de representacion. Sin embargo, ¢cémo llegar al concepto de nd-
mero primo sino mediante |as mani pul aciones numéricas que se dan através
de la representacién decimal? No podemaos construir € concepto sin € so-
porte semiético que nos suministrala representacién decimal. Insistimos en
hablar de representacion decimal pues ésta ya forma parte de nuestra cultu-
ra. Larepresentacion decimal es unaforma privilegiada de representacion.

L as concepciones espontaneas que tienen las personas sobre los proce-
sosinfinitos y sobre |os obj etos matematicos que de hecho son infinitos ge-
neran obstéacul os parala apropiacion de las versiones formalizadas de éstos.
Debe tenerse mucho cuidado en distinguir las estructuras cognitivas de las
estructuras formalizadas que estan involucradas. Dichas estructuras forma-
les no pueden construirse sino a través de un intenso trabajo a nivel de las
estructuras cognitivas espontaneas, porgue €l infinito no puede ser extraido
de una experiencia sensorial. Se necesita algo mas: un proceso de abstrac-
cion reflexiva

En una primeraetapa de nuestro estudio, hemostratado de aprovechar la
capacidad numérica de la maquina para estudiar las reacciones de los estu-
diantesy profesores ante el comportamiento de sucesionesy series. El estu-
dio delaserie armonica, por gjemplo, permitio llegar ala conclusion de que
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el infinito es diferente a“muy grande’. Nos parece que esto es un paso sig-
nificativo en la construccion del concepto de infinito. Estatomade concien-
ciase hizo posible por la consideracion cuidadosa de las sumas parciales de
la serie que es lentamente divergente. Por ejemplo, |a suma de los primeros
tres millones de términos no lograrebasar al entero 16. En el caso delas su-
cesiones numeéricas, hemos trabajado con calculadoras sencillas para estu-
diar sucesiones recursivas, tratando de calcular y de predecir su limite. La
actividad fisico/digital con la calculadora, controlada, desde luego, por una
estructura cognitiva, puede ser de ayuda para construir una concepcion de
procedimiento iterativo: aqui hay unaactividad que puede ser interiorizada.
En una segunda etapa del estudio trabajamos con un codigo escrito en
Logo, e lengugje de la “tortuga’ L Esperabamos que nuestros estudiantes
pudiesen establecer un nexo entre las representaciones visuales, dinamicas
y los cadigos analiticos, es decir, las representaciones sentencialesdelas si-
tuaciones gréficas que aparecerian en pantalla. La primera sesion de trabajo
puso en contacto a los estudiantes con situaciones propicias para la cons-
truccion, al menos en grado incipiente, de la nocidn de recurrencia. Se les
pidio que escribieran un programa paradibujar unaespiral. Previamente, ha-
bian trabajado en la construccién de cajas, como parte del periodo instruc-
cional. Pudieron resolver este problema, modificando € siguiente cdigo:

TO CAJASLL
FD:L RT 90
CAJASLL
END

Enlugar delallamadarecursiva“ CAJAS.L”", utilizaron “ESPIRAL:L/2" (el
nombre del programa era ESPIRAL:L). Resulté muy interesante la discu-
sion sobre como detener la gjecucion del programa. ¢Era esto una caracte-
ristica de la recursividad? Decidimos mantener esta pregunta abierta.

I nmedi atamente después, decidimos presentar el mismo fenémeno en un
contexto simbdlico. Para ello les pedimos a los estudiantes que trabajaran
con € codigo:

TOLISTA:N
PR:N
LISTA:N+1
END

1. En este contexto de Logo, las instrucciones béasicas del lenguaje son: FD y RT. Mediante
FD: L, “instruimos’ alatortuga paraavanzar unadistanciade L pasos. Y atravésde RT: A, le
ordenamos girar un angulo de A grados a su derecha.
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Después de discutir este ggemplo, nos parecio que seria“asimilable” la no-
cion de “condicidn de parada’. Enseguida centramos las actividades en la
exploracion de los cédigos:

TOLISTA:N TONUEVALISTA:N
IF:N=0 [STOP] IF:N=0 [STOP]

PR:N NUEVALISTA:N-1
LISTA:N-1 PR:N

END END

Lo primero que se hizo fue pedirle alos estudiantes que predijeran los resul -
tados de los codigos. Desde luego que hubo sorpresas mayores cuando los
resultados no fueron los esperados. Esta actividad tomd una sesion muy lar-
ga. Al final, pareci6 que los estudiantes tenian ciertanocién sobre como fun-
cionaba un procedimiento recursivo. Para explorar este conocimiento que
parecia habian construido, propusimos la construccién de un érbol binario.
Desde luego, lo dibujamos en el tablero. El reto nuevo era establecer unare-
lacion entre larecursividad y la auto-similaridad. Es decir, entre las versio-
nes simbdlicay visual de una estructura. Habiamos pedido alos estudiantes
gue registraran en un diario sus pensamientos sobre todas estas actividades.
Es interesante transcribir una seleccion de sus pensamientos, pues nos
muestran un poco como se va construyendo, a partir de | as actividades cog-
nitivas, la“ computadora subjetiva’ quetodos!levamos dentro. Un estudian-
te manifestd:

Sento que cuando me pongo en contacto con la computadora, mi
mente se convierte en un pizarrdn sobre €l que puedo dibujar... y
aungue no puedo tocar un cuadrado, puedo verloy construirlo aun-
gue sdlo sea graficamente (énfasis nuestro).

Parece que la computadora puede ayudar a construir una representacion in-
ternamas estable. En este caso, €l estudiante puede, ademés, transformarla.
La posibilidad de operar tanto | as representaciones internas como las exter-
nas en un contexto interactivo esimportante para dar al estudiante esa sen-
sacion de concrecién necesaria para captar los objetos abstractos. Es
precisamente esta posibilidad la que, ajuicio nuestro, capacitaa estudiante
parair del proceso al objeto, entendiendo objeto en el sentido de entificacion
gue propone Sfard (1991, 1994).
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Otro estudiante, por su parte, centré sus comentarios en las dificultades
gue habia percibido durante sus actividades:

¢Como detener la gjecucion del dibujo que realiza un proceso recur-
sivo? ¢Como “invertir” la direccion en la que avanza la tortuga
para poder dibujar una espiral de adentro hacia afuera?

Es de notar que en un primer y prolongado momento, los estudiantes no re-
lacionaron la solucion de este problema con e codigo “NuevalistaN”.
Cuando setratade problemas geomeétricos, parece ser necesario transitar ha-
ciaun nivel cognitivo superior: hay que decodificar el resultado geométrico.

CONCLUSIONES Y DISCUSION FINAL

Aungue no se pueda decir que esta fase preliminar de nuestro trabajo fue
completamente satisfactoria, si creemos que nos permitio ratificar ciertas
hip6tesis sobre la naturaleza del trabajo con la computadora. Por gjemplo,
al igual que en € trabgjo tradicional, debe haber unaintervencion de parte
del profesor. La computadora por si sola, aunque da al estudiante la posibi-
lidad de explorar modificando los cadigos, no suministra un marco con €l
suficiente grado de estructuracion, que sirva de guia a estudiante. Otra
conclusion posible es que la méguina puede ser empleada como una inter-
fase para construir una experiencia ausente en el terreno cognitivo del estu-
diante. Veamos unos gjemplos.

Abstraccion y demostracion contextuales

En el contexto de laintervencion del profesor, hemos explorado una activi-
dad que podriamos llamar “pruebas didacticas’. La presencia de la compu-
tadora nos obliga a modificar las formas de intervencién del profesor. La
computadora puede servir parareforzar la estructura de control presente en
una estructura cognitiva. Esto es parte importante para la construccion de
un puente que va de una estructura cognitiva hasta la conceptualizacién
formalizada de la nocién involucrada. Un gemplo de éllo es €l ya comen-
tado sobre latoma de conciencia por parte de los estudiantes, de la diferen-
ciaentrelo muy grandey € infinito.

Veamos otro ejemplo. Un hecho importante en el proceso de
formalizacion (en el sentido de Weierstrass) del calculo, o constituy6 € ha-
[lazgo de funciones continuas sin derivada. Lademostracion de este resulta-
do, en el marco del contexto formal del andlisis, distamucho de ser sencilla.
La presentacién de este tipo de resultados es muy Util para que € estudiante
construya una vision integral del dominio de problemas del andlisis. ¢Hay
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algunaforma de discutirlo sin tener que entrar en los mecanismos validato-
rios del andlisis? La respuesta, afortunadamente, es afirmativa. Después de
describir su construccion en el pizarrdn, puede presentarse el cédigo:

TOKOCH:L:N
IF:N=0 [FD:L STOP|
KOCH:L/3:N-1

LT 60
KOCH:L/3:N-1

RT 120
KOCH:L/3:N-1

LT 60
KOCH:L/3:N-1
END

Hemos encontrado que es una verdadera recompensa para los estudiantes,
para su comprension del problema, €l que intenten dibujar al menos los pri-
meros niveles de la curva de Koch. Es, ademés, un buen gjemplo pararela
cionar laestructurarecursivacon laauto-similaridad delacurva. Al final no
habremos presentado unapruebaen el sentido clésico, pero si unapruebaso-
bre el modelo discreto constituido por la pantalla de la computadora. El co-
digo esindependiente del sustrato, discreto o continuo, sobre el cual puede
llevarse acabo el proceso de dibujar la curva. De alli que la prueba sobre €l
modelo discreto sirva. Y esto es o mas relevante, desde nuestro punto de
vista, como una prueba didéactica, es decir, como un argumento que impulsa
la construccion del contenido seméantico del teorema. Inclusive, podemos
encontrar lasiguiente version formal delaactividad desarrollada con € pro-
cedimiento computacional: dada una pantalla con cualquier resolucién, po-
demos hallar un nivel (estrato) de graficacion tal quellenelapantala. Y aln
mas, ubicados en €l terreno computacional, podemos afirmar que como no
es posible invalidar la afirmacion anterior, €l resultado es valido en el con-
texto tecnol égico donde estamos trabajando. La discusion anterior sobre la
validez de un “teorema contextual” y lanocién de demostracion didéacticase
debe entender desde un enfogque que concibe la matemética, no como una
disciplina que tiene una normatividad propiay gue no estamos cuestionan-
do, sino como objeto de una concepcidn didactica. En otras palabras, no es-
tamos cuestionando la matemética en si, sino buscando alternativas vélidas
a la adopcion mecéanica de la reproduccién de los criterios matematicos,
como criterios de ensefianzay aprendizaje.
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Heuristicay representaciones g ecutables

Hasta ahora hemos enfatizado el papel que juegan las representaciones en
la construccién del conocimiento. La naturaleza de la interaccién entre las
representaciones de caracter sentencial y de carécter visual es uno de los
problemas basi cos que, a nuestro juicio, debe explorarse dentro de | os estu-
dios que tiendan a incorporar la computadora a la educacion matematica.
Lainteraccion entre el codigo analitico y € resultado visual es particular-
mente interesante en & caso de los fractales debido a la presencia de la
estructura recursiva. Como ya hemos observado, las estructuras recursivas
son un centro nervioso donde se dan cita diferentes versiones del infinito.
En el estudio sobre la curva de Koch, por ejemplo, se pidi6 alos estudian-
tes que calcularan la longitud de la curva. Cuando se dieron cuenta de que
el perimetro iba creciendo de manera no acotada, Ilegaron a la conclusién
de que el area encerrada por la figura deberia crecer también sin cota
Result6é un verdadero conflicto cognitivo el tener que aceptar la existencia
simultanea de un &rea finita encerrada por una curva cuyo perimetro era
infinito. Debe notarse, empero, que el calculo del perimetro resulté sencillo
para los estudiantes. Lo que resulta conflictivo es la confrontacién de las
implicaciones de este hecho con su conocimiento de ese momento. En tér-
minos piagetianos, estamos ante un desequilibrio de una estructura cogni-
tivay ante la necesidad de desencadenar un proceso de asimilacién de la
nueva informacién a dicha estructura. El resultado sera una estructura cog-
nitiva méas equilibrada.

En el caso de las actividades con las espirales, utilizamos el codigo:

TO ESPIRAL:L
FD:L RT 90
ESPIRAL:L/2
END

Desde luego, la presencia de una condicion para detener el proceso unavez
que la longitud que avanza la tortuga sea menor que cierto nimero, da a
proceso una “condicion de finitud”, 1o que no ocurre con la curva de Koch.
Aun en €l caso en que los brazos de la espiral corresponden alos reciprocos
de los nimeros naturales, la situacion geométrica tiene tanta intensidad que
los estudiantes concluyen que lalongitud total delaespiral esfinita. Tratan-
do de minimizar esta“ obstruccion sensorial” decidimos, antes de gjecutar €l
codigo ESPIRAL en sus diversas variantes (cambiando las férmulas que
controlan las longitudes de los brazos), aplicar laprimitiva PU paralevantar
latortuga de la pantalla. A pesar de que latortuga no dibuja, los estudiantes
perciben sus movimientos. Esto los obliga a recrear laimagen visual en su
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imaginacion, y asi se abre la posibilidad de concebir la espiral como € re-
sultado de la g/ecucion de un proceso infinito.

Lahra, una estudiante con poca formacion matemética, se involucré en
una actividad exploratoria prolongada para tratar de comprender 1os meca-
nismos del procedimiento. Primero penso que lafiguraresultante eraunaes-
pecie de “circulo quebrado”; luego pensd que era un rombo. Una intensa
actividad le permiti6 llegar ala conclusion de que la tortuga estaba dibujan-
do unaespiral. Es razonable suponer que esto o consiguié después de esta-
blecer una forma de correspondencia entre € codigo simbdlico y las
imégenes visuales que generd en su imaginacion. Esta actividad sugiere,
ademés, aprovechar las ventajas que ofrece la dindmica de la graficacion
mediante la computadora. Esta dindmica muestra la “secuenciacion” del
proceso de graficacion, por oposicion al cardcter estatico que tienen los di-
bujos que ilustran los textos, por gemplo. El proceso constructivo de lafi-
gura nos permite acceder a la estructura de la figura y en consecuencia
obtener control (cognitivo) sobre ella. Ta control puede estar en laraiz de
la aceptacion de la coexistencia de reafinitay perimetro infinito en el caso
presentado de la curva de Koch. Algo analogo ocurre con las espirales de
longitud total finita (las de brazos controlados por una férmula como L/2",
por ejemplo).

No debemos perder de vista, empero, que e razonamiento mateméatico
gue desarrollan los estudiantes en estas situaciones esta fuertemente influen-
ciado por el contexto. Siguiendo aHoylesy Noss (1993, p. 84), diriamos que
estamos en presencia de abstracciones contextual es (situated abstractions).
Esdecir, los estudiantes generan y articulan relaciones mateméti cas que son
generales dentro del contexto computacional en €l que se encuentran traba-
jando. Aunque esto constituye un paso adelante en e proceso de
formalizacion, una abstraccion contextual estd mediada por latecnologiay
e lenguaje asociado. Lo que resulta rel evante para nosotros, desde el punto
de vista educativo, es que €l estudiante que construye una abstraccién con-
textual posiblemente no tiene acceso alasemantica (y alasintaxis) del len-
guaje oficial de la matematica. Por ejemplo, Lahra ve, a partir de que €l
proceso de dibujar laespiral es* perpetuo”, laimposibilidad de que la suma
de los brazos de la espiral alcance el limite (en un ggemplo real € limite era
2). Llegaadecir, por otra parte, que e valor que alcanzalasumadelaslon-
gitudes es un uno “ seguido de muchos nueves’. En este momento sele pre-
gunto:

P: ¢Cuantos nueves necesitas para que sea dos?, ¢para que llegue a dos?
L: jUy!, como mil...
P: ¢Mil?

L: No, muchisimos.
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P: ¢Cuantos?

L: Hasta que todos sean nueves.

P: ¢Hasta d infinito?

L: Si... ah... jno!, entonces no llega a dos.
P: ¢No llegaados?

L: No.
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