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Resumen: Debido a que los mapas cognitivos muestran representaciones explicitas de
lo que se cree que es la organizacion de determinados conceptos y proposiciones en la
estructura cognitiva de una persona, constitiuyen s medio tmportante en el analisis
del conocimiento de los estudiantes.

Se ha aplicado este tipo de andlisis al caso del estudio de los niimeros transfinitos
(Penalva, 1996). Como ejemplo, en este articulo se recogen los resultados correspon-
dientes a dos estudiantes que participaron en la investigacion.

Abstract: Due to the fact that cognitive maps show explicit representations of what it
is believed to be the orgunization of specific concepts and propositions in the cognitive
structure of a person, they appear to be an effective way of analysing the students
knowledge.

This type of analysis has been applied to the case of the study of transfinite numbers
(Penalva, 1996). As an example, in this article are collected the results which correspond
to two students who participated in the investigation.

Introduccion

Como indican Novak y Gowin (1988). un mapa conceptual es un recurso de repre-
sentacion esquematica de un conjunto de significados conceptuales incluidos en
una estructura conceptual. Se puede considerar el mapa conceptual como un grafi-
co formado por lineas que confluyen o divergen. En los puntos de confluencia se
colocan los “conceptos ’que s¢ sitian en una elipse o recuadro, los conceptos que
estan relacionados se unen mediante una linea y el significado de esa relacion se
expresa mediante “palabras enlace”. Los mapas conceptuales muestran una estruc-
tura jerarquica, los conceptos mas generales ¢ inclusivos deben situarse en la parte
superior del mapa, y progresivamente los mas especificos y menos inclusivos en la
inferior. Hay que tener en cuenta que a veces existen dos ¢ tres formas vdlidas para
unir dos conceptos, aunque las connotactones serdn diferentes en cada una de ellas.
Segtn Norton (1992), los mapas conceptuales pueden usarse de varias formas:
—  pueden usarlos los profesores durante la planificacion de una asignatura,
— pueden darse a los estudiantes como un modelo para revisar, y
- puede utilizarlos o realizarlos un alumno durante’el proceso de aprendi-
zaje.
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Con el término mapa cognizivo se designa una representacion explicita y
manifiesta de la organizacién de determinados conceptos y proposiciones que po-
se2 una persona. No es que se este diciendo que los mapas cognitivos muestran la
estructura cognitiva completa de la persona, sino que se afirma que son un medio,
a partir del cual se puede ampliar y avanzar en el analisis de los significados que el
estudiante da a determinados conceptos y en las relaciones que establece entre
ellos (Llinares, 1992).

En nuestro caso, debido a que los mapas cognitivos contienen representa-
clones exteriorizadas de proposiciones, son instrumentos extraordinariamente efec-
tivos para poner de manifiesto lo que el estudiante ya sabe, dejando a la vista sus
concepciones equivocadas. Constituyendo asi, un medio muy importante en el ana-
lisis del conocimiento de los estudiantes, pudiendo ser utilizado ¢n una planitica-
ci6n mas adecuada de la instruccion. A continuacién presentamos una aplicacién
de este tipo de analisis. '

Tlustracion en el caso de los nameros transfinitos

El progreso de las matematicas ha provocado a lo largo de los tiempos un signifi-
cado cada vez mas amplio del término cdlculo numérico. En el presente, consiste
en el estudio de métodos de resolucion numérica de problemas matemaéticos. Para
ello, se desarrollan teorias que generalizan los calculos, de las operaciones mas
elementales se avanza hacia operaciones mds abstractas. Los cardinales transfinitos
constituyen una parte de la teoria de conjuntos, y en la actualidad se integran en el
pensamiento y en los sistemas de expresion de matematicos e informdticos. Por
tanto, deben tener un papel fundamental en el desarrollo del pensamiento matema-
tico de los estudiantes (Ifrah, 1994).

El trabajo que aqui se presenta forma parte de la Tesis Doctoral titulada
“Estudio sobre la comprension del concepto de niimero cardinal de un conjunto infi-
nito” (Penalva, 1996). Esta investigacion estd relacionada con investigaciones pre-
vias de Fischbein, Tirosh, Waldegg y otros autores sobre los conceptos de infinito y
de conjunto infinito, asi como con el trabajo de Sierpinska (1994) sobre comprension
en Matemdticas. Los objetivos de la investigacion son: (1) estudiar concepciones y
dificultades de comprension que algunos estudiantes con distinta formacion tienen
asociadas al concepto de numero cardinal de un conjunto infinito, y (2) analizar la
evolucion de tales concepciones en la interaccidn que se produce en una situacion de
ensenanza y elaborar el concepto personal de algunos estudiantes seleccionados.

La metodologia seguida durante la primera etapa de la investigacion, es—
tuvo basada en:

~  Una revision histérica del concepto numero cardinal de un conjunto

infinito, lo cual no solo ayudo a identificar concepciones y obstaculos
epistemoldgicos desarrollados en la historia del concepto, sino que
posibilito la bisqueda de hechos cruciales que permitieron identificar
actos de comprension realizados por los estudiantes cuando se enfren-
tan a tareas relacionadas con el término estudiado.

- El analisis de trabajos relacionados con el tema de estudio. Las inves-

tigaciones que repercutieron mas directamente en este trabajo se cla-
sificaron en tres grupos, denominados: investigaciones psicodidécticas
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relacionadas con el concepto de infinito, estudios relativos al proceso

de comunicacidn del contenido matematico y estudios sobre el apren-

dizaje de conjuntos infinitos.

— Eldisefio y desarrollo de entrevistas semiestructuradas a profesores y a
estudiantes universitarios con el fin de detectar otras concepciones y
dificultades de comprension relacionadas con los conjuntos infinitos.

— El andlisis de las entrevistas, representando los resultados de las en-
trevistas de los estudiantes por medio de mapas cognitivos.

Algunas dificultades de comprension detectadas en las entrevistas estan
relacionadas con: el significado que se le asigna a determinados términos en le
lenguaje natural y a los simbolos matematicos; las representaciones graficas utili-
zadas; la secuenciacion de contenidos y los ejemplos utilizados durante la instruc-
cién; los significados de los conceptos matematicos implicados.

En la segunda etapa de la investigacidn, lo importante no era averiguar si
habia progreso en la comprension del concepto de namero cardinal de un conjunto
infinito en los estudiantes a los que se les aplicaba una situacion de ensefianza, ya
que se podia conjeturar que una situacion de ese tipo siempre produciria algin
cambio favorable, sino qué tipo de progreso se producia y qué es lo que promovia
el cambio. Se enfatizo en la evolucidn de la comprensién del concepto, como y a
qué se debia. Para ello:

—  Se realizaron distintos andlisis del concepto. Primero se estudio el
concepto publico, y una vez determinada una aproximacion al con-
cepto de niimero cardinal de un conjunto infinito, se hizo un anélisis
del concepto, segin el modelo de Sierpinska (1994), basado en actos
de comprension, que posteriormente permitié analizar el concepto
personal de cada uno de los sujetos seleccionados.

— Se realizaron dos series de entrevistas a un nuevo grupo de estudian-
tes (se eligieron estudiantes con distinta formacion matemdtica: un
estudiante de tercer curso de la Diplomatura de Magisterio de la espe-
cialidad de Ciencias; un estudiante de segundo curso de la Diplomatura
de Magisterio de la especialidad de Educaciéon Musical y de tercer
curso de la Licenciatura de Ciencias Econdmicas; un estudiante de
segundo curso de la Diplomatura de Estadistica cursando asignaturas
de libre configuracion del drea de Didactica de la Matemdtica; un es-
tudiante de segundo curso de Ingenieria Quimica; y dos recien licen-
ciados en Matematicas, estudiantes del Curso de Aptitud Pedagogica,
todos ellos de la Universidad de Alicante):

1. Tres entrevistas indagatorias (para algunos estudiantes fueron su-
ficientes dos entrevistas) que posibilitaron identificar, no sélo con-
cepciones y dificultades relativas al concepto, sino también
averiguar las relaciones que el estudiante establece entre los con-
ceptos.

2. Cinco entrevistas formativas. En estas entrevistas hay un aporte
de informaciodn, v por tanto, son distintas a las ya realizadas. A
través de la introduccion en las entrevistas de “momentos de en-
sefianza” se ayudd a cambiar la forma de comprension mediante
la superacion de las propias dificultades, para ello el estudiante
resolvia cuestiones o actividades.
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- Estudio de casos. Para cada estudiante con los datos obtenidos en las
entrevistas indagatorias se averiguaron las concepciones previas y las
dificultades de comprension en relacidn al concepto, v se elaboro el
mapa cognitivo correspondiente. Posteriormente, a partir de las entre-
vistas formativas, se analizd la influencia de una determinada tarea en
relacion a la concepeion percibida y la evolucién de las concepeiones,
v se claboraron dos mapas cognitivos mds para cada estudiante. el
segundo hacia la mitad de las entrevistas y el tercero al final del pro-
ceso de instruceidn.

Para el andlisis de las respuestas de las entrevistas indagatorias se consi-
deraron los siguientes campos (aspectos que posibilitan la formacion del concepto
de namero cardinal de un conjunto infinito):

Clasificacion de conjuntos

-~ contextos relacionados con los conjuntos

~ situaciones en las que utiliza los conjuntos

- ejemplos de conjuntos

- propiedad utilizada para la clasificacion

- clases producidas.

Conjuntos infinitos

— contextos relacionados con los conjuntos

- situaciones en los que utiliza los conjuntos

— gjemplos

— propiedades caracteristicas.

Comparacion de conjuntos infinitos

— criterio utilizado

— clases resultantes.

Numero cardinal de un conjunto infinito

- equipotencia de conjuntos infinitos

—~ numeros cardinales infinitos.

Lenguaje utilizado

~ lenguaje natural

— lenguaje matematico.

Para el disefio y el analisis de las entrevistas formativas se tuvieron en
cuenta los resultados obtenidos en el primer objetivo, el anélisis del concepto, las
concepciones y dificultades previas de los estudiantes detectadas en las entrevistas
indagatorias, y los siguientes tipos de tareas asociadas al concepto publico elegido:

-~ Comparacion de conjuntos infinitos.

—  Caracterrzacion de conjuntos nfinitos.

— Asociacion de un niimero cardinal a los conjuntos infinitos.

Para la elaboracion de las-preguntas de las entrevistas formativas se eli-
gieron variables de las tareas que manipuladas sistemdticamente, posibilitaban el
logro de las tareas. Cada variable generd un numero de variantes de las tareas. Se
cambiaron uno a uno los diferentes elementos para provocar conflictos cognitivos
en los estudiantes v asi poder analizar la influencia de una determinada tarea en
relacion a la concepcidn percibida. La combinacion de todos los elementos genero
una clasificacion o un sistema de categorias de las actividades. Cada actividad
estaba determinada por el tipo de tarea y por los siguientes elementos ¢ aspectos
asoclados al concepto:
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- Contexto (aritmético, geométrico, aritmético—-geométrico).

- Clases de conjuntos (numerables, equipctentes a R, equipotentes a otros

conjuntos, no equipotentes).

- Existencia o no de la relacién de inclusion entre dos conjuntos dados.

—  Variables o atributos de los conjuntos (cotas, dimension).

—  Sistema de representacion de los conjuntos.

Los mapas cognitivos fueron construidos por la investigadora a partir de
los protocolos de las entrevistas realizadas y se ha probado que han sido un instru-
mento Util para:

1. mostrar las concepciones de los estudiantes relativas a los numeros

transfinitos;

2. estudiar la evolucion de estas concepciones;

3. lograr informacion en orden a refinar los instrumentos y los pasos

siguientes de la investigacidn.

Como ejemplos, se presentan aqui los mapas cognitivos correspondientes
a dos de los estudiantes entrevistados. En relacion a las concepciones iniciales
relativas al concepto de numero cardinal de un conjunto infinito, sélo los licencia-
dos en matematicas (estudiantes del Curso de Aptitud Pedagdgica) utilizaron nu-
meros cardinales infinitos en las primeras entrevistas. Por tanto se ha escogido uno
de estos participantes, el estudiante H; y el otro del grupo restante, el estudiante D.
La eleccién de estos casos ha estado guiada, ademas, por las concepciones y difi-
cultades que mostraban.

Primer ejemplo: el caso del estudiante H

Una de las causas principales que motivo la eleccion de este estudiante, para ¢l es-
tudio de casos, fue la dificultad de comprensién que presentaba relacionada con el
concepto de conjunto numerable. Mds explicitamente, fue determinante en su elec-
cion la influencia que ejercian las formas de representacidon de los conjuntos
numerables en sus concepciones y dificultades relativas al concepto. Otro aspecto,
que cabe mencionar, ha sido el interés mostrado por el estudiante durante el desarro-
llo de las entrevistas, su esfuerzo por dar respuestas variadas, coherentes y lo mas
completas posibles. En la eleccién de este caso para su estudio fue concluyente la
inconsistencia que mostraba respecto a la equipotencia del conjunto de los nd-meros
naturales y del conjunto de los nimeros enteros, la cual condicioné parte de sus
respuestas. Los resultados mds relevantes obtenidos se muestran a continuacion.

A partir del andlisis realizado de las respuestas dadas por el estudiante H
en las dos primeras entrevistas (entrevistas indagatorias), se elaboro un primer mapa
cognitivo que refleja las concepciones iniciales mostradas por el estudiante y las
relaciones que establece entre distintos contenidos conceptuales (Fig. 1). Se obser-
va entre otros aspectos, que:

—  El primer criterio utilizado para clasificar conjuntos es ¢l concepto de

numero cardinal.

—  Paradarsignificado a los conjuntos infinitos, primero utiliza un criterio
no formal “tienen ilimitados elementos”, sin embargo, en el transcurso
de las entrevistas sus ideas van variando y recuerda un criterio mas for-
mal (comentario realizado por el propio estudiante), “un conjunto infi-




B -

B Pag. 10 M Epucacion matematica B Vol. 10 Mo. 2 - Agosto 1998 B © GEI M

N N
MATEMATICAS#——( CONJUNTGC |
L \_/
/ NUMERO O \
CARDINAL /
GDTN:{ (/Nu;m\
INFINITO / FINITO
/
CONJUNTO \

A INFINITO / \ U
/—\k&wm lea Tane \\:\\ \\\ —
ILIMITADOS puede ser SUBCONJUNTO ~ \

() s .

( CONTABLE O \

NUMERABLE /

INCONTABLE

COORDINABLE
CON Z

COORDINABLE

axiste

IYECCION /BWECCION N

\
\ - \ax\-\ x\*
D OH&E OO®

(Q \\\,/ p—

Estudiante H: Primer mapa cognitivo

@
o
o
2~ z
2.~
P4

Figura 1.

nito es un conjunto que tiene un subconjunto infinito equipotente” (no
percibe que introduce la palabra “infinito” en su definicion).

La clasificacion de los conjuntos infinitos la obtiene utilizando el cri-
terio de “contar elementos’.

Diferencia entre “ser contable” y “tener el mismo cardinal”. Indica
que el conjunto de los nimeros enteros es “contable”, pero que no
tiene el mismo cardinal que el conjunto de los numeros naturales, su
cardinal es mayor.

Afirma que el conjunto de los nimeros racionales es un conjunto
“coordinable” con el conjunto de los nimeros naturales, aunque no
justifica su respuesta. A pesar de que no encuentra una aplicacién
biyectiva entre ambos conjuntos, mantiene su afirmacion. Este es un
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conocimiento que tiene fuertemente arraigado, lo ha adquirido duran-
te su formacion marematica y lo ha memorizado.

—  También tiene dificultades para comparar conjuntos de distinta dimen-
sion (por ejemplo, ZxZ o NxN con N). Afirma que son conjuntos “con-
tables” pero indica que no se puede establecer una aplicacién bivectiva
entre €sos conjuntos y el conjunto de los nimeros naturales.

— Lacausa que determina la equipotencia de algunos conjuntos con el
conjunto de los nimeros reales la atribuye ala “densidad " de los con-
juntos, excepto para los niimeros racionales, ya que reconoce la den-
sidad de este conjunto, pero indica que en este caso el conjunto no es
equipotente con el conjunto de los numeros reales.

Del analisis de las respuestas del estudiante también se observa que asocia
“existencia” a “conocimiento personal” (“conozco tres nimeros cardinales infini-
tos” o cuando no encuentra una aplicacidn biyectiva entre dos conjuntos afirma
que “no existen aplicaciones bivectivas entre ambos conjuntos ).

Este primer mapa cognitivo nos ha permitido, también, identificar la zona
de conflicto del estudiante H (en el mapa esta situada en la parte inferior correspon-
diente a los conjuntos contables o numerables). Se observa que las dificultades del
estudiante han surgido cuando ha tenido que justificar las conjeturas: “Z es un conjun-
to numerable”, “el producto de dos conjuntos numerables es un conjunto numerable”
y cuando ha tenido que dar significado al concepto de “conjunto numerable”.

El segundo mapa cognitivo del estudiante H (Fig. 2) se ha elaborado a
partir del analisis realizado de las transcripciones de las dos primeras entrevistas
denominadas formativas (durante dichas entrevistas el estudiante realiza tareas y
también se le facilita informaci6n). Dicho analisis se centra en:

— el reconocimiento de actos de comprensién que presentaban dificultad;

— la identificacion de nuevas dificultades, si las hubiera, y

— el establecimiento de relaciones entre dificultades superadas y las ta-
reas que han influido en ello.

Durante estas dos entrevistas se le han facilitado al estudiante las defini-
ciones de los conceptos de “equipotencia de conjuntos” y de “conjunto numerable”,
también se ha probado que el conjunto de los numeros racionales es numerable.
Para el estudiante, la numerabilidad de NxN y de ZxZ queda justificada cuando se
prueba la numerabilidad del conjunto de los nimeros racionales. Se produce en-
tonces, una reorganizacidon de su conocimiento (el cambio producido en la zona
conflictiva del estudiante es facilmente observable si se comparan los dos mapas).
y como consecuencia, argumenta que el conjunto de los numeros enteros no es
numerable, lo cual produce una inconsistencia en su pensamiento. L.a zona de con-
flicto del estudiante estd condicionada por el fracaso en encontrar una aplicacion
biyectiva entre el conjunto N={0,1,2,...} yel conjunto Z={...-2,-1,0,1,2,...}.

También se observa que inicialmente no clasifica los conjuntos segun el
criterio de equipotencia de conjuntos (como luego hace), sino que vuelve a hacer
una biparticién a partir del concepto de numero cardinal, obteniendo de nuevo la
clasificacion mostrada durante las entrevistas indagatorias (primera serie de entre-
vistas aplicadas al estudiante H, Fig. 1). Ahora bien, durante este periodo se obser-
va que el estudiante dota de significado mds preciso a los distintos conceptos que
relaciona v que el lenguaje utilizado se va transformando, cl lenguaje natural es
sustituido por lenguaje matematico.
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Estudiante H: Segundo mapa cognitivo

Figura 2.

Con los Gltimos datos obtenidos, correspondientes a las entrevistas for-
mativas (tercera, cuarta y quinta) se elabora el tercer mapa cognitivo del estudiante
H (Fig. 3). La admision de la llamada “hipdtesis del continuo™ ha sido una de las
causas que ha marcado una reestructuracion importante en el pensamiento del es-
tudiante, y la principal desencadenante de la disolucion de la zona de conflicto
(véase mapa). No obstante, ha sido necesario presentarle actividades del tipo
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Estudiante H: Tercer mapa cognitivo

Figura 3.

para que el estudiante identificara un “orden numerable” en Z, ya que debido a su
tendencia a buscar formulas algebraicas, no encontraba criterios que le permitieran
establecer aplicaciones biyectivas entre Ny Z.

Se observa también en el mapa que aunque el estudiante admite infinitos
cardinales infinitos, le da significado de numero sélo a los dos primeros (que son los
dos numeros transfinitos que mas ha utilizado durante su formacién matematica).

Conclusiones

En el caso del estudiante H, a través de las entrevistas se ha accedido a aspectos
relacionados con la comprension del concepto de nimero cardinal de un conjunto




/ \\ / ousce ser
T L - !
eonaamane CGOROINABLE #caoromane) -
CLSNON conZ N Fl/

M Pag. 14 B Esccacion matemanica B Vol 10 Mo. 2 - Agosto 1998 B © GEl B

infinito que de otra forma, sin una intervencion interactiva, hubiese side muy difi-
cil descubrir. El estudio de los resultados obtenidos se basa en el analisis del cam-
bio conceptual detectado.

En primer lugar, utilizando los mapas cognitivos del estudiante (Fig. 4) el
analisis de los datos se ha centrado en:

1. la focalizacién de concepciones,

2. la identificacion de errores o de alguna “zona de conflicto”, y

3. la descripcion de nuevas concepciones.
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Figura 4.

Posteriormente se ha estudiado el cambio de concepcion realizado por el
estudiante, buscando las relaciones entre las etapas de construccidén del significado
del concepto de “numero cardinal de un conjunto infinito” y los procesos desarro-
llados por el sujeto.

Del analisis del primer mapa cognitivo se identifica una concepcion ini-
cial del estudiante H, asi como una zona de conflicto asociada a dicha concepcidn:
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— Infinito numerable e infinito no numerable. Los conjuntos numerables
los subdivide en conjuntos coordinables con N (por ejemplo: las suce-
siones y el conjunto de los niimeros racionales) y conjuntos
coordinables con Z (por ejemplo: ZxZ y NxN). con cardinales (| ¥ ¢,
respectivamente. Esta subdivision constituye la denominada “zona
conflictiva” del sujeto en relacién al concepto estudiado. Los conjun-
tos no numerables son coordinables con R y su cardinal es ;..

Observando el segundo mapa cognitivo y comparandolo con el primero se
detecta que mantiene la clasificacidn de los dos grandes grupos, pero varia la
subclasificacion: los conjuntos numerables son conjuntos equipotentes con N, por
ejemplo, Q, ZxZ y NxN. Mantiene que Z es un conjunto no numerable vy no
equipotente a R. Por tanto sigue siendo el conjunto de los numeros enteros el ori-
gen de la existencia de la zona conflictiva.

A partir del tercer mapa cognitivo se percibe que, debido a la informacion
recibida, el estudiante ha realizado una reestructuracion de su conocimiento, con-
siderando infinitas clases de conjuntos no numerables y desapareciendo la zona de
conflicto. Ahora bien, solo asigna el significado de namero transfinito a los dos
primeros cardinales infinitos, se puede afirmar que esto es debido al uso que ha
hecho de estos nameros cardinales durante su formacién matematica.

Segundo ejemplo: el caso del estudiante D

Las principales causas que han motivado el estudio de este caso han sido las con-
cepciones innatas identificadas en el estudiante, que se podrian denominar “con-
cepciones primitivas”, relativas al concepto de numero cardinal de un conjunto
infinito. El estudiante presentaba dificultades que habian sido identificadas, pre-
viamente, por profesores entrevistados. Se podria decir que las ideas de este estu-
diante son “consecuencia natural” del sistema educativo espafiol.

El contraste de las ideas de este estudiante con las del otro estudiante esco-
gido, también ha determinado su eleccion. En el sentido de que las concepciones del
estudiante H son mas refinadas, mas elaboradas, fruto de su formacion matema-tica;
sin embargo, las concepciones de este segundo estudiante son mas “ordinarias”, de-
bido a que los contenidos relativos al concepto de numero cardinal de un conjunto
infinito no han sido nunca, para ¢€l, objeto de estudio por ellos mismos, los ha utiliza-
do como herramientas matematicas para el estudio de otros contenidos.

Otro aspecto que caracteriza las concepciones primitivas de este estudian-
te es la forma de los argumentos utilizados, basada en explicaciones breves sin
justificaciones rebuscadas.

También cabe mencionar el interés mostrado por el estudiante durante el
desarrollo de las entrevistas, su esfuerzo por responder, y sobre todo su asombro
cuando descubria propiedades y hechos que desconocia y que “estaban al alcance
de su mano”. En el momento de la realizacion de las entrevistas era estudiante de
segundo curso de Ingenieria Quimica de la Universidad de Alicante, teniendo apro-
bada la asignatura de “Fundamentos Matematicos de Ingenieria” en la que se desa-
rrollaron contenidos de Algebra Lineal, Célculo Diferencial e Integral y Métodos
Numéricos; en segundo estaba cursando “Ampliacion de Matematicas para Ingenie-
ros” en la que se estudian contenidos de Calculo Diferencial, Ecuaciones Diferencia-
les e Integracion. Se presenta a continuacion el andlisis de los resultados obtenidos.
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A partir del andlists realizado de las respuestas dadas por el sstudiante D
en las entrevistas indagatorias, se elabord un primer mapa cognitivo que refleja las
concepclones iniciales mostradas por el estudiante y las relaciones que establece
entre distintos conceptos (Fig. 5). Se observa, entre otros aspectos, que:

- Enprmer lugar el significado que da a los conjuntos infinitos es el de “infi-

nito potencial”, posteriormente aparece [a concepeidn de “infinito actual”.

- La mayor dificultad del estudiante reside en identificar la equivalencia

entre la 1gualdad de los cardinales de dos conjuntos infinitos y la exis-
tencia de aplicaciones biyectivas entre ambos conjuntos.

Estas caracteristicas determinan la denominada zona de conflicto del es-
tudiante D. Por tanto, la principal conjetura que tiene que validar es que “la igual-
dad de cardinales de dos conjuntos infinitos” implica “la existencia de aplicaciones
biyectivas entre dichos conjuntos”. A partir de esta propiedad podra deducir la
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existencia de conjuntes infinitos no equipotentes v como consecuencia obtendrd
distintos numeros cardinales infinites.

El segundo mapa cognitivo del estudiante D (Fig. 6) se ha elaborado a
partir del andlisis realizado de las transcripciones de las dos primeras eatrevistas
formativas. La justificacién de la existencia de aplicaciones biyectivas entre con-
juntos infinitos ha sido un proceso lento para el estudiante, primero lo ha obtenido
para conjuntos numerables, a continuacion identifica aplicaciones biyectivas entre
R y conjuntos que son intervalos cerrados, intervalos abiertos o intervalos
semiabiertos. Posteriormente, reconoce la existencia de aplicaciones biyectivas entre
los intervalos prescindiendo de los extremos de los mismos.

No le han surgido durante esta fase nuevas dificultades. La concepcion de
infinito potencial condiciona sus respuestas relativas a la consideracion de (o COMO
el numero cardinal del conjunto de los nimeros naturales.
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A'lo largo de las dos entrevistas mantiene “su criteric’ de no equivalencia
entre la 1gualdad de cardinales y la existencia de aplicaciones bivectivas. Solo a
partir de la explicacion final relativa a la no numerabilidad de R reconoce su error.
Contrastando este segundo mapa del estudiante D con el anterior se puede apreciar
el cambio que ha habido en sus concepciones, el cual es debido, sobre todo a la
identificacion de conjuntos no equipotentes.

Con los ultimos datos obtenidos, correspondientes a las entrevistas forma-
tivas (tercera, cuarta y quinta) se elabora el tercer mapa cognitivo del estudiante D
(Fig. 7). Se observa que la concepcion de infinito potencial, que ya s¢ pone de ma-
nifiesto en las primeras entrevistas indagatorias se va formalizando. A medida que
el significado de conjunto infinito se transforma en infinito actual, adquiere enti-
dad el concepto de nimero cardinal de un conjunto infinito dotado de una aritmé-
tica distinta a la de los niimeros cardinales finitos.
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Otro cambio ~de actitud™ detectade en las respuestas del estudiantz s €
reconocimiento de que el conjunto de los nimeros racionales es numerable v denso
en el conjunto de los numeros reales, admitiendo también la posibilidad de Ta exis-
tencia de conjuntos no numerables densos en R. Se refuerza la existencia de tres
numeros cardinales infinitos como minimo. Aunque la respuesta del estudiante no
es correcta, se valora de forma positiva va que admite nimeros cardinales infinitos
distintos a ;, v a ;. La instruccion matematica recibida durante su formacion. no
le posibitita justificar si el conjunto mencionado tiene cardinal (y <. 0. hahecho
una generalizacion de resultados obtenidos en entrevistas anteriores.

Conclusiones
Posteriormente, se realizé un analisis comparativo de los tres mapas elaborados

(Fig. 8) con el fin de detectar la evolucion de las concepciones del estudiante ante
el aporte de informacion.

- T
e AN R
- R R -, - .
p o o " P . - -
e e 7 Cspmeen e N CONJUNTY e >
\ VIDA REAL m——-— CUNJUNTO S HMATEMATICAS, S /  CORJUNTO
. J \ 4 — &«
guen Smen s
~ - ~
e e T ~— -
o N - ™
S as 20 {/ruc i *—\/\ Sy omeso 50 ‘
ELEMENTDS /) B Vo ELEMENTOS
N /N taintes Y . / /
o < v_“/l\ frogucen \ \” seruimina \"K/ .
o 5 sunden sar Lo N 7 v
AN - purder'se o
' AN 4 : {
A {
| VN (e e ™ // |
{ WML e R e !
| / i
/ i
\ Y
i
; \ / /
. \ /
ne s san P H .
- —X = —_—
(G"é‘??'?fs\f‘/ £ Comanros™y Conaanras
| Lquie »
| Tre ) pmenics ) g
' S
! .
- purter e
i N
| / / .
i ron ~
| /‘ v s
! . i ! Cactinal v 7 ~
1 hey av ! - \s .
\ / \\ / (oupuv[~r( uﬁ (G (
! ! 2 ra ,/
Y i m N CanaunTas |
G , E( uonENYES LQAUIPQTENTES |
~ stmvo ™~ “ I /\A A0 s cardnal s wcdnal o oo
SRR L R ™ ! ‘
R L e son { I
’_v ejpmpias -
i
i { /ca~ jnTan ‘/ / \ K.
wwmos o s /
o D 8n e ~. I N * T~
Y \ | 2 /
/ s , e A
a N / \ sespicamn 1o 3¢ plica a0
- - s g
Pa—— / 8\ \(‘_,_.v:./ e
i A ,“ o ;
N7 — N
Esi.Cianie Ti Prirer mand logried Estucianie U Segundo maga cagribive Estudiante J1 Terler Maga cogmiivo

Figura §.




e e, .

Pag. 20 Ecccacion satesitica 8 Vol, 10 No. 2 - Agosto 1998 B € GEl B

Interesa resaltar que este estudiante situa los conceptos reiativos al con-
cepio objeto de nuestro estudio en et campo de la Matematica, sin ninguna “conce-
sidn” a otros campos o dreas, v que durante el desarrollo de la secuencia instructiva
se ha reflejado un cambio de actitud en éi que le ha producido una mayor confianza
en los contenidos formales y un apoyo cada vez menor en sus intuiciones.

Utilizando los mapas cognitivos del estudiante, se puede realizar un anali-
sis del cambio conceptual detectado. El proceso seguido tiene los mismos centros
de interés que en el caso del estudiante H, y son:

1. la focalizacién de concepciones,

2. laidentificacién de errores o de alguna zona de conflicto, y

3. la descripcion de nuevas concepciones.

Del andlisis del primer mapa cognitivo del estudiante se obtienen las si-
guientes concepciones iniciales ya reflejadas.

— Infinito potencial. El significado del concepto de conjunto infinito lo
obtiene a partir de la negacion de conjunto finito. Esto produce una
indeterminacion del nimero de elementos que caracteriza al conjunto
infinito y justifica la ausencia de criterios vélidos para la compara-
c16n de conjuntos infinitos.

— No existencia de jerarquias entre conjuntos infinitos. Aunque no cla-
sifica a los conjuntos infinitos, si que destaca algunos conjuntos infi-
nitos entre los que establece una aplicacion biyectiva. Del hecho de
que dos conjuntos infinitos tengan el mismo nimero de elementos no
deduce la existencia de aplicaciones biyectivas entre los conjuntos.
Para el estudiante la implicacién “si existe una aplicacién biyectiva
entre dos conjuntos, ambos conjuntos tienen el mismo numero de ele-
mentos~ sélo tiene sentido entre conjuntos finitos (pues para él “fo-
dos los conjuntos infinitos tienen el mismo numero de elementos”).
Este hecho es el que determina su “zona conflictiva” relativa a la com-
prension del concepto de nimero cardinal de un conjunto infinito.

Analizando el segundo mapa cognitivo del estudiante y comparandolo con
el primero se observa que sigue caracterizando a los conjuntos a partir del niumero
de elementos, pero ahora muestra una clasificacion de los conjuntos infinitos en
dos grandes grupos: conjuntos numerables (poseen “el orden natural”) y conjuntos
equipotentes a [0,1] (o conjuntos no numerables). Ha sido la instruccion recibida
durante la fase que corresponde a los datos de este mapa la que mas cambios
cognitivos ha provocado en el estudiante respecto al concepto de nimero cardinal
de un conjunto infinito, si bien, no aparecen numgros cardinales de conjuntos infi-
nitos, ya que los cambios producidos no han puesto de manifiesto, todavia, la
operatividad de dichos niimeros para el estudiante.

A partir del tercer mapa cognitivo, se observa que debido a la informacién
recibida, ha realizado una reestructuracién de su conocimiento, considerando dis-
tintas clases de conjuntos no numerables y desapareciendo su zona de conflicto.
Asigna el significado de nimero transfinito a los tres primeros cardinales infinitos
y los sitiia en el campo de la Matematica, diferenciandolos de los numeros cardina-
les finitos por su no aplicabilidad al mundo real.

La concepcion inicial de infinito potencial identificada en el estudiante,
relativa a los conjuntos infinitos, se puede hacer corresponder con las ideas de la
¢poca de la Antigiiedad Griega. También el estudiante, como Bolzano, identifica
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puntos de tna recta con numeros reales, pero no tiene un criterio que le perm:a
comparar dos conjuntos cualesquiera, y de forma “natural”, considera primero 2
equipotencia de conjuntos numerables. El asombro del estudiante al comprobar
determinadas propiedades hace recordar las palabras de Cantor a Dedekind. 1o
veo pero no lo creo” aplicadas a sus propios descubrimientos. Se puede afirmar
que la evolucion de las concepciones identificadas en las respuestas del estudiante
D se corresponde con las detectadas en el desarrollo histérico del concepto.

Observaciones

Los mapas cognitivos han sido un auténtico “instrumento dindmico” en la investi-
gacion, ya que:

(1) han facilitado el estudio de las relaciones conceptuales que cada es-
tudiante entrevistado ha mostrado durante las entrevistas, asi como
la evolucion de las mismas, poniendo de manifiesto las concepcio-
nes erroneas identificadas en cada estudiante;

(2) han posibilitado la comparacion de los resultados obtenidos entre
distintos estudiantes, y

(3) han permitido refinar otros recursos o enfoques utilizados en la in-
vestigacion.

Como ejemplo aclaratorio de este tltimo punto, cabe mencionar que debi-
do al enfoque conceptual utilizado en las entrevistas de la primera etapa de la in-
vestigacion (basado en el término infinito), en el momento de elaborar los mapas,
surgieron dificultades de estructuracion jerdrquica entre los conceptos de infinito
y de conjunto infinito. Este hecho provocoé que durante la segunda etapa el concep-
to de partida no fuera el término “infinito”, sino el concepto de “conjunto”. Este
cambio ha posibilitado conocer un campo mas amplio de las relaciones que el suje-
to establece con el infinito actual. Ademas de esta forma no se ha dirigido la aten-
c16n del sujeto hacia los conjuntos infinitos, sino que es el propio estudiante quien
avanza hacia el concepto. Realizando un andlisis comparativo de los mapas cog-
nitivos correspondientes a cada estudiante se observan los siguientes aspectos con-
ceptuales:

—  El conjunto infinito se obtiene como un concepto subordinado del con-
cepto de conjunto, formando una estructura jerarquica. La biparticion
de los conjuntos en finitos e infinitos, suele ser un proceso “habitual”
de clasificacion de los conjuntos centrado en el campo de la Matema-
tica.

—  Existe un vinculo fuerte entre los conceptos de “cardinal” y de “con-
junto infinito”. Ahora bien, esta relacion no es significativa, ya que,
aunque se obtiene a partir de la asociacion de los conceptos de “con-
junto finito” y “namero cardinal”, sélo el estudiante del Curso de Ap-
titud Pedagdgica mostrd, inicialmente, conocer algin niimero cardinal
infinito.

También se observa que la metodologia utilizada ha influido positivamen-
te en la comprension del concepto por los estudiantes, ya que respecto a la resolu-
ci6n de situaciones, ha centrado el interés en los aspectos relativos al concepto de
nimero cardinal de un conjunto infinito.
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