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RESUMEN: En este trabajo estudiamos los limites en la comprensidon’y aceptacion que los
estudiantes preuniversitarios muestran ante el uso del infinito actual, en particular, estu-
diamos las respuestas de los estudiantes en relacion al famoso teorema de Georg Cantor.
Por otra parte, intentamos analizar los motivos de esta falta de aceptacion generalizada
que presenta diferentes manifestaciones.

ABSTRACT: In this work, we study the limits of understanding and lack of acceptance
shown by students from the upper-secondary school related to actual mathematical infinity,
in particular, we explore their answers with respect to a celebrated theorem of G. Cantor.
Moreover, we try to analyze the motives of this widespread non-acceptance which surfaces
in diverse fashions.

1. Origen histérico del titulo de nuestra investigacion

Cuando nos acercamos a la historia de las matematicas, una de las cuestiones que mas
sorprende, es el contenido de una célebre y extraordinaria carta de Georg Cantor (1845-1918)
a Richard Dedekind (1831-1916), enviada desde Halle el 29 de junio de 1877. Dado que
Dedekind se retrasaba (!) en dar respuesta a un problema que le habia propuesto el 25 de
junio, Cantor, después de s6lo 4 dias, y pidiendo disculpas por el proprio celo, propone con
fuerza, en la carta del 29 de junio, una nueva interrogacion, declarando tener necesidad de
recibir el parecer de Dedekind.

Casi al inicio de esta nueva carta (en aleman), Cantor escribe (en francés) la famosa
frase:

«Mientras que usted no lo apruebe, yo no puedo mds que decir: lo veo pero no lo
4
creoy

1 Trabajo realizado en el dmbito del contrato de investigacion CNR n. 97.00875.CT01 y con contribucion
economica del Ministerio Italiano de la Universidad y de la Investigacion Cientifica y Tecnologica.

2 Departamento de la Instruccion y de la Cultura, Division Escuela, Republica y Cantén del Ticino,
Bellinzona, Suiza.

3 N.R.D., Niicleo de Investigacién en Diddctica de las Matemdticas, Departamento de Matematicas,
Universidad de Bologna, Italia.

4 Sobre este punto véase (Arrigo, D’Amore, 1993). Para conocer los textos completos de las cartas
intercambiadas entre los dos formidables matematicos alemanes, se puede ver (Noether, Cavailles, 1937)
y (Cavailles, 1962).
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Espontaneamente surge la siguiente pregunta, ;cual seria el argumento sobre el que
antor solicitaba, decidido, una rapida respuesta de Dedekind? Nos lo dice el mismo Cantor
1su carta del 25 de junio:

«Una variedad continua de p dimensiones, conp > 1, jse puede poner en relacion
univoca con una variedad continua de una dimension, de manera tal que a un
punto de una corresponda uno y sélo un punto de la otra? »

Debemos decir inmediatamente que, en aquella época, se entendia por “relacién
1ivoca” lo que hoy llamamos “correspondencia biunivoca”. Para favorecer a un eventual
ctor no experto en matematica, nos podemos concretar al siguiente caso, particular, pero
ualmente significativo:

;es posible hallar una correspondencia biunivoca entre los puntos de un cuadrado’
y los puntos de un segmento®?

Se puede intuir la importancia de la pregunta a partir del siguiente comentario del
ismo Cantor:

«La mayor parte de aquéllos a los que les he puesto esta pregunta se han sorpren-
dido mucho del hecho mismo de que yo la planteara, ya que es evidente que, para
la determinacion de un punto sobre una extension de p dimensiones, se necesitan
siempre p coordenadas independientesy

Después, Cantor confesé que habia intentado demostrar este hecho, suponiendo
1¢ era verdadero, pero sélo porque ya no estaba satisfecho de la supuesta y tan difundida
sidencia! Confiesa por lo tanto haber formado parte siempre de aquéllos que no ponian en
1da tal hecho; siempre, hasta que demostr6 que las cosas no eran asi...

La demostracion hallada por Cantor es de una simplicidad genial; para verla, basta
»nsultar un buen libro de texto de Analisis de nivel universitario, por ejemplo Bourbaki
970), pag. 47-49. Nosotros aqui nos inspiramos en una célebre vulgarizacion de la demos-
acién de Cantor que se halla en Courant y Robbins (1941) relativa sélo al ejemplo visto
Tiba, propuesto a nuestro hipotético lector no matematico’.

Pongamos el cuadrado en un sistema de ejes cartesianos ortogonales de origen O,
> manera tal que dos lados consecutivos se “apoyen” sobre los ejes (obviamente uno de
s vértices coincide entonces con el origen). Considerando el lado del cuadrado como
1idad de medida, se tiene inmediatamente que cada punto P interno a la superficie cuadra-
1tiene coordenadas reales x, y y, del tipo 0 <x,< 1,0 <y, <1, por lo tanto, explicitamente:
.=0.a4,..a..,yy,=0bb,.b .. .A cada pareja ordenada de niimeros reales (x,, y;)
acemos corresponder el nimero real x, definido de la siguiente manera: x,, =
abapb,..ab .., obtenido anteponiendo 0 y el punto decimal, y alternando después las
fras decimales singulares de cada coordenada. Se puede facilmente constatar que 0 <x,.<
y como tal, x,. se define de manera univoca a partir de x, y y,; como x,,.se puede considerar
)mo abscisa de un punto P’ en el eje X [P’(x,,0)], se puede pensar, por lo tanto P’, como e/
rrespondiente de P en la correspondencia definida.

‘or “cuadrado” entendemos de ahora en adelante una superficie plana con forma cuadrada abierta, es
cir sin borde.

Je ahora en adelante, hablaremos de segmento abierto, es decir sin extremos.

:n realidad, en lo que sigue de nuestro trabajo, es s6lo a este ejemplo al que haremos referencia.
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Viceversa: se puede partir de P’y de su abscisa y, con el método inverso de distribu-
cion de las cifras, llegar univocamente a P.

Por lo tanto, hemos probado este teorema de Cantor, al menos en el caso en el que la
dimension p de la variedad vale 2: a los puntos internos del cuadrado unitario corresponden
de manera biunivoca los puntos internos del segmento unitario.

Dado que esta demostracion se basa en la escritura decimal de los nameros, €s obvio
que se debe dar por descontado una unicidad de tal escritura como, por otra parte, objeto
el mismo Dedekind a Cantor en una carta posterior (no obstante aceptando la demostracion
y admitiendo que su objecién no la descalificaba en lo mas minimo). Se trata por lo tanto de
eliminar por convencién, antes del enunciado del teorema, la inica ambigiiedad posible, que
se halla sélo en el caso en el que aparece un 9 periddico en la expansién decimal. Por
ejemplo, es bien conocido que 0.39 = 0.36: basta entonces prohibir las escrituras del primer
tipo y, en el momento en que aparezca, se sustituye con escrituras del segundo tipo’.

Nuestra investigacion tiene motivaciones puramente didacticas y los parrafos pre-
cedentes tienen sélo el objetivo de situarla en el ambito histérico.

Quisimos recordar lo anterior, s6lo para justificar nuestro titulo: «Lo veo, perono lo
creow; la célebre frase de Cantor, que vuelve tan humana y fatigosa toda la historia de esta
demostracion; para nosotros sera emblematica de aquello que podria decir también un joven
estudiante de la escuela secundaria superior, que tuviera que ver con la demostracién
tratada por Courant y Robbins (1941), e ilustrada por nosotros.

Pero todo esto nos lleva también a poner en evidencia, aunque sea brevemente, los
obstaculos que se han tenido en el desarrollo histérico de este dificil y controvertido argu-
mento, hasta la demostracién de Cantor que, por cuanto genial y simple, no fue acogida de
manera inmediata. Aunque ya no lo diremos mas de manera explicita, es obvio que cuando
hablemos de obstaculos epistemologicos al respecto, la misma historia rapidamente deli-
neada aqui debe considerarse como un apoyo poderoso a su evidencia.

2. Descripcion del cuadro tedrico de referencia

En lo que se refiere a la investigacion sobre la problematica de la ensefianza y del aprendizaje
del infinito, uno de nosotros tuvo el encargo, en ocasién del VIII ICME (Sevilla 1996) de
organizar del Grupo de Trabajo XIV, cuyo tema estaba precisamente dedicado a este aspec-
to. En aquella ocasion, se redacté una bibliografia de mas de 300 titulos, con la contribucién
de muchos investigadores de todo el mundo; tal bibliografia se escribi6 en italiano, espafiol
e inglés y se puso a consideracion (precisamente en Sevilla) de los participantes en el GT
X1V y se redacté también un panorama razonado de tales investigaciones (D’ Amore, 1996).

Partiendo de estos antecedentes, delineamos brevemente el cuadro tedrico de refe-
rencia, en el que nos queremos insertar.

2.1. Entre las tantas investigaciones presentes sobre el panorama mundial, muchas
se dedican a la falta de aceptacion, por parte del estudiante, de las diversas cardinalidades
transfinitas [entre los muchos ejemplos, véanse los trabajos de Tsamir y Tirosh (1994), de
Waldegg (1993), de Fischbein, Jehiam y Cohen (1994, 1995), para tener una primera idea].
Normalmente, para los estudiantes, la cardinalidad de Z es, en un primer momento, superior

¥ En realidad, existen otros detalles que hay que cuidar, asi como precauciones que se deben tomar pero,
dado que nuestro objetivo aqui no es el de entrar en cuestiones finas sobre este argumento (por lo demas
bien conocidas) si no exponer una de nuestras investigaciones, eludimos la cuestion. Se puede ver al
respecto Carruccio (1964).
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la de N (hay quien incluso dice que es el doble). Pero, una vez que se acepta la demostra-
i6n de que estos dos conjuntos tienen la misma cardinalidad, muchos estudiantes creen
jue pueden concluir que esto depende del hecho de que ambos son conjuntos infinitos y
jue por lo tanto «todos los conjuntos infinitos tienen la misma cardinalidad»: infinita. Por
o que, por ejemplo, N, Z, Q y R deberian simplemente de tener la misma cardinalidad.

Esta aceptacion intuitiva (que representa una misconception bastante difundida) la
lamaremos de ahora en adelante: aplastamiento de los cardinales transfinitos.

2.2. Ponemos en evidencia otra conviccion estudiada muchas veces en las investi-
saciones; por ejemplo, en Tall (1980)° se muestra como los procesos mentales y las convic-
slones intuitivas llevan a los estudiantes a pensar que en un segmento /argo existan mas
yuntos que en un segmento mas corto'

Esta aceptacion intuitiva (que representa una misconception bastante difundida) la
lamaremos de ahora en adelante: dependencia de los cardinales transfinitos de hechos
‘elativos a medidas.

2.3. Las aceptaciones intuitivas (misconceptions) de aplastamiento 'y de dependen-
cia se hallan en contradiccidn entre ellas; pero parece que los estudiantes no se sienten
interesados por volver coherentes sus creencias, como muestran, en modos y dmbitos
diferentes, Stavy y Berkovitz (1980), Hart (1981), Schoenfeld (1985), Tirosh (1990), Tsamiry
[irosh (1997) y D’ Amore y Martini (1997, 1998).

2.4. Duval (1983) analiza la dificultad que tienen los estudiantes para aceptar la
correspondencia biunivoca llamada “de Galileo” entre N y el (su) subconjunto de los ntime-
0s cuadrados. El la explica (incluso) gracias a un obstaculo que llama de deslizamiento: en
su caso se trata del deslizamiento del verbo 7ener al verbo Ser en el curso de la demostra-
cidn (es decir: en el curso de la demostracion, se pasa de propiedades de ciertos ntimeros
recurriendo al verbo 7ener, a la descripcion de una peculiaridad de estos mismos niimeros
expresada mediante el verbo Ser). Pero nosotros podemos tomar esto como prototipo y
nablar de deslizamiento més en general, en el curso de una demostracion: nuestra acepcion
de deslizamiento (un poco mas amplia que la de Duval) se tiene cuando se esta hablando de
alguna cosa (0 en un cierto modo, o en el ambito de un cierto lenguaje) y, de improviso, nos
nallamos hablando de otra cosa (o en otro modo o en otro lenguaje). Es evidente que este
nasaje del contexto geométrico al aritmético y viceversa se inserta en el “‘jeu de cadres” de
Douady (1984-86). Caracteristica de nuestro caso especifico es el doble pasaje y el hecho de
Jue esrelativo a una demostracion. Se debe también hacer referencia a la dificultad de parte
le los estudiantes en el pasaje entre diversos sistemas de representacion (Duval, 1995).

2.5. El clésico debate filoséfico de origen aristotélico sobre el infinito en sentido
actual y en sentido potencial (Arrigo, D’Amore, 1993) ha inspirado diferentes investiga-
ciones, por ejemplo las de Moreno y Waldegg (1991), de Tsamir y Tirosh (1992), de Shama
y Movshovitz Hadar (1994) y de Bagni (1998). Se han hallado, en verdad, resultados a veces
ontradictorios; pero aparentemente estd probado que la evolucion de la concepcién ac-
ual del infinito matemético es mas lenta y se da en modo contradictorio a lo largo del curso
lel curriculum escolar y gracias a un proceso de maduracion y sistematizacion cognitiva de
os aprendizajes. Ahora, la demostracion descrita por nosotros en el apartado 1 es claramen-
e de tipo actual por el modo mismo en el que se manipulan algunos conjuntos infinitos (los
untos del cuadrado y del segmento, las cifras después del punto). Este hecho podria
onstituir uno de los puntos de dificultad para la aceptacion de la demostracién misma.

[Naturalmente tuvimos en cuenta los numerosos estudios sobre la demostracion
natematica en clase. Pero, en realidad, aqui no se trataba de “dar una demostracion” sino de
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“seguir una demostracion dada por otros” y después discutir el grado de aceptacion para
estudiar los motivos de un eventual rechazo; nos parece que la especificidad de la demos-
tracion y el hecho de que ella involucre al infinito cobran mayor relevancia con respecto a la
actividad del demostrar en si].

3. Descripcion de los problemas

Tenemos ahora la posibilidad de describir los problemas que nos llevaron a hacer la presen-
te investigacion.

P.1. En la demostracion ilustrada en el apartado 1 parecen intervenir solo hechos
elementales: los primeros elementos de geometria analitica, la escritura decimal y poco mas.
Es importante notar que todas las habilidades matematicas que pueden considerarse como
prerrequisito para la demostracion del teorema de Cantor habian sido ya adquiridas por
parte de los estudiantes a los que se les aplicé la prueba. Es ademas una costumbre regular
de los estudiantes a los que se les aplico la prueba el dar demostraciones; es mas, hay una
cierta insistencia en esta actividad. Sin embargo no es un habito normal hacer este tipo de
analisis (y de meta—analisis) en nuestras escuelas secundarias superiores y, por lo tanto,
para los estudiantes era la primera experiencia de este tipo. ;Esto basta para garantizar la
comprension por parte de los estudiantes del tercero y del penultimo afio de la escuela
superior (edad: 16-18 afios) que hayan ya adquirido esas nociones? Si la respuesta fuese
negativa, seria entonces como decir que las habilidades preliminares mencionadas son
necesarias, pero no suficientes para la comprension del teorema.

Algunas pruebas previas efectuadas esporadicamente parecian proporcionar una
respuesta negativa a esta pregunta. Pero, obviamente, para poder dar una respuesta docu-
mentada, se necesitaba hacer la prueba con criterios controlados y siguiendo un aparato
experimental s6lido.

P.2. En el caso de que hubiésemos encontrado una respuesta negativa a P.1., ;cual
podria haber sido la explicacién?

. Tendriamos que haber recurrido exclusivamente a los obstaculos epistemolégicos,
evidentemente presentes en este campo y explicitamente traidos a colacién por muchos de
los autores citados precedentemente [y en especial modo, por ejemplo, de Fischbein, Jehiam
y Cohen (1994)]? O ;habriamos descubierto, entre las causas de la falta de comprension,
también clausulas generales y especificas del contrato didéctico?

P.3. Y, finalmente, ;cuales de los aspectos sefialados en 2.1. - 2.5. entran en modo
significativo en la cuestion?

4. Hipotesis de la investigacion

Una primera distincién que se impuso inmediatamente en las pruebas preliminares efectua-
das esporddicamente es la que tiene que ver con el hecho de que algunos estudiantes
declaran de no aceptar la demostracién, mientras que otros si la aceptan. La primera cosa por
estudiar es intentar descubrir qué causas impulsan a los primeros estudiantes al rechazo;

Y Pero sobre este argumento la literatura es vasta en todo el panorama internacional. Véase (D’Amore,
1996).

10 Esta creencia de caracter monddico (y por lo tanto de factura pitagérica), no obstante variados pero
esporadicos antecedentes, fue definitivamente descubierta solo en el siglo XIX, es decir, mas bien recien-
temente. Véase (Arrigo, D’Amore, 1993). Ella, como sea, forma parte de la mentalidad comun, mas alla
del mundo matematico. Se halla incluso entre los profesores.
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pero nos parece no trivial, e incluso mas interesante, analizar con detalle las respuestas de
los estudiantes que declaran de aceptar la demostracion, para ver cuales son los verdade-
ros motivos de tal aceptacion.

I.1. Segun nosotros, se podria descubrir que algunos estudiantes aceptan la demostra-
cioén a causa del aplastamiento, descrito en 2.1. o la rechazan en base a reelaboraciones de la
dependencia vista en 2.2.

1.2. Seglin nosotros, no existen (o casi no existen) estudiantes en grado de notar la
contradiccion entre el aplastamiento (véase 2.1.) y la dependencia (véase 2.2.), confirmando
asi los resultados ya sefialados en 2.3.

1.3. Seglin nosotros, hay un punto muy delicado en el cual se observa, mas o menos
conscientemente por parte del estudiante, un tipo de deslizamiento, seglin lo anticipado y
descrito en 2.4. Se trata del momento en el cual, en el curso de la demostracion vista en el
apartado 1, se pasa de una cuestion relativa a puntos, cuadrado, segmento, plano cartesiano
(objetos y lenguaje de la geometria), a otra cuestion relativa, en cambio, al reordenamiento de
cifras después del punto decimal (objetos y lenguaje de la aritmética) y se pretende, como
consecuencia, hacer de nuevo afirmaciones sobre cuadrados y segmentos. Se esconde aqui un
deslizamiento: se esta hablando de entes geométricos e, de improviso, nos hallamos hablando
de cifras decimales; hechas algunas consideraciones sobre el orden de las cifras (aritmética), se
traen conclusiones de caracter geométrico. Segun nosotros, aqui se esconde un motivo de falta
de aceptacion de la demostracion, pero por lo general se da de manera inconsciente y, por lo
tanto, quizas, de manera confusa

I.4. Seglin nosotros, tratar los conjuntos infinitos de puntos y de cifras en modo actual
resulta normalmente fuera de la capacidad cognitiva de los estudiantes del nivel mencionado.

I.5. Entre los estudiantes que declaran aceptar la demostracion, segiin nosotros, mu-
chos lo hacen sélo por una clausula de tipo general del contrato didactico, aquella que podria-
mos llamar “confianza en el profesor “: si el profesor da una demostracion, es sin duda valida y
debe aceptarse. Sobre esta clausula, véase Perret-Clermont, Schubauer-Leoni y Trognon (1992).

L.6. Segin nosotros, existira un contraste explicito (sobre todo entre los estudiantes mas
intuitivos pero menos hébiles en el lenguaje formal) entre la aparente imposibilidad de la tesis y
su demostracién; habran estudiantes que creeran haber presenciado una especie de truco; lo
que podria entonces dar salida a consideraciones profundas sobre la imagen de las matemati-
cas, del profesor de matematicas y de si mismo al hacer matematicas, consideraciones del tipo:
el profesor puede demostrar todo, se trata de un truco, o de otra cosa. Dado que la frase
limitante puesta entre paréntesis al inicio de este parrafo 1.6. contiene variables no facilmente
manejables desde un punto de vista experimental, nos limitaremos a poner esta hipétesis de
investigacion mas en general, sin demasiadas condiciones. (Pero, sobre esto, se necesitaria
indagar ulteriormente, por ejemplo para descubrir si este eventual comportamiento de los estu-
diantes esté ligado a la demostracién que elegimos, o més en general al infinito matematico, o
aun mas en general a las matematicas).

5. Metodologia

5.1. Poblacion escolar sobre la que se llevé a cabo la prueba

Se trabaj6 con un muestra absolutamente casual de 16 grupos de 11, Il y IV superior (edad
variable entre los 15 y los 18 afios) con un total de 287 estudiantes, 51 de los cuales (tres
grupos) eran del Canton del Ticino (Suiza) y el resto de Bologna (Italia). Ninguno de estos
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alumnos habia tenido precedentemente una ensefianza del Analisis; ninguno de ellos habia
jamas expresamente estudiado o discutido cuestiones concernientes al infinito matematico;
por lo tanto, ninguno de ellos habia jamas afrontado la diferencia entre infinito actual y
potencial; estos estudiantes no habian desarrollado nada especifico sobre los temas trata-
dos en esta investigacion (en particular: no habian repasado las nociones que examinare-
mos mas adelante y que son preliminares a los temas en cuestién). No obstante que existen
diferencias objetivas entre las dos realidades geogréficas (programas diferentes, poblacion
escolar mas seleccionada en Suiza, modos de trabajar diferentes) no hallamos comporta-
mientos suficientemente diferentes como para justificar una elaboracién separada de los
resultados.

La prueba fue conducida por el profesor titular, quien sigui6 las indicaciones que le
fueron entregadas junto con un videocasete (véase 5.2.) y se le proporcionaron cuestiona-
rios para los alumnos (que se ilustraran mas adelante en 6.2. y 6.3. dando simultdneamente
los porcentajes de respuestas y los primeros comentarios, para evitar repeticiones).

Un solo grupo de 23 alumnos tuvo la posibilidad de reexaminar sus propios cuestio-
narios a la distancia de un afio, después de haber seguido una ensefianza regular del
Analisis, como veremos en 8.3.

5.2. Contenido del video

Para llegar a proponer la demostracion sefialada, procedimos por etapas. Nuestra propuesta
se dividié en tres partes, la tercera de las cuales era la demostracion de Cantor y las dos
precedentes, una especie de etapas intermedias (cuyos resultados aprovechamos para dar
algunas indicaciones, como veremos mas adelante). En el video, alternandose, los dos
autores de la presente investigacion daban las demostraciones de las tres afirmaciones que
se veran mas adelante y de las cuales las figuras 1-3 constituyen el momento culminante. El
video, con duracién de 27 minutos en total, se halla disponible para quien desee examinarlo.
El video se dividid en tres partes:

1) Segmentito - segmentote

Presentacion de la problematica y demostracion del hecho de que en el plano puntual dos
segmentos de diferente longitud son equipotentes (Figura 1).

\

, B’
AB y A’B’ convenientemente traslada- “ B
dos en el plano puntual mediante
isometrias.
-~—~B O es el punto de interseccion de la rectas AA’ y
. - BB’. Desde O se proyectan los puntos del seg-
k" mento AB sobre el segmento A’B’. La proyec-
N >R cion central es una aplicacion biunivoca desde
\)’/ AB hacia A’B’ y por lo tanto los dos segmentos
Q' AB y A’B’ son equipotentes.

Figura 1 Ilustracion de la demostracion contenida en el video
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2) Formas decimales periddicas

Presentacion y demostracion del hecho de que 0.39 = 0.4 (véase la Figura 2).
La investigacion de la fraccion generatriz de un nimero decimal periodico formaba parte
de los conocimientos en posesion de todos los estudiantes sujetos a la prueba.
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Figura 2 Demostracion del hecho de que 0,35 =04
3) Teorema de Cantor

Presentacion y demostracion del hecho de que en el plano puntual un cuadrado es equipotente
a uno de sus lados (véase la Figura 3).

Las nociones necesarias de geometria analitica del plano eran parte de los conoci-
mientos en posesion de todos los estudiantes sujetos a la prueba.

F a7 ™
1

7

Figura 3 Demostracion del caso particular citado arriba de un teorema de Cantor

5.3. Método de realizacion de la prueba

Cada profesor exhibio la primera parte del video, después dejo unos 10-15 minutos a los
estudiantes para responder por escrito a las preguntas de la primera parte del cuestionario
(véase 6.2.). Después repitié la misma operacion para las otras dos partes, una cada vez.
Los alumnos trabajaron individualmente y de manera anonima.

Decidimos utilizar un video para garantizar la misma informacién a todos los estu-
diantes involucrados; lecciones de profesores diferentes habrian podido dar informaciones
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diferentes de un grupo a otro. El video fue realizado por los autores de la investigacion con
el apoyo técnico del Centro Didéctico Cantonal de Bellinzona (Suiza). Después de la entrega
de los test, en muchos grupos se llevaron a cabo entrevistas sobre el objeto de la investiga-
cion.

Cada grupo destiné para la operacion entera un lapso de tiempo variable entre hora
y hora y media.

Como ya dijimos, algunos estudiantes tuvieron la ocasién de reelaborar sus propias
respuestas después he haber seguido un aflo de ensefianza del Analisis. Estos estudiantes
recibieron sus propios cuestionarios (reconocidos por ellos mismos) y tuvieron la posibili-
dad de confirmar o de modificar las respuestas dadas la primera vez (véase 8.3.).

6. Resultados del test y primeros comentarios

6.1. Antecedentes

La revision de los cuestionarios y el sucesivo registro y elaboracion 16gico-numérico en la
computadora fue realizada enteramente por los autores de la investigacion. Se utilizo Unica-
mente una hoja electronica.

En seguida se reportan los resultados mas significativos. Se recuerda que el nimero
de los alumnos sujetos a la prueba fue de 287.

6.2. Contenido de los test y respuestas a las preguntas cerradas

1) "Segmentito - segmentote'’

La demostracion comprende dos fases. En la primera, se disponen los dos segmentos en el
plano en modo tal que se pueda determinar un oportuno centro de proyeccion. En la segun-
da, se hace la proyeccion de los puntos de un segmento sobre el otro. A los estudiantes se
les propone la siguiente pregunta:

. En qué medida cada una de estas dos fases te convencio?

(Pon una sola cruz por cada fase y justifica brevemente tu respuesta).

paranada no tanto bastante deltodo
FASE1 3.1% 6.6% 41.5% 48.8%
FASE2 4.5% 7.3% 28.9% 57.8%

Algunos estudiantes no ponen ninguna cruz en lo que concierne a la Fase 2, lo que
explica por qué la suma de los porcentajes es inferior a 100. Este hecho sucede también en
pruebas sucesivas, por lo que no lo repetiremos. Solo el 10-12% afirma no estar convencido
de la demostracion. Pareciera por lo tanto que una argumentacion semejante se halla dentro
de las capacidades de comprension de la gran mayoria de estos alumnos.

2) ""Formas decimales periédicas"

Te acabamos de demostrar que 0.399999....=0.4
A1. Este hecho te convence...

(Pon una sola cruz por cada fase y justifica brevemente tu respuesta).
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paranada  no tanto bastante del todo
17.4% 28.3% 24.7% 29.6%

A2. Las siguientes igualdades te convencen?

(Pon una sola cruz por cada fase y justifica brevemente tu respuesta).

para nada no tanto bastante del todo
3.8% 1.7% 3.1% 90.9%
16.7% 17.8% 13.6% 512%
18.5% 26.5% 25.1% 29.3%
17.4% 24.4% 23.0% 34.1%

En cierta medida, estos porcentajes son inesperados, sobre todo los relativos a las
tiltimas tres preguntas. Es el primer indicio de un resultado que se profundizard mas adelan-
te y que nos hace decir como no siempre y no todos los conocimientos mateméticos (inclu-
so algo considerado como elemental) se estructuran correcta y sélidamente y, por conse-
cuencia, se conservan intactos por mucho tiempo en las mentes de los estudiantes. Desde
este punto de vista, sorprende mayormente el tercer resultado: casi la mitad de los alumnos
de la muestra encuentra problemas para reconocer que es igual a 1/3.

3) "Teorema de Cantor"

(Cual es (cudles son), segtn ti, el punto crucial (los puntos cruciales) de la demostracion
que acabas de ver?

(Pon una sola cruz por cada fase y justifica brevemente tu respuesta).

(1) que las coordenadas de los puntos del cuadrado sean del tipo
(0.ala2...an...,0.blb2...bn...): 12.9%

(2) que de dos coordenadas (abscisa,ordenada) se pase a una sola (abscisa): 44.6%

(3) que el pasaje de dos coordenadas a una se haya hecho mediante una manipulacion de
las cifras decimales: 38.3%

(2b) responde SOLO si pusiste una cruz en (2): ;te cre6 particulares dificultades el pasaje
inverso, es decir de una sola coordenada a dos?: 6.3%

Se ve inmediatamente cémo el punto crucial de la demostracién del teorema de Cantor
es el tratamiento de las coordenadas que implica una manipulacion de las cifras decimales. Es
seguramente una operacion nueva hecha en una situacion jamas vista antes por el estudiante.
Se trata de un escenario extremadamente inestable que hara decir a gran parte de los estudian-
tes "que no entendieron bien" o que "sospechan que existe un truco" y, a unos pocos...
valientes, "que no aceptan la demostracion" y, por lo tanto -mediante una desenvuelta aplica-
cion del criterio logico del tercero excluido-, afirman que el teorema es falso.

Como muchas veces sucede en las pruebas de este tipo, existen preguntas que
pueden influir en las respuestas a otras preguntas. Por ejemplo, la pregunta 2b puede haber
influido en los resultados, dado que pone en evidencia una de las opciones posibles de una
pregunta precedente.
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Preferimos no poner una pregunta genérica del tipo: «; Te convencié la demostra-
cion?», para evitar respuestas demasiado genéricas. Preferimos "eludir" la problematica de
la aceptacion o del rechazo, a través del andlisis de la aceptacion y rechazo de pasajes
particulares. Lo que explica por qué a veces los estudiantes pueden poner mas de una cruz
sobre el cuestionario. Naturalmente, eso implica riesgos de interpretacion. Por ejemplo, los
sucesivos porcentajes sirven solo para tener una idea de densidad creciente de las dificul-
tades encontradas por los estudiantes.

De hecho, a través de las entrevistas individuales, se logra completar las indicacio-
nes recibidas por escrito, profundizando en las motivaciones y en el significado real de
ellas.

6.3. Contenido de los test y respuestas a las preguntas abiertas

Cada una de las tres partes del cuestionario concluye con una pregunta abierta:

«Con tus palabras, ;Cémo explicarias la demostracion, a un alumno mas joven que t0?.
Una estimulacion de este tipo, se presta obviamente a reacciones muy distintas. Para

los fines de nuestra investigacion clasificamos las respuestas de los estudiantes de la

siguiente manera:

video el estudiante declara plena confianza de que lo que se le presentd en el
video, es correcto sin dar ninguna justificacion

rico el estudiante reconstruye completa o parcialmente la demostracion
vista, interpretdndola personalmente, o da su versién en parte o
totalmente diferente pero, aunque no siempre, completa, correcta e
indicadora de una apropiacion del conocimiento

equivocado el estudiante no esta convencido de la pertinencia de la demostracion y
se refugia en su esfera de conocimiento adquirido previamente, en la
que el teorema puede aparecer incluso falso

no el estudiante muestra de no haber entendido en general

Ademas, sdlo para las partes 1y 3:

aplastados "aplastamiento”, es decir el estudiante considera equipotentes entre si
a todos los conjuntos infinitos y, no obstante muestre de haber
entendido la demostracion presentada, termina por concluir aduciendo
esta justificacion (véase también 2.1.)

depende " dependencia”, es decir el estudiante esta convencido en principio que
el segmento mas largo contiene més puntos que el otro y, con mayor
razon, que un cuadrado contenga mas puntos de los que puede
contener uno de sus lados; todo esto incluso en los casos en los que
declara de haber entendido la demostracion dada en el video (véase
también2.2.).

I La introduccién de esta prueba se hace en referencia a D’Amore y Sandri
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Al presentar los resultados, distinguimos los teoremas "geométricos" 1y 3 del "aritmético”
2 (que pusimos como antecedente), pero nada impide leer las dos tablas juntas.

Formas decimales periddicas

video 10.8%
rico 35.9%
equivocado 19.5%
no 33.8%
aplastados 0.0%
depende 0.0%

El resultado mas sobresaliente esta constituido, segun nosotros, por el casi 20% de
los estudiantes que creen firmemente que .
Este hecho interesa por dos motivos:

= |os estudiantes conocen ya desde la escuela media este argumento y, por lo tanto,
deberia de hallarse bien consolidado en su competencia cognitiva;

* muchos de ellos entendieron bien el modo con el que se llega a la igualdad; sin
embargo, en el momento de concluir, en su mente regresa la imagen segun la cual
seria solo una aproximacion de 0.4.

Entre los estudiantes que aceptan la demostracion, son mucho mas numerosos (77%)
los que la reconstruyen (mas o menos) reinterpretandola.
Veamos ahora los resultados relativos a los teoremas de tipo geométrico:

Segmentito-segmentote Teorema de Cantor
video 15.7% video 13.8%
rico 46.3% rico 19.2%
equivocado 6.2% equivocado 5.8%
no 20.6% no 57.7%
aplastados 9.8% aplastados 2.8%
depende 1.4% depende 0.7%

Si sumamos los porcentajes de las categorias "equivocado", "no", "aplastados" y
"depende", obtenemos en "segmentito-segmentote" un porcentaje del 38% y en el "teore-
ma de Cantor" incluso un 67%, que representan partes consistentes de estudiantes que no
lograron captar ningun elemento positivo de la visién del video. Ellos, en consecuencia, o
bien declararon que no entendieron ni siquiera el sentido de lo que se les presentd, o bien
se quedaron callados, o cayeron en el aplastamiento, o reaccionaron perorando la tesis
opuesta (alguien se refugi¢ en la dependencia).




B Lo VEo,YNOLOCREO: OBSTACULOS 1PISTEMOLOGICOS. ... B Pag.17 B

[Las categorias "aplastados" y "depende" parecen no tener un papel importante en este
caso especifico, contrario a o que se encuentra en la literatura al respecto. De hecho, en las
entrevistas individuales se pone en evidencia que muchas veces el estudiante responde
por escrito a los test en modo rapido, sin entrar demasiado en los detalles; por ejemplo, no
siempre especifica en modo completo el verdadero motivo de un rechazo. Pero, verbalmen-
te, con preguntas oportunas, se logra captar mejor este motivo. Mostraremos con muchos
detalles los resultados de las entrevistas individuales en 7.].

Como sea, subrayamos que, al menos para esta categoria, la demostracion no sirvié
para abrir nuevas vias para el aprendizaje. En general estos estudiantes expresaron una
conviccién previa, en parte sostenida por imagenes mentales coherentes con si mismas,
pero no idéneas para afrontar la nueva situacion cognitiva. Por otra parte, sabemos que es
compleja y rara la aceptacion del continuo pasaje entre competencia e ignorancia en los
procesos de aprendizaje, dada la tendencia que se tiene a estabilizarse en las nuevas habi-
lidades logradas.

Subrayamos que muchas de nuestras observaciones precedentes se basan no
sélo en los resultados estadisticos de los cuestionarios, y de los cuales hemos hablados
hasta ahora, si no también en los comentarios escritos (muchas veces, ricos y largos)
respecto de tales cuestionarios.

He aqui un protocolo que ofrece un ejemplo que se refiere a ""segmentito-segmentote"
en el que el estudiante razona sobre la base de imagenes mentales coherentes con si mis-
mas, pero no idéneas para la nueva situacion (es decir, se basa en la recta vista como un
collar perlas llamadas puntos: "el modelo del collar"):

Utilizaria un teorema [sic!] aprendido en las escuelas elementales, es decir que
una linea es un conjunto infinito de puntos, y por lo tanto si al primer punto de un
segmento le corresponde otro al primer punto del otro segmento; y en conclusion
al infinitésimo punto del primer segmento le corresponde uno en el segundo seg-
mento.

Entre los estudiantes que aceptan la demostracion, en "segmentito-segmentote",
encontramos (analogamente a lo hallado para las "formas periédicas") un neto mejoramien-
to (75%) de aquellos que reinterpretan la demostracion respecto a los que la aceptan sin dar
ninguna justificacion. Por el contrario, en el "teorema de Cantor" los porcentajes de estas
dos categorias se hallan muy cercanos al 50%: es otro indice de la notable dificultad de esta
demostracién.

7. Discusion de los resultados y verificacion de las hipotesis

7.1. Introduccion

Los porcentajes de alumnos que no entendieron las demostraciones (suma de las catego-
rias "equivocado", "no", "aplastados", "depende") son por lo tanto los siguientes:

Segmentito-segmentote Formas periddicas Teorema de Cantor

38% 53.3% 67%
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Esto responde de manera elocuente al problema P.1. (véase 3.) dando razdn a nues-
tras perplejidades iniciales que ponian en fuerte duda la comprension de la demostracion
del teorema de Cantor por parte de los estudiantes preuniversitarios que se hallan en pose-
sion de las nociones preliminares que resultan ser por lo tanto necesarias pero no suficien-
tes. No sblo, pero, agregamos, los resultados muestran que también las otras dos demostra-
ciones (mucho mas elementales) crean graves problemas de comprension.

Madura en nosotros cada vez més la conviccidn de que los obstaculos que impiden
este tipo de comprension no son sélo de naturaleza didactica si no también de naturaleza
epistemoldgica.

Desde este punto de vista, los fendmenos (contradictorios) del aplastamiento y de la
dependencia (mucho menos frecuente en nuestra muestra) serian solo manifestaciones
visibles de tales obstaculos.

He aqui un protocolo que constituye un claro y explicito ejemplo de aplastamiento
(se redacté después de la demostracién del teorema de Cantor):

Un drea estd formada por infinitos puntos,
un segmento estda formado por infinitos puntos;
un darea contiene los mismos puntos que un segmento

7.2. El obstdculo en "Segmentito-segmentote"

Quien rechaza la demostracién lo hace principalmente porque ve el segmento segin el
modelo del "collar". Es evidente que una concepcidn semejante lleva a la conviccién de que
la cardinalidad de las "perlas-puntos" depende de la longitud del "sostén-segmento": es
decir el estudiante imagina que vale la implicacion: mayor longitud ® mayor cardinalidad de
los puntos. El obstaculo epistemoldgico [entendido en el sentido clésico a la Bachelard
(1938) y Brousseau (1983)] es un conocimiento estable y evidente que funciona bien en
ambitos precedentes, que constituye un modelo fuerte, pero que crea problemas y errores
en el momento en el que se busca adaptarlo a nuevos conocimientos, a situaciones nuevas.
Para poder hablar de "obstaculos epistemoldgicos" se necesita tener, en la historia de las
manifestaciones analogas, aquéllas verificadas en los estudiantes: en este caso, ciertamen-
te, no faltan! Para superar el obstaculo, se necesitan conocimientos nuevos. En este caso,
consideramos que ellos se puedan buscar en el concepto de densidad (que tiene que ver
con el infinito actual: el segmento puntual es denso porque entre dos de sus puntos diferen-
tes elegidos de manera arbitraria existe un nimero infinito de puntos). Es dificil imaginar que
un estudiante que no haya comenzado un estudio del Andlisis pueda tener una imagen de
la topologia de los puntos de la recta (y mucho menos de su densidad) que le permita
entender perfectamente este hecho. Por otra parte, este punto de la investigacion simple-
mente confirma, con ejemplos diferentes, los resultados de Romero y Chesa y Azcarate
Giménez (1994).

Pero entonces, ;porqué el 62% de los estudiantes declara aceptar el teorema y decla-
ra haber entendido la demostracion?
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Los estudiantes, que constituyen el 15.7%, que declaran completa confianza en el
profesor (video) pueden ser todos alumnos influenciados por la norma de confianza del
contrato didéctico ya recordada antes.

Queda aun el 46.3% constituido por estudiantes que reconstruyen la demostracion
y que al final declaran la evidencia del teorema. ;Podemos entonces concluir que estos
sujetos ya interiorizaron el concepto de conjunto denso?

Puede ser, pero existe al menos otra explicacion.

La demostracion usa la imagen del punto como interseccion de dos rectas, la que

tiene dos notables ventajas didacticas:

- se halla bien fundada en la mente del alumno (gracias a la larga experiencia hecha
con la geometria)

- contiene ya al menos embrionariamente el concepto de densidad (el radio proyectante
puede incluso verse de manera dindmica al rotar alrededor del centro de proyeccion,
y los puntos de interseccion con los dos segmentos, recorrer enteramente los seg-
mentos mismos).

Segln esta interpretacion, el obstaculo epistemolégico sefialado podria haber sido
al menos en parte superado.

7.3. El obsticulo en "formas peridodicas”

Quien rechaza la demostracion lo hace porque atin no logra entender el significado exacto
de forma decimal periddica de un ntimero racional. Los nimeros periodicos nacen en un
contexto lingliistico de infinito potencial. Cuando se introducen en la escuela media, el
profesor, por lo general, advierte: «Podria continuar la division y obtener siempre el mismo
residuo, por lo tanto, en el cociente deberia poner siempre la misma cifra...». De aqui nace
ciertamente la idea de "acercarse siempre mas al resultado sin alcanzarlo jamas" descrito por
muchos alumnos. Para muchos estudiantes es casiigual a 1, pero no exactamente iguala 1,
porque «para llegar a 1 falta siempre algo». Por lo tanto, mas que de obstaculo epistemoldgico
en este caso parece necesario hablar de obstaculo didactico.

He aqui un protocolo que constituye un ejemplo significativo en tal sentido (el
estudiante responde a la pregunta: ;Como explicarias que aun alumno mésjoven que tu?):

Me apoyaria en la realidad: si medimos indirectamente un objeto, o un espacio,
podemos obtener un niimero periédico. Pero un niimero periodico es un niimero
infinito y dado que en la realidad no existen objetos infinitos, entonces no existe el
niimero periédico. Y paraverlo, o se hace una medicion directa, o se toma el nimero
finito mds cercano al periodico. El mimero mds cercano a 0.999999... es 1.

Probablemente solo la adquisicion de conceptos como densidad e infinito actual
permiten poder pensar las cifras decimales infinitas como un todo Unico y llegar asi al
dominio de los nimeros periddicos.

Sin embargo, en nuestras pruebas, el 46.7% de los estudiantes declara de haber
comprendido. ;Como es posible un resultado aparentemente tan alto? Probablemente la
demostracion ofrece la posibilidad de eludir el obstaculo didactico. La operacion permite
llegar formalmente al resultado sin tener que pensar en las infinitas cifras después del
punto. Naturalmente se necesita aceptar la extension de las propiedades de célculo propias
de los decimales finitos a estas nuevas formas: pero frente a extensiones semejantes, por lo
general, los estudiantes no se plantean excesivos problemas (de hecho, ninguno de nues-
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tros 287 estudiantes cuestiono la operacion).

El obstaculo didactico viene por lo tanto eludido en el curso de la demostracion
gracias a un oportuno ardid. Pero, también aqui, si el estudiante se pregunta sobre lo que ha
encontrado, puede recaer en el obstéculo, rechazar la tesis y refugiarse en la aproximacion
(«Lo veo, pero no lo creo»).

He aqui un protocolo que constituye un ejemplo de este comportamiento (el estu-
diante responde a la pregunta: «;Como explicarias que a un alumno mas joven que tu?»):

Diciéndole que la diferencia es tan pequefia que 0.999... y | son casi iguales.

7.4. Los obstdculos en el "teorema de Cantor"

Aqui las cosas se complican. Para empezar, observamos que la misma tesis entra en conflic-
to con los modelos sugeridos por una supuesta "evidencia", precisamente la citada por
Cantor en sus cartas y puesta en discusion por él mismo. Se trata de la equipotencia entre
dos infinitos actuales de diferente naturaleza geométrica: uno, el cuadrado, bidimensional,
el otro, uno de sus lados, unidimensional.

La demostracion, en vez de ayudar como en los dos casos anteriores, aflade incluso
al menos otras dos dificultades:

- el pasaje de la situacion geométrica inicial a su algebrizacion a través del método de
la geometria analitica (véase el "deslizamiento") y el consiguiente regreso a la
interpretacion geométrico-topoldgica; tal deslizamiento se observa en muchos
estudiantes con claras y evidentes intervenciones del tipo: «;y eso qué tiene que
ver?"

- la manipulacion de las cifras decimales, decididamente inusitada y juzgada por
muchos estudiantes como «no matematica», «no permitida», «no correctay,
«inexplicabley, ...

Esto explica porque solamente el 19.2% (categoria "rico") logra acercarse a la cons-
truccion del conocimiento como objeto. Una quinta parte de los estudiantes, por lo tanto,
proporciona resultados de aceptacion positiva, como resulta de la globalidad de esta misma
verificacion.

Por lo tanto, si consideramos que el 67% de los estudiantes (suma de las categorias
"equivocado", "no", "aplastados”, "depende") no ha obtenido de esta demostracion ele-
mentos positivos para el aprendizaje, debemos concluir que en este caso se han superado
con mucho las capacidades normales de aprendizaje de los estudiantes de la escuela supe-
rior.

La causa de esto se halla ciertamente en los dos motivos mencionados arriba: desli-
zamiento y manipulacion de las cifras decimales.

El obstaculo epistemoldgico, en este caso, parece ligado a las dimensiones diferen-
tes de los elementos que se confrontaron y quizés a la nocién comun euclidiana «El todo es
mayor que una parte» que en este caso es muy evidente y que parece tener una aceptacion
y raices aiin mas profundas que en el caso "segmentito-segmentote". Por otra parte, la
misma historia nos dice que esta era la conviccion de los matemaéticos de finales del siglo
XIXy atn del mismo Cantor.

En este contexto, puede ser interesante ver en qué medida interviene el contrato
didactico, seguin el cual lo que se presenta por el profesor se considera correcto, incluso en
el caso de no haber sido entendido del todo. La tabla siguiente responde a esta curiosidad:
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toma como muestra a los estudiantes que declaran haber aceptado la demostracion del
teorema de Cantor (33%) y busca de analizar los limites de tal aceptacion (algunos no
responden).

Teorema de Cantor

No he entendido un pasaje pero creo en la demostracion 18.8%
No he entendido dos pasajes pero creo en la demostracion 6.6%
No he entendido tres pasajes pero creo en la demostracion 0.3%
No he entendido ningun pasaje pero creo en la demostracion 0.0%
Entendi la demostracién pero no estoy de acuerdo con la tesis 3.8%

Consideramos significativos los primeros dos porcentajes (18.8% y 6.6%): una parte,
para nada despreciable, de estudiantes declara aceptar la demostracion incluso sin haber
entendido uno o dos pasajes! Pero, por otra parte, hay que notar que ningtin estudiante
esta dispuesto a aceptar un teorema de cuya demostracion no ha entendido algun pasaje. El
tltimo porcentaje representa la parte de estudiantes hoy solidarios con el comportamiento
asumido por Cantor en junio de 1877: «Lo veo, pero no lo creox». Se trata de casos que
confirman lo que Waldegg (1993) [lama «resistencia a la intuiciony.

8. Respuestas a las preguntas formuladas en 3

8.1. Primeras conclusiones

La demostracion del teorema de Cantor se revela por encima las capacidades normales de
aprendizaje de los estudiantes de las escuelas superiores que no han atin seguido un curso del
Analisis. Esto se debe sobre todo a obstaculos de naturaleza epistemologica y didéctica, como
hemos mostrado, y a dos pasajes en la demostracion (deslizamiento y manipulacion de las
cifras). El éxito obtenido por el 19.2% cae en los valores normales del estrato de alto rendimiento
de una poblacion escolar y por lo tanto no parece significativo para nuestra investigacion.

Las demostraciones de los otros dos teoremas ("segmentito-segmentote" y "formas
periddicas") resultaron mas accesibles, pero también pusieron en evidencia la existencia de
obstaculos de diversa naturaleza, por ejemplo de tipo curricular y cognitivo general.

El examen de los cuestionarios nos lleva a intuir que los obstdculos se podrian
superar en al menos dos modos:

- mediante una especie de eludir (véanse las demostraciones de "segmentito-
segmentote”" y de "formas periddicas"); la operacion puede lograrse también
plenamente, pero no tiene efecto duradero. A la fase "lo veo", es decir a la
comprension técnica de la demostracion, puede seguir una reaccion del tipo "pero
no lo creo" causada por el regreso en superficie de los obstaculos.

- - mediante remocion y superacion de los mismos.
8.2. Descripcion del obsticulo e hipdtesis para su remocion

Para superar un obstaculo epistemoldgico se necesita hacer atravesar al estudiante la fron-
tera de sus conocimientos, aumentandolos de manera directa y oportuna.
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Por ejemplo, en el caso de "segmentito-segmentote" se necesita ayudar al estudian-
¢ a separarse del modelo del segmento como "collar" cuyas "perlas” se hallan estrecha-
nente ordenadas. Se necesita hacerle tomar conciencia, por ejemplo, del hecho que, en un
segmento, dado un punto, no tiene ya sentido pensar ni en el punto anterior ni en el
sucesivo, buscando imagenes oportunas.

Una prueba que sostiene nuestras tesis esta constituida por la siguiente indagacion.
Pudimos enfrentar de nuevo a 23 estudiantes de nuestra muestra original a sus cuestiona-
rios, contestados un afio antes. Mientras tanto, este grupo habia llevado un afio de ense-
fianza del Andlisis. Los estudiantes tuvieron la libertad de confirmar o de modificar las
respuestas que habian dado el afio anterior. Los resultados de la re-elaboracion se presen-
tan en el siguiente parrafo.

8.3. Re-elaboracion de las respuestas por parte de algunos estudiantes que llevaron un
afio de enseiianza del Andlisis

De 69 casos posibles (23 estudiantes en tres situaciones diferentes) se tuvieron 15 casos
(22%) de cambio radical hacia una mejor opinion (es decir: pasaron a una reconstruccion
correcta y convencida de la demostracion) y 3 casos (4%) a una peor opinion (es decir
rechazaron la tesis anteriormente aceptada).

En particular: 8 alumnos de 23 (35%) cambiaron de idea con respecto a las "formas
decimales", 7 de los cuales produjeron la demostracion basada sobre la serie geométrica,
que consideran (con razon) la Unica rigurosa. El octavo estudiante tiene una historia
particular y lo consideramos significativo para nuestra reflexién; he aqui el protocolo
producido:

a le falta un pedacito para llegar a 1
pedacito = 0.000... ... ......1 al final del infinito
final del infinito?!?!

= (0.09=01

Evidentemente, la forma expresiva es ingenua, pero el protocolo proporciona ya un
amplio y eficaz testimonio de la re-elaboracion critica creada en base al nuevo conocimiento.
Segun nosotros, el breve escrito precedente prueba como se pueda llegar al pasaje mas
alla de la frontera de los propios conocimientos.

Dos alumnos respondieron que ahora si habian entendido (es decir después del afio
de Andlisis) la demostracion del teorema de Cantor, pero ambos afirman que no la creen
(uno de ellos declara lo mismo a propésito de las formas decimales).

Consideramos estos tltimos casos demasiado aislados para ser significativos. De cual-
quier modo, tenemos la impresion que ciertas dudas puedan permanecer también después de
aflos de ensefianza del Analisis, sobre todo si este Ultimo se basa mayormente en la adquisicién
de nociones y técnicas (como muchas veces, desgraciadamente, sucede) y no sobre la reflexion
de lo que se esté4 haciendo y sobre la construccion consciente del conocimiento.

Se deberia considerar la presente investigacion como una primera parte, preliminar a
una proxima mas "explorativa" en lo que concierne a las convicciones de los estudiantes, a
sus reacciones, sus justificaciones, sus explicaciones, sobre la aceptacion o no de los
infinitos actual y potencial y de las situaciones aparentemente paradojicas con las que nos
podemos encontrar durante el estudio del infinito.
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