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Resumen. Se presentan resultados de un estudio sobre representacion matematica
de estudiantes pre-universitarios en un proceso de resolucién de un problema de
optimizacion. Se analizaron sus respuestas escritas mediante andlisis de discurso con
base en teorias de la representacion y de resolucion de problemas. Se encontré que
la mayoria sigue una estrategia fundamentalmente de tipo algoritmico, con un li-
mitado niumero de representaciones matematicas, entre las que predomina la medi-
cion, sin una nocion sélida de variable y de relaciones funcionales, sin esquemas de
monitoreo del procedimiento y de la solucion obtenida, y con limitaciones en el cono-
cimiento base. Se comentan brevemente alternativas educativas a esta situacion.

Abstract. This interpretive study reports findings on mathematical representation
12th-grade students show as they attempt to solve an optimization problem. Stu-
dents” written protocoles were analyzed by means of discourse analysis grounded on
representation theory and theories of problem solving. It was found that most students
Jollow an algorithmic approach, with a limited number of different types of mathema-
tical representation, a predominance of measurement actions without a clear notion of
a variable and functional relations, an apparent lack of control processes along the
strategy and of the obtained solution to the problem, and incorrect or otherwise unclear
knowledge base content. Educational derivations of these findings are discussed.

Introduccion

En este trabajo analizamos el contenido representacional que muestran los estudiantes
de un curso de introduccién al célculo (12° grado escolar, Gltimo antes del ingreso a
la universidad) al intentar resolver un problema de optimizacion: encontrar el area
maxima de un rectangulo, dado un perimetro fijo.! El estudio se fundamenta en los
aportes de Janvier (1978, 1987) y Dreyfus (1991) sobre representagion, y de Schoenfeld
(1985, 1992) y Hiebert (1992) sobre resolucion de problemas. Se parte de la base de
que representacién y manipulacion simbolicas son dos de los mas importantes proce-

I Este estudio es parte de una linea de investigacion sobre estructuras de conocimiento y razonamiento, dentro de la
cual se estudian representacion, estrategias y resolucion de problemas, y en ella participan también Patricia Balderas,
Sergio Cruz y Asela Carlén.
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sos del hacer matematicas (Schoenfeld, 1992, 335), los cuales se pueden mostrar €n
un proceso de resolucion de problemas. Asi, las preguntas de investigacion que s€
abordan en este estudio son: (a) ;como se representan el problema los estudiantes?
(b) ¢qué secuencia representacional se puede observar conforme buscan la solucion?
y (¢) ¢qué relacion presenta su plan con el procedimiento de resolucién desde el
punto de vista representacional? También se comentan las soluciones que obtienen.
Las respuestas a estas preguntas pueden ayudarnos a comprender mejor cOmo se
relacionan las formas representacionales con que cuenta un estudiante del nivel escolar
que ahora estudiamos al abordar un problema, y las que utiliza al intentar resolverlo,
con ello se puede analizar su enfoque o perspectiva sobre el hacer matematicas, detec-

tar dificultades en el procedimiento y proponer alternativas didacticas mas realistas
y adecuadas al hacer matematico.

Consideraciones teoricas

Las representaciones son las formas en que percibimos, imaginamos y categorizamos
la realidad y nuestras propias construcciones simbélicas, y las usamos para descri-
birla, explicarla o ilustrarla (Campos, 1997); esto incluye por tanto a las representa-
ciones matematicas de los objetos o procesos matematicos, su contenido y sus relaciones
con entidades empiricas. Como parte del conocimiento previo, las representaciones
tienen un papel muy importante en la comprension (Hiebert y Carpenter, 1992, 66-67)
y las estrategias que generan los estudiantes (id., 74). Una representacion mental del
objeto o proceso matematico “se refiere a esquemas internos o marcos de referencia
que usa una persona para interactuar con el mundo externo” (Dreyfus, 1991, 31).
Esta representacién interna se convierte en externa cuando se comunica mediante
lenguaje, simbolos o figuras (Hiebert y Carpenter, id., 66). Es decir, las representaciones
matematicas intermas forman parte del conocimiento base de una persona, y las ex-
ternas el conocimiento comunicado.?

La mayoria de las representaciones estan relacionadas con conceptos
(Dreyfus, 1991, 33), e incluso a redes de conceptos dentro de conocimiento que presenta
alguna organizacién (Hiebert y Carpenter, id., 66-67, 78). Aunque no se tenga formali-
zada cada idea matematica (ver la discusion entre concepto informal o concepto-imagen
y su definicién formal o concepto-definicion, en Vinner, 1991), un concepto o situacion
matemadtica “se puede describir de muchas maneras o con muchos modos de
representacion. Ademas de grdficas o descripciones verbales, a menudo se usan tablas
y formulas (ecuaciones)” (Janvier, 1978, 3.2; italicas en el original). Esta idea de
diversidad de representaciones acerca de un concepto la comparten Eisenberg y Drey-
fus (1992, 46) al plantear “el uso de mas de una representacion para la misma situa-
cidn matematica” en su discusion sobre funciones y visualizacion. Ademads, Dreyfus
(id., 32) afirma que “una funcién es un concepto abstracto con el que generalmente
operamos en una de varias representaciones, o preferentemente en varias representa-
ciones al mismo tiempo; a menudo esto incluye la representacion grafica y la alge-
braica”. Es decir, una idea matematica puede representarse de diversas formas y cada

Z Es comveniente recordar que el conocimiento comunicado estd basado en lo que ya se ha comprendido; ver Sternberg
(l987)"bara una amplia y detallada discusion del proceso de comprension verbal, que da forma al contenido representa-
cional,.y Prawat (1989) sobre los procesos cognoscitivos de acceso a dicho contenido.
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una de estas formas o tipos representacionales puede comunicarse en por o menos un
modo particular con formatos diferentes de acuerdo a la sintaxis propia del modo. Por
ejemplo, el concepto de limite o de funcidn se puede representar en forma grafica
(internamente) y expresarse en diversos modos (externos): como ecuacién o como grafica;
también puede representarse en forma algebraica (internamente) y expresarse en modo
verbal (externo) o grafica (también externamente). En el caso de descripciones en formato
verbal o textual, los conceptos se expresan por lo menos mediante el concepto-nombre
(Vinner, 1991, 68), y éstos en si mismos hacen referencia a otros tipos de representaciones.
En términos generales, se podria ver esta situacion para cualquier concepto matematico
de la sigulente manera :

CONCEPTO MATEMATICO

REPRESENTACION INTERNA REPRESENTACION EXTERNA

TIPO A MODO A1 MODO A2 MODOA...
TIPO B MODO B1 MODO B2 MODO B...

Ademas de la diversidad de representaciones posibles de un concepto
matemadtico, es necesario el intercambio entre ellas mediante un proceso de traduc-
cién de los componentes de una forma de representacion a otra (Janvier, 1978, 1987;
Dreyfus, 1991, 32-34). La diversidad y la traduccion estan presentes en un proceso de
resolucion de problemas (Dreyfus, 1991, 33). Existe una amplia literatura sobre este
proceso, por lo que aqui soélo insistiremos en la diferencia entre ejercicios rutinarios
y problemas desde una perspectiva matematica (Schoenfeld, id., 337). Aunque parece
haber una idea generalizada sobre la importancia de este proceso, los ejercicios rutina-
rios, que proveen practica en ciertas técnicas matematicas pero que “son todo menos
problemas” (ib.), todavia predominan en la ensefianza. Los problemas, por su parte
tienen que ver con “‘una pregunta, que es desconcertante y dificil” (id., 337, 339), estan
en la base del hacer de los matematicos (id., 339) y pueden utilizarse en contextos
pedagogicos para propiciar una actividad de produccion de sentido matematico (id.,
339-40). Como uno de los propésitos pedagdgicos mas importantes en estos contextos
es entender, se puede interpretar dicha producciéon de sentido como “representar y
organizar internamente el conocimiento en formas que enfatizan relaciones entre
partes de la informacién” en el proceso de resolucion de problemas (Hiebert et al.,
1996, 16). De hecho, Schoenfeld agrupa “los conocimientos y comportamientos
necesarios para una adecuada caracterizacion del desempefio matematico de resolu-
cion de problemas” (1985, 15) en recursos (incluye conocimiento), heuristica (incluye
estrategias), control (incluye monitoreo) y sistemas de creencias (a estos elementos
agrega prdcticas mas tarde: 1992, 348, 360ss). Estos aspectos estan interrelacionados,
por lo que elementos del sistema de creencias se incorporan en las propias estrategias
mediante los “enfoques generales o formas de pensamiento que se necesitan para
construir... procedimientos /particulares/” (Hiebert et al., ib.).> Es decir, el contenido

3 No esta por demas acotar que estos elementos, aprendidos en interaccién social (generalmente en la escuela), se com-
binan de diferentes maneras para resolver problemas de acuerdo con sus caracteristicas y la experiencia de cada persona.
Por tanto, las estrategias no estin separadas nunca de los otros componentes, son especificas y dependen del contexto.
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representacional estd tanto en la forma de plantearse el problema y establecer vias
de resolucion como en la forma particular de proceder en la busqueda de solucion.

En lugar de describir representaciones y estrategias posibles a priori, en este
trabajo se identifican cudles utilizan los estudiantes a partir de un problema especi-
fico. Para ello, y siguiendo la discusién anterior, definiremos a la estrategia como una
secuencia de actividades manifiestas (externas), cada una de éstas relacionadas con alguna
accién cognitiva (interna), en busqueda de solucién(es) a un problema de acuerdo con
los recursos conceptuales, logicos y de procedimiento que se poseen en el momento de
intentar dicha bisqueda. La actividad manifiesta es un hacer o un decir acerca de por
lo menos un componente representacional (concepto, variable, dato u otro) mediante
conceptos-nombre (en descripciones verbales), expresiones algebraicas, simbolos u
otras formas, y su relacionamiento, que llamaremos relaciones-nombre (mediante di-
versos formatos o modos representacionales externos, generalmente formas verbales
y otras formas gramaticales). Como se puede apreciar, en este estudio se analizan
las representaciones externas con base en modos representacionales diversos conteni-
dos en modo de texto.

El analisis de texto se estd incorporando poco a poco al anélisis del aprendi-
zaje matematico. Véanse por ejemplo el modelo lingiiistico de Reusser (1992) respecto
a problemas aritméticos verbales; y los estudios de Frid (1992) sobre la conceptualiza-
cién del célculo en el lenguaje técnico y cotidiano que utilizan estudiantes universita-
rios; de Pressini y Knuth (1998) sobre el papel del discurso en el contexto de educacion
matematica; y de Presmeg (1998) sobre visualizacion y contenido semidtico en entrevistas
sobre un problema de series. El conocimiento comunicado en modo textual contiene
enunciados proposicionales, dentro de los cuales los conceptos-nombre y las relacio-
nes-nombre tienen una funcién discursiva especifica, como base y medio para la
construccidn y expresion de conceptos.* En este trabajo se analiza el texto desde el
punto de vista de sus componentes proposicionales mediante el modelo de analisis
proposicional o MAP (Campos y Gaspar, 1996), el cual se ha aplicado en ciencias na-
turales (Campos, Cortes y Gaspar, 1999; Campos, Gaspar y Alucema, 1999) y en
matematicas (Balderas, 1998). En el MAP una proposicion esta formada por lo menos
por dos unidades semanticas conceptuales o conceptos-nombre C, y por lo menos una
unidad semdantica relacional o relacién-nombre R que los conecta (ademas de otros
términos gramaticales con el propdsito de dar fluidez al enunciado proposicional,
incluidos los cuantificadores que no se consideren conceptos o relaciones en un con-
texto tematico dado). Estos elementos se encuentran en una estructura sintictica
(modo representacional verbal) de tipo sujeto-predicado, y comunica informacién
contextual (temética o situacional). Asi, la proposiciéon forma una estructura bdsica
CRC,. Por ejemplo:

»  Dos planos distintos se intersectan en una recta.
(J. Bracho, jEn qué espacio vivimos?, México, FCE, 62), cuyos elementos
CyRson:

*  Dos [C: planos distintos] [R: se intersectan en] una [C: recta].

4 Véase un pormenorizado anélisis de las proposiciones como unidades semanticas en van Dijk y Kintsch (1983), la
funcién seméntica de componentes sintacticos en Lemke (1990), las relaciones entre conocimiento base y lenguaje
en Frederiksen (1981), asi como los procesos cognitivo-lingiisticos que producen un modo verbal especifico en Levelt
(1992), su relacion con estructuras sintacticas y conceptos en Bock y Loebell (1990), y el enfoque representacional del
discurso en van Eijck y Kamp (1997).
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En general las proposiciones tienen mas de dos conceptos y una relacion:

La solucién general de la ecuacion diferencial d%y/dt? = —gesy =
—1/2gt* + ct + d, donde ¢ y d son constantes arbitrarias
(P. Garcia y C. De la Lanza, Ecuaciones diferenciales y en diferencias,
UNAM, 1984, 15), cuyos elementos C y R son:

«  La[C: solucion general] [R: de] la [C: ecuacion diferencial| [R: /de la
forma, que se escribel] [C: d%yldt* = —g] [R: es] [C:y = —1/2gt? +
ct + d],[R: donde] [C: c] [R: y] [C: d] [R:son] [C: constantes arbitrarias].

Esta proposicion tiene la forma sintactica CR(CRC)R(CR(CRCRC)).

Como un concepto define un objeto, los conceptos-nombre que tienen esa
funciéon semantica son los sustantivos (simples : limite, ecuacion,... 0 compuestos:
ecuacion lineal, transformada de Laplace,...) y las expresiones matematicas (que
funcionan como conceptos compuestos: dy/dx = (dy/du)(du/dx,...). Como las relaciones
l6gicas tienen la funcién semantica de unir dichos conceptos, las relaciones-nombre
pueden aparecer en forma estandar (y, o, no,... ), verbal (genéricas: tiene, lleva a,... ; y
derivadas de conceptos: medir, del concepto de medicion, factorizando, del concepto de
factorizacién,... ) y en otras formas genéricas (mientras que, a partir de,... ). La estruc-
tura semantico-sintactica de un texto asi definido permite reconocer otros elementos
implicitos, por lo que es claro que el discurso explicito no agota el mensaje o contenido
base que se desea comunicar. Una vez establecida la diferencia entre concepto-imagen,
concepto-definicion (internos) y concepto-nombre (externo), y entre relacion logica
(interna) y relacién-nombre (externa), en adelante nos referiremos a estos elementos-
nombre o unidades semdnticas simplemente como conceptos y relaciones. Como las
proposiciones pueden contener mas de dos conceptos y una relacion, se identificaron
estructuras minimas lo mas cercano a (C{R|C,) sin que pierdan sentido por si mismas
dentro del contexto de la estructura proposicional del discurso del que forman parte.
Estas subestructuras se denominan unidades semdnticas subproposicionales, USS
(Campos y Gaspar, 1997). Cada USS comparte por lo menos un concepto con otra
USS anterior debido a que son encadenamientos entre significados.

Para complementar el andlisis se trabajo con las siguientes definiciones:
(a) paso estratégico: es una USS que, por tener dos conceptos y una relacién como
minimo, comunica por lo menos una forma representacional; (b) secuencia estraté-
gica: conjunto comunicado de pasos de la busqueda; (c) disponibilidad representa-
cional: nimero de representaciones diferentes que se comunican en una secuencia
estratégica determinada; (d) variabilidad representacional: presencia de una repre-
sentacion diferente a la(s) identificada(s) en el paso anterior; (€) congruencia estratégica:
similitud de significados conceptuales y relacionales entre dos secuencias estratégicas,
independientemente del orden de los pasos y su nimero; en este estudio se analiza la
congruencia entre la estrategia planeada, EP (1o que se piensa hacer para resolver un
problema) y la estrategia realizada, ER (lo que realmente se hizo).

Metodologia

Se aplic6 un examen que contiene un problema de optimizacion de drea con perimetro
fijo, a un grupo escolar de estudiantes (N = 34) al inicio de un curso de introduccion
al calculo (12° grado escolar, ultimo antes del ingreso a la universidad). En ese momento
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ya han cursado dlgebra, geometria analitica y geometria euclidiana en los dos ciclos
escolares inmediatos anteriores, en los que se revisan métodos algebraicos, graficacion,
funciones y conicas, entre muchos otros temas. De acuerdo con las elementos tedricos
mencionados (ver también notas 2 y 3)y que el examen se aplico en un contexto especifico
(inicio de un curso de introduccién al calculo), se espera que los estudiantes utilicen
algunos o todos los conocimientos que tengan respecto a €sos temas en su intento por
encontrar una solucion al problema planteado. El enunciado del problema es el siguiente:

Se tienen diez hilos de 30 centimetros cada uno. Se anudan de manera que
todos tengan la misma longitud ya doblados. ¢;Cudles son las medidas de la
base (largo) y altura (ancho) de un recténgulo que se puede formar, de tal
manera que se obtenga el drea mdxima?

Obsérvese que las condiciones iniciales del problema son: (a) existencia de
varios trozos de la misma longitud; y (b) libertad de agruparlos (dos 0 mas) o no. Haber
provisto diez hilos es una sugerencia para comparar mas de un caso de rectingulo formado
(por ejemplo, un rectangulo por hilo, con diferentes dimensiones respecto a otros). La
instruccion de doblar y anudar es una sugerencia alternativa para formar uno o mas
rectangulos. El problema consiste en que, dado un perimetro fijo (agrupando o no los
hilos), existen diferentes valores de 4rea entre las cuales uno solo es el maximo. Por
ello, el 4rea maxima siempre es respecto a las dimensiones de base y altura (las vari-
ables) del rectangulo formado; y por otra parte, la referencia a un rectdngulo que se
pueda formar se refiere a uno de los posibles rectingulos que se pueden formar con un
perimetro seleccionado (dadas las opciones que da tener varios hilos y poder combinarlos
como se considere conveniente), el cual deberd tener el 4rea méxima.” En la aplicacion
del examen se informé a los estudiantes que tenfan dos horas para resolverlo, se le
entregd a cada uno un juego de diez hilos de 30 cm cada uno, y se les indico que los
utilizaran en la forma en que les pareciera conveniente; también se les informd que este
examen era parte de un estudio sin efecto en la calificacion.

En el examen se incluyeron otras preguntas,® de las cuales una se utilizé para
el analisis del enfoque en la estrategia planeada (EP):

Pregunta #3: Escribe primero las ideas que se te ocurren para empezar a
resolver el problema.

Y otra mas para el analisis de estrategia realizada (ER):

Pregunta #4: En el siguiente espacio escribe todos los pasos que vas utili-
zando para resolver el problema.

5 Existen otras formas de enunciar este problema, entre las cuales unas son més claras que otras. Hay que tomar en cuenta
que todo enunciado tiene un interlocutor cuyos recursos no son necesariamente los que supone que tiene quien enuncia.
El enunciado que utilizamos tiene un alto grado de complejidad en Ja medida en que requiere del estudiante que tome deci-
siones sobre qué hacer con los hilos y proceder en consecuencia. Este proceso no es trivial y es precisamente lo que desea-
mos estudiar, Cuando se tienen propdsitos pedagdgicos es importante enunciar el problema en las formas mds adecuadas.

6 Las otras preguntas del examen, como apoyo en la identificacion del problema, son:

#1 (Cudles son los datos del problema?

#2 ;Qué es lo que se desconoce del problema?;

#5 Después de haber terminado el problema, toma en cuenta los datos y la solucion. Contesta la siguiente pregunta:
cpodria haber dos rectangulos diferentes, es decir, que pueda darse el caso de que haya dos soluciones diferentes que den
la mayor drea a la vez? ;Por qué?

#6 ;Encontraste y registraste diferentes rectangulos? Si
con el perimetro de todos ellos?

No . En caso de que si lo hiciste, ;qué sucede
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Analisis de resultados y discusion

Todos los estudiantes respondieron al examen. La gran mayvoria tomo una hora, de las
dos disponibles para realizarlo. Se identificaron las proposiciones, y dentro de ellas sus
componentes conceptuales, relacionales y las USS en la respuesta de cada estudiante,
las representaciones matematicas en las USS, y la congruencia entre EP y ER. De acuerdo
con las preguntas de investigacion, los resultados son los siguientes:

(a) ;Como se representan los estudiantes el problema?

Al plantearse el problema (EP). Veinte estudiantes respondieron a la pregunta #3
(estrategia planeada, EP) indicando tomar un solo hilo, dos mencionaron mas de uno
y 12 describieron figuras sin mencionar hilos para formar el rectangulo. Todos proce-
dieron a sefialar la necesidad de contar con medidas, o a incluirlas, y algunos de ellos
indicaron que el drea se obtiene con la formula del rectdngulo. Dos estudiantes
mencionaron una relacién funcional. Aunque 15 estudiantes mencionaron que se
pueden variar las medidas o el tamartio del rectangulo, todos indicaron cémo encontrar
el area de un rectdngulo si se cuenta con las medidas de base y altura. Algunos ejemplos
de respuesta a esta pregunta:

»  Hacer conun hilo el rectangulo y luego medir sus lados y con esto contestar.

»  En principio debe conocer la forma de la figura, a partir de esta figura
deducir o calcular las medidas de cada lado, que es lo que se pide en el
problema.

«  Formar un rectangulo haciendo variar (como una funcién) su altura y
base de forma que se obtendra el drea mayor.

El plan de resolucién (EP) que proponen los estudiantes contiene varias for-
mas de representacion: las més frecuentes son Visualizacidon Geométrica, Medicion
de Objetos Geométricos y Medicion de Objetos Genéricos (estas representaciones y
las que se mencionaran mas adelante se encuentran definidas en el Anexo 1). Es decir,
ver y medir. Estas representaciones son adecuadas para abordar una gran diversidad
de problemas matematicos, pero en este caso los estudiantes se concentraron en un
solo ejemplo. En general, no explican por qué las dimensiones propuestas, ni sus
variaciones, producen el darea méaxima de un rectangulo con el perimetro seleccionado
ni exploran el efecto de las variaciones sugeridas en el tamario del érea obtenida.
Como en sentido estricto no hay una representacion de variabilidad, y casi ninguna
de relaciones funcionales, se trata de un procedimiento para encontrar un area dadas
ciertas medidas, es decir obtener e/ 4rea (/a solucion) deseada del caso que se plantea.
Este procedimiento corresponde a un enfoque de las matemadticas que no esta anclado
en una relacion funcional como lo requiere el problema y de hecho, convierte a éste en
un ejercicio rutinario.

El promedio del grupo en numero de representaciones diferentes identifi-
cadas al establecer su plan es de 2.9, por lo que la disponibilidad representacional
promedio por estudiante es de practicamente tres maneras diferentes de representarse
el conocimiento que utilizaria. Si se acumulan las representaciones diferentes que uti-
liz6 el grupo en conjunto, o disponibilidad representacional agregada, se obtiene un
total de 14 (Anexo 1; se puede notar que las primeras cuatro aparecen en modo de
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texto o discursivo, las siguientes ocho son de cardcter simbolico en referencia al uso
de signos, operaciones y medicién, y las siguientes dos son de visualizacién, que ilus-
tran el contenido de las formas anteriores). Como el promedio de USS (paso estra-
tégico) en el grupo en la estrategia planeada es de 2.3, significa que cada estudiante
en promedio produjo 1.3 representaciones diferentes por paso estratégico (2.9 repre-
sentaciones diferentes/2.3 pasos estratégicos = 1.3), es decir, practicamente cuatro
representaciones diferentes cada tres pasos. De estas cuatro, por lo menos una es de
visualizacion y otra es de alguna forma de medicion en la mayoria de los estudiantes,
por lo que los contenidos representacionales en el grupo, aparte de estas dos formas,
son muy dispersos.

En el Anexo 2 se muestra la respuesta del estudiante RAB (elegido al azar),
exclusivamente con el propésito de ilustrar el andlisis proposicional que se practicod
a la de cada uno de los estudiantes y el contenido representacional. RAB toma
un segmento de hilo de 25cm, lo dobla para obtener una configuracion rectangular,
y duplica su valor para obtener un perimetro de 50cm; prevé variaciones en el tamario
del rectangulo en general (en una ocasién) y en las medidas de base y altura en par-
ticular (en dos ocasiones). Se representé el problema en cinco formas diferentes, utili-
zando algunas de ellas més de una vez. Predominan la medicion y la variacién. La
primera aparece en cuatro de las ocho USS identificadas (Medicién de Objetos Gené-
ricos, al referirse a la medida del hilo en tres ocasiones, y Medicién de Objetos
Geométricos respecto a la base y la altura, en una ocasién. La variacién (Variaciones
en dimensiones Geométricas) aparece en tres de esas ocasiones. Todas sus referencias
de medicion son sobre un solo caso de rectangulo, y las variaciones se mencionan
como posibilidad de tener més de uno. Parece una buena aproximacién que incluye
la posibilidad de que dichos datos se modifiquen, como valores de variables. Sin em-
bargo, como los demds estudiantes del grupo, no explica por qué las dimensiones
propuestas producen el drea méxima de un rectdngulo con el perimetro seleccionado
ni explora el efecto de las variaciones sugeridas en el tamario del 4rea obtenida. Su en-
foque no estd anclado en una relacién funcional tampoco y la operacidén propuesta
sigue la pauta de dicho enfoque, que termina por convertir el problema en un ejercicio
rutinario, donde no son necesarios mas casos.

Al resolver el problema (ER). La representacién mas frecuente es Medicion
de Objetos Geométricos, en 41 ocasiones. Esta situacién se debe al requerimiento efec-
tivo de obtener una medida de drea, por lo que se prepara el problema, y en ocasiones
se cierra, con una medida particular. Las representaciones funcionales, Mediciones
Funcionales Geométricas y Relaciones Funcionales Cualitativas, que son las que
realmente se necesitan, s6lo fueron utilizadas una vez cada una, por diferentes estudian-
tes. Con estas dos se aument6 de 14 a 16 el niumero de representaciones identificadas
en el grupo (Anexo 1). Como se trata de la estrategia realizada, se esperaria que quienes
mencionaron variaciones posibles en la medida efectivamente las exploren y expli-
quen por qué una de las dreas obtenidas es la mayor. Aunque la mitad del grupo trabajé
con mas de un caso de rectangulo e hizo comparaciones, definiendo el area mayor ob-
tenida como el 4rea méaxima, se concentra en obtener un area por caso sin dejar claro
que dichas medidas se definan como variables, y no se consideran relaciones funcio-
nales. Por ello, se opera con el mismo enfoque de establecer ciertas medidas y obtener
con ellas un drea, convirtiendo el problema a un paso intermedio entre un ejercicio
rutinario y un problema. Se requeriria trabajar mas y mds casos para obtener una buena
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estimacion. Como se puede apreciar, el contenido representacional sigue siendo de-
terminante. El promedio de representaciones diferentes por estudiante en ER es de 4.4,
un aumento de la disponibilidad representacional de 50% sobre el promedio en el
plan, lo que indica la necesidad de acceder a su propio conocimiento al ser requeridos
a producir efectivamente una solucidn del problema. Por otra parte, al realizar calculos
para obtener una solucién, se incrementd el promedio de USS por estudiante de 2.3
(en la estrategia planeada) a 2.7, lo que significa que en la estrategia realizada se pu-
steron en operacion 1.6 representaciones diferentes por estudiante por paso. Esto equivale
a casi cinco representaciones cada tres pasos, un aumento de una forma representacional
respecto a la estrategia planeada. De esas cinco, por lo menos una es de medicidn y otra
de operaciones aritméticas o algebraicas, por lo que los contenidos representacionales
en el grupo se mantienen dispersos, tomando en cuenta que en el conjunto se identificaron
16 de ellas.

Este contenido representacional es parte del enfoque lumitado (de ejercicio
rutinario) ya mencionado. A continuacion se muestran como ejemplo las respuestas a
la pregunta #4, para resolver el problema, de los tres estudiantes cuyas respuestas
a la pregunta #3 se presentaron antes:

»  Semide 20cmy 7.5cm de tal manera que el drea del rectangulo 1 es igual
a 55 cm /Indica otros dos casos de base y altura y el resultado respectivo/.

*  Medir los lados del rectangulo. Sus alturas iguales a 7.5cm y sus bases
iguales a 22.5cm. El drea de este rectangulo es igual ab X a. A = 22.5 X
7.5 = 168.75¢cm.

* (B X h/2) = area. |l X = 60cm de perimetro. Base = 2x, h = x. B =21,
h =9, 4 = 94.5 /Hace una tabla con estos y otros seis valores de B y h,
y las dreas resultantes correspondientes, entre ellas B = 15, h = 15 y drea
igual a 112.5, indica que ésta corresponde a la de un cuadrado y que
no existe mayor area que la de éste para este problema/.

Los dos primeros estudiantes toman un hilo y duplican los valores de base
y érea definidos, sin indicar como hicieron ésto ultimo. El primero calcula el perimetro
en lugar del area. El tercer estudiante establece varias medidas (mediante el uso de
una tabla) y aparentemente sabe que el drea maxima que se puede obtener es de un
cuadrado, pero calcula el drea de un tridngulo.

Por su parte, RAB muestra siete representaciones diferentes en ER (Anexo 3),
utilizando casi todas sélo una vez. Nuevamente predomina la mediciéon (Medicion
de Objetos Genéricos, paso 1; Medicion de Objetos Geométricos, paso 4 y Medi-
cion Algebraico Geométrica, paso 5). También en esta ocasidn menciona variaciones
posibles en las dimensiones del rectangulo (Variaciones Geométricas, paso 3) pero, como
la mitad del grupo, no las explora. Procede directamente a calcular la medida del area
(Calculo Algebraico-Geométrico, paso 5). Como en su plan, no explica por qué su solu-
cion corresponde al 4rea maxima que se solicita, no compara con otras posibilidades
a pesar de haberlo mencionado también en ER, y tampoco analiza el efecto de tales
variaciones sobre el drea obtenida. Se observa claramente que su estrategia no muestra
relaciones funcionales, las variables quedan como posibilidad y el problema se reduce
a un ejercicio rutinario basado en medicioén y operaciones (en este caso a manera alge-
braica). A estas limitaciones de enfoque se agregan confusiones en los recursos, ya
que calcula el 4rea del tridngulo, no del rectangulo y, en lo que podria ser un descuido
mayusculo, el resultado de la operacidn aritmética es incorrecto.
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(b) ;Que secuencia representacional se puede observar
conforme buscan la solucion?

Se observa una gran variedad de formas de trabajar por parte de los estudiantes, con
una secuencia representacional muy variada. Las representaciones que utilizo el
grupo con mayor frecuencia en la apertura de EP son la Visual Geométrica y la Medi-
cion de Objetos Geométricos; en el bloque intermedio lo es la Medicidn de Objetos
Geométricos, y €sta misma es también la mas frecuente en el cierre. Es decir: ver y
medir, medir, y medir al final.

Al resolver el problema (ER), Medicién de Objetos Geométricos y Visual
Geométrica son las representaciones mas frecuentes en la apertura. Nuevamente Medi-
cion de Objetos Geométricos es la mds frecuente en el bloque de desarrollo, y ésta,
junto con Cdlculo Algebraico-Geométrico son las mas frecuentes en el cierre. Es decir,
ver y medir, medir, y operacién con medicion. La figura 1 ilustra esta situacion. Esta
vision de conjunto muestra similitud representacional en ambas estrategias, prin-
cipalmente como medicidn junto con la necesidad de visualizacion, a lo que se agrega
operacion al resolverlo.

Al analizar los cambios de representacién paso a paso de cada estudiante con
el propésito de ver la variabilidad representacional, tenemos que en ocasiones perma-
necen en la(s) misma(s) representacidn(es) entre pasos, pero mas frecuentemente uti-
lizan una diferente por lo menos en el siguiente respecto al paso anterior. Es decir, la
forma de proceder requiere ciertas representaciones que el estudiante decide involucrar
en un paso determinado de acuerdo con la disponibilidad, ya analizada en el apartado
anterior. Para tener una idea numérica al respecto, obsérvese que si el numero de pasos
por estudiante es igual a &, el maximo nimero posible de cambios de representacion
en una secuencia dada es £ — 1, por lo que la proporcién rc de veces que se cambia
de representacion es: rc = CR/(k — 1), endonde CR = 1,2, ..., (k — 1) es el nlimero de
pasos en que hubo cambio de representacion. El promedio del grupo en EP es:
rc¢ = 0.619, es decir, de las veces en que se puede hacer un cambio de representacion
(al avanzar de un paso a otro), 61.9% de ellas lo hacen, manteniéndose el 38.1% res-
tante en aquellas que consideran convenientes a su estrategia. Este valor fue ligera-
mente superior en ER: r¢ = 0.635, es decir, utilizando una representacion diferente en
el siguiente paso el 63.5% de las veces.

La secuencia representacional del estudiante RAB en su estrategia realizada
(Anexo 3) inicia con medicion (Medicién de Objetos Genéricos) y operacion (Opera-
cion Sin Formula), contintia con enunciado (Enunciado Geométrico), variaciones
(Variaciones Geométricas), enunciado (Enunciado Geométrico) y medicién (Medicion
de Objetos Geométricos), para terminar con operacion (Célculo A/gebraico-Geométrico)
y mediciéon (Medicion Algebraico-Geométrica). En total pone en operacién siete
representaciones diferentes en una secuencia particular comunicada, de entre varias
posibles, que tiene su propio sentido: establecer el perimetro y medidas de base y al-
tura de un caso, sugerir variaciones en estas medidas, y calcular el area. Los cambios
representacionales de un paso a otro de sus estrategias EP y ER se ilustran en la figura 2.
En ambas estrategias se utilizan Mediciéon de Objetos Genéricos y Operaciones Sin
Férmula, Enunciado Geomeétrico, Variaciones Geométricas y Medicion de Objetos
Geométricos; mientras que en EP insiste en medir y variar las medidas como accio-
nes posibles (en los pasos 5y 8), en ER hace calculos para obtener una medida de 4rea
(Célculo Algebraico-Geométrico, Medicion Algebraico-Geométrica, en el paso 5). Si
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bien en LP utihiza alguna representacion en dos pasos consecutivos (Medicion de Ob-
jetos Genéricos, en los pasos 1y 2, Fartaciones Geomeétricas, en los pasos 4 y 5), en
ER no se mantiene en la misma representacion conforme avanza. Es decir su varia-
bilidad representacional es realmente muy dindmica. Asi,en EP (kA — 1) =7,CR =5,
por lo que r¢ = 5/7 = 0.714, mientras que en ER cambia de representacion en cada
paso: dadoque k — 1 = 4, CR =4, rc = 4/4 = 1.00, esto es, que cambi0 de representa-
ciébnen 71.4% y 100% de las veces, respectivamente.,

(c) ;Qué relacion presenta su plan con el procedimiento de resolucion
desde el punto vista representacional?

La similitud entre las secuencias estratégicas producidas en EP y ER, o congruencia
estratégica es fuerte. Las respuestas breves facilitan esta situacion. Desde el caso de
dos estudiantes que produjeron secuencias breves exactamente iguales, hasta catorce
que iniciaron con el mismo contenido relativo a la visualizacion y la medicién al pla-
near € intentar resolver el problema. Solo se nota una diferencia al utilizar célculos
de tipo algebraico mediante ecuaciones o la férmula del drea del rectangulo. Para el
grupo los requerimientos del hacer (ER) involucran muy poca informacion y modali-
dades de representacion adicionales respecto al planear (EP).

Esta situacion general se puede apreciar mejor en el caso del estudiante RAB
(Anexo 4): enunciados completos en ambas estrategias dan el mismo tratamiento al
mismo objeto. Por ejemplo, en la pnmera USS de EP y en la segunda USS de ER se
habla de formar el rectdngulo; en la primera USS de EP y ER se habla de medir el hilo,
y asi sucesivamente. EP contiene dos segmentos proposicionales que no tienen corres-
pondencia en ER, es decir, algunas ideas que se plantearon inicialmente no se conside-
raron pertinentes para realizarse (aunque aparentemente se tomaron en cuenta para
obtener las medidas que se usaron al final). Por otra parte, la forma de calcular el area
no se establecid en EP y si se realizo en ER. Los demés segmentos son practicamente
idénticos en su contenido: 6 de 8, es decir, un nivel alto de congruencia.

Los resultados de este estudio muestran en primera instancia que los estudian-
tes no tuvieron problemas con los hilos entregados para abordar el problema, decidiendo
tomar uno, dos o mas, o ninguno. Sin embargo, tener varios hilos al principio no parece
haberles sugerido que se podian comparar diferentes rectangulos formados. Asi, a
pesar de que plantearon que podrian variar las dimensiones, no se tomaron esas
posibilidades como valores de variables respecto a base y altura. Quienes hicieron alguna
comparacion simplemente pusieron cada caso frente a otro sin considerarlos como va-
riables. Excepto por dos estudiantes, no utilizaron o infirieron relaciones funcionales.

Aunque en la estrategia planeada aparecen solamente tres representaciones
en promedio por estudiante, inmediatamente después, al resolver el problema (ER),
se ve que cuentan con por lo menos 4.4 en promedio. Se muestra claramente, como
afirman Janvier (id.) y Dreyfus (id.), que operan con varias representaciones para el
mismo tipo de situaciéon matematica, lo cual hemos denominado disponibilidad
representacional. De hecho, algunos estudiantes operan con mds de una representa-
cion por paso tanto al abordar como al resolver el problema. Eisenberg y Dreyfus (id.)
y Presmeg (id.) reportan los beneficios de procesar visualmente problemas funcionales
o aritméticos, lo cual sucede en nuestro estudio, aunque la visualizacién se limita a una
representacion informal o geométrica de la configuracidn rectangular para ubicar las
medidas necesarias para obtener un area deseada (de ahi el predominio de la medicién).
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Esta forma de representacion visual, la medicidn y los célculos aritméticos para obtener
el drea son elementales y ne permiten construir una estrategia adecuada para acome-
ter el problema si no se relacionan con representaciones referentes a la variacion y a
las relactones funcionales como lo requiere €l problema planteado. De hecho, este pro-
blema se puede resolver con una estimacion aceptable, si no se cuenta con los recursos
del calculo diferencial, por ejemplo si se comparan diversos valores de base y altura,
utilizando tabulacion y graficacion, observando las variaciones (relacién funcional de
variables) y disminuyendo el rango de variacion. Sin embargo, como ya vimos, la mayoria
no hizo ni una cosa ni otra, a pesar de que indicaron que se podrian tomar otros valores.
Solamente uno de los dos estudiantes que lo abordaron de esa forma obtuvo una res-
puesta correcta. Asi, las representaciones utilizadas son cualitativamente limitadas
respecto a los requerimientos del problema, y también cuantitativamente, considerando
que el grupo en conjunto de hecho tiene por lo menos 16 diferentes.

Por otra parte, no tienen mayores dificultades para cambiar de representacion
entre un paso y otro (variabilidad representacional). Como se refieren al mismo objeto
al pasar de una representacion a otra (el rectdngulo se forma con hilos — se describe o
dibuja — tiene lados — los lados se relacionan de cierta manera — ... ), se nota que esta
operando un proceso de traduccion (Janvier, id.) entre representaciones. La traduccidn
no es trivial y Balderas (id.) reporta que los estudiantes cambiaron de una conexion
entre representaciones discursivas y numéricas, a una conexidn de representaciones
discursivas y algebraicas después de varias sesiones de trabajo. En nuestro estudio, sin
trabajo didactico de por medio, los estudiantes se encuentran en una situacion en que
traducen representaciones discursivas (enunciado del problema) a una visual (informal),
acompafidndolas de representaciones numéricas (aritmética) y de medicion. Como no
obtuvieron una estimacion aceptable, que podria lograrse combinando la medicidn con
la nocién de variable y relaciones funcionales, el s6lo recurso de la medicién y el célculo
aritmético o algebraico son insuficientes para tal efecto.

Las diversas confusiones entre areas (triangulo, rectangulo, cuadrado) y entre
drea y perimetro muestran que los estudiantes realmente cuentan con limitaciones en el
conocimiento base o recursos (Schoenfeld, id.), lo cual orienta sus estrategias (heuris-
tica) inadecuadamente. Por lo visto, no vieron la relaciéon o no saben como relacionar
lo que saben de algebra, tabulacién y graficacion con el problema planteado. Ademas
de los errores aritméticos involucrados, los errores conceptuales, como tomar el peri-
metro por el drea o el drea del tridngulo por la del rectangulo, dificultan el transito de
una a dos dimensiones, con la consiguiente confusion en las operaciones involucradas
(i.e., sumar los lados para obtener el area).

Debido a que la solucién obtenida se toma como la correcta sin explicar por
qué es el area maxima, e incluso no se revisan los resultados, se nota que no cuentan
con esquemas de monitoreo (Schoenfeld, id.) del procedimiento y la solucién obtenida,
0 no las ponen en operacioén. De hecho, no explicar por qué las dimensiones propues-
tas producen el area méaxima de un rectangulo con el perimetro seleccionado ni explorar
el efecto de las variaciones sugeridas en el tamafio del 4rea obtenida, se debe al enfoque
(Hiebert et al., id.) o sistema de creencias (Schoenfeld, id.) con el que parten: debido a
la ausencia de las nociones de variable y de relaciones funcionales, la(s) operacidn(es)
propuesta(s) sobre un solo caso les es(son) suficiente(s); por tanto, teniendo ciertos
datos y usando un algoritmo particular se puede obtener /a solucion deseada del caso
que se plantea. Con ello, el problema se convierte en un ejercicio rutinario (id.) en un
contexto representacional pobre con el cual pueden operar en la produccién de sen-
tido matematico muy limitado (id.).
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Consideraciones finales

Aunque no todo se comunica, la seleccion representacional comunicada que hace
cada estudiante en un modo particular indica que, de tener conocimiento diferente al
mostrado, no lo pudieron relacionar con el problema planteado. Se encontrd una gran
diversidad de formas de resolucion, pero se identificoé un enfoque comun, limitado, el
cual requiere solo algunas representaciones de procedimiento aritmético o algebraico.
Esta situacidn indica que un curso de cdlculo deberia realizarse sobre bases mas se-
guras, dando atencion muy cuidadosa al conocimiento previo, que incluye el enfoque
y las representaciones disponibles. Asi mismo, se debe poner atencién en esquemas
de razonamiento adecuados a los requerimientos de las matematicas que generen
estrategias adecuadas. Esta necesidad se puede generalizar por supuesto a la ensetianza
de niveles méas avanzados de matematicas.

Con situaciones como las analizadas en este trabajo, es evidente la nece-
sidad de superar el limitado enfoque que predomina en la ensefianza de las matema-
ticas en nuestros cursos de calculo, y que reduce su aprendizaje a procesos rutinarios.
Este enfoque, por accesible y Gtil, es asimilado también rutinariamente por los estudian-
tes desde los grados escolares elementales, como lo muestran los estudiantes en este tra-
bajo: al habérseles presentado un problema que escapa a ese enfoque (sin incluir todos
los datos, sin indicar el procedimiento y sin suponer que se encontrara solo una solu-
ci6n con s6lo aplicar un procedimiento una vez), se vieron imposibilitados para res-
ponder adecuadamente, sin integrar conocimiento que revisaron en los cursos previos.
Las transformaciones necesarias en el conocimiento previo incluye la necesidad de
pasar de una visioén algoritmica de cardcter aritmético, a una perspectiva en donde se
dé tratamiento al problema con base en el concepto de funcién, esencial para matema-
ticas avanzadas, sobre todo si han decidido iniciar carreras en las disciplinas fisico-
matematicas como es el caso de estos estudiantes.

Al intentar superar este enfoque, los docentes deberan hacer referencia explicita
y sistematica a conocimiento previo, interpretar descripciones verbales que enuncian
problemas, establecer diferentes formas de representarse los problemas (discursivas,
graficas, funcionales, algebraicas), insistir en la nocioén de variabilidad, identificar
datos y diferenciarlos de las variables nitida y detalladamente; todo ello con el pro-
pésito de que el proceso de aprendaaje o construccion de sentido matematico en
este caso, se inicie con conocimiento prewo solido e incluya prccesos adecuados de
traduccion entre las representaciones que se tienen y las que se adquiriran en clase,
en un contexto motivante, que permita el desarrollo de la imaginacidn y otras habili-
dades cognoscitivas.
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Anexo 1. Representaciones identificadas en las estrategias planeada y realizada del grupo.

NOMBRE CODIGO DESCRIPCION

En las estrategias planeada y

realizada:

. Enunciado geométrico EGeo Se enuncia un objeto geométrico sin dibujarlo.

2. Enunciado genérico Egen Se enurcia un objeto genérico sin dibujarlo.

3. Descripcidn de objetos geométricos con un DGP Se describen objetos geométricos en el contexto de

enunciado de un problema un planteamiento de problema.

4. Variaciones geométricas VaG Enunciado de posibles variaciones de objetos
geométricos, sin operaciones o mediciones.

5. Codificacion C Se utilizan letras para representar objetos
geométricos.

6. Calculo aritmético-geométrico CArG Se une un procedimiento aritmético implicito o
explicito con un objeto geométrico.

7. Célculo algebraico-geométrico CAIG Se une un procedimiento algebraico implicito o
explicito con un objeto geométrico.

8. Operaciones sin formula OSF Se realizan célculos aritméticos.

9. Operaciones algebraicas OA Se realizan operaciones con simbolos.

10. Medicién de objetos geométricos MOGeo Se define o realiza una medicién de un objeto
geométrico.

11. Medicién de objetos genéricos MOGen Se define o realiza una medicién de un objeto no
enunciado en forma geométrica.

12. Medicién algebraico-geométrica MAIG Se define o realiza una medicién de objetos
geométricos utilizando simbolos.

13. Visualizacidén geométrica VG Se dibuja un objeto geomeétrico.

14. Visualizacidn aritmético- geométrica VArG Se une un dibujo de un objeto geométrico con una
operacion aritmética.

Sélo en la estrategia realizada:

15. Mediciones funcionales geomé-tricas MFG Se realizan mediciones con base en variaciones
numéricas en donde un factor varia en funcién
del otro, utilizando objetos geométricos.

16. Relaciones funcionales cualitativas RFC Se establecen variaciones no numéricas en donde un

factor varia en funcidén del otro, utilizando
objetos geométricos.
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Anexo 2. Estrategia planeada del estudiante RAB

[ Respuesta textual a la indicacion “Escribe primero las ideas que se te ocurren para em-
pezar a resolver el problema” (pregunta #3):

“Primero formar el rectangulo midiendo a lo largo del hilo formado (doblado), y ya teniendo
la medida ( 25 ¢cm) la duplicamos teniendo en cuenta que son dos partes (50 cm). El rec-
tangulo lo podemos formar de cualquier tamasio (largo y ancho). Asi que con la medida
que tenemos (50 cm) la distribuimos para formar el rectangulo teniendo asi que su base
es de 17 cm y su altura de 8 cm (podemos cambiar sus medidas)”.

II.  Andlisis proposicional y representaciones (Proposiciones y USS. Conceptos en negritas,
relaciones en cursivas. Conceptos en corchetes unen dos USS. Conceptos o relaciones
entre diagonales estan implicitos en el texto original. Las definiciones de las representa-

ciones se encuentran en el Anexo 1).

Secuencia estratégica

P

USS,. Primero formar el rectingulo
midiendo a los largo del hilo.

USS,. [Hilo] formado (/al ser/doblado),
y ya teniendo la medida (/igual
al25 cm).

USS;. [La medida] la duplicamos teniendo
en cuenta que son dos partes
(/cada una igual a/50 cm).

Py
USS,. El rectangulo lo podemos formar
de cualquier tamaiio.

USSs. [Cualquier tamaio] (/en/largo
y ancho.

Py

USSg. Asi que con la medida que tenemos
(/igual a/50 cm) la distribuimos para
formar el rectangulo.

USS5. [El rectangulo] teniendo asi que su
base es de 17 cm y su altura de 8 cm.

USSg. Podemos cambiar sus medidas/de
la base y la altura/.

Representaciones

Enunciado geométrico (£Geo),
Medicion de objetos genéricos
(MOGen).

Medicién de objetos genéricos
(MOGen).

Operacién sin formula (OSF).

Enunciado geométrico (EGeo),
Variaciones en dimensiones
geométricas (JaG).

Variaciones en dimensiones geomeétricas

(VaG).

Medicidn de objetos genéricos (MOGen).

Medicion de objetos geométricos
(MOGeo).

Variaciones en dimensiones
geométricas (JaG).




Anexo 3. Estrategia realizada del estudiante RAB.

[ Respuesta textual a la indicacién “En el siguiente espacio escribe todos los pasos que
vas utilizando para resolver el problema” (pregunta #4):

“Medir el hilo doblado y con el resultado lo duplicamos y asi formamos el rectingulo teniendo
en cuenta que puede variar con respecto a los demds rectangulos formados. Una vez
hecho el rectangulo y conociendo su base y altura procedemos a sacar el drea:

A= (Bxa) = (17 X 8)/2 = 48 cm.”

II.  Analisis proposicional y representaciones (ver formato en el Anexo 2; las representa-

ciones se definen en el Anexo 1).

Secuencia estratégica

Py
USS,|. Medir el hilo doblado y con el
resultado lo duplicamos.

USS,. [Con el resultado... ] y asi
Sormamos el rectingulo.

USS;. Teniendo en cuenta que/este
rectangulo/puede variar con respecto
a los demas rectangulos formados.

P,
USS,. Una vez hecho el rectangulo y
conociendo su base y altura.

USSs. [Con base y altura)] procedemos
a sacar ¢l drea/que es/A = (B X a) =
(17 X 8)/2 = 48 cm.

Representaciones

Medicion de objetos genéricos
(MOGen), Operacidn sin
formula (OSF).

Enunciado geométrico (EGeo).

Variaciones en dimensiones geométricas

(VaG).

Enunciado geométrico (EGeo),
Medicién de objetos geométricos
(MOGeo).

Calculo Algebraico-geométrico
(CAIG).

Medicién Algebraico-geomeétrica
(MAIG).






