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Exploraciones acerca de angulos congruentes a partir de ambientes de aprendizaje dindmicos
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Resumen. El articulo presenta una experiencia de aula sobre un tema geométrico abordado
como una propuesta de Situacion Problema. Se plantearon importantes estrategias de solucién
en la exploracion de angulos congruentes, en el contexto de Geometria Dinamica del programa

Cabri. Este nuevo ambiente hizo que los roles de los estudiantes y el profesor fueran mas
dinamicos, haciendo del aprendizaje en geometria un proceso mas significativo.

Introduccién

La ensefianza de la geometria en la educacién tradicional se aborda generalmente mediante la
presentacion de un compendio de definiciones y féormulas proporcionadas por el maestro,
seguidas de algunos ejemplos. El papel de los alumnos consiste en consignar lo que el profesor
explica para luego memorizar dichas definiciones y formulas y responder las preguntas en las
evaluaciones. En este ambito, nociones como la de angulo, son asociadas frecuentemente por
los estudiantes con apreciaciones de tipo perceptual, como posicibn y tamafio y la
congruencia de angulos con igualdad en la medida. Esto debido quizas, a la pobreza del
tratamiento de los objetos de estudio, ya que el ambiente rigido de trabajo en el aula de clase
limita el tratamiento de los objetos de estudio a unas pocas representaciones, propuestas por
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el docente la mayoria de veces. El estudiante entonces se limita en su acciéon y por lo tanto
en la posibilidad de ampliar su conocimiento.

La experiencia de aula que se presenta, tuvo como propdsito modificar el ambiente de
aprendizaje a partir de un enfoque didactico diferente, que parte de una situacion
problematica relativa a la construcciéon de angulos congruentes, en la cual, la accién del
estudiante cambia y el objeto de estudio se convierte en fuente para el establecimiento de
relaciones y la identificacidon de invariantes geométricos. Este ambiente es posible gracias a los
contextos tecnolégicos que movilizan y amplian el campo experiencial del estudiante. El
programa Cabri Géometre se presenta como una alternativa de exploracion dinamica y
experimentacion de una realidad virtual en la cual el estudiante exterioriza sus creencias
acerca de los angulos y su medida, enriquece sus argumentos acerca de la justificacion de la
congruencia de angulos y propone la solucion al problema mediante la identificacion de las
propiedades de los objetos geométricos y sus relaciones.

Hipotesis. El arrastre y la traza activada en el entorno computacional, permitieron identificar
propiedades geométricas relevantes en la construccion de dngulos congruentes.

Marco teorico

Las ideas que enmarcan la propuesta y sirven como referente para la evaluacion y el analisis
de la experiencia de aula, se puede sintetizar en tres afirmaciones:

- la comprension en geometria se logra a partir de la articulacion de dive rsas
representaciones,

- el aprendizaje significativo se logra a través de un ambiente de situacion problemay,

- los contextos de geometria dinamica favorecen la construccion de ambientes de
situacion problema y permiten la articulacion de diversos sistemas de representacion,
contribuyendo asi al aprendizaje de las matematicas.

La primera afirmacion esta sustentada por diversos investigadores quienes manifiestan que sin
recurrir a la idea de representacion es imposible estudiar los fendmenos relativos al
aprendizaje. Una persona aprende cuando domina los distintos sistemas de representacion y
los diferentes tipos de actividades asociadas a estos (Rico y Romero, 1999). En matematicas,
esta idea cobra mayor peso pues, como lo plantea Duwal (1996), en el aprendizaje de un
objeto o concepto matematico las representaciones tienen un caracter imprescindible, pues los
objetos de conocimiento no son perceptibles por lo que solo pueden estudiarse mediante sus
representaciones. El aprendizaje en matematicas implica pasar de un tipo de representacion a
otra, avanzando en el nivel de formalizacion de las representaciones que se usan (Moreno y
Waldegg,1992).

Es cuestionable pensar bajo estos presupuestos, que la ensefianza de las matematicas a partir
de la presentacion formal de los conceptos, produzca buenos resultados. La pobreza
representacional, sobre todo si la Unica version de los conceptos que se tiene es la formulacion
en un lenguaje sintactico poco significativo para los alumnos, conduce a la dificultad de su
aplicacién en la resoluciéon de problemas en un contexto de la realidad o de una disciplina.
Dada la naturaleza de ese aprendizaje, adquirido generalmente de manera restringida y
memoristica, los alumnos no logran transferir sus conocimientos a situaciones nuevas.

Proporcionar ambientes enriquecidos se convierte en una responsabilidad de los docentes, en
donde los estudiantes tengan la oportunidad de explorar ideas, socializar sus indagaciones y
construir conocimiento colectivamente, a partir de la utilizacion de diversas representaciones.
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Esto se logra si se favorece un ambiente de situacién problema como contexto dentro del cual
tenga lugar el aprendizaje.

El enfoque didactico de situacién problema aplicado a la geometria, propone entonces
privilegiar la actividad del alumno sobre la contemplacién pasiva de figuras, simbolos y
memorizacion de conceptos para desarrollar la comprension de estos a partir de la
identificacion de invarianzas bajo distintas transformaciones. Se trata de que el aprendiz
avance progresivamente en la comprensién y el conocimiento de la geometria mediante la
formulacion de problemas que le brinden mdltiples oportunidades de disefiar, explorar,
modelar, conjeturar, definir y argumentar para que posteriormente y cuando esté abonado el
camino para ello, entienda mejor la necesidad de las definiciones y la rigurosidad de las
demostraciones, en un contexto puramente matematico.

Al favorecer la indagacion, el analisis y la propuesta de alternativas de solucién, los problemas
se constituyen en un desafio de caracter atrayente, divertido, y creativo, que permiten al
estudiante exteriorizar sus conocimientos previos para generar hipotesis. Al estudiar la
informacion que aparece en un problema, organizarla e identificar las regularidades presentes
en la situacién, surgen aspectos matematicos relevantes y se genera nuevo conocimiento.

Construir estos ambientes se convierte en un reto para los educadores quienes no sélo deben
formular problemas interesantes para que los estudiantes se motiven y pongan a prueba su
curiosidad, sino que permanentemente deben orientar el trabajo hacia la construccion
conceptual, la participaciéon libre y espontanea, la aceptacién y valoracién de los aportes
individuales y la expresion de las ideas, en un ambiente de buena comunicacion.
Afortunadamente se cuenta hoy en dia con programas de geometria dinamica que no soélo
favorecen el trabajo con mudltiples representaciones sino que, al estar instalados en
calculadoras graficadoras con dispositivos pam socializar en publico las construcciones
individuales, favorecen ambientes de aprendizaje de situacion problema.

En contextos de geometria dinamica, como el programa Cabri Géomeétre, la conceptualizacion
de los objetos geométricos no se hace a partir de algunas pocas representaciones pues la
posibilidad de transformar de manera continua las construcciones, mediante la opcion arrastre
de una figura, permite barrer un basto campo de representaciones asociadas. Las propiedades
de las figuras emergen como los invariantes de las representaciones cuando se someten al
movimiento. La posibilidad de exploracion del comportamiento de las figuras geométricas
permite una interpretacion matematica de las mismas y favorece la conceptualizacion.

Al tener un contexto de exploracion se favorece ademas en la clase, un ambiente de
construccién de conjeturas y el deseo de presentar a los comparfieros las producciones
individuales o grupales. Las propuestas a los problemas matematicos son validadas mediante
la argumentacion, la socializacion y el intercambio colectivo de experiencias llegando por
ultimo, a la generalizacion de acuerdos conceptuales orientados por el profesor en un
ambiente de situacion problema disefiado por él.

Disefo de la experiencia

La situacion problema ¢ onstruir un par de angulos congruentes, cuya congruencia se conserve
ante cualquier movimiento de los objetos de la construccioén, fue propuesta a los estudiantes
de grado octavo de basica secundaria del Colegio Distrital Republica de Costa Rica, los cuales
trabajaron por parejas, con una calculadora. Previamente a la aplicacion de esta situaciéon
didactica, los estudiantes trabajaron en el estudio de las alturas de un triAngulo y puntos de
concurrencia, el estudio de angulos suplementarios y la conservacion de las areas de un
rectangulo. Es decir, se realizaron aproximadamente diez sesiones previas que permitieron que
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los estudiantes adquirieran cierta habilidad instrumental al usar la calculadora y conocieran las
opciones basicas de indagacion acerca de propedades geométricas.

La propuesta didactica abordada para el trabajo en el aula fue la de situacion problema. Los
alumnos propusieron construcciones, resultado de la exploracién libre con la calculadora.
Luego, el grupo validé dichas propuestas y finalmente se generalizé el conocimiento. A través
de este tratamiento se avanzé hacia la construccion de estrategias para obtener angulos
congruentes, cuya congruencia no fuera ocasional, basada en la igualdad en la medida, sino en
la busqueda de criterios de mayor validez, basados en propiedades geométricas como ser
opuestos por el vértice o ser alternos internos y externos o correspondientes entre paralelas,
que permitieran a los estudiantes reconocer este tipo de angulos en cualquier contexto y sin
medirlos. Se emplearon dos unidades de clase de 90 minutos cada una.

Estrategias usadas por los alumnos

Los estudiantes tuvieron dificultades desde el mismo momento de iniciar la experimentacion en
la calculadora. Sus apreciaciones acerca de los angulos que construyeron y de su medida
estaban fuertemente influidas por la percepcién de propiedades irrelevantes, dependientes de
factores fisicos como forma, tamafio y posicion, producto de un uso muy limitado de las
representaciones. Estos son algunos ejemplos:

- Este no es un angulo porque esta de para abajo- ( ver figura 1)
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Figura 1

- Estos angulos no son congruentes porque no tienen la misma posicion - (ver figura 2)
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Figura 2

- ¢Como hacer para que dos dngulos midan lo mismo por todos los lados ? (ver figura 3)
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La posibilidad de arrastre de los objetos de la construccién, en la calculadora, proporciono6 a los
estudiantes un contexto que les permitié experimentar sobre sus creencias acerca de las
propiedades de los angulos y su medida para comenzar a apreciar las propiedades geométricas
mas que las caracteristicas perceptuales.

Las estrategias empleadas por los estudiantes se clasifican en los siguientes tres tipos:
construccién de angulos opuestos por el vértice, identificacion de pares de angulos interiores
de un poligono regular y obtencién de angulos a partir de una recta que intercepta a dos
rectas paralelas.

Estrategia 1: Construccion de angulos opuestos por el vértice

Una primera estrategia consistié en considerar que el angulo ABC, podia relacionarse con otro
angulo, el opuesto por el vértice, mediante la prolongacién de sus lados formando dos rectas
que se intersecan por un punto (vértice B).( ver figura 4)
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Figura 4

Al mover uno de los lados, por ejemplo B4 | notaron que aumentaba la amplitud del angulo
ABC, pero al hacer esto, simultaneamente una de las rectas (s) se movia en sentido contrario
haciendo que la amplitud del a4ngulo opuesto también aumentara; de esta forma, los dos
angulos en mencidon permanecian congruentes. De igual manera ocurria si se reducia la
amplitud del angulo ABC. En esta experimentacion, los estudiantes aprovecharon la opcion
Traza del programa Cabri Géométre , para validar esta conjetura (ver figura 4)

Ahora bien, el esfuerzo de socializar la propuesta contribuyd a que los estudiantes mejoraran
las formas de expresion al introducir lenguaje matematico buscando precisar sus ideas. Poco
a poco fueron haciendo uso de un lenguaje mas elaborado tanto gramatical como
matematicamente. Ejemplo de esto lo constituye el siguiente fragmento de una conversacion
en clase, en la que se evidencian problemas iniciales para nombrar el vértice de los angulos:
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A: (Al arrastrar una de las rectas del a&ngulo ABC (wer figura 4) dice a sus compafieros) Miren
que lo muevo (el &ngulo) vy vean que los angulos tienen la misma medida. Voy a explicar por
qué no cambia la medida. Porque el angulo esta en el centro, entonces no cambia la medida.

P: ¢Cudl angulo?

A: Ah, no, el punto.

P: ¢ Cual punto?

A: Ah, el vértice.

P: En esa construccion, ¢hay otros angulos con la misma medida?

(A muestra los otros dos angulos de la construccion y dice: Estos tienen la misma medida
porque el vértice esta en el centro.

P: O sea que estos cuatro angulos , stienen la misma medida?
A: Si

Los estudiantes en coro manifiestan no estar de acuerdo y un estudiante demuestra que no lo
son haciendo la medicion de ellos.

Un caso especial de esta estrategia fue considerar el caso de la construccién ce dos rectas
perpendiculares (ver figura 5)
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Figura 5

Los estudiantes descubrieron que se formaban cuatro angulos congruentes, cuya congruencia
se conservaba ante el movimiento de las rectas. A pesar de no aportar nuevos elementos para
resolver el problema, esta propuesta fue importante pues permitié discutir acerca de los
angulos rectos. Solo hasta ese momento algunos alumnos asimilaron e interiorizaron el
significado de la perpendicularidad de los &ngulos rectos como propiedad fundamental de
ellos. Esta nueva caracterizacion de los angulos rectos desplazo la idea de congruencia de
angulos a partir de su medida, por una mas confiable y menos ocasional.

Estrategia 2: Identificacion de pares de angulos interiores de un poligono regular
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Otra  estrategia que se dio fue la de aprovechar las representaciones de los poligonos
regulares y estudiar sus &ngulos interiores. Se estudiaron los &ngulos interiores de un
cuadrado, después de un pentagono y posteriormente de un hexagono. (ver figura 6)
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Figura 6

Los estudiantes usaron la opcién arrastre para variar el tamafo y verificar si la congruencia se
conservaba al variar las dimensiones de los poligonos. Esta situacion no se ajustaba del todo a
la situacion problema planteada, ya que no se daba la posibilidad de variar la amplitud de los
angulos, en cada uno de los poligonos estudiados. Sin embargo, la conservaciéon de la medida
de los angulos interiores de los poligonos regulares al variar el tamarfio de los mismos, asi
como la congruencia de sus angulos interiores, se constituyeron en descubrimientos
importantes para algunos de los estudiantes. Otros desviaron su atencion hacia el estudio de
los poligonos estrellados dejando abierto un amplio espacio de exploracion.

Estrategia 3 : O btencién de angulos a partir de una recta que intercepta a dos rectas
paralelas.

La tercera estrategia propuesta por los estudiantes surgié cuando la profesora formuld la
pregunta: ;Existirdn pares de angulos congruentes que no compartan el vértice, pero cuya
congruencia se conserve ante el movimiento de los objetos de la construccion?

Unos estudiantes hicieron una representacion como la que aparece en la figura (ver figura 7)
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Figura 7

Aparentemente las lineas verticales parecian paralelas y los dngulos A y B median lo mismo.
Pero al arrastrar los objetos de la construccibn no se conservaba la congruencia, lo que
evidencié que los estudiantes seguian basandose en dibujos que se deformaban con el
movimiento. Se origind asi un conflicto cognitivo porque al descuadrarse la estrategia
propuesta, obligé a los estudiantes a proponer otras que soportaran la prueba del arrastre.
Construyeron entonces rectas paralelas cortadas por una transversal (ver figura 8)
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Figura 8

En esta representacion, los angulos estudiados fueron A y B inicialmente. Al intentar hacer una
caracterizacion de estos angulos que p ermitiera identificar pares de angulos congruentes sin
medirlos, concluyeron que tendrian que compartir un lado y tener los otros lados paralelos.
Esta conjetura fue confirmada al comprobar la congruencia de los angulos alternos internos.
Posteriormente generalizaron la propiedad concluyendo que los lados deberian ser paralelos
dos a dos, como en el caso de los angulos correspondientes.

Conclusiones

El uso del programa de geometria dinamica en la situacion problema propuesta, credé un
ambiente favorable para que los estudiantes propusieran sus propias estrategias para
encontrar angulos congruentes sin medirlos. De esta manera lograron el reconocimiento de la
congruencia de los angulos opuestos por el vértice y de los alternos internos, alternos externos
y correspondientes entre paralelas. La exploracion permitié adicionalmente aclarar propiedades
geométricas importantes como la congruencia de los angulos en los poligonos regulares y la
perpendicularidad de los angulos rectos.

Propiedades del Cabri como el arrastre de los objetos de la construcciéon y la opcién traza
activada favorecen la exploracion de propiedades de los objetos geométricos inicialmente
relacionadas con las caracteristicas perceptuales de las figuras, o basando la verificacion de las
mismas Unicamente en la medida, para dar paso a la identificacion de propiedades
geomeétricas relevantes. Como los estudiantes no estaban acostumbrados a establecer
propiedades geométricas propiamente dichas, inicialmente construyeron angulos
aparentemente congruentes utilizando como comprobacién, la medida. Pero méas adelante y
gracias a que la calculadora les ampli6 el campo de experimentacién, pudieron generar
estrategias de aprendizaje que hicieron de este algo mas significativo.

Los nuevos roles asumidos por estudiantes y docentes en un ambiente de situacién problema,
desarrollan y mejoran la comunicacion hablada y escrita. El clima de confianza, respeto y
tolerancia que se cred, permitiéo a los estudiantes aprender matematicas socialmente. Es
decir, a través de dialogos inicialmente espontaneos, fruto de sus vivencias y conocimientos
previos, empleando un lenguaje cotidiano. Y posteriormente, poco a poco y con la
orientacion del docente, construyeron un lenguaje mas elaborado, el cual incluia vocabulario
matemaético.
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Resumen. En este articulo se presenta una alternativa para aprovechar el papel
protagénico del software Cabri como instrumento de reorganizacion de las
actividades en clase en geometria. A partir de una dinamica de resolucion de
problemas en la que se propone la exploracion de la relacion pitagorica, se da lugar a
la generacion de conjeturas que permite a los alumnos poner en juego sus
conocimientos informales vy avanzar hacia la construccion del conocimiento
geométrico genuino. Bajo la orientacion del profesor, se revisan aquellas ideas que
se creian interiorizadas y se construyen lo que hemos denominado reglas de
procedimiento, que permiten a los alumnos el acercamiento conceptual a nuevas
propiedades geomeétricas.

Introduccion

El proyecto de Incorporacion de Nuevas Tecnologias en el Curriculo de Matematicas de la
Educacion Media de Colombia que desarrolla el Ministerio de Educacién en coordinacién con
universidades y colegios publicos, esta basado en la premisa segun la cual, los computadores y
las calculadoras a lgebraicas que incorporan paquetes de geometria dinamica tienen gran
potencial para cambiar las practicas de aula en matemaéaticas. En particular, en geometria, el
proyecto considera que el software Cabri GEomeétre se convierte en una fuente de exploracion
que modifica la forma de concebir los objetos geométricos y las estrategias de resolucién de
problemas, contribuyendo a construir el puente entre la geometria de los dibujos y la

geometria de los objetos geométricos (Moreno, 2002a).
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