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APROXIMACIONES AL CONCEPTO DE VARIABLEl

MONICA MENA Y EDUARDO MORENO

El presente articulo aborda el significado de la letra como representa-
¢ion de una variable en una expresion algebraica. Serealiza un anéli-
sisacercadelos erroresy dificultades que presentan |os estudiantes al
enfrentarse y resolver situaciones que involucran la letra como varia-
ble. La metodologia para abordar este problema, fue la de investiga-
cién-accion la cual, tuvo una planeacién a lo largo de seis meses para
tener como producto final una secuencia de ocho horas de clase, que
posteriormente fue implementada con los estudiantes. A través de los
argumentosy conclusiones verbales, se vio que los estudiantes utiliza-
ron las letras para representar variables: usaron la letra como una
herramienta para expresar matemati camente cantidades desconocidas
y tomaron consciencia de la variacion que pueden tener estasletras.

PRESENTACION

Este articulo es producto de un trabajo de investigaci 6n-accion desarrollado
en e Colegio Gabriel Echavarria, entre 1995 y 1996, en € que participa
mos como profesores investigadores. El marco de nuestro trabajo fue Prime
12, proyecto liderado por “una empresa docente”, centro deinvestigacion en
educacion matematica de la Universidad de los Andes, Colombia.

El objetivo principal del proyecto era obtener mejores resultados —de
los que usualmente logramos— en el proceso de ensefianza-aprendizaje de
un concepto determinado. La metodologia utilizada en € trabajo fue la de
investigacion-accion que se caracteriza por ser un proceso de indagacién
metédicay criticaacercade un temadeinterés paralaprécticade quien hace
lainvestigacion-accion (Kemmis et al., 1992). En nuestro caso, € temaque
nos interesaba abordar y comprender esta relacionado con la ensefianzay €l
aprendizajedelainterpretaciony uso delasletras en unaexpresion algebrai-
ca

Parallevar acabo €l proyecto se planed una estrategia metodol 6gica que
se desarroll6 con 28 estudiantes de grado octavo entre los 12 y14 afios. El
objetivo de la estrategia era favorecer la construccion significativadel con-
cepto de variable, propiciando en los estudi antes |a argumentaci 6n sobre sus

1. Este articulo fue editado por Mauricio Castro, investigador de “una empresa docente”.
2. PRIME | recibi6 apoyo financiero de la Fundacién Corona, € Ministerio de Educacién
Nacional, Colciencias, el IDEPy € B.I.D.
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concepciones con respecto alarepresentacion de variables con letras en ex-
presiones algebraicas.

En este articul o se exponen los principales resultados de laimplementa-
cion de dicha estrategia metodol 6gica.

ANTECEDENTES

Preocupado por el deficiente rendimiento académico de sus estudiantes en
€l areade las mateméticas, €l Colegio Gabriel Echavarriainicio, en 1995, la
realizacion de talleres de refuerzo como solucién a problema detectado.
Dichos talleres tenian dos objetivos principales. Por un lado, se queria
reforzar el manejo de las operaciones basicas en € conjunto de los nimeros
enteros ya que la mayoria de los estudiantes presentaban un manejo defi-
ciente de ellas. Por otro lado, se queria que a través de estos talleres los
estudiantes percibieran las mateméticas como una actividad divertida e
interesante paralo cual eraimportante darles la oportunidad de que trabaja-
ran con juegos y acertijos,; de esa manera, se esperaba cambiar la actitud
pasiva de | os estudiantes en la clase de matematicas.

Aunque con los talleres no se logrd que los estudiantes superaran los
errores y dificultades en el manejo de las operaciones bésicas con los ente-
ros, si selogré un diagnéstico de varias de esas dificultades y que |os estu-
diantes adoptaran una actitud més dindmica frente a las matematicas. Ese
diagndstico hizo evidente, por ggemplo, €l uso inapropiado delos contenidos
previos (conceptos y procedimientos) en la resolucién tanto de problemas
como de gercicios; y, las dificultades de | os estudiantes para el aborar infor-
macién y analizarla durante laresolucién de los gercicios y problemas.

Teniendo en cuenta estos resultados, consideramos que realizar talleres
parael cambio de actitud frente alas mateméticas no era suficiente para que
los estudiantes pudieran superar sus dificultades de comprension; nos falta-
ba crear estrategias con una planeaci én especificay rigurosaparaasi obtener
mejores resultados. La invitacion que recibié el Colegio para participar en
e proyecto PRIME | fue, entonces, una oportunidad para concretar laidea
gue teniamos en relacién con el tipo de solucidn que se requiere para mejo-
rar laensefianzay €l aprendizaje de las matematicas en nuestro colegio.

MARCO DE REFERENCIA

En la mayoria de los estudiantes del grado octavo, se detectaron dificulta-
des y errores en € manegjo de los sistemas de representacion (lenguaje
matematico, gréfico y verbal) y en la traduccion entre sistemas; se eviden-
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Ci6 ademas un uso inapropiado de férmulas o reglas de procedimientos en
laresolucion de problemasy gercicios en los que hay involucradas expre-
siones algebraicas. Cuando los estudiantes se enfrentan a la resolucion de
un problema o gercicio que contiene expresiones algebraicas, consideran
gue las variables son letras que, obligatoriamente, deben ser sustituidas por
ndmeros; no se detienen a pensar que en geometria, por giemplo, las varia-
bles representan puntos, rectas, etc.

Los estudios de Kiichemann y Socas pueden servir en nuestro andisis
como preambulo para describir las formas de interpretacién de las letras
como variablesy las dificultades que se presentan en el manejo delas expre-
siones algebraicas. Con respecto a las dificultades en € &gebra, Socas
(1989, pp. 23, 76 y 99) sefiala que:

[...] dificultades que se presentan en el & gebra no son tanto dificul-
tades del &lgebra misma sino errores que quedan sin corregir en la
aritmética y que luego se traducen errdneamente al campo algebrai-
col..]

[...] la poca comprension de lectura entre el lenguaje cotidiano y €
matematico y viceversa generan diferentes interpretaciones de los
simbolosy delasletras|...]

En el &gebra, las letras aparecen como simbol os que pueden signi-
ficar cualquier clase de objetos, |o que permite considerar diferentes
tiposde dlgebra: algebra de conjuntos, algebra de funciones, etc.

Asi mismo, Socas cita a Kiichemann (1989, pp. 28-31) quien clasifica, en
seis categorias, €l significado que lasletras de una expresién algebraica pue-
den tener. Esas categorias son:

Letras evaluadas. Esta categoria se refiere a casos en los que las letras de
unaexpresion algebrai catienen asignado un valor numérico desde € princi-
pio. Por giemplo, en lapregunta“ ;Cué esel valor dea, en laexpresiona +
5= 87, laletra a tiene un valor especifico; es, inicialmente desconocido,
pero evaluable.

Letrasignoradas. Esta categoria se refiere a casos en los que no se asigna
significado alguno a las letras dentro de la expresion algebraica. Por gjem-
plo, en lapregunta “ ;Qué val ores hacen ciertala expresion x + y = 437", €
estudiante ignoralas letras y responde la pregunta sin utilizar las letras.
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Letras como objeto. Esta categoria incluye casos en los que las letras son
vistas como un objeto concreto (frutos, lados de un poligono, etc.) lo que
sustituye el significado abstracto de las letras por algo més concreto y real;
en estos casos, es esencial distinguir entrelos objetos mismosy su cantidad.

Letras como incognitas especificas. En esta categoria se incluyen los casos
en que las letras son consideradas como ndimeros especificos que se desco-
nocen, y cuyo valor se puede encontrar manipulando la expresion en la que
aparecen. Cuando se pide a los estudiantes que calculen €l &rea de un poli-
gono, larespuesta correcta a esta cuestion requiere el uso de las letras como
incégnitas genuinas.

Letras como generalizacién de nimeros. En esta categoria se incluyen los
casos en que se ven las | etras de una expresion algebraica como representa-
cion de varios valores numéricos y no de exactamente uno. Por giemplo,
dadala pregunta“ ¢Qué valores puede tomar ¢, si ¢ + d = 10y c esinferior
ad?’ esposible que e estudiante evalGe laexpresion ¢ +d paradistintos va-
lores de ¢ y d —teniendo siempre en cuenta que €l valor que puede asignar
a d debe ser mayor que €l que haya asignado a c— y compare € resultado
obtenido con 10. En este tipo de solucién, el estudiante estd manegjando un
significado de las letras como niimeros generalizados.

Letras como variables. En esta categoriaseincluyen los casosen quelas|le-
tras son consideradas como representacion de conjuntos de valores no espe-
cificadosy se ve unarelacion sistematica entre dos conjuntos de valores. El
concepto de variableimplicaclaramente el concepto delaincognitay de sus
posibles valores. El siguiente ggemplo implica el manejo de letras como re-
presentantes de variables. Los |apices azules cuestan $10 cadauno y los |&
picesrojos, $12 cada uno. Compro algunos I&pices rojosy algunos azulesy
en total pago $180. Si A es &l nimero de |4pices azules y R e ndmero de
|dpices rojos, ¢qué expresion puedo usar para representar la relacion de la
cantidad de |&picesy su costo?

Teniendo como referencia el anterior marco, iniciamos el trabajo de disefio
delaestrategia. Como parte del andlisisprevio a disefio delaestrategiame-
todol 6gica consideramos algunos errores tipicos de los estudiantes en los
gue se evidencia una clara tendencia a sustituir las letras por nimeros. A
continuacién presentamos una breve descripcién de tales errores.
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Errorestipicos delos estudiantes

Ligados con € manejo e interpretacion de expresiones algebraicas, los
estudiantes frecuentemente cometen muchos errores, entre los que se pue-
den destacar los siguientes:

1) ax+b—(axx) +b = 2xb

2
axx“+b

2) axx+b
2><a><x2+b2

3) (axx+b) x(axx—b) = 2xaxx>+2xb

Hallar el &readel siguiente rectangulo

A = (8a) x(5) = 40
2) 5 A = (8) x(5) = 40xa
A =8+a+5

En las respuestas a los tres primeros casos se evidencian errores que tienen
gue ver con el manejo de conceptosy procedimientos que se han tratado en
laaritmética: e uso de signos de operacionesy de paréntesis; las potencias
y la propiedad distributiva de la multiplicacion con respecto a la adicion.
Pero consideramos que en esos errores se reflgja ademés un uso delasletras
en el que las combinan y manejan indiferentemente debido a que ellos no
han construido el concepto de variable.

En las respuestas dadas a cuarto caso, quizas, laidea que tienen los es-
tudiantes es que laletraa es unaforma de nombrar uno delos lados del rec-
tangulo; no ven laletraa como representacion de una longitud desconocida
cuyo valor puede variar, y, a tener que manejar |os datos de la figura para
expresar el area, los estudiantes |os juntan u operan con ellos indiferente-
mente. Cabe anotar que la tercerarespuesta, ademas, refleja una deficiencia
en el mangjo dela“férmula’ del &rea de un rectangulo.

Creemos que en buena medida los estudiantes manejan deficientemente
las expresiones algebraicas debido a las minimas oportunidades que les
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ofrecemos sus profesores para posibilitar la construccién significativa con
relacién alainterpretacion y uso de las letras como variables.

EL PROBLEMA

De la situacion descrita se destaca que nuestros estudiantes no tienen una
significacion conceptual de las letras en una expresion algebraica, lo que
les impide identificar e interpretar las letras como variables. Se crea asi, la
necesidad de planear una estrategia que posibilite la construccién significa-
tiva del concepto de variable junto con € desarrollo de habilidades y des-
trezas para el manego de expresiones algebraicas en la solucion de
problemas que las involucran.

LA ACCION

L a metodologia de trabajo en el proyecto

Como lo mencionamos a inicio del articulo, la metodologia de trabajo que
seguimos para redlizar este proyecto fue la de investigacion-accién; asi,
pues, hicimos lareflexién inicial y la planeacion de laaccién y de la obser-
vacion alo largo de seis meses; laimplementacién de la accién y la obser-
vacion se hizo en aproximadamente ocho horas de clase; € andlisis de la
informacién y la elaboracién del reporte se hizo alo largo de tres meses; y
finamente, la escritura de este articulo se realiz6 en interaccién con uno de
los coordinadores del proyecto PRIME | alo largo de tres meses.

Nuestraintencién detrds de la estrategia

A continuacion se describe laidea general que gui6 nuestra accion. Laacti-
vidad se planed para que | os estudiantes realizaran un proceso constructivo
por descubrimiento: se les debia plantear una situacion cuya solucién
representara un reto para ellosy que los motivara a observar, a preguntarse,
a conjeturar. Se queria, también, que la situacion formulada les permitiera
plantear aternativas de solucion con una argumentacién valida, los llevara
aredlizar conexiones de las matematicas con su entorno y con los conoci-
mientos ya adquiridos. Se esperaba que la situacion planteadalosimpulsara
a representar los resultados de manera clara'y en la forma mas conocida
posible. Pero, sobre todo, se queria dar a los estudiantes una oportunidad
paraque interpretaran el usoy sentido devariableligado a lasletrasen
una expresion algebraica en un contexto real.
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Descripcién dela estrategia

Para el disefio de la estrategia metodol 6gica tuvimos en cuenta la motiva-
cién de los estudiantes a partir de sus propias relaciones con las matemati-
casy su entorno. Para esto, se hizo un estudio minucioso de las actividades
cotidianas que estaban generando mayor interés en los estudiantes. En
1996, |os estudiantes de grado octavo —20 varonesy 8 mujeres—, tuvieron
asu cargo €l proyecto “Cultivos hidroponicos’, proyecto institucional en el
que €ellos participaron activamente. Esta informacién nos llevo a decidir €l
contexto de la situacion que les planteariamos. Pensamos que elegir ese
contexto posibilitaria la construccién significativa del concepto de variable
en lamedida en que | os estudiantes pudieran involucrarse en él desde diver-
sos puntos de vistay pudieran asociar el nimero de ramasy € nimero de
granos de café con expresiones algebraicas.

La actividad fue planeada para ser g ecutada en tres blogques (sesiones)
de dos horas escolares cada una.

En laprimerasesion, se dio a cadagrupo (conformado por tres estudian-
tes), una guia de trabajo en la que se planteaba un problema para:

« encontrar formas de expresar cantidades desconocidas de ramas
y granos de cualquier nimero de cafetos;

* usar las |etras como una posibilidad de expresion matematica.

L as preguntas debian ser respondidas en lamisma hoja de laguia, en € or-
den en que se presentaban y con base en la informacion que daban los gra
ficos, de modo que los estudiantes manipularan valores diferentes para un
mismo atributo (representados en €l nimero de ramas de los cafetosy en €l
ndmero de granos de | os cafetos) y asi pudieran apreciar €l concepto de va
riable (nimero de granos de café), o, su valor constante (niimero de ramas)
en un contexto especifico (los cafetos del cultivo hidrop6nico).

En la segunda sesion, los estudiantes hicieron una breve exposicion de
sus soluciones en unatransparencia, y, argumentaron sus respuestas verbal -
mente y respondieron las preguntas formuladas por sus comparieros.

En la terceray Ultima sesion, €l profesor titular del curso realizé una
puesta en comn con € grupo y evalud laactividad, en donde verificod si los
estudiantes habian utilizado las letras como planteamiento para la solucién
al problema propuesto en laguiay si laargumentacién haciareferenciaalo
que representaban las letras, lo que podria dar indicios sobre el proceso de
construccion de significado del concepto de variable.
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Nuestro papel durante la actividad en clase

En la planeacién de la actividad nos esforzamos por explicitar nuestras
ideas acerca de los procesos inconscientes de aprendizaje, como son la
motivacion, la relacion profesor-alumno, las formas de presentacion de un
nuevo temay su conexién con los conceptos previosy el entorno del estu-
diante.

En laimplementacién de la estrategia—durante el desarrollo de la acti-
vidad—nos esforzamos por ser principa mente, orientadores para |os estu-
diantes. Asi, pues, mantuvimos una actitud de continua comunicacion con
los estudiantes a través de la que los invitabamos a explorar aspectos rela-
cionados con el tema, en particular, a utilizar conceptos previamente estu-
diados en el curso. Observamos la generacion de ideas en la solucién de
problemasy cuestionamos alos diferentes grupos de trabajo paraidentificar
sus dificultades. Nuestra posicién caracterizada mas por escuchar que por
hablar, permitié que los mismos estudiantes detectaran incoherencias en sus
razonamientos'y argumentaciones dadas como respuestas, y que verificaran
la comprension de las instrucciones, € enunciado de las preguntas, |os tér-
minos desconocidos, etc. Nuestra posicion también animd alos estudiantes
aexplorar cualquier idea o estrategia que pudiera ayudarles a entender y/o
resolver el problema sin censurar las ideas generales del grupo de trabajo,
propiciando el equilibrio en sus discusiones.

LA OBSERVACION

Las preguntas que nos formulamos con respecto a trabajo de los estudian-
tes durante €l desarrollo de laguiafueron las siguientes. ¢Como traducen el
problema? ¢Como lo abordan? ¢Qué motivacion hay? ¢Como desarrollan
el trabajo en equipo? ¢Como aplican los conocimientos previos? ¢Qué ané
lisis hacen? ¢Qué secuencias utilizan? ¢COmo argumentan por escrito y
oramente?

Consideramos que el andlisis de estas observaciones permiten establecer
si los estudiantes construyen el concepto de variable, teniendo como princi-
pal factor lariqueza de relaciones que estén en la base de cualquier concep-
to. Seanalizo el ensayo, lainvencion, la creatividad en lainterpretacion y el
uso de las letras asi como, la significacion dentro de un contexto, y tantos
otros aspectos que |os procedi mientos matemati cos permite observar.

Pararecoger lainformacién se utilizaron grabaci ones de audio por grupo
de trabgjo, la respuesta a la guia de trabagjo y la grabacién de audio de la
puesta en comun. En un principio, se considerd la posibilidad de recoger
esta informacion a través de grabaciones de video, pero se ha comprobado
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gue existen influencias psicoldgicas en las personas cuando estéan frente a
una camara de video cambiando que hace que cambie parte de sus actitudes
normales y no haya una completa sinceridad en sus respuestas. Aunque las
grabaciones de audio pueden influir también en e comportamiento de los
estudiantes, creemos que esainfluenciaes menor. Asi, pues, lagrabacion de
audio fue € instrumento que nos permitid recoger informacién que dificil-
mente se puede recordar o plasmar en un papel en el momento de realizar
las observaciones, y se constituyd en el més importante instrumento de ob-
servacion parala evauacion de nuestros objetivos propuestos.

Al inicio delaactividad los estudiantes estuvieron ansi 0sos por escuchar
susvoces grabadasy laatencion estuvo més dirigida hacialas grabadoras de
audio que ala comprension del trabajo propuesto. Sin embargo, la disposi-
cion haciad trabajo fue normal a transcurrir la clase.

Después de atender las instrucciones, los estudiantes en las primeras
cuatro preguntas tenian que ubicarse en el contexto, comprender el proble-
may responder preguntas en donde debian usar |as operaciones aritméticas
basicas y representar graficamente la cantidad de granos y ramas de los ca-
fetos. Laelaboracion de respuestas fue de maneracasi mecanica. Pero d lle-
gar ala parte de la guia, donde se les planteaba expresar matematicamente
una cantidad cual quiera de granos o ramas, los grupos detuvieron su ritmo
detrabajoy se evidencié el momento de mayor actividad cognitiva. Surgie-
ron diferentes tipos de ideas y planteamientos interesantes como €l de rela-
cionar nimeros de granos con las letras y diferenciarlas con las ramas.
Algunos de estos planteamientos se muestran en |os siguientes gjemplos:

#granos= X; #arboles=Y; X 1 Y (Porqguelosgranos de café aun-
gue no conozcamos su cantidad siempr e estaran contenidos en cual -
quier cantidad de arboles de café).

Representariamos el total de nimeros de granoscon letrasya que no
sabemos el valor que tienen.

n = total de granos de café; a = cualquier cantidad de arboles (lo
represento asi ya que las | etras representan cualquier nimero).

|gualmente, necesitaron apoyo y supervision constante por parte de los pro-
fesores para corroborar |lacomprensién de las preguntas'y posibles respues-
tas. Manejaron con bastante versatilidad conceptos previos de uso comin 'y
diario como €l conteo, las operaciones basicas junto con la representacion
gréfica
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Durante la sustentacién de respuestas (segunda sesion) hubo un poco de
faltade atencion a iniciarselas exposiciones, yaque ellos no estan acostum-
brados a escucharse. En general, |os grupos expositores defendieron timida-
mente sus respuestas fomentandose la discusién en la justificaciéon de
respuestas de maneraclaray légicaparael grupo.

En lapuestaen comin (Ultimasesién) laparticipacién del grupo fueata
desecharon las respuestas incoherentes para ellos mismos y concluyeron a
nivel de grupo €l uso e interpretacion de las letras para representar cantida-
des desconocidas.

RESULTADOS

De acuerdo con los resultados obtenidos en la implementacion de la estra-
tegia consideramos que los objetivos planteados se cumplieron en un alto
grado porque tanto en las respuestas a la guia de trabajo como en las argu-
mentaciones en la puesta en comdn y en las exposiciones, los estudiantes
usaron las letras como una forma para expresar matematicamente cantida-
des desconocidas, teniendo en cuenta la variacion de las mismas Encontra-
ron alas letras como herramienta para solucionar € problema propuesto,
concluyendo con sus propias palabras “ aguellas | etras en matematicas pue-
den utilizarse para representar cantidades desconocidas, que pueden variar
0 permanecer constante su valor”. Ademas, manipularon y dieron un uso
apropiado a las letras para referirse a objetos diferentes en un mismo con-
texto.

Asi mismo, los argumentos y conclusiones verbales de los alumnos les
permitieron darse cuentade que para expresar cantidades desconocidas, tan-
to de ramas como de granos de cual quier nimero de cafetos, (que podian va-
riar en un mismo contexto), lo podian hacer a través del concepto de
variable, representado en unaletray que teniamas sentido que contar grano
por grano de cada cafeto.

Por otro lado, la estrategia posibilitd € trabajo en equipo, €l intercambio
deideas, ladiscusiény seleccion de respuestas de modo compartido. Se evi-
dencié que los estudiantes no tienen confianza en sus razonamientos y solu-
ciones dadas a nivel individual y grupal, lo que genera dificultad para
plasmar sus ideas y procedimientos en forma escrita de manera claray co-
herente. Esto se detect6 al encontrar diferencias entre lo que se discutié en
el grupo (registrado en las grabaciones de audio) y o que quedd escrito en
laguia detrabgjo.
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CONCLUSIONES

Como investigadores de este proyecto podemos afirmar que plantear una
estrategia didactica y metodolégica para ayudar a superar las dificultades
detectadas en nuestros estudiantes es una tarea dificil de concretar, ya que
requiere de tiempo y dedicacion paratener presentes |0s procesos que con-
dicionan la ensefianza-aprendizaje de las mateméticas (i.e. lamotivacion, la
relacién profesor-alumno, las formas de presentacion de un nuevo temay
las conexiones con los conceptos previosy €l entorno del estudiante).

Por otra parte, queremos destacar que, desde €l punto de vistade lains
titucion, este trabgjo de investigacidn ayudd a consolidar un equipo de tra-
bajo en & que se formalizaron reuniones para coordinar, planear y llevar a
cabo actividades de capacitacion, y, para el seguimiento y evaluacion dela
ensefianza-aprendizaje del &rea. |gualmente, seinicid lareestructuracion del
area en cuanto contenidos por curso, indicadores de logro, evaluacion, for-
mas de trabgjo, estrategias pedagdgicas, actividades extracurriculares y
complementarias.

Si nuestra responsabilidad consiste en planificar y llevar a cabo la ense-
flanza de las mateméti cas debemos mantener vivo el espiritu de observacion,
andlisisy planificacion de nuestra actividad profesional y desarrollar un me-
jor saber, sobre nosotros mismos y nuestra practica. Debemos dejar un es-
pacio para nuestras reflexiones (a nivel persona y a nivel de trabgjo de
equipo con nuestros colegas), con respecto alaensefianzay aprendizaje para
poder planear estrategias de investigacion-accion y superar las dificultades
de nuestros estudiantes.
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