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INTRODUCCION

Conscientes de la fuerte influencia que ejercen, sobre las practicas educativas, las
diferentes posturas epistemoldgicas acerca de la constitucion de conocimiento matematico,
pretendemos analizar y caracterizar el proceso mediante el cual los conceptos de medida e
integral, alcanzan su forma general y abstracta en la tesis doctoral Intégrale, longueur, aire,
del matematico francés Henri Lebesgue. Nos interesa identificar el proceso que le permitio
a Lebesgue constituir su teoria de integracion cimentada en la medida de conjuntos,
mediante la interaccion de lo geométrico y lo analitico. De esta manera, esperamos que este
documento pueda servir de referencia en investigaciones que buscan la fundamentacion
teorica de la didactica de las matematicas, en particular a las investigaciones en didactica

del analisis matematico.

Partiendo del supuesto que la matematica, como toda ciencia, tiene por objetivo elaborar
teorias satisfactorias a partir de la observacion de hechos', entenderemos por teoria “el
establecimiento de cierta armazon de conceptos que permiten poner en orden los hechos”
(Cavailles, 1938, pag. 78). Sin embargo hay que anotar que existe una relacion dialéctica
entre los conceptos y la teoria; los conceptos no se dan a través de definiciones nominales,
sino que cobran sentido en la dindmica de la teoria, esto es, en las operaciones, relaciones y

contrastes.

En este sentido develar la construccion o constitucion de una teoria serd equivalente a
determinar las partes constitutivas de ese “armazén de conceptos” y la manera como se

articulan tales partes. Por esto, el estudio de la constitucion de cada teoria matematica

1 . .y ’ : : r s
Cuando nos referimos a “observacion de hechos” no s6lo hacemos alusion a cuestiones de indole empirico,
sino también a los constructos abstractos propios de las matematicas.
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requiere del andlisis de un proceso historico propio en el que se combinan multiples

aspectos.

Por otra parte, consideramos que la relacion historia-epistemologia es necesaria, puesto
que el hecho histérico de caracter cientifico es una idea que se asume como tal, pero
requiere de una explicacion epistemoldgica que permita ubicarlo en un sistema de
pensamiento. El analisis epistemologico se refiere a los aspectos internos y es lo que
permite desentranar el enmarafiado cuerpo de conceptos. En palabras de Bachelard “el
epistemologo tendra, pues, que esforzarse en captar los conceptos cientificos en efectivas
sintesis psicologicas..., estableciendo, respecto de cada nocion, una escala de conceptos,

mostrando como un concepto produce otro, como se vincula con otro” (Bachelard, 1938,
pag. 20).

El objetivo general de esta tesis es analizar el proceso historico de constitucion de la
teoria de la medida y la teoria de integracion de Lebesgue. La directiz de este analisis es
epistemolégica. Para ello se tomara como referencia principal la tesis doctoral de Lebesgue,
la cual enmarca su pensamiento matematico y a su vez se constituye en la base de las
teorias modernas de la medida y la integracion. Sin embargo, puesto que el problema de la
medida y la integracion es un problema transversal al desarrollo de las matematicas, para
lograr nuestro objetivo y dimensionar el logro de Lebesgue, es necesario analizar el proceso
de constitucion desde su problema original, que es la medida de magnitudes geométricas.
Para caracterizar dicho proceso de constitucion hemos usado una reglilla de analisis
historico fundamentada en el anélisis arqueologico, en términos de umbrales, propuesto por
Foucault en la Arqueologia del Saber, 10 que se constituye en nuestro aporte principal a la
problematica sobre constitucion historica de teorias y conceptos matematicos.

Por otra parte, con la obra Lebesgue se evidencia que el corazon de lo analitico esta en
lo geométrico, lo que explica la estrecha relacion entre medida e integracion. Esto significa
que el problema de la integracion no se puede resolver mediante métodos netamente
analiticos, sino que es necesario volver al método geométrico y reinscribirlo dentro de lo
analitico. En este trabajo presentamos la caracterizacion del proceso que le permitio a
Lebesgue constituir su teoria de la medida y la integracion, mediante la interaccion de lo

geométrico y lo analitico, estableciendo el concepto de integral en su forma mas general y
7



abstracta. Para ello fue indispensable llevar a cabo una lectura minuciosa de su tesis
doctoral y de otros trabajos relacionados, tratando de obtener informacidén no sélo de la
logica del discurso matematico, sino también de las caracteristicas propias del pensamiento
matematico del autor y el método utilizado para la construccion de su teoria de integracion
a través de su tesis doctoral.

Para lograr nuestro objetivo general: develar el proceso de constitucion de la teoria de la
medida y la teoria de integracion de Lebesgue, organizamos este trabajo en tres capitulos.
En el primer capitulo presentamos un recorrido historico para establecer como se fue
estructurando esta armazon teorica a lo largo de los afios y cudles fueron los problemas,
conceptos, métodos y apuestas tedricas que influenciaron el trabajo de Lebesgue. En el
segundo capitulo se exponen con detalle los desarrollos de Lebesgue relacionados con los
conceptos de area, medida e integral, que aparecen fundamentalmente en su tesis doctoral.
Este desarrollo teorico pormenorizado nos es indispensable para identificar el entramado
teorico construido por Lebesgue, e identificar esa estrecha relacion entre lo geométrico y lo
analitico. El tercer capitulo incluye el analisis epistemologico del proceso historico
presentado en el primer capitulo. También, se analiza el papel de este tipo de analisis
historicos-epistemologicos del saber en la didactica de las matematicas, a la vez que se
establece la relacion entre el saber sabio de Chevallard y el saber de Foucault. Se presenta
la concepcion de Lebesgue sobre la relacion entre geometria y analisis, apoyandonos tanto
en sus desarrollos investigativos como en sus propios comentarios, y usamos esta
concepcion para reflexionar sobre la ensefianza de los conceptos de area, medida e integral.

A continuacion detallamos el contenido de estos tres capitulos.

En el primer capitulo se presenta una historiografia de la evolucion de los conceptos de
integral y medida desde sus origenes primigenios, que comprende el amplio periodo desde
la antigliedad griega hasta finales del siglo XIX. Aunque es claro que las nociones de
funcion, namero irracional, medida abstracta e integral fueron establecidos a partir del siglo
XVIII, nos interesa identificar los problemas primigenios que van delineando y
favoreciendo su desarrollo; en este sentido se describen con cierto detalle los principales
trabajos que favorecieron la constitucién de la teoria de la integraciéon moderna, y se
muestra como desde sus inicios su desarrollo estuvo en intima relacion con el problema de

8



la medida. Se muestra la transformaciéon de un problema geométrico en un problema
analitico y posteriormente en un problema de medida de conjuntos de puntos, y como para
su solucion se conjugan los desarrollos, métodos y conceptos de diversas ramas de la
matematica: la geometria, el calculo, el analisis, la teoria de conjuntos de puntos y la teoria
de la medida. Este capitulo comprende 14 secciones, que describimos a continuacion.

En las tres primeras secciones se muestra como los griegos intentan dar salida al
problema de la medida de magnitudes geométricas mediante una medida relativa. Se
presentan los aspectos mas importantes de los libro I, II, XI y XII de Los Elementos,
mostrando la forma como Euclides establece lo que hemos llamado una medida relativa, es
decir como mide una magnitud desconocida mediante la equivalencia con una figura
referencial, para el caso de segmentos, superficies planas y sélidos. En la seccion 1.3 se
explica como Arquimedes utiliza el método de exhaustivo y un método mecanico para
obtener cuadraturas de figuras curvilineas, generando dos estilos metodolégicos para
abordar el problema de las cuadraturas; uno fundamentado en los infinitesimales y el otro

fundamentado en los indivisibles.

En la seccion 1.4 se muestra como Cavalieri construye su teoria de los indivisibles,
redescubriendo las bases metodologicas del método mecanico y utilizando procesos
algebraicos, lo que le permitié calcular cuadraturas de regiones limitadas por curvas de
ecuacion x™, paran = 1,2,---,9. Se muestra el paso de los indivisibles a los infinitesimales
con Wallis, quien retoma los resultados de Cavalieri, pero abandona el marco geométrico.
En su Arithmetica Infinitorum aritmetiza la Geometria Indivisibilibus de Cavalieri.
Basicamente su método consiste en asociar valores numéricos a los infinitos indivisibles de
Cavalieri. En Wallis el problema de las cuadraturas se transforma en el problema de hallar
el area bajo la una curva regida por una ecuacion cartesiana. Aqui se muestra como Wallis
establece el area del rectdngulo como el producto de la base por la altura, lo que se
constituye en un resultado muy significativo para la medida de superficies planas.

A lo largo del siglo XVII, el uso de las cantidades infinitesimales fue imponiéndose en
la solucién de problemas de célculos de tangentes, areas, volimenes, etc. Ademas se
usaban mas expresiones algebraicas y menos objetos geométricos. Gracias a la geometria
analitica de Descartes se tiende el puente entre la geometria y el andlisis, lo que permitio

9



ampliar considerablemente el dominio de las curvas geométricas. La aparicion de nuevas
curvas hizo imprescindible el desarrollo de nuevos métodos para calcular tangentes y areas.
Estos aspectos constituyen el marco conceptual de la seccion 1.5. En esta seccion se
exponen los aportes de Newton y Leibniz a la constitucion del concepto de integral. Gracias
al reconocimiento, de la relacion inversa entre el problema de la cuadratura y la tangente.
Newton y Leibniz lograron resolver de manera general todos los problemas de cuadraturas,
maximos y minimos, tangentes y centros de gravedad, que habian ocupado a sus
predecesores, sintetizando los diferentes métodos infinitesimales en las tablas de
cuadraturas y anticuadraturas. Otro aporte importante de Leibniz, que tratamos en esta
seccion, es el relacionado con la simbologia; la introduccién de la notacion “dx” y el
simbolo/ , fue un aspecto importante en la introduccion y manejo de algoritmos para la
derivada y la integral.

En la seccion 1.6 se muestra como se fue transformando el calculo infinitesimal.
Describimos la manera en que el concepto de funcion va tomando protagonismo, y como el
problema de representacion en series se relaciona con el problema de la integracion.

Gracias a los trabajos de Fourier sobre la transmision del calor, se amplié el dominio de
las funciones, mas alla de las continuas, y se dedicaron grandes esfuerzos a establecer las
condiciones que debia cumplir una funcidn para ser representada en series trigonométricas.
Una de estas condiciones era la integrabilidad de la funcion sobre un intervalo determinado.
Se hizo necesario reconsiderar el concepto de integral. Sin embargo, debemos precisar que
el problema de la integracion seria tratado, durante muchos afios, como un problema
subsidiario del problema central de la representacion de una funcidn en series
trigonométricas. La integral era considerada como una herramienta de solucion necesaria,
pero no era inicialmente el concepto principal de estudio. Con Fourier se vuelve a la
integral como el area bajo la curva y se plantea la cuestion ;Qué tan discontinua puede ser
una funcidn para que sea integrable?

En la seccion 1.7 se describe la forma como Cauchy, a través de los conceptos de limite,
funcion y convergencia, logra proporcionar una definicion analitica de la integral definida
para funciones continuas. Cauchy separa la integral del calculo diferencial y la define como

un limite de sumas. Sin embargo, tal como lo describimos, demuestra la relacion inversa de
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la derivada y la integral a través del teorema fundamental del calculo, en su primera version
historica.

Con Dirichlet y su funcidon caracteristica de los racionales, aparece la pregunta en
relacion con la exigencia que debian cumplir los infinitos puntos de discontinuidad para
que la funcion fuese integrable. En la seccion 1.8 se discuten estos aspectos, llamando la
atencion en el hecho de que Dirichlet establece la falsa condicion de que es suficiente que
los puntos de discontinuidad formen un conjunto diseminado para que la funcidon sea

integrable.

En la seccion 1.9 se muestra que Riemann, basandose en las concepciones de Cauchy y
Dirichlet, incorpord una definicion de integral que acogia funciones arbitrarias altamente
discontinuas. La definicion de la integral de Riemann incluye funciones que tengan en un
intervalo finito un conjunto denso de discontinuidades. Riemann introduce dos condiciones
suficientes y necesarias para que una funcion sea discontinua; una de estas condiciones sera
el antecedente mas importante del criterio de integrabilidad en términos de la medida del
conjunto de discontinuidades.

A partir de los trabajos de Dirichlet, matematicos como Riemann y Lipschitz enfocan su
atencion hacia los conjuntos infinitos de puntos de singularidades (puntos de discontinuidad
y extremos locales); la cuestion era determinar las propiedades que debian cumplir estos
conjuntos para que la funcion tuviera representacién en series trigonométricas o fuera
integrable en un intervalo dado.

Describimos en la seccion 1.10 la forma en que Lipschitz, intentando demostrar el falso
criterio de integrabilidad de Dirichlet, desarrolla un amplio andlisis sobre la distribucion de
puntos infinitos de discontinuidad y de extremos locales, y su relacion con la integracion;
llamando la atencion sobre los conjuntos de puntos de acumulacion.

De esta forma, podemos observar que las raices de la nociéon de conjunto se pueden
relacionar con el andlisis real, la teoria de series trigonométricas y concretamente en la
cuestion de la representacion de funciones discontinuas mediante series de Fourier. Estas
cuestiones incentivaron a Hankel y Cantor a realizar una indagacién detallada de los
conjuntos de puntos. Hankel intenta generalizar la condicion de integrabilidad de la funcion
de Riemann en términos del concepto de salto de una funcion, clasificando las funciones en

11



integrables y no integrables. Con esto, la obra de Hankel inicia el enfoque conjuntista de la
teoria de la integracion, lo cual permitira fundar la teoria de la integracion moderna sobre el
concepto de medida; esto se explica con detalle en la seccion 1.11.

En la seccion 1.12 se muestra la confusion existente entre un conjunto despreciable
desde el punto de vista topologico (diseminado) y desde el punto de vista de la teoria de la
medida (contenido exterior nulo), y como gracias a los trabajos de Cantor y sus conjuntos
derivados, se establecid esta diferencia.

En la seccion 1.13 se muestra como en la obra de Darboux, los trabajos de Riemann
sobre la integral encuentran continuidad y a la vez se evidencian sus limitaciones con
respecto al paso al limite y el problema de la antiderivada. Darboux enuncia el primer
criterio de integrabilidad de Riemann en términos de la igualdad de los limites de las sumas
superiores ¢ inferiores y demuestra el teorema fundamental del calculo para la integral de
Riemann. Apoyandose en este teorema, Dini llama la atencion sobre la existencia de
funciones con derivada acotada que no son Riemann integrables. Posteriormente Volterra
construye una funcion de este tipo y evidencia la limitacion de la integral de Riemann con
respecto al paso al limite.

En la seccion 1.14 se establece la relacion entre el contenido de un conjunto y la integral
de Riemann. Alli se muestra que los primeros intentos modernos por definir una funcién
medida que asigne un valor numérico a cualquier conjunto de puntos se deben a Harnack,
Stolz y Cantor, quienes definen el contenido exterior; pero este concepto no cumplia la
propiedad de la aditividad. Peano y Jordan definen el contenido (o area) interior y el
contenido (o area) exterior, logrando asi una definiciéon de contenido mas general que
cumplia con la aditividad finita; sin embargo esta definicion no da cuenta de la medida de
muchos conjuntos, entre ellos el conjunto de los racionales. Simultdineamente, Jordan y
Peano se preocuparon por establecer una definicion formal del concepto de area de una
superficie, problema que fue retomado por Lebesgue.

En esta misma secciéon se muestra la manera en que Borel defini6 una medida que
cumplia la propiedad de aditividad numerable para subconjuntos de reales, extendiendo la
longitud ordinaria de un intervalo a conjuntos abiertos, basandose en la propiedad de que

todo abierto es la unidon numerable y disjunta de intervalos abiertos. A partir de estos
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resultados, como se estudia en esta seccidn, se inicid el establecimiento formal de la teoria
abstracta de la medida y gracias a Jordan se explicitdé la relacion entre la medida y la

integracion, mediante la integral superior e inferior, previamente introducidas por Darboux.

Lebesgue se propuso en su tesis doctoral generalizar la nocidon de integral con el
propdsito de solucionar los problemas que no pudieron resolver sus antecesores: la
definicion general del concepto de area, y una definicion integral lo suficientemente general
y util que permitiera resolver el problema del célculo de primitivas para un conjunto
suficientemente amplio de funciones. Lebesgue se apoyd en el concepto de contenido de
Jordan y en la medida de conjuntos de Borel, brindando una salida conceptual al problema

de la medida y estableciendo una teoria de integracion mas general.

La metodologia usada para la elaboracion de este primer capitulo es la cominmente
empleada en las historiografias. Se trata de estudios de corte hermenéutico, pues se busca
interpretar y esclarecer el desarrollo de las nociones de medida e integral en un periodo de
mas de 25 siglos. Esto requirid la revision de memorias originales y de fuentes secundarias
como (Andersen, 1985), (Hawkins, 1979), (Recalde, 2011) y (Stedall, 2004). El aporte en
este sentido es la manera personal de sistematizar, reestructurar y reescribir la informacion
proporcionada por las fuentes citadas.

En el segundo capitulo se hace un andlisis epistemolédgico estudiando el entramado
conceptual mediante el cual Lebesgue desarrolla su teoria, alli presentamos los desarrollos
tedricos relacionados con los conceptos de medida, integral y area, consignados en la Tesis
doctoral de Lebesgue (Lebesgue, 1902), y para el caso del concepto de area se incluye la
memoria (Lebesgue, 1903). Se expone la teoria de Lebesgue en un lenguaje matematico
actual, dotandola a la vez de una estructura 16gica deductiva acorde a los canones de rigor
modernos, pero respetando la argumentacion de Lebesgue. Para ello se han complementado
con notas aclaratorias y algunas demostraciones de resultados que consideramos claves y
que Lebesgue no demuestra. Tal es el caso de la proposicion 2.2.18, la cual establece que la
union numerable de conjuntos medibles es medible, cuya demostracion requiere de ciertas
construcciones que Lebesgue describe de manera intuitiva, tal vez por la carencia de una
simbologia apropiada; ademas esta proposicion se apoya en la proposicion 2.2.17, la cual

Lebesgue no enuncia explicitamente, ni demuestra. En este capitulo se describe la manera
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como Lebesgue enuncia el problema de la medida y define lo que es un conjunto medible,
mostrando que el concepto de medida, para conjuntos acotados, es una extension de los
conceptos de longitud, area y volumen. En relacion a la teoria de integracion, se presentan
las definiciones de la integral definida y la integral indefinida. Inicialmente se define la
integral de una funcién continua como el area de un dominio plano, lo que conduce a
definir la integral de una funcion discontinua acotada como la medida de un cierto conjunto
de puntos. A continuacion esta definicion geométrica es reemplazada por una definicion
analitica, la integral se presenta entonces como el limite de una sucesion de sumas similares
a las consideradas en la definicion de Riemann. Lebesgue denomina sumables aquellas
funciones a las cuales se aplica dicha definiciébn geométrica; y establece que es sumable
toda funcion que pueda definirse por medio de las operaciones aritméticas y del paso al
limite, y las funciones Riemann-integrables. En general toda funcioén derivada acotada es
sumable. Una vez se establecen estos resultados y todas las propiedades de la integral de
Lebesgue, se define la integral indefinida en términos de la integral definida.

Con respecto al problema del area, mostramos los desarrollos expuestos en la tesis
doctoral de Lebesgue, donde se define el area para dominios cuadrables y no cuadrables.
También incluimos los desarrollos de la memoria de 1903, puesto que en su tesis Lebesgue
no logra resolver el problema general del area. En la memoria de 1903 se presenta una
solucioén al problema del drea de dominios no cuadrables, explicando el error cometido en
la tesis doctoral en relacion a la aditividad del area de dominios no cuadrable. En esta
memoria Lebesgue define con mas precision los conceptos necesarios para obtener una
definicion del area de un dominio no cuadrable que cumpla las condiciones requeridas para
que el problema del area tenga solucion. Para demostrar la validez de su definicion,
Lebesgue necesita la construccion de una curva no cuadrable, tipo fractal, que contiene s6lo
arcos de primera especie; ésta es tal vez la parte mas interesante de esta memoria. La
lectura de esta memoria es complicada, a diferencia de su tesis doctoral, pues incluye varias
definiciones de corte intuitivo; tal vez esto se deba a que Lebesgue estaba escribiendo sobre
un problema que no logr6 resolver. Para facilitar su lectura, ademas de la organizacion

axiomatica, hemos incluido graficos ilustrativos. Vale la pena aclarar que el problema del
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area para las superficies alabeadas es un problema abierto que no ha sido suficientemente

. , - . . . Fo: 2
tratado ni por los matematicos, ni por los historiadores de las matematicas.

El tercer capitulo se divide en tres secciones. En la seccion 3.1 consignamos la posicion
de Lebesgue sobre la actividad matematica, donde se llama la atencion sobre la relacion
entre lo concreto y lo abstracto; relacion que, segun Lebesgue, se debe preservar para no
correr el riesgo de llegar a generalizaciones estériles que no permitan ver sus variadas
aplicaciones. Lebesgue considera que el andlisis matematico estd fundado sobre la recta
geométrica y por tanto en la geometria; por esto, a pesar de que la integral es un concepto
analitico, para su ensefianza, asi como ¢l lo hizo en su investigacion, se debe partir de la
medida de las magnitudes y paulatinamente pasar del lenguaje geométrico al lenguaje
logico del andlisis. También exponemos en esta seccion la diferencia que establece
Lebesgue entre definicion constructiva y definicion descriptiva ilustrando sus diferencias
mediante las definiciones de medida e integral. Aqui se muestra que Lebesgue se apoya en
su experiencia investigativa para hacer su “filosofia de segunda zona” y opinar sobre la
forma en que se construyen conceptos o teorias matematicas y la forma apropiada de
ensefiar los conceptos matematicos, en particular en relacion a los conceptos de area,

medida e integral.

En la seccién 3.2, se presenta una reflexion sobre el concepto de saber desde la optica de
Chevallard y la de Foucault, y sobre el papel que juega el analisis epistemologico del saber
en la didactica de las matematicas. Esto nos permitird establecer cuales son las
caracteristicas de un andlisis historico que pueda ser tomado como referente para las
investigaciones didécticas. La teoria de la transposicion didactica de Chevallard nos da pie
para mostrar que desde la mirada del matematico creador se encuentran importantes aportes
para el andlisis de la transposicion didactica.

Los dos primeros capitulos tienen dos enfoques diferentes, el primero da cuenta de una
generalidad, el segundo muestra un momento de sintesis historica en una obra particular;
por esto, para alcanzar el objetivo de la tesis, es necesario someter la informacion registrada

en los dos primeros capitulos, a un andlisis que permita ver la interaccion entre los

2 Ver (Gandon & Perrin, 2009)
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diferentes momentos de conceptualizacion y constitucion de la teoria en cuestion. Las
unidades de analisis utilizadas son los umbrales de Foucault, los cuales actian como una
“lupa” o un “zoom” sobre los analisis historicos generales, o como bisagras que permiten
articular diferentes momentos o unidades teéricas. Por esto, se describen y analizan los
umbrales de Foucault y se toman para estructurar una reglilla de analisis del desarrollo
historico de la integral y la medida que hemos descrito en el primer capitulo. Aunque
Foucault manifiesta sus reservas con respecto a la aplicacion de estos umbrales a la historia
de la matematica, en la tesis se muestra la conveniencia de su aplicabilidad para la
descripcion de teorias particulares como la de la medida y la integral. Al hacer nuestro
analisis al desarrollo historico de la integral y la medida, usando los umbrales de
positividad, epistemologizacion, cientificidad y formalizacidén, nos hemos encontrado con
que el umbral de formalizacion, por incluir multiples apuestas teodricas, requiere ser
analizado en su interior en términos de las mismas categorias de umbrales. Ademads, hemos
adicionado el umbral de estructuracion, el cual toma como referencia el ideal de erigir las
matematicas bajo la nocién de estructura.

En la seccion 3.3 se presenta una reflexion sobre la ensefianza del area, la integral y la
medida fundamentadas en los desarrollos de Lebesgue y en sus propias reflexiones
pedagogicas sobre la necesidad de evidenciar la relacion, a veces oculta, entre geometria y
analisis. En (Lebesgue, 1936) el autor nos da pautas sobre como se establecen los procesos
cognitivos; aunque su posicion puede parecer ingenua porque la establece desde su practica
y no desde una teoria cognitiva o didéactica, mostramos que su punto de vista se puede

poner en correspondencia con algunas unidades de analisis propios de dichas teorias.

Como resultados indirectos de nuestra investigacion, esperamos que nuestra propuesta
pueda ser usada como referencia metodologica para estudios historicos-epistemologicos
similares. Igualmente, queremos poner nuestra investigacion a disposicion de

investigadores matematicos y de investigadores en educacion matematica.
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1 EL DESARROLLO HISTORICO DE LAS NOCIONES DE MEDIDA
E INTEGRAL

1.1  El problema de la medida en la antigiiedad griega

Muchos de los problemas de las matematicas surgen por el afan de resolver cuestiones
concretas provenientes del mundo fenomenoldgico; el problema de la medida no es una
excepcion. Los egipcios y babilonios, por ejemplo, necesitaban hacer mediciones para sus
obras civiles y la division de sus campos. Sin embargo estas civilizaciones contaban con
una geometria rudimentaria y parecia no existir un interés por conceptualizar o formalizar
sus métodos. Es con la geometria griega que se establece un cuerpo teérico que formaliza

los procesos intuitivos de medir:

En su genuina determinacion, el problema matematico de la medida se funda en la antigiiedad griega, y
se enmarca en la perspectiva del Aoyog, logos. Concepto que algunos lo asimilan a la palabra razon y a
la expresion de la razon de una manera argumentativa. Pero la misma expresion razén o argumentacion
tiene varios sentidos. Para Heraclito, al igual que para los estoicos, la razon es la ley universal que
ordena el universo. En Zenon, forma parte de la dialéctica. Para Platon, el logos obra como
intermediario entre lo divino y lo humano. En Euclides el logos se toma en el sentido de razon o
relacion cuantitativa entre magnitudes. En todos los casos, se identifica con lo sereno lo armonioso,
ordenado, claro, medible y limitado (Recalde, 2007, pag. 105).

El desarrollo de la geometria griega estuvo dirigido por el intento de resolver los tres
problemas de la medida de magnitudes: La duplicacion del cubo, la triseccion del angulo y
la cuadratura del circulo. Su objetivo central era establecer una forma de medir, diferente a
la mediciéon empirica directa, puesto que este método no permitia determinar grandes
longitudes como: la altura de las piramides, la distancia al sol, el ancho de un rio, la
distancia de un barco al faro sobre ¢l puerto, etc.

Tales de Mileto implant6 los primeros métodos que permitieron calcular estas grandes
distancias; estableciendo una correspondencia entre la experiencia empirica y la experiencia
abstracta. Su aporte fue transformar un problema fisico en un problema matematico; esta

forma de pensamiento lo condujo a obtener cuatro importantes resultados de la geometria
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relacionadas con la operacion de medir: Todo didmetro biseca al circulo, los dngulos de la
base de un triangulo isdsceles son congruentes, el angulo inscrito en un semicirculo es recto
y los angulos opuestos por el vértice son iguales.

En relacion con la cuadratura del circulo, Antifone, contemporaneo de Socrates, observo
que si se inscribe en un circulo un cuadrado, y se dobla sucesivamente el nimero de lados,
se construyen los poligonos regulares inscritos de 8, 16, 32,... lados, etc. Llegando asi a un
poligono que por la pequeiniez de sus lados coincide con el circulo. En la segunda mitad del
siglo V a.C., Hipdcrates de Chio enuncid su teorema sobre los circulos y los cuadrados
circunscritos, y demostré que el area de un circulo es proporcional al cuadrado de su
diametro. Este teorema se constituye en el primer resultado formal sobre la medida de
figuras curvilineas en la matematica griega.

Sin embargo, para los antiguos griegos la accion de medir no tiene atin una acepcion
precisa. Con los pitagoricos encontramos los primeros indicios de la operacion genérica de
medir a partir del proceso de comparacion. A Pitdgoras se le atribuye el método de
“aplicacion de areas” consistente en la superposicion de un area sobre otra.

Para Pitagoras el concepto de armonia era aplicable al universo entero. El ntimero
permitia revelar el orden que regia todos los fendmenos naturales y, a su vez, constituia la
unica realidad. Esta es una concepcion retomada por Platén en el Timeo, donde concibe el
universo como “armonia”, la cual sdlo es posible conocer a partir de la relacion del todo
con los elementos constitutivos; lo que se logra mediante la combinacion de la division
aritmética, la geométrica y la armoénica. Asi, encontramos en los pitagoricos los
fundamentos basicos de una teoria matematica de la medida, la cual se basa en la existencia
de una estructura numérica. Para los pitagdricos, esa estructura correspondia a los niimeros
de contar. Esto significaba que dadas dos magnitudes cualesquiera 4 y B, era posible
encontrar dos nimeros m y n, tales que mA = nB. Pero el descubrimiento de las
magnitudes inconmensurables puso en cuestionamiento este enfoque pitagorico. La
respuesta al problema planteado por las magnitudes inconmensurables se da a través de la

teoria de proporciones de Eudoxo, sistematizada por Euclides en sus Elementos.
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Veremos como Euclides, en la misma linea de sus antecesores, establece un
procedimiento teorico, fundamentado en las operaciones de descomponer, recomponer y

superponer, para medir mediante comparacion.

1.2 La medida en los Elementos de Euclides

En los Elementos de Euclides encontramos el primer compendio sistematico de una
teoria de la medida’; a lo largo de los trece libros, se evidencia que el objetivo euclidiano es
establecer la medida de magnitudes: segmentos, angulos, figuras planas y solidos.
Euclides no presenta una definicion de medida, pero establece la operacion de medir
mediante un proceso de comparacion, respetando el principio de homogeneidad, en el
sentido de que s6lo es posible comparar magnitudes de igual dimension. De esta manera el
problema de la medida se establece en tres niveles. En el caso unidimensional, se trata de
comparar un segmento con otro tomado como unidad referencial. Para dos dimensiones, el
problema es encontrar un cuadrado equivalente a una figura plana cualquiera.
Analogamente, para el caso de tres dimensiones el problema consiste en hallar un cubo
equivalente a un solido cualquiera. En los Elementos se encuentran soluciones sélo para
casos particulares de estos tres problemas; sin embargo, estas respuestas parciales, los
métodos utilizados y los fundamentos conceptuales establecidos, marcaron los desarrollos
teoricos que condujeron a la constitucion de la teoria de la medida y la integracion.

Para desarrollar su teoria de la medida, Euclides utiliza, sin una definicion previa,
algunas categorias basicas: la congruencia, la igualdad o equivalencia, mayor y menor. Sin
embargo, el desarrollo de la teoria permite aclarar estas nociones. La igualdad o
equivalencia se refiere a la cantidad: cosas iguales son aquellas que tienen la misma
cantidad; mas concretamente, son aquellas que tiene igual medida. Mientras que la nocién
de congruencia, segin algunos traductores, esta relacionada con la accion de "encajar" o
"ajustar", dos cosas serian congruentes si “la una encaja perfectamente sobre la otra”.

Tampoco define lo que entiende por “medir”, sin embargo igual que para Aristoteles y sus

3 Esta es una concepcidn que compartimos con Luis Recalde, y con Luis Vega quien establece que en los
Elementos hay una “teoria inducida” de la medida y que la metafora todo/partes cobra especial importancia en los libros
V y VIl en el sentido que permite conceptualizar una relacion de medida. (Vega, 1999, pags. 7-11).
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antecesores, medir es comparar. Explicitamente la palabra aparece por primera vez en el
libro V, en la primera definicion: “Se dice que una magnitud es parte de otra mayor cuando
la mide”.

El concepto moderno de “medida” se fundamenta basicamente en el concepto de
funcién, y un campo numérico continuo y ordenado. Euclides no contaba con estos
aspectos para elaborar una teoria abstracta de la medida; sin embargo, podemos mostrar
que en los Elementos se desarrolla una teoria de la medida relativa: Euclides mide
segmentos, mide angulos, mide areas, mide volumenes y mide nimeros.

Para el caso de la longitud de segmentos, el algoritmo de Euclides, enunciado en la
proposicion VIL.2, permite hallar una unidad de medida U comin a dos segmentos
conmensurables cualesquiera, AB y CD (proposicion X.3), de tal forma que AB = nU y
CD = mU. Podriamos decir que Euclides esta hallando el “maximo comun divisor de dos
segmentos” restando geométricamente el segmento pequeio al grande hasta obtener una
division geométrica exacta. Proceso que seria finito por la conmensurabilidad de los
segmentos. Al ser U el ultimo segmento por el que se ha dividido, resultara ser, por la
construccion del mismo, la maxima unidad de medida comuin a ambos segmentos. Una vez
se obtiene U, se pueden asociar a los segmentos AB y CD los respectivos niimeros
naturales: n y m, de tal manera que cada segmento contiene al segmento U esa cantidad de
veces, n 'y m. La existencia del segmento U permite asociar a cada par ordenado de
segmentos conmensurables (AB, CD) cualesquiera, el par ordenado de nimeros (n, m) que
obtenemos por el proceso descrito anteriormente, el cual los griegos denominaban
antiphaieresis.

Las proposiciones 5 y 6 del libro X establecen que dos magnitudes son conmensurables

siy s6lo si estdn en la misma razén que un par de nimeros estan entre si. Es decir AB'y CD

. , . . , AB n
son conmensurables si y sélo si existen numeros naturales »n y m tales que o

. ) . AB .
Observemos que para Euclides lo que importa es hallar la razén =, » Do se impone

ninguna condicion para la unidad de medida comin a los segmentos 4B y CD, no es

necesario que sea la maxima unidad de medida comun U, de hecho no se exige la unicidad
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de n y m. Puesto que si tomamos parte o copias de la unidad comtn U”, la razén ?—i no
cambia: Si AB = nU y CD = mU se tiene también que AB = n (kTU) yCD =m (kTU), y si

hacemos V = kU,n'=nkym = mk tenemos que AB =n'VyCD =m'V, por lo que

AB _n _n' 4

¢ m m'

Lo anterior significa que para comparar dos segmentos no es indispensable conocer las

veces que contienen, cada uno de ellos, a un segmento unidad que cabe una cantidad exacta
. ., AB
de veces en ambos; lo importante es conocer la relacion entre ambos segmentos = Esta

razon permite establecer la medida relativa de los segmentos; es decir, permite saber que
tan grande es un segmento con respecto al otro.

Si siempre fuese posible hallar esta razon, es decir si cada par de segmentos fueran
conmensurables, la teoria de proporciones de nimeros resolveria el problema de la medida
de segmentos. Sin embargo, aparecieron segmentos a los cuales es imposible asociarles una
pareja de nimeros naturales (n, m), como el caso del lado del cuadrado y la diagonal, y ¢l
lado del pentagono y la diagonal,

El descubrimiento de los inconmensurables, trae consigo la imposibilidad de asociar a
cada par de segmentos (AB, CD) cualesquiera, un par de nameros (n,m), lo que distancia
la geometria de la aritmética, y muestra a los antiguos griegos que no “todas las cosas son
namero”. Al no poderse asociar numeros a todos los segmentos el orden total de los
nimeros de contar no es suficiente para compararlos; en términos modernos no es
suficiente el orden total de los numeros naturales (N, <) para comparar segmentos, y por
tanto para medir segmentos.

En el libro V de los Elementos de Euclides aparece una revision de la teoria de
proporciones, original de Eudoxo, que permite saber cuando un par de segmentos (o
magnitudes arquimedianas, en general) (AB, CD) cualesquiera es proporcional a otro par de

segmentos (0 magnitudes arquimedianas, en general) (a,b); pares que se denominan

. U .
* Podemos denotar una parte de la unidad U como 1> 0 copias de U como kU.
* Hablando en términos modernos, al par de segmentos (AB.CD) no se le esta asociando sélo una razon %, 0

/. . . n . . , .
un par de niimeros (n, m), sino todas las razones iguales a - implicitamente se estd definiendo una clase de

equivalencia.
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razones, sin necesidad de que los segmentos (o magnitudes arquimedianas, en general) sean
conmensurables.

Para comparar dos segmentos dados 4B y CD, se construye un segmento igual a CD a
partir del extremo A4 de AB, o se construye un segmento igual a 4B a partir del extremo C
de CD, segin sea el caso. De esta manera dados dos segmentos cualesquiera se puede
“echar un segmento encima de otro”, y establecer cuél de los dos es el menor. Si se hecha
un segmento AB sobre otro segmento CD y AB queda totalmente contenido en CD,
podemos intuitivamente afirmar que AB es menor que CD. Es decir si AB esta contenido
en CD, la longitud de 4B es menor o igual que la longitud de CD, la longitud cumple la
propiedad de monotonia de la medida tal como en la teoria moderna de la medida de
Lebesgue, si I; € I, entonces m(I;) < m(l,).

Para el caso de las superficies planas, la comparacion no puede hacerse tan directamente
como se hace con los segmentos. Por ejemplo, si consideramos las dos superficies 4 y B de
la figura “no podriamos encajarlas”. Sin embargo, si las descomponemos en cuadrados,
como muestra la Figura 1.1, por la nocion comun 2 del libro I de los Elementos de Euclides,
“si se afladen cosas iguales a cosas iguales, entonces los totales son también iguales”, las
dos figuras se pueden generar anadiendo magnitudes iguales (los cuadrados) sucesivamente
a figuras iguales, entonces los totales, es decir, las figuras del dibujo, son iguales.
Obsérvese que este es un razonamiento acorde con la aditividad de la medida, es decir que

la medida de la unién disjunta es la suma de los numeros asociados.

5 R

Figura 1.1 — Superficies iguales no congruentes

Figura 1.2 — Superficies como unién de cuadrados

Una situacion similar a la de las superficies ocurre con los solidos, no se pueden

comparar simplemente “echando uno sobre el otro”, como en el caso de los segmentos. Lo
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que permite comparar segmentos de esta manera es que “dos segmentos son congruentes si
y solo si son iguales”; condicion que no cumplen los solidos y las superficies, donde la
congruencia no es condicion necesaria para la igualdad, no todas las figuras iguales son
congruentes o “encajables”. Por este motivo, la teoria de razones y proporciones de
Euclides no es suficiente para resolver totalmente el problema de la medida relativa.

Para resolver este impase, Euclides asocia a cada figura plana o cada sélido otra figura
equivalente, es decir, de igual magnitud superficial o de igual magnitud volumétrica; que,
por su forma, sean facilmente comparables. La comparacion de figuras se realiza
comparando estas figuras asociadas de igual magnitud, que por tener una forma especial,
como el circulo, el cuadrado, la esfera o el cubo, son facilmente comparables, En el caso
del circulo y la esfera, bastaria con comparar sus radios, y en el caso del cuadrado y el
cubo, bastaria con comparar sus lados.

Para medir figuras planas Euclides utiliza cuadrados de igual magnitud que las figuras
en cuestion. En el libro I, cuando Euclides habla de figuras iguales esta hablando de la
igualdad de la medida de sus areas. En términos modernos, Euclides en el Libro I nos
muestra que las figuras planas rectilineas se pueden representar como union disjunta de
cuadrados y asi su medida se puede establecer mediante la suma de la medida de cuadrados.
De manera analoga, Lebesgue recubrira conjuntos para calcular su medida mediante la
suma de las longitudes de los intervalos que conforman el recubrimiento.

El proceso para convertir una figura rectilinea en un rectangulo lo desarrolla en las
ultimas proposiciones del libro I. Lo primero que realiza es una triangulacion de la figura,
en la proposicion 1.41 explica como obtener un paralelogramo equivalente a un tridngulo.
Pero esto es insuficiente pues obtendria una serie de paralelogramos que al unirlos no
necesariamente darian otro paralelogramo. Para superar este inconveniente incorpora las

siguientes proposiciones:
Proposicion 1.42: En un angulo rectilineo dado construir un paralelogramo equivalente a un tridngulo
dado.

Proposicion 1.45: En un angulo rectilineo dado, construir un paralelogramo equivalente a una figura
rectilinea dada.

Una vez se tiene un paralelogramo dado, se debe encontrar un cuadrado equivalente.

Con la proposicion 11.14 se alcanza el objetivo propuesto de cuadrar una figura rectilinea
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dada, de esta manera Euclides da una respuesta parcial al problema de la medida de figuras
planas.

Euclides desarrollé un proceso abstracto mediante el cual halla un cuadrado equivalente
a una figura rectilinea cualquiera. Esto lo hace tomando como referencia el teorema de
Pit4goras, el cual constituye un algoritmo que permite obtener un cuadrado equivalente a la
suma de otros dos cuadrados. Este proceso establecido por Euclides implica una accion de
descomposicion-recomposicion de la figuras; podriamos pensar en un fangram: la figura
dada se descompone en piezas con las cuales se pueda “armar un cuadrado”.

Resolver el problema de la cuadratura es hallar el lado del cuadrado equivalente a la
figura rectilinea dada. Desde una visién moderna podriamos decir que Euclides define una
funcion entre las figuras rectilineas y los segmentos:

f: {figuras planas rectilineas} — {segmentos}.

De esta manera, los Elementos se constituye en el primer tratado que proporciona una
salida tedrica al célculo de areas.

Con respecto al problema de la cubatura, el objetivo principal de los Libros XI y XII es
encontrar una relacion de proporcionalidad entre magnitudes, que posibilite una teoria de la
medida relativa de algunos s6lidos geométricos. En el libro XI Euclides establece la medida
relativa de los paralelepipedos, compara paralelepipedos entre si, estableciendo condiciones
para su igualdad; también los compara con prismas triangulares. En este sentido sigue los
delineamientos planteados en el libro I, utilizando una figura referencial como base para
medir las otras. Haciendo el paralelo entre la geometria del plano y del espacio, podemos
afirmar que el paralelogramo es al paralelepipedo como el triangulo es al prisma de base
triangular.

El libro XII, estudia el 4area del circulo y volumenes de algunos soélidos, para ello
Euclides se basa en procedimientos que se remontan a Eudoxo y utiliza el método

exhaustivo, el cual se fundamenta en la proposicion X.1:

Dadas dos magnitudes desiguales, si se quita de la mayor una magnitud mayor que la de su mitad y, de
la que queda, una magnitud mayor que su mitad y asi sucesivamente, quedara una magnitud que sera
menor que la magnitud menor dada.
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En términos modernos, lo que Euclides establece en esta proposicion es una condicion
suficiente para que una sucesion converja a 0. Podemos interpretar dicha proposicion y su
demostracion, como sigue:

Sean M, y € dos magnitudes positivas dadas tal que M, >¢g, y sea
My, My, My, -+ M,,,  una sucesion tal que M; < %,Mz < %, M, < %, -+, entonces
existe n tal que M,, < ¢, es decir, lim,_,, M, = 0.

Demostracion: Dados Mgy e , por el axioma de Arquimedes existe meN tal que

me > M,. Por hipdtesis tenemos que M, > ¢ , por lo que m = 2 y multiplicando por % se

. m .
obtiene € < ~ & lo que es 1o mismo:

me—2e=>0
(me —2¢e) + me = 0+ me
(2me — 2g) = me
Pero se tiene que me > M), de donde:

(2me — 2¢) = 2(m — 1)e = me > M,

1 1
(m—-—1e> 5 me > EMO

Por hipétesis My < %, por lo que (m — 1)e > M.
Repitiendo el mismo argumento para esta ultima desigualdad se obtiene
(m—2)e > M,.

Después de (m — 1) pasos se llega a la conclusion de que € > M,,.

En términos generales, el método exhaustivo consiste en inscribir una sucesion de
poligonos en la figura no rectilinea que se quiere cuadrar, la sucesion se escoge de tal
manera que las diferencias entre la medida de la figura a cuadrar y la medida de cada
poligono formen una sucesion que satisfaga la hipotesis de la anterior proposicion. Es
entonces entendible el por qué son necesarios los conceptos de limite y convergencia para
definir analiticamente el concepto de integral definida.

En las dos primeras proposiciones del libro XII, Euclides nos presenta un primer
acercamiento al método exhaustivo de Eudoxo, donde podemos ver los primeros rasgos de

la operacion que hoy llamamos “del paso al limite”. En estas proposiciones se establece la
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relacion de proporcionalidad que existe entre el radio y el circulo, lo cual se constituye en

un paso importante para el calculo del area del circulo.

Proposicion XII.1. Los poligonos semejantes inscritos en circulos son entre si como los cuadrados de
los diametros.

Figura 1.3 — Relacién entre poligonos inscritos y didmetros

Demostracion: Consideremos los poligonos (O ABCDE y QFGHKL semejantes ¢

inscritos en circulos de diametros BM y GN, respectivamente. Tracemos las rectas AM, BE,
FNyGL.

Por semejanza de poligonos se tiene que L' EAB = LLFG y BA: AE = GF : FL .
Los triangulos A ABE y A FGL son semejantes por la proposicion V1. 20, por lo tanto
ZAEB = FLG. Ademas por proposicion II1.27 LAEB = ZAMB y AFLG =
~ZFNG, de donde ©“AMB = FNG. Por proposicion 1II.31 ~“MAB = NFG son
rectos. Por lo tanto A ABM y A FGN son equiangulares, entonces semejantes, luego por la

proposicion VI.4 BM : GN = BA: GF.

Por lo cual, de la proposicion VI.20 se tiene que (O ABcDE: () FGHKL = BA*: GF?, y
por transitividad podemos concluir que & ABCDE: (O FGHK = BM?*: GN*m

Proposicion XII.2. Los circulos son entre si como los cuadrados de sus diametros.
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Figura 1.4 — Relacién entre circulos y didmetros

Demostracion: Sean los circulos OABCD y COEFGH de diametros BD y FH,

respectivamente. En dichos circulos se inscriben dos poligonos: QAOBPCQDR y

OEKFLGMHN , respectivamente, de tal forma que sean semejantes.

Decimos que OABCD : OEFGH = BD? : FH?, de no ser asi, se tienen los dos
siguientes casos:
OABCD : OEFGH < BD?:FH? ¢
OABCD : OEFGH > BD?: FH?

Supongamos que OABCD : OEFGH < BD?: FH?
Sea S < OEFGH tal que OABCD:S = BD?: FH? (Proposicion VI.12). En virtud del
método exhaustivo, la construccion de los poligonos, se realiza de tal forma que cumple

con la desigualdad OEFGH — (EKFLGMHN < OEFGH-S, es decir:
S < QEKFLGMHN. (%)

Por proposicion XII.1 tenemos que:
OABCD:S = BD?: FH? = () A0BPCQDR: QDEKFLGMHN.
Por la nocion comin 8 OABCD > () AOBPCQDR , luego por V.14 se tendria que

S> QEKFLGMHN, lo que contradice la desigualdad (*).
Para el caso OABCD : OEFGH > BD?: FH?, se procede de igual que en el caso

anterior y se llega también a una contradiccion.

% El todo es mayor que la parte
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Por lo tanto, OABCD: OEFGH = BD?: FH’nm.

Observemos como en esta proposicion XIL.2, Euclides demuestra que un circulo se
puede agotar por medio de poligonos inscritos, lo que podemos interpretar como sigue:

Dado un circulo C y un niimero & > 0, existe una sucesion de poligonos {P,} inscritos
en C, tal que para algin n se¢ cumple que a(C)—a(B,) < ¢, donde a(C)ya(B,)
representan las areas respectivas del circulo C y del poligono de # lados.

De igual manera utiliza este método exhaustivo para obtener los siguientes resultados:

= Equivalencia entre la pirdmide y la tercera parte del prisma de igual base.
» Equivalencia entre el cono y el cilindro de igual base.
»  Proporcionalidad entre esferas y cubos construidos sobre sus diametros.

En el libro XII, Euclides también sefiala el tipo de relaciones que se pueden dar entre
magnitudes de distinta naturaleza, siendo ésta la continuacion de las diferentes clases de
relaciones que establece en los libros V y VI. Aunque no obtiene formulas de cuadratura, si
obtiene sus razones, por ejemplo “las esferas son entre si como las razones triplicadas de
sus diametros”.

Otro aspecto importante para tener en cuenta, es la forma como Euclides suma
volumenes, recordemos la idea de descomposicion-recomposicion de figuras planas
rectilineas para obtener su cuadratura, Euclides trata de hacer lo correspondiente para los
solidos.

Euclides afirma que dados dos sodlidos, es posible hacer su suma, cuando se pueden
superponer dos caras de ellos y producir otro solido. El nuevo solido es el solido suma. Es
decir, no existe un algoritmo como el teorema de Pitdgoras, tal que la suma de dos cubos de
un cubo. La suma de volimenes que se plantea en los libros XI y XII es determinada por
unas caracteristicas especiales, como los son tener la misma altura y una cara en comun,
segun este método es imposible lograr que la suma de dos cubos sea un cubo. Este método
es utilizado en las demostraciones de algunas proposiciones del libro XI (25, 28, 31, 32, 33
y 39). En la proposicion XI.25, por ejemplo, se suman los paralelepipedos LO, KR y AU
para formar el paralelepipedo LU.
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En las proposiciones 3-15, 17 y 18 del libro XII, Euclides nos muestra como
descomponer sélidos. Por ejemplo en la proposicion XII.3, realiza la descomposicion de
una piramide triangular en dos pirdmides y dos prismas. En la proposicion XII.7

descompone el prisma de base triangular en tres piramides.

Figura 1.6 — Descomposicion de sélidos

La duplicacion del cubo es uno de los problemas que mas preocuparon a los griegos y
geometras durante muchos siglos, este problema consiste en construir ¢l lado de un cubo
cuyo volumen sea el doble del volumen del cubo inicial, es decir, éste seria un caso
particular del algoritmo donde la suma de dos cubos da como resultado un cubo. Para eso
habria que construir un segmento de longitud igual a la raiz clibica de 2, construccion

imposible con regla y compas.
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Figura 1.7 — Duplicacion del cubo

Es probable que una vez resuelto el problema de la duplicacién del cuadrado, por medio
del teorema de Pitagoras, los antiguos gedmetras intentaran generalizarlo para el cubo, sin
embargo esto los conduciria a construir la diagonal del cubo de arista 1, y puesto que su
longitud es V2, se enfrentaron a la imposibilidad de construir con regla y compas la arista
de un cubo de doble volumen que otro dado. Como sabemos, es un problema cuya solucion
es un irracional que depende de la solucion de una ecuacion de tercer grado, la cual no se
puede resolver con regla y compas.

Podemos ver entonces que en la geometria euclidiana se encuentra el germen de la
nocidon de medida superficial y medida volumétrica que se tiene en la actualidad. A pesar de
que en Euclides no existe una nocion de medida absoluta, si establece lo que denominamos
una teoria de la medida relativa, mide una magnitud desconocida mediante la equivalencia

con una figura referencial.

1.3  Arquimedes: El método exhaustivo y el método mecanico

Arquimedes (287-212) da continuidad a los trabajos de Euclides relacionados con la
medicion de magnitudes por comparacion; logrando calcular areas de figuras curvilineas,
como es el caso del segmento de pardbola, para lo cual hace uso de un método heuristico
que combina lo geométrico con las leyes de la mecanica, y del método exhaustivo. Estos

dos métodos daran lugar, respectivamente, a los indivisibles y los infinitesimales
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En el libro 1 de Sobre la esfera y el cilindro, Arquimedes generaliza la definicion V.4’
de los Elementos en el principio 5, el cual se conoce en la actualidad como axioma de

Arquimedes:

De dos magnitudes desiguales, lineas, superficies o solidos, la diferencia entre la mayor y la menor,
afiadida a si misma un nimero suficiente de veces, puede sobrepasar cualquier magnitud dada (del
mismo tipo que las comparadas).

Arquimedes perfecciona el método exhaustivo, creando un algoritmo para su aplicacion
donde utiliza la reduccion al absurdo. Con ayuda de consideraciones tedricas, se presume el
“limite” en la sucesion de las figuras inscritas o circunscritas, y por reduccion al absurdo se
demuestra que dicho limite es igual al area buscada. De esta manera el método exhaustivo
consiste en una aproximacion entre figuras geométricas de medida conocida, inscritas y
circunscritas, que acotan la figura que se quiere conocer, de manera que la diferencia entre
unas y otras sea tan pequeia que se consideren equivalentes. La reduccion al absurdo
proporciona el razonamiento logico que garantiza la verdad de las aseveraciones
geométricas.

Dijksterhuis® presenta una interesante clasificacion del método exhaustivo

e Por «aproximaciony», en la que una sucesion de poligonos regulares se inscribe
en la figura curva en cuestion y se establece que la diferencia de areas entre la
figura curva y los poligonos es menor que una cantidad dada para un nimero
suficientemente grande de lados del poligono regular. Normalmente cada
poligono se obtiene del anterior doblando el nimero de sus lados.

e Por «compresion-diferenciay, en la que se encierra la figura curvilinea mediante
sucesiones de poligonos regulares inscritos y circunscritos, tales que la
diferencia entre ellos (el circunscrito menos el inscrito) puede hacerse menor
que cualquier cantidad dada por pequena que esta sea. De ese modo, la
diferencia entre la curva dada y los términos de ambas secuencias, con mayor

razon, sera menor que la cantidad dada.

7 Se dice que dos magnitudes tienen razén, cuando se puede multiplicar una de ellas de modo que supere a la
otra.
¥ Citado por (Montesinos, 1992, pag. 341).
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e Por «compresion-division», procedimiento semejante el anterior, salvo que la
razon (division) de las areas de los poligonos se acerca a la unidad a medida que
se incrementa el numero de lados de los poligonos inscritos y circunscritos.

Podemos observar que la exhauscion por “aproximacion” es la forma primera del
método exhaustivo que debemos a Eudoxo y aplica Euclides en el libro XII de los
Elementos; mientras que las otras dos formas se las debemos a Arquimedes, la descripcion
del método que presentamos aqui corresponde a la “comprension-diferencia”.

Euclides en el libro XII establece las relaciones de proporcionalidad entre el area del
circulo y el radio: Ag = w172, y la longitud de la circunferencia y el didmetro: £o = m,d.
Arquimedes va mas alla calculando la constante de proporcionalidad. Cuando Arquimedes

demuestra la proposicion 1 de la Medida del Circulo:

Un circulo es equivalente un triangulo rectangulo cuyos catetos son iguales al radio y a la
circunferencia del circulo.

Estd dando una prueba de que las dos constantes son iguales: m; = m,, al establecer que
1 . , . .,
Ag = Er(f@). Veamos como Arquimedes prueba este resultado utilizando reducciéon al

absurdo.

Ln
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|

Figura 1.8 — Un circulo equivalente a un triangulo
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Primero se supone que A(C) > A(T), es decir A(C) — A(T) > 0, donde T es el
triangulo ABC.

Por la proposicion XII.2 de los Elementos, existe un poligono P, inscrito en la
circunferencia, tal que A(C) — A(B,) < A(C) — A(T), de donde A(P,) > A(T).

De otro lado, si consideramos {como la longitud de la circunferencia, se tiene que
A(BR,) = %rnsnm < %RZ(C) = A(T), es decir A(B,) < A(T), lo que contradice el

resultado anterior.

En segundo lugar se supone que A(C) < A(T), y usando los mismos razonamientos
anteriores para el caso de poligonos circunscritos, se llega a que esta desigualdad tampoco
se puede dar, y por lo tanto A(C) = A(T)m

Con esta demostracion de la equivalencia entre el circulo y el triangulo, Arquimedes
transforma el problema de la cuadratura del circulo en el problema de la rectificacion de la
circunferencia, es decir la construccion de m con regla y compas. En la proposicion 18 de
Sobre las espirales obtiene una rectificacion de la circunferencia a través de la espiral, la
cual es una curva mecénica no construible con regla y compas. Arquimedes se aleja de los
métodos de construccion con regla y compas, encontrando un procedimiento que le
permiti6 obtener una aproximacion de la constante de proporcionalidad 7.

Mediante el uso del método exhaustivo por “comprension-diferencia”, en la proposicion
3 de la Medida del Circulo, Arquimedes calcula la longitud de la circunferencia

estableciendo una aproximacion para 1, por exceso y por defecto:

La circunferencia de un circulo es igual al triple del didmetro mas una parte de este, la cual es menor
que la séptima parte y mayor que los diez setenta y un avos del diametro mismo.

En lenguaje moderno Arquimedes establecid que para una circunferencia de longitud C
. . 10 1 .
y diametro D, se tiene que 3D + HD <C=Dn<3D+ ;D. Es decir,
10 1
3+ 1 <m<3+ -
En su demostracion utiliza poligonos inscritos para hallar la cota inferior, y poligonos
circunscritos para la cota superior.

Vemos en esta proposicion 3, tanto en su enunciado como en su demostracion, una clara

muestra del nuevo enfoque de la geometria Arquimediana, a diferencia de la Euclidiana,
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donde no se nota preocupacioén alguna por los calculos numéricos, en particular por el
calculo de .

Para hallar la cuadratura de un segmento parabolico Arquimedes exhibe sus dos
métodos: el exhaustivo y el mecanico, en el cual combina las leyes de la palanca con las
propiedades geométricas.

En De la cuadratura de la Parabola mediante el método exhaustivo demuestra la
proposicion 24:

El 4rea del segmento parabdlico es igual al cuadruple del tercio de la de un tridngulo de la misma base
y de la misma altura que el segmento.

Figura 1.9 — Cuadratura de la parabola mediante el método exhaustivo
Para obtener este resultado, se genera una sucesion de poligonos inscritos. El primer
término equivale al area del triangulo Py, el segundo P; seria la suma de las areas de los dos
triangulos inscritos en las dos areas delimitadas por el triangulo y la parabola, y asi
sucesivamente

De las propiedades de la parabola se obtiene:
1
A(P) = A(Py) + Zd‘l(Po)-

A través de razonamientos analogos, se demuestra que,
2 n

Ap,) = AP + 3 A0 + (3) AP +(3) Ao~

Luego se demuestra que A(Py) > %S, yS—P < %S . Tenemos entonces, que Py agotd

mas de la mitad del area S, y empleando el mismo proceso se puede generalizar el resultado
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para los otros miembros de la sucesién. Con lo cual se demuestra que la sucesion
especificada cumple con las hipotesis de la proposicion XI.1 de los Elementos.

El paso siguiente consiste en la busqueda del limite de la sucesion de figuras inscritas.
En general, el procedimiento para la obtencion del limite no se especifica; se recurre a la
intuicion se supone que se ha recurrido al proceso prueba error, intentando visualizar una
ley de formacion en la suma.

Teniendo en cuenta que,

P, 4 1P,
Pn :PO +Z—:—PO—§4—n,
k=1

Puesto que el sustraendo puede ser tan pequefio como se quiera, entonces Arquimedes
4
concluye que S = gpo-

Para llegar a lo anterior, Arquimedes utiliza el siguiente resultado:
Si S=A+B+C+D+E,y A:B=B:C=C:D=D:E=4:1,
entonces,
4 1

S=—A—-=E.
373

Resultado que se puede extender a cualquier nimero de sumandos.

Por otra parte, mediante medios mecédnicos y geométricos demuestra la proposicion 1 de

El Método:

Sea ABT un segmento de parabola limitado por la recta AT y la pardbola ABT, D el punto medio de
AT, y tracemos la recta DBE paralela al eje de la parabola y las rectas AB y BT. Digo que el segmento
de parabola ABT equivale a las cuatro terceras partes del tridngulo ABT.
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Figura 1.10 — Cuadratura de la pardbola mediante el método mecéanico

Para su demostracion construye el triangulo AZT, rectangulo en A y tal que ZT es
tangente al segmento parabolico. Por las propiedades geométricas de la parabola demuestra
que el tridangulo AZT es cuatro veces el triangulo ABT, y por las leyes de la mecanica,
“equilibrando el segmento de parabola y el triangulo AZT” establece que

A(SegmentoABT ) 1

A(TrianguloAZT) 3

Y de esta manera concluye que A(SegmentoABT) = % A(Triangulo ABT).

En El Método, el segmento de la pardbola es visto como formado por lineas rectas que
empiezan en la base del segmento y terminan en el arco de la parabola. Este punto de vista
parece ser una manifestacion de una concepcion general presentada en dicho libro, donde
cada figura es considerada como formada por todas las lineas interiores. Arquimedes uso el
principio de la palanca para equilibrar cada linea de la pardbola con cada linea
correspondiente en el tridngulo adecuadamente elegido, cuya area era conocida; el area bajo
el segmento parabdlico era entonces el resultado de la suma de todas las lineas que
componian ese segmento, que era igual a la suma de todas lineas del triangulo.

Obsérvese como en estos procedimientos, Arquimedes, tal como lo hiciera Euclides, usa
implicitamente dos axiomas de la medida: si una region es interior a otra, la medida de la

interior es menor que la medida de la exterior; y si una region se descompone en una o
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varias partes, la medida de toda la region es igual a la suma de las medidas de las partes. Lo
que modernamente conocemos como la propiedad de monotonia de la medida y la
propiedad de la sigma-aditividad.

En cada uno de los métodos de Arquimedes, descritos anteriormente, podemos
identificar dos intuiciones diferentes de area, correspondientes a la dicotomia fundamental
de las ciencias en cuanto a la naturaleza del espacio y la materia: naturaleza atomica y
naturaleza continua. En la intuicion de los indivisibles puede verse un punto de vista
atobmico, mientras que la intuicion de area que se utiliza en el método exhaustivo
corresponde a la divisibilidad infinita del espacio.

En relacion con esas dos intuiciones, Arquimedes establece dos formas de operar con el
infinito. En el método mecéanico incorpora los indivisibles y recurre a las leyes de la
mecanica para manipularlos, alli aparece la idea de que es posible determinar las relaciones
entre objetos a partir de las relaciones existentes entre sus correspondientes elementos
constitutivos, sin embargo se enfrenta al problema de formalizar su uso dentro de la
matematica. Con el método exhaustivo elude la operatividad con lo infinitamente pequefo,
mediante la presuncion de la existencia de un “limite”; esta perspectiva de lo infinitamente
pequeio sera recurrente hasta el siglo XIX.

Lo mas importante de estos dos métodos es su riqueza conceptual, por lo cual seran
retomados en las investigaciones de los matematicos del siglo XVII sobre el problema de
las cuadraturas. Bonaventura Cavalieri (1598-1647) siguiendo la corriente de los
indivisibles, emple6 la nocidon de suma de lineas contenidas entre las figuras. Mientras que
Kepler y Gregory St. Vincent, siguiendo la perspectiva de lo infinitamente pequefio,
emplearon infinitos rectangulos infinitamente pequefios para calcular areas de figuras
irregulares; basados en la nocion de divisibilidad infinita del espacio, lo que seria
desarrollado posteriormente por Fermat y Cauchy. Esta seria la base del concepto moderno

de integral definida.

1.4 Del calculo de cuadraturas al area bajo la curva: indivisibles vs
infinitesimales
Kepler (1571-1630) defini6 un infinitesimal como aquel pequefio elemento que

compone las figuras, pero que conserva las dimensiones de la misma. Para calcular el area
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del circulo, lo consideraba compuesto por infinitos tridngulos con vértice comun en el
centro y con alturas casi iguales al radio del circulo. A esta nocion de lo infinitamente
pequetio, Cavalieri opone la de lo indivisible, que no es infinitamente pequefio y que tiene
una dimension n—1 si el objeto estudiado es de dimension n. El empleo de los
indivisibles, en lugar de lo infinitamente pequefio, permite a Cavalieri evitar el paso al
limite, con sus dificultades y sus imposibilidades l6gicas, reemplazandolo por la intuicion
geométrica, y al mismo tiempo, conservar todas las ventajas de los métodos infinitesimales
cuya fecundidad habia demostrado Kepler. Mientras que Kepler sigue la tendencia
arquimediana de sumar los elementos infinitesimales en que se descompone cada figura,
Cavalieri evita la sumacion directa y se limita a comparar dos figuras para deducir la
extension de una mediante la otra. Mientras que el método exhaustivo utilizado por
Arquimedes opera sobre las propias figuras, el método de los indivisibles sustituye a una
figura dada por la suma de infinitos elementos que tienen una dimension menor. De
acuerdo con (Brunschvicg, 1929, pag. 192), Cavalieri sustituye la evaluacion de una suma
infinita de elementos infinitamente pequeios, que se hacia con el método exhaustivo, por la
razon entre dos sumas infinitas de elementos finitos, en numero ilimitado. Puesto que los
elementos finitos de los términos de la razon pueden ser representados, mientras que los
elementos infinitamente pequefos de la suma no podrian serlo.

Buenaventura Cavalieri (1591-1647) publicé su primer tratado de indivisibles en 1635,
bajo el nombre de Geometria indivisibilibus continuorum nova quadam ratione promota’.
Este es un compendio de 7 libros. En el libro I, Cavalieri presenta los presupuestos tedricos
respecto a las figuras planas y sdlidas. En el libro II, desarrolla su primer método de los
indivisibles a través del concepto de ‘“todas las lineas”, el cual denomina “método
colectivo”. Los libros III, IV y V, estan dedicados a las cuadraturas y cubaturas
relacionadas con las secciones conicas. El libro VI estd dedicado a la cuadratura de la
espiral y al estudio de propiedades referentes a cilindros, esferas, paraboloides y esferoides.
En el ultimo libro Cavalieri presenta su segundo método de los indivisibles que denomina

“método distributivo”.

9 , C e .. . . ,
Geometria avanzada de una nueva manera por los indivisibles del continuo, abreviadamente Geometria de
los indivisibles
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Mediante el método colectivo determina la razoén entre dos figuras, comparando los dos
conjuntos completos de indivisibles correspondientes. Mientras que en el método
distributivo se equiparan dos figuras de la misma altura, comparando de forma individual
los correspondientes indivisibles homologos, es decir, que estén a la misma altura en la
figura correspondiente.

Los indivisibles de Cavalieri, para figuras planas, son cada una de las lineas paralelas a
una regula y que generan la figura. En general, para objetos de dimension # los indivisibles
son objetos de dimension n-1.

Para el caso particular de las superficies el concepto de "todas las lineas", le permite
establecer relaciones cuantitativas. Para visualizar este aspecto, tomemos la figura plana

F = ABC y definamos la linea AC como regula.

Or )

Figura 1.11 — Todas las lineas

En este caso la coleccion de “todas la lineas” corresponde a la totalidad de cuerdas “/” de
F que son paralelas a la regula AC. Og(/) denota esta coleccion (La O corresponde a la
primera letra de ommes lineae).

Cuando se trabaja en tres dimensiones, Los cortes de la figura con los planos constituyen
los indivisibles. Asi, la nocidn utilizada para recomponer una figura volumétrica es la de
“todos los planos” (omnes quadratum). Cavalieri imagina un volumen conformado de una

cantidad infinita de capas sin espesor superpuestas como se visualiza en la Figura 1.12
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Figura 1.12 — Todos los planos
Otro aspecto fundamental en esta teoria es el llamado principio de Cavalieri, el cual es
enunciado en el libro VII de la Geometria, alli se establece la relacion entre los objetos

volumétricos y sus indivisibles.

B
F
M 0 |p
Y z v Y R TH

Figura 1.13 — Principio de Cavalieri

En primer lugar, se puede enunciar la version directa del principio de Cavalieri aplicado
a rectas y superficies planas de la siguiente manera:

Principio de Cavalieri (Version 1): Sean las figuras F = BZV'y G = CRT, que tienen
iguales alturas con respecto a la regula YH, y tal que las correspondientes cuerdas (o la
suma de cuerdas) son iguales, es decir MN + OP = SX, entonces F = G (area de BZV
igual al area de CRT)".

A continuacion Cavalieri plantea el resultado cuando las cuerdas estan en proporcion.

Para el caso anterior se plantearia asi: tomando /; = MN + OPy L = SX, si b k,

l2

F
entonces = K.

' Ver (Andersen, 1985, pag. 300)
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Pero la version mas conocida del principio de Cavalieri es la que relaciona areas y
volumenes:

Principio de Cavalieri (Version 2): Si dos voliimenes tienen igual altura, y si secciones
hechas por planos paralelos a las bases y a igual distancia de ellas estan siempre en una
razon fija, entonces los volimenes de los solidos también estan en esa misma razon.

Cavalieri prueba este resultado de una manera que podria considerarse intuitiva, pero
que esta en correspondencia con el aparato tedrico definido al inicio. La idea general reposa
en la conformacion del solido a través de la superposicion de los elementos indivisibles que
son las areas seccionales.

En el libro Il de la Geometria Cavalieri establece los primeros desarrollos teéricos del
método de los indivisibles, utilizando lo que ¢l denominé método colectivo. Estos
desarrollos le mereceran un papel protagdnico en la historia de la teoria de la medida, pues
a partir de ellos se resuelve el problema del calculo del area bajo una curva polinomica o, lo
que es equivalente, la integral definida de una funcion polindmica.

Cavalieri halla la medida de una region plana acotada a partir de la suma de todas sus
lineas. Si cada linea tiene longitud /, se designa como omnes linae [, lo que simbolizamos
como omn. (l). Asi, para el caso de un cuadrado lado a, omn. (a) = (cuadrado,)."" Si
trazamos la diagonal del cuadrado y designamos por x la medida de cada una de las lineas

paralelas a uno de los lados y que componen uno de los tridngulos, se tendrd que

(cuadrado o)

omn. (x) = -

, es decir el triangulo considerado es la mitad del cuadrado de lado

a. De manera similar, teniendo en cuenta que (cuadrado,) representa un cuadrado de lado

2y = Louboa)

a, el cual es la seccion del cubo de lado a, se tiene que omn. (x .

" Obsérvese que Cavalieri inicialmente esta pensando exclusivamente en términos geométricos, esta sumando
objetos geométricos: con la suma de todas las lineas indivisibles obtiene un cuadrado, o con la suma de los
cuadrados indivisibles obtiene un cubo. Sin embargo, una vez establece estos resultados, da un salto a
dimensiones superiores, lo que le exige desprenderse del referente geométrico.
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al2

al2

A D

Figura 1.14 - Medida de una region plana a partir de todas sus lineas

Ademas, se tiene que O(cuadrado,) 5 = (cubo,).

Otro aspecto relevante en el libro II es como Cavalieri establece una primera
generalizacion de dimension, considerando la suma de indivisibles de tres dimensiones
como una figura geométrica de cuatro dimensiones; en este sentido considera O(cubo,) 45,
la suma de “todos los cubos” (omnes cubi), como un hipercubo (quadrato-quadrata).

O(cubo,) s = (hipercubo),,"”

Después de publicada la Geometria, Cavalieri sigue buscando una generalizacion de sus
resultados. Luego de la suma de hipercubos (omnes quadrato-quadrata), considerd la suma
de los indivisibles de n-1 dimensiones de una figura de n dimensiones (omnes potestades).

En 1647 se publica Exercitationes geometricae sex, esta obra consta de 6 libros, en el
libro I Cavalieri presenta una version revisada del método colectivo y sugiere algunas
simplificaciones. En el libro II exhibe una nueva presentacion del método distributivo. El
libro IIT consta de una defensa de su método ante la critica del suizo Paul Guldin en su libro
Centrobarytica, donde lo acusa de “trastocar la geometria de los antiguos, en lugar de
haberla extendido”. En el libro IV presenta una generalizacion del método colectivo lo que
le permite trabajar con curvas algebraicas de grado mayor que 2. En el libro V utiliza
parcialmente el método de los indivisibles para determinar centros de gravedad. En el libro

o 1
VI presenta una miscelanea de temas.

12 Para facilidad en los desarrollos algebraicos, en adelante usaremos la notacién a’para representar el
cuadrado de lado a, a3para representar el cubo de lado a, etc. Sin embargo no se debe olvidar la referencia
geométrica.
" Para mas detalle ver (Andersen, 1985)
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an+1

n+1

En el IV libro Cavalieri obtiene omn. (x") = para los casos n = 3, 4, 5, 6 por

verificacion directa a través de arduos procesos algebraicos. Para n = 9, asume los

q10

resultados de n =7 y n = 8 y mediante induccién obtiene omn. (x°) = TR

Exercitationes se publica 10 afnos después de conocerse la Geometria de Descartes, es
lo6gico pensar que Cavalieri conoci6 los resultados sobre las curvas geométricas de ecuacion
x™, en este sentido podriamos afirmar que Cavalieri estd buscando cuadraturas de figuras
limitadas por estas curvas, y que con los desarrollos anteriores estaba en la busqueda de la
generalizacion del calculo de cuadraturas. Recordemos que en ¢l caso de Arquimedes, solo
era posible calcular el area de figuras limitadas por curvas que representan polinomios de
segundo grado.

De esta forma, con Cavalieri se generaliza el calculo de cuadraturas, a través de un
proceso que abandona el método exhaustivo, abriendo nuevas perspectivas en la busqueda
de un método que permita obtener cuadraturas en general.

Sin embargo, sus ideas fueron fuertemente atacadas por algunos matematicos de la
época. La critica se basaba fundamentalmente en la creencia de que toda magnitud
geométrica es homogénea: la suma de lineas es una linea, y suma e superficies es una
superficie. Por lo que la nocion de “todas las lineas” introducida por Cavalieri entraba en
contradiccidn; sin embargo, la terminologia de Cavalieri estaba mal interpretada: cuando ¢l
habla de “todas las lineas” (omnes lineae) o de “todos los planos” (omnia plana) de una
figura geométrica y los declara equivalentes a aquélla, en absoluto pretende formar las
“sumas” de estas lineas o de estos planos. En ningin momento Cavalieri afirma que las
figuras geométricas estén compuestas por “todas las lineas” solo estd afirmando que pueden
trazarse sobre la correspondiente figura geométrica.

Cavalieri esta razonando de manera analitica y no sintética: no parte del punto, de la
linea, del plano, para llegar, mediante una adicion imposible, a la linea, a la superficie, al
solido. Por el contrario, parte del solido, de la superficie, de la linea, y mediante un corte
de los objetos geométricos en cuestion con un plano y una recta, obtiene los elementos
“indivisibles™: la superficie, la linea y el punto, que son elementos referentes, mas no

componentes.
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La obra de Cavalieri es fuertemente criticada en dos sentidos: por un lado estan los
aspectos relacionados con el continuo y el infinito y, por otro lado, su forma de exposicion
retorica y los extensos e intrincados razonamientos geométricos, que hacen dificil su lectura
y comprension. Ademas, a pesar de que los indivisibles son el elemento fundamental de su
teoria, en ninguna parte de la Geometria de los Indivisibles aparece una definicion
explicita de indivisible. Sin embargo, su aporte desde el punto de vista conceptual y
metodologico influencié notoriamente los trabajos de sus contemporaneos y sucesores,
trazando un camino fructifero hacia la solucion general del problema del calculo de
cuadraturas y cubaturas.

Como consecuencia de las criticas a los trabajo de Cavalieri, personajes como Fermat,
Roberval, Wallis y Pascal, simpatizantes de sus ideas, crearon una alternativa intermedia
entre los dos puntos de vista sobre la estructura del espacio matematico. Con sus trabajos se
presenta una ruptura, conceptual y metodologica, con el enfoque estrictamente geométrico
de Cavalieri, dandose una progresiva Aritmetizacion que condujo al uso implicito del
limite. Fermat, Roberval y Wallis relacionaron los indivisibles, las lineas de Cavalieri,
como limites de rectdngulos inscritos infinitamente divisibles. A pesar de reconocer que el
continuo no esta constituido de indivisibles, ellos resultan ser una efectiva herramienta para
obtener la medida de magnitudes geométricas.

Con Descartes y su geometria analitica, se genera un cambio cualitativo en la forma de
hacer matematicas. Descartes establece clasificaciones de curvas e incorpora la
representacion algebraica de algunas de ellas. Una parabola, por ejemplo, es vista como
una ecuacion cuadratica y no como el corte de un plano sobre un cono. El universo de las
curvas aumenta, especialmente por el reconocimiento de las llamadas curvas mecanicas,
designadas luego como curvas trascendentes y que darian paso a las funciones del mismo
nombre. También aparecen las curvas logaritmicas, las trigonométricas, las exponenciales,
la cicloide y muchas otras mas, las cuales se construian a partir de tablas de valores y se
definian recurriendo al movimiento continuo de un punto en el plano. Desde entonces lo
analitico se convirtio en el método apropiado para reemplazar la intuicion geométrica en los

procesos de contar y medir, se tiende el puente entre la geometria y el analisis.
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La aparicion de las nuevas curvas hizo imprescindible el desarrollo de nuevos métodos
para calcular tangentes y areas, se usaban mas expresiones algebraicas y menos objetos
geométricos. A lo largo del siglo XVII, el uso de las cantidades infinitesimales fue
imponiéndose en la solucion de problemas de calculos de tangentes, areas, volumenes, etc.
La geometria analitica transformo el problema de las cuadraturas en el problema de hallar
el area bajo la curva.

En términos modernos la medida de areas se define a través de una funcién cuyo
dominio esta constituido por las porciones acotadas de superficies y su codominio es el
conjunto de los nimeros reales no negativos. Dicha definicion requiere identificar
magnitudes lineales con nimeros y permite, a su vez, establecer el producto entre
magnitudes; operacion que carecia de sentido para Euclides. Descartes hace un aporte
fundamental al definir el producto de segmentos como otro segmento, lo que dota al

producto de segmentos de la propiedad clausurativa. Tal como lo expresa Recalde:

Este resultado permitird a Wallis establecer implicitamente que el area del rectangulo es igual al
producto de la base por la altura; sin embargo no es desarrollado en toda su extension por la ausencia
de un corpus numérico donde esté bien definido el producto (Recalde, 2007).

John Wallis (1616-1703) presenta el desarrollo su teoria en La Aritmética de los
Infinitesimales, su objetivo es establecer un nuevo método para investigar la cuadratura de
curvas. A través de 194 proposiciones, establecio una teoria general para algunas familias
de cuadraturas. Para ello utilizd su denominado modus induction (conclusion por analogia
o método de induccidn incompleta)'* e interpolaciones.

Wallis se da cuenta que las sumas necesarias para el célculo de cuadraturas pueden
realizarse aritméticamente mejor que en términos de razones geométricas. Las Omnes
lineae de Cavalieri, a partir de cero, son tratadas por Wallis como series aritméticas; como
sumas de sucesiones que tienden a un limite. Por ejemplo, para el calculo del area de un
tridngulo basta considerar una progresion aritmética, para hallar el area del paralelogramo
se calcula la suma de una sucesion constante; y para el area de la parabola, una suma de
cuadrados o raices cuadradas. Esto motivo a Wallis a conducir sus investigaciones hacia el

problema de encontrar las sumas de las series de potencias, o mas bien la proporcion de

14 . . . . . . . .
Wallis usa el razonamiento inductivo para generalizar resultados establecidos, con cierto rigor, en casos
particulares
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tales sumas de cantidades conocidas. Para el célculo de cuadraturas, busca la razoén
existente entre la serie correspondiente a las lineas de la figura en cuestion, y la serie
correspondiente a las lineas de un paralelogramo circunscrito a la figura.

En la proposicion | de La Aritmética de los Infinitesimales, Wallis establece que:

Dada una serie, de cantidades en proporcion aritmética (o como la sucesion de nimeros naturales)
continuamente creciente, empezando en un punto o en 0 (esto es, cero, o nada), tal como 0, 1, 2, 3, 4,
etc., la cual se considera para investigar la razén de la suma de todos ellos, con la suma de igual
numero de términos iguales al mayor."

Obsérvese que al Wallis decir “empezando en un punto o en 0 (esto es, cero, o nada)”
quiere explicitar que su proposicion se cumple tanto para cantidades numéricas como para

magnitudes geométricas. Ademads, después de determinar que la razén entre las sumas
1 . . .
dadas es ~» enuncia un corolario donde muestra que el tridngulo es al paralelogramo como 1

es a 2. Esto lo repetira en muchas de sus proposiciones, una vez establece la razon entre
sumas, muestra la respectiva interpretacion geométrica. Wallis evidencia su preocupacion

por trasladar lo geométrico al lenguaje aritmético. Con respecto a esto, Stedall observa que:

En su intento de relacionar la aritmética a la geometria, Wallis incluso utilizo dos vocabularios
distintos pero paralelos: por ejemplo, primera potencia, segunda potencia y tercera potencia en
aritmética, y lado, cuadrado y cubo, en geometria. Los verbos latinos multiplicare y dividere en
aritmética, y ducere y applicare en geometria (Stedall, 2004, pag. xxi).

Para demostrar la proposicion 1, usa su método de induccion incompleta, considerando 6

, O+1424-4n—1 1 .,
casos concluye que la razéon Toop  — 7 bara cualquier nimero de sumandos. En la

segunda proposicion establece que la razon entre las sumas consideradas es como 1 a 2;y

aclara que si el primer término de la sucesion es 0, el segundo 1 y el ultimo es /, la suma

L+l , . : ,
sera Tl , donde el nimero de términos es [ + 1. O “si se toma m para el nimero de

términos, independientemente del segundo término: Eml ". Obsérvese como Wallis esta

preocupado por independizar m del ultimo término /.
Luego, Wallis enuncia el siguiente corolario: “un tridngulo es a un paralelogramo (de
igual base e igual altura) como 1 a 2”. En su demostracion hace referencia a la proposicion

1 de On conic sections:

15 Citado por (Stedall, 2004, pag. 13)
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Supongo, como un punto de partida (de acuerdo a la geometria de los indivisibles de Bonaventura
Cavalieri) que cualquier plano estd constituido, por asi decirlo, de un numero infinito de lineas
paralelas. O mas bien (lo cual yo prefiero) de un niimero infinito de paralelogramos de igual altura, la

1 N ~
altura de cada uno de ellos de hecho puede -~ de la altura total, o una parte infinitamente pequefia (oo
denota un nimero infinito)'’, y por lo tanto la altura de todos en conjunto igual a la altura de la

1
figura.'’

Ademas, en el comentario después de la proposicion 182 afirma:

...si un tridngulo con altura 4 y base B, se inscriben paralelogramos, cada uno de los cuales tiene altura
1 1 . . , 1 . .
—A4, y el aumento de anchura es —B, la altura inscrita serd oo X —A y, y la base no sera B, pero si
0 o0 0

B—21p.1s

Si hacemos una interpretacion geométrica de lo que afirma Wallis, podemos afirmar que
en la proposicion 2 de La Aritmética de los Infinitesimales, el nimero de términos m

corresponderia al nimero de rectangulos y / corresponderia a la altura del Gltimo rectangulo

. , 1
de la sucesion, de esta manera podriamos afirmar que m = (oo X ;m), es la altura del
triangulo, y [ = [ — ;l, la base; por lo que Wallis en esta proposicion nos estaria dando la

, . ., !
formula del area del triangulo %

0
o i

0 . 2
1 3

1 3 ;

1 2 :
q i Wz T

—L—
1 1

m=<oox—m),L=L——L
(00} (00}

Figura 1.15 — Area del triangulo

De la proposicion 3 podemos, entonces afirmar que Wallis estéd estableciendo que el 4rea

del paralelogramo de base / y altura m, es m X [.

' Wallis es quien utiliza por primera vez este simbolo, para denotar el infinito. Ademas establece que
0 x4 =4
'7 Citado por (Stedall, 2004, pag. xxii)
'8 Citado por (Stedall, 2004, pag. 143)
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De acuerdo con (Recalde, 2011) esta presentacion contempla un salto cualitativo
profundo, pues asigna un valor numérico a cada cuadratura, lo que modernamente

corresponde la nocidn de area. El establecimiento del area de un rectangulo como base por

l.a

n n .
altura, permite interpretar cada sumando de la expresion (Oh—a) + (T) + -+ (%) +

h.a\" , , a . .
~+(57) > que corresponde a una linea, como un rectangulo de base =y altura i, para i =

1, 2,..., h. Cuando 4 tiende a infinito, el ancho de cada uno de los rectangulos corresponde

a la nocion de infinitesimal.
En las proposiciones 19 y 20, establece resultados analogos a los enunciados en las dos

primeras proposiciones, pero para una sucesion de cuadrados (geométricos o aritméticos):

0+1=1 3 1 1
vz 6 31%
0+1+44=5 _ 1 1
4+4+4=12 3 12
Hasta el caso paran = 6
0+1+4+9+16+26436=91 13 1 1

36+36436+36+364+36436=252 36 3 ' 36

n-1D? n? 1, 1
+n—2—§+a, y como n

. . . 0? 22
Aplicando induccion llega a que Sttt et

crece indefinidamente, la razon entre las dos series es % Utiliza este resultado para
demostrar que la razén entre el cono y el cilindro, o la pirdmide y el prisma es como 1 a 3.
Estos procedimientos los repetira varias veces, aumentando las potencias de los términos
de las sumas; insistiendo en que los resultados son validos tanto para cantidades numéricas
como para magnitudes geométricas, evidenciando su objetivo de aritmetizar los
indivisibles.
De esta manera Wallis pasa de los indivisibles geométricos de Cavalieri, a los

rectangulos de altura infinitesimal m —, que terminan siendo lineas cuando el niimero de
o0

rectangulos tiende a infinito, de manera que utilizando férmulas sobre series se obtiene la
cuadratura cuando el nimero de términos de la serie tiende a infinito. Vemos en Wallis una
ruptura total con el rigor de la geometria griega y la tradicion aristotélica de evitar el
infinito. Wallis incorpora el simbolo o, para referirse al innombrable de Aristoteles, y

mediante su método de induccidon incompleta, generaliza los resultados obtenidos para las
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sumas finitas a las series infinitas (uso intuitivo del paso al limite). Al respecto Gonzales

comenta que:

Al corriente del algebra literal de Vieta, de los métodos analiticos de Descartes y Fermat, y de las
tendencias hacia los limites de los matematicos de los paises bajos (Stevin, Saint Vincent,...) y
franceses (Roberval, Fermat,...), Wallis se propone rescatar e independizar a la aritmética de las
representaciones geométricas, rompiendo con el algebra geométrica de los antiguos, llegando incluso a
presentar aritméticamente lo que para los griegos era la intocable teoria general de las proporciones de
Eudoxo, con ello Wallis es, entre los predecesores del calculo, quién mas proximo esta a la idea de
limite y quien con mayor soltura lo utiliza, por lo menos a nivel intuitivo (Gonzales, II - 1995, pag.
418).

Para Wallis, el problema de la cuadratura de una curva se reduce a calcular la razén
entre el area de la figura curvilinea OAB (area buscada), formada por la curva y los
segmentos paralelos a los ejes coordenados, y el cuadrilatero COAB de area conocida,
circunscrito en OAB. Wallis suma una sucesion finita de indivisibles, produciendo una serie

infinita.

0 A

Figura 1.16 — Cuadratura de una region limitada por una curva y = x"

., OABT 1 . .
Se trata de calcular X, en la proporcion onB = ? Mediante arduos célculos y su

1
T
novedoso método de induccion incompleta, obtiene los siguientes resultados:

Cuad. OAB _[ §=0inl 1
h—oo

Cuad. OCAB ~ |QiHn T n+1

. . . Cuad. OAB 1
E ignifi n la proporcion, —m—=—, X = 1.
sto significa que e a proporcion, ———"—m = =, n +

Si consideramos la region limitada por la curva y = x", larecta x = a y el eje x, dado que

. . 1
el area del paralelogramo OCAB es a""' (tiene base a y altura "), entonces n—ﬂa”+1

1 Notese que Wallis esta usando el principio de Cavalieri
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correspondera a la cuadratura de la region OAB; resultado que puede escribirse
1

como:Cuad. [x"]¢ = —a"*!.

n+1

Para calcular la cuadratura del circulo, Wallis considera la region OAB de la figura,

1
limitada por la curva y = (1 — x%)Z y los ejes coordenados.

Figura 1.17 — Cuadratura del circulo

. 1 1
La cuadratura del circulo corresponde a los valores p = S Y q=s en la curva y =

1\4q
(1 - xg) . Wallis busca extrapolar los elementos de las tablas que ha elaborado para

valores enteros, a valores de p y ¢ racionales. Elabora una nueva tabla que incorpora
argumentos fraccionarios; sin embargo no puede obtener todos los argumentos, pues no

tiene regla de formacién para las ubicaciones donde los dos indices son ambos
. . . o . 1 1
fraccionarios. En particular no le proporciona informacion para el caso p = >y q = por lo

que procede mediante aproximaciones sucesivas obteniendo la siguiente relacion:

Oqy 2n v 2n+1<El—[U+12_n
2

2 Hn=15,74 n=1"5, n=1%,"

v (2n)? 2 ( v (2n)? )2n+2
n=1 (on—1)(2n+1) <g< [Tn=1 n-1)@2n+1)/ 2n+1°

- 2 .
De acuerdo a las condiciones dadas tenemos que o= % Wallis se da cuenta que a
medida que » aumenta, los valores de la derecha y de la izquierda de la desigualdad anterior

. 2n+2 ..
se van aproximando, pues el valor de ey tiende a uno. Esto lo lleva a su resultado:

T 2244

2 1.3.3.-
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El libre uso de su intuicion y su poderoso método de induccion incompleta le
permitieron a Wallis generalizar sus resultados de las potencias enteras, a las potencias

racionales, hasta las potencias irracionales logrando de esta manera:

... dar carta de naturaleza aritmética a lo irracional, superando el imperativo pitagérico de considerar
lo irracional s6lo en el campo de la Geometria, removiendo uno de los obstaculos que impedia la
formulacion del concepto de limite y por tanto la elaboracion rigurosa del nuevo calculo (Gonzales, II -
1995, pag. 418).

Con Wallis se transforma el problema del calculo de cuadraturas en el problema de

hallar el area bajo la curva. Muestra que la cuadratura de la figura limitada por la curva de

., . attl . ,
ecuacion cartesiana y = x™, desde 0 hasta a, es ——. Utilizando el método de
n+1

. . ., ) L
interpolaciones deduce la regla para curvas cuya ecuacion cartesiana es de la forma y = x4

y posteriormente la generaliza al caso de exponentes no racionales.

En los trabajos de Wallis, se identifican cuatro elementos que jugarén un papel
importante en la conceptualizacion de la integral definida: la determinacion del area del
rectangulo como el producto de base por altura, la division del area bajo la curva en
elementos de area infinitamente pequefios (rectangulos infinitesimales de altura
determinada por la ecuacion de la curva), la aproximacion a la determinacion numérica de
la suma de esos elementos, y un intento de expresar el equivalente de lo que serd el limite
de esta suma cuando el numero de elementos crece indefinidamente a medida que se hacen
infinitamente pequefos.

Al periodo del desarrollo del célculo, introducido por Wallis, Fermat y Roberval,
Gonzales le asigna el nombre de efapa empirica del calculo. Gonzales afirma que a partir

de esta etapa:

Se plantea histéricamente la necesidad de dos hechos fundamentales: a) la generalizaciéon y
unificacion de los problemas y métodos infinitesimales, es decir la elaboraciéon de un algoritmo
aplicable a todos los problemas. b) la reformulaciéon sobre bases rigurosas del nuevo andlisis
infinitesimal (Gonzales, II - 1995, pag. 435).

Este primer hecho corresponde a los resultados de los trabajos de Newton y Leibniz lo
que dio lugar al calculo infinitesimal; el segundo corresponde a la Aritmetizacion del

andlisis, que es la fundamentacion del calculo por parte de Cauchy y sus sucesores.
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Correspondi6 entonces a Newton y Leibniz, el implementar algoritmos generales, en
términos algebraicos y no geométricos, lo que permitid6 resolver los mas diversos
problemas; y asi reconocer los conceptos y métodos propios del nuevo calculo

infinitesimal.

1.5 La operacion de integracion como una generalizacion del calculo de
cuadraturas

En el ultimo cuarto del siglo XVII, Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Von Leibniz
(1646-1716), sintetizaron y enriquecieron un cumulo de técnicas y métodos
interrelacionados, como la geometria analitica de Descartes, el método de los indivisibles
de Cavalieri, el calculo de tangentes por parte de Descartes, Fermat y Roberval, el método
para calcular maximos y minimos de Fermat y, sobre todo, la instauracion de una primera
formalizacion de los procesos infinitos por parte de Wallis, quien establece el transito de
los indivisibles a los infinitesimales.

Gracias a la sistematizacion de los resultados de sus antecesores, y al reconocimiento de
la relacion inversa entre el calculo de cuadraturas y el calculo de tangentes, tanto Newton
como Leibniz, lograron establecer un instrumento algoritmico para el calculo sistematico.
De esta manera, para resolver todos los problemas de cuadraturas, maximos y minimos,
tangentes, centros de gravedad, etc. que habian ocupado a sus predecesores, bastaban las
tablas de cuadraturas y anticuadraturas.

Tanto Newton como Leibniz, desarrollaron algoritmos que involucraban procesos
infinitos, en los cuales, implicitamente, usaban el paso al limite de manera operativa. Por su
parte, Newton es consciente de que los desarrollos en series de potencias permiten asignar
una expresion analitica a muchas curvas que aparentemente no se podian representar a
través de ecuaciones algebraicas. Las series de potencias le permiten dar un tratamiento

matematico a las llamadas curvas trascendentes, similar al de las curvas algebraicas, por lo

xn+1

cual la generalizacion de la cuadratura de las curvas de la forma y = x™, como para

n+1

n natural, resultaba inmediata.
Uno de los aspectos més destacados de los desarrollos de Newton, y que lo ubica en la

linea de creadores del andlisis, es su tratamiento del problema de las cuadraturas. Para
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Newton el problema central consiste en hallar la ecuacion de la curva que corresponde a la
cuadratura de otra curva.
Antonio Duran en (Newton, 2003, pag. 9), cita el reconocimiento que hace Newton al

aporte de Wallis a su nuevo método:

Por la regla 59 del Arithmetica infinitorum publicada por el sefior Wallis en 1655, si ponemos x para la

. , m .. , I
abcisa de una curva y m y n son nimeros, y x /n la ordenada erigida en 4ngulo recto, entonces el 4rea
n

, n
de la figura serd ——xm+n,
m+n

Antes de enunciar la regla I de su De analysi, Newton escribe:

Sea aplicada la perpendicular BD a la base AB de una curva cualquiera®, 4D: y llamese AB = x, y
BD = y;yseana,b,c, &c. cantidades dadas y m, n nimeros enteros. Por ende,

Regla I: Si axn =y, sera %xm = area ABD (Newton, 2003, pags. 12,13).

D

A E

a min
X n

Figura 1.18 — Cuadratura bajo la curvay = o

Esta regla corresponde a la primera version explicita del teorema fundamental del
calculo?'. De acuerdo con Durén, lo importante de esta regla no es tanto su enunciado, pues
ya habia sido enunciada por Wallis, lo verdaderamente novedoso es la técnica que uso para
deducir tal férmula, la cual describe Newton para un caso particular, antes de la

demostracion de la regla I al final del De Analysi:

% Observese que Newton aqui, como en la nota anterior al escribir “la ordenada erigida en angulo recto”, se
esta refiriendo a coordenadas rectangulares. Al respecto Duran comenta que Newton, al igual que lo hacemos
modernamente para la representacion grafica de funciones, esta definiendo los ejes de coordenadas, y también
usa coordenadas oblicuas en sus calculos previos a la clasificacion de las cubicas; aunque nunca utilizara esta
expresion en su Analysis,
*! Es gracias a Isaac Barrow que en el siglo XVII se establece la relacion inversa entre estos dos problemas
milenarios. Se considera que el primer enunciado del teorema fundamental del calculo aparece en términos
geométricos en las Lecciones Geometricee de Isaac Barrow. Contrario a Barrow, Newton tiene una mirada
mas aritmética, lo que le permite, una vez conocidos los trabajos de su maestro, establecer, por primera vez de
manera explicita, la relacion inversa entre el trazado de tangentes y el calculo de areas.
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T
= v
i 1
| :
z v v
: :
: !
* ¢ ¥
A g K

Figura 1.19 — Cuadratura de z = §x3/ 2

Sean pues AB = x, base de una curva cualquiera ADJ, la aplicada en la perpendicular BD =y y el
area ABD = z como antes. Sean asi mismo B = o, BK = v, y el rectangulo BSHK (ov), igual en
espacio a BSSD.
Luego AB = x +o0, y A6 = z + ov. Esto por delante, busco y a partir de la relacion entre x y z
asumida arbitrariamente del modo que veras en lo que sigue.
3
3

. . 2 3 , 4 o
Se asume a discrecion que X2 =2, 6 5x° =zz. Substituidos entonces x por x + 0(AB) y z por

z + ou(A8P), aparecera (por la naturaleza de la curva)
%x"’ +3x30 + 3x0% + 03 = 23 + 2zov + 0%V2.

Y quitados los iguales (§x3 y ZZ), y divididos los restante por o, queda

%m = 2zv + ov?.

Si suponemos ahora disminuir Bf hasta infinito y desvanecerse, o ser nada o, serdn iguales v e y, y los
términos multiplicados por o se desvanecen, razon por la cual quedara %X 3xx = 2zv, 6 ;xx(=

3 1 2 1 3
2 = , = x . .= , 2 =
zy) = ;x2y, 0 x2 <= —3'> = y.Y por lo cual, al contrario, si xz =y seria > x2 = z.
xj
n min . . na . b
O, en general, LA =270 lo que es igual, poniendo oS cymin=p,sicxr =zo0 lo

que es igual c¢"xP = z™"; entonces, sustituyendo x por x + 0 y z por z + ov (o lo que es lo mismo

z + 0y); resulta ¢"(x? + poxP~1,&c.) = z" + noyz""1, &c. Omitiendo los otros términos que a la
larga se desvaneceran. Quitados ahora los iguales c"x? y z", y divididos por o los restantes, queda

n -1 _ n—1(_ nyz" _ nyc"xP
c"pxPT =nyz (——— 57— |

7z 2
cxn

O dividiendo por c"xP, sera

-1 _ ny
px - P>

cxn
P . na
O pcx » = ny; o restituyendo T en lugar de cy m + n enel de p, esto es, m en lugarde p —n y na
m+Tn
m m+n

en el de pc, se hara ax» = y. Razén por la que, al contrario, si ax» = y seria mLJrnaxT =z Q.E.D.
(Newton, 2003, pags. 55-57)

n_n

Para demostrar este resultado, Newton incorpora el simbolo "o" que representa, en el
desarrollo operativo, una cantidad muy pequena pero diferente de cero. Ello significa que

puede actuar como denominador, pero cuando aparece sumando se desvanece, por ser tan
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pequefia que no adiciona nada: "o" simboliza un incremento infinitesimal. Basado en este
procedimiento, establece la operacion inversa de la cuadratura, elaborando una serie de

tablas de cuadraturas y anticuadraturas.

9

Observemos que Newton utiliza métodos infinitesimales al introducir inicialmente “o
como una cantidad muy pequena y luego haciéndola desvanecer. Sin embargo, a pesar de
los problemas de rigor, la regla I de Newton se constituye en uno de los principales aportes
para el célculo, pues establece, de manera algebraica, la relacion inversa fundamental entre

calculo de tangentes y calculo de areas, al respecto Boyer comenta:

Tenemos aqui una expresion para el area a la que se ha llegado no determinando la suma de areas
infinitesimales, no a través de algin método equivalente como los usados por los predecesores a
Newton desde Antifon hasta Pascal. En vez de eso, fue obtenida considerando el incremento
momentaneo del area en el punto en cuestion. En otras palabras, si los métodos de cuadraturas previos
habian sido encontrados por la equivalencia de la integral definida con los limites de sumas, Newton
aqui determina, primero la velocidad de cambio del area, y entonces de aqui encuentra el area misma
por lo que nosotros hoy llamariamos la integral indefinida de la funcién que representa la ordenada.
Debe ser sefialado que aln el proceso que se muestra como fundamental en esta proposicion es la
determinacion de las velocidades de cambio. En otras palabras, lo que hoy llamariamos derivada es
tomado como idea basica, mientras que la integral es definida en términos de esta.*

Con las reglas II y III, Newton ensefia como obtener cuadraturas de las curvas
compuestas a partir de las simples, mediante varios ejemplos. En la regla II establece la

linealidad:

Si el valor de y se compone de varios términos de este género, se compondra el area, asimismo, de las
areas que dimanan de los términos singulares (Newton, 2003, pag. 15).

En la regla III establece como reducir ecuaciones no polindmicas a series convergentes:

Si no es que el valor de y o de alguno de sus términos sea mas compuesto que los precedentes, que
entonces ha de reducirse a términos mas simples, operando en las letras de idéntico modo que en los
numeros decimales los aritméticos dividen, extraen raices o resuelven las ecuaciones afectadas, y de
estos términos obtienes finalmente la superficie de la curva requerida mediante las reglas precedentes
(Newton, 2003, pag. 18).

Como ejemplo de esta tercera regla Newton presenta su cuadratura del circulo:

22 Citado por Duréan en (Newton, 2003, pag. 56)
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C\lt\ /ID/
A B A B
Figura 1.20 — Cuadratura del circulo de Newton

2 4 6 8
: 23 - . ; X 5x
Del mismo modo™, si vaa—xx =y serd suraiz a ———-————— >
3 5 ; %a 8a 16a 128a
, . x x x 5x
buscada ABDC serdiguala ax — —— — ———————
6a 40a 112a 1152a

&c. Con que el area

&c. Y ésta es la cuadratura del circulo.

1 3 5 7 9
. . , . O R - 5 1 7 5 2
O bien, si pones Vx — xx = y, sera la raiz igual a la serie infinita x2 — JXT =g X2 — X2 — Exz&c.
. 2 3 1 38 71 2 1 1 Ll 2
Y el area buscada serd igual a FXZ T oXZ = X2 — X — X2 &c., 6 x2 multiplicado por X
1 1 1 5 ,
~x? —=x3 — —x* — = x5&c. (Newton, 2003, pag. 24)

5 28 72 704

Por otra parte, Newton extiende su desarrollo binomial para el caso de exponentes

racionales. A partir de analizar lo que sucede con las curvas de ecuaciones:

2 4 6
(1 - xZ)O’ (1 - xZ)E’ (1 - x2)§’ (1 - XZ)E tee.
Y teniendo en cuenta que,
2)0

La cuadraturade y = (1 — x*)"es x.

2
2 1
La cuadraturade y = (1 —x2)z,es x — §x3.

2 2 1
La cuadraturade y = (1 —x2)Z, esx — §x3 + ExS_

Newton identifico las leyes de formacion de los denominadores y numeradores de los
coeficientes: los denominadores y los exponentes de la variable seguian la secuencia de los

impares, mientras los numeradores se guiaban por el desarrollo del triangulo de Pascal, es

nn—-1) n(n—-1)(n-2)
1.2 ' 1.2.3

decir segliin la regla {1,71, ,---}; generalizo el proceso para n = 2, y

aplicando el proceso inverso lleg6 al desarrollo binomial,

1
] 1 1 1 5
(1=x?)2=1—-x>—xt——xb——=—x8— ...
2 8 16 128

3 En el ejemplo anterior muestra con detalle como obtiene la raiz v/ aa + xx para calcular la cuadratura de la
hipérbola.
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Resultado que comprobd de manera directa a través del producto del miembro de la
derecha por si mismo. Obviamente este proceso, de multiplicar términos con infinitos
componentes, no se puede hacer de manera directa; Newton utilizd una extension de la
propiedad distributiva y luego fue generalizando.

En The Methodus Fluxionum et Serierum Infinitarum, para hallar el valor de m , Newton
utiliza la cuadratura del circulo de ecuacion y = Vx — x2. En términos modernos,

. .. . 1 . 1 )
considera una semicircunferencia de centro C (5,0) y de radio r = > el punto medio

1 .
B (Z’ O) y el angulo BCD = %

\

A B C

Figura 1.21 — Célculo de

Dado que a(ABD) = a(ADC) — a(DBC) y que a(ADC) = %(lm”z) = _ se tiene que

2 24
T V3
ABD) = ———.
a( ) 24 32
Por otra parte, por la cuadratura del circulo:
1
2 3 12 17 1 2 4 2 1 1 1
ADB =[—x2——x2——x2——x2—---] = _ ...
a( ) 3 5 28 72 0 3.23 525 2827 7229

De donde se obtiene:

33 2 1 1 1
=2 2 (e ).
4 3.23 525 2827 7229

En sus Principia Mathematica, Newton se representa el area como el espacio recorrido
por un movil que se desplaza a una velocidad constante k£ en un tiempo ¢, A = kt; o como
generada por el movimiento continuo de una recta de longitud k£ (la ordenada). Cuando
transcurre un tiempo infinitesimal (“muy pequefio”), lo que modernamente denotamos por
dt, la ordenada se desplaza también una distancia infinitesimal. Entonces, en ese tiempo se
producira un incremento infinitesimal “del area”, que denotaremos por d4 y se obtiene

dA = k.dt, lo cual se puede interpretar como “la variacion del area es directamente
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. ., . . , . dA
proporcional a la variacion del tiempo”. El cociente (“razén de cambio™) = hos produce la
velocidad con la cual varia el area. Luego analiza el caso en que el movil se desplaza con
. : 1
velocidad uniformemente acelerada, A = Z—atz, entonces dA = at.dt. Lo que se puede

interpretar mediante un modelo fisico-geométrico:
Supongamos que el triangulo dado ABC esta generado por el desplazamiento uniforme

de BC:

/F

Figura 1.22 — Variacién instantinea de un triangulo

Entonces al fluir uniformemente la base AB, ésta adquiere un incremento BD y en
consecuencia el tridangulo 4BC adquiere un incremento BDEFC. De este incremento el
triangulo EFC es consecuencia de la aceleracion del movimiento (no del movimiento de
BC, que fluye uniformemente, sino del mévil cuya velocidad v = BC).

Por lo tanto, si BD es infinitamente pequeio, durante ese tiempo el incremento de la
velocidad (del movil) es EF que es también infinitamente pequefio. De alli que la variacion
instantanea del tridangulo ABC esta representada por el rectangulo BDEC.”*

Los infinitesimales aparecen en los Principia como “momentos”, como principios
generadores de cantidades finitas. Una variable es una cantidad que fluye y lo que es, en el
instante mismo que empieza a fluir, es el momento de dicha cantidad; se afirmaba entonces
que una cantidad infinitesimal era una entidad discreta que preserva cualidades de lo
continuo. Mas adelante, en de la Cuadraturas de Curvas, Newton considera las cantidades
como generadas por el movimiento continuo por oposiciéon a los infinitesimales que

sugieren siempre un tratamiento discreto, con cierta dosis de continuidad.

* Tomado de (Waldegg, 1982)
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No considero aqui las cantidades matematicas constituidas por partes, cuan minimas quepa, sino
descritas por el movimiento continuo (Newton, 2003, pag. 103).

Una curva se genera por el movimiento continuo de un punto, una superficie por el

movimiento continuo de una linea, los &ngulos por rotacion de lados, y asi otras cantidades.

Tal génesis tiene verdaderamente lugar en las cosas de la naturaleza y a diario es discernible en el
movimiento de los cuerpos. Y de este modo ensefiaron los antiguos la génesis de los rectangulos,
llevando rectas moviles en la longitud de las rectas inmoviles. (Newton, 2003, pag. 103).

Newton determina las cantidades a partir de las velocidades de los movimientos con los

cuales son generadas. Conociendo la rapidez de cambio del area, se determina el area
., dA . ) : o
(conocida —-se puede conocer 4). Este tratamiento fisico de las cantidades geométricas le

permite a Newton ver la relacion inversa entre tangentes y areas
Las fluentes son cantidades generadas por movimientos continuos y las fluxiones son las
velocidades de dichos movimientos. Las fluxiones son proporcionales a los aumentos de las

fluentes, cuando se consideran intervalos de tiempo iguales pero muy pequeios.

Tal como si las areas ABC, ABDG son descritas por las ordenadas BC, BD, que progresa con
movimiento uniforme sobre la base 4B, las fluxiones de dichas areas seran entre si como las ordenadas
que las describen, BC' y BD, y podrian exponerse mediante éstas, por cuanto esas ordenadas son como
los aumentos nacientes de las areas (Newton, 2003, pag. 104).

En términos geométricos y dinamicos, Newton muestra la relacién inversa entre el
calculo de cuadraturas y el trazado de tangentes en la introduccion de a la Cuadratura de

las curvas.

Figura 1.23 — Relacion entre cuadraturas y tangentes
Se desplaza la ordenada BC hacia una nueva posicidon bc, se completa el paralelogramo
BCEDb y “llévese VTH a que toque la curva en C”. Sea V el punto de interseccion de esta
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recta con la recta AB y T el punto de interseccion con la recta bc. Entonces, Bb es el
incremento de la abscisa AB, y EC es el incremento de la ordenada BC. Si estos
incrementos ocurren en tiempos pequeios, los lados del triangulo CET estaran “‘en razon
primera a tales aumentos nacientes” como las fluxiones de AB y BC, y podran ser
representadas por estos lados o, lo que es lo mismo, por los lados del tridngulo VBC que es
semejante al tridangulo CET.

Luego se traza la recta K uniendo C y ¢, y retrocedemos la ordenada bc hasta BC,
cuando los puntos ¢ y C coincidan, la secante CK coincidira con la tangente CH.* Es decir,
la tangente en un punto, se puede considerar como la Ultima razon de la secante. Al

respecto Waldeg observa que:

Mediante estos argumentos, se puede visualizar ficilmente que la derivacion y la integracion son
proceso inversos: al avanzar la ordenada BC con un movimiento continuo, generamos el area ABC
(integracion). Cuando retrocedemos la ordenada bc hasta su posicion original, generamos la tangente
en C (derivacion). Este razonamiento nos permite ver el significado geométrico del Teorema
Fundamental [del calculo] (Waldegg, 1982, pag. 21).

En el Methodus Fluxionum et Serierum, escrito en 1672 y publicado hasta 1736,
Newton reformula el problema fundamental en términos dinamicos: “dada una relacion
entre dos fluyentes, obtener la relaciéon entre sus fluxiones y reciprocamente”. Klein®®
(Klein, 1972) observa como la primera version presentada en 1669 esta influenciada por el
indivisible estatico de Cavalieri, mientras que esta segunda version estd influenciada por el
pensamiento dindmico de Galileo. Para Newton el area de una region es una variable, por
tanto se puede hablar de su fluxion y operar con ella como se hace con las demés variables.

Las cantidades “fluyentes” son aquellas cantidades que varian respecto al tiempo. La
rapidez de cambio de estas cantidades las llamo6 “fluxiones”. De esta manera, Newton
concebia la curva generada a partir del movimiento de un punto genérico, lo cual
ocasionaria que las coordenadas x y y, asi como la cuadratura z “fluyeran” o cambiaran con
el tiempo. En términos modernos, Newton estaba describiendo la curva de acuerdo a una
ecuacion paramétrica (x(t), y(t)). En primera instancia, usé letras diferentes para

diferenciar las fluxiones de sus fluentes; pero luego adopt6 la notacién que conocemos, en

* Tomado de (Waldegg, 1982, pags. 20-21)
% (Klein, 1972)
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la cual las fluxiones se representan con un punto superior de las fluentes; si x, y representan
las cantidades fluentes, x, y representan las fluxiones respectivas.
La manera como varian las fluentes en el tiempo es arbitraria, incluso muchas veces

supone que una de ellas varia uniformemente, es decir que su fluxion es 1. Esto se debe a
que a Newton no le interesan las fluxiones individualmente, sino la razoén 5 que

corresponde a la pendiente de la tangente. Si se tienen las fluxiones, encontrar las fluentes

es equivalente a encontrar la cuadratura de la curva.
Proposicion I1. Sea ABC una figura con que se ha de dar, BC la ordenada, aplicada en angulo recto, y
AB, la abcisa. Prolonguese CB hasta E y sea BE = 1, y complétese el paralelogramo ABED: las
fluxiones de las areas ABC, ABED seran como BC y BE. Asumase por tanto una ecuacion cualquiera

que defina la relacion de las areas , y de ahi dara la relacion de las ordenadas BC'y BE, por la Prop. I’/
QEL

Lo que podemos interpretar como Z—i =y, donde dA es la variacién del area ABC,
x=AByy=BC;e¢l drea (ABED) = x.1, por lo que la variacion del area ABED es dx.
Si se conoce la fluxion Z—i = y, encontrar la fluente S es equivalente a encontrar el area bajo

la curva determinada por la ordenada y.

D E
Figura 1.24 — Fluxiones y fluentes

Newton pensaba que incorporando una vision cinematica al tratamiento de curvas podria
justificar el uso de los incrementos infinitamente pequefios, pues segun ¢l las nociones
fisicas estaban bien fundamentadas. Sin embargo las criticas por la falta de rigor
matematico que involucraban estas cantidades evanescentes que aparecian y desaparecian

continuaban.

*" La proposicion 1 de De la Cuadratura de curvas: Dada una ecuacion cualquiera en que estén envueltas
cantidades fluentes, dar con las fluxiones (Newton, 2003, pag. 112)
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Sin atender a estos cuestionamientos, Newton logré encontrar procesos algoritmicos
eficientes. Los incrementos correspondientes a las fluxiones las expresé en funcion de los
incrementos de tiempo. De esta forma si se identifica con o a un incremento infinitesimal
de tiempo, entonces los incrementos correspondientes a x,7V, z,... serian xo,yo,Zo Para
clarificar estos aspectos, Newton presenta el siguiente ejemplo: considera la ecuacion
x3 —ax? + axy — y® = 0. Sustituyendo por los incrementos respectivos obtiene (x +
x0)? — a(x + x0)% + a(x + x0)(y + yo) — (y + y0)? =0

Desarrollando los binomios, estableciendo las cancelaciones respectivas, dividiendo por
o y finalmente despreciando los términos en los que figure el factor o, llega a la siguiente
ecuacion:

3x x% — 2axx + axy + ayx — 3yy? = 0.

De lo cual se puede obtener el cociente diferencial,

y  3x%—2ax +ay
X 3y2 —ax
Lo que modernamente corresponde al cociente de las derivadas parciales de la funcién
flx,y) =x3 —ax? + axy — y3.
Con su nuevo enunciado en términos de fluxiones, Newton pretendia eliminar los
inconvenientes de rigor de los indivisibles. Si bien no lo logra, en este trabajo presenta un
método mas general. En una carta escrita a John Wallis el 10 de diciembre de 1672, que

proporciona los elementos de su método y un ejemplo, Newton afirma:

Este es un [caso] particular, o mas bien un corolario, de un método general, que puede aplicarse, sin
ningun calculo complicado, no s6lo al dibujo de las tangentes de cualquier linea curva, tanto
geométrica como mecanica...sino también para resolver otros tipos mas abstrusos de problemas sobre
curvaturas, areas, longitudes, centros de gravedad de curvas, etc..Tampoco esta limitado a las
ecuaciones que no contengan cantidades irracionales. He entretejido este método con el de las
ecuaciones, reduciéndolos a las series infinitas. 2

Recordemos que los antecesores de Newton se habian limitado a tratar con funciones
algebraicas racionales, por esto €l llama la atencion al hecho de que ha ampliado el dominio
a funciones mas generales, objetivo que perseguiran muchos de sus sucesores: ampliar cada

vez mas el dominio de las funciones tratadas en el analisis.

28 Citado por (Klein, 1972, pag. 479)
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Por su parte, Leibniz utiliza las series y un método similar al de los indivisibles de
Cavalieri. Leibniz define la cuadratura como una sucesion de ordenadas equidistantes,
argumentando que si la distancia entre ordenadas es infinitamente pequefa se obtiene una
aproximacion de cuadratura exacta. La diferencia entre ordenadas sucesivas seria, por
consiguiente, la pendiente de la tangente.

En la Historia et origo calculi defferentialis,”” Leibniz reconoce que sus primeros
trabajos sobre sucesiones de sumas y diferencias de nimeros fueron claves en el desarrollo
de sus trabajos posteriores sobre el calculo infinitesimal. Inspirado en el triangulo
aritmético de Pascal, Leibniz construye su tridngulo armonico. Estos dos arreglos guardan
cierta relacion inversa: cada columna del tridngulo aritmético contiene las sumas de los
términos de la columna precedente, mientras que cada columna del triangulo armoénico
contiene las diferencias los términos de la columna precedente.

El interpretar la cuadratura como suma de ordenadas, y la pendiente de la tangente como
diferencia entre ordenadas sucesivas, le permite a Leibniz descubrir la relacion inversa
entre los dos problemas. Este descubrimiento lo hace basandose en el tridngulo
caracteristico, usado por Pascal para demostrar la proposicion I del Tratado de senos de un

cuadrante de circulo:

La suma de los senos (ordenadas) de un arco de un cuadrante (de un circulo) es igual a la porcion de la
base entre el seno extremo multiplicado por el radio.”

Leibniz advierte el uso general que se le puede dar al tridangulo caracteristico en una

curva arbitraria, donde la normal jugaré el papel del radio del circulo de Pascal.

¥ Ver (Edwards, 1982, pag. 234)
30 Citado por (Edwards, 1982, pag. 240)
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s
dy
dx

Figura 1.25 — Triangulo Caracteristico

. . , : ds _ d
Por la semejanza de los triangulos rectangulos (figura 1.40), se tiene que TS = 7x 0

yds = ndx. Sumando los infinitesimales se llega a [ y.ds = [n.dx. Lo que Leibniz
enuncia como: “el momento de la curva dada alrededor del eje x es igual al area bajo la
segunda curva cuya ordenada es la normal 7 a la curva dada”. Multiplicando el momento
por 21 se obtiene el area A = Y, 2myds de la superficie de revolucion obtenida por rotacion

de la curva original alrededor del eje x.*!

Si denotamos por v a la subnormal a la curva dada (figura 1.40) tenemos que djy = Ui’—x y

[v.dx = [ y.dy. Leibniz anota que si la curva pasa por el origen y su base es el intervalo
[0, b], entonces obtenemos el area del tridngulo cuya base y altura son iguales a b: “lineas
rectas que continuamente se incrementan desde cero, cuando cada una se multiplica por su
elemento de incremento, forman un triangulo”.

De manera similar, Leibniz utiliza el tridngulo caracteristico para relacionar los
problemas de rectificacion y cuadratura de curvas. La rectificacion de una curva dada la
reduce al problema del calculo del area de la region entre el eje y, y una segunda curva cuya

abscisa x es la tangente a la curva dada.

' Ver (Edwards, 1982, pag. 242)
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ds ly

dx

Figura 1.26 — Rectificacion y Cuadratura

. . : ds _d
Por semejanza de triangulos se tiene que TS = ;y, luego a.ds = t.dy, por lo que:

[a.ds = [t.dy.

Leibniz resume sus resultados de la siguiente manera:

Asi, para encontrar el area de una figura dada, se busca otra figura tal que sus subnormales sean
respectivamente iguales a las ordenadas de la figura dada, y entonces esta segunda figura es la
cuadratiz de la dada; y asi, de esta extremadamente elegante consideracion, obtenemos la reduccion de
las areas de superficies descritas por rotacion a cuadraturas planas, asi como la rectificacion de curvas;
al mismo tiempo, podemos reducir estas cuadraturas de figuras a un problema inverso de tangentes
(Edwards, 1982, pag. 243).

Ademas de la identificacion de la relacion inversa entre el problema de la cuadratura y la
tangente, estos resultados le permiten a Leibniz implementar el método de integracion por

sustitucion. Si en la integral [ v.dx = [y.dy, se hace v =y (Zy

fy(;l—z).dxzfy.dy.

En una carta a L'Hopital, veinte afos después de estas investigaciones de 1673, Leibniz

), se obtiene

resume sus resultados y cuenta como el tridngulo caracteristico le permiti6 sistematizar los
resultados de sus antecesores y desarrollar un método algoritmico que unificé los distintos

resultados y técnicas ya conocidos:

Con el uso de lo que yo he llamado el triangulo caracteristico, formado con los elementos de las
coordenadas y de la curva, encontré como en un parpadeo, casi todos los teoremas que después
encontré en los trabajos de Barrow y Gregory. Hasta entonces, yo no estaba lo suficientemente versado
en el célculo de Descartes y no hice uso de las ecuaciones para expresar la naturaleza de las curvas;
pero por consejo de Huygens, me puse a trabajar en él, y estuve lejos de arrepentirme de hacerlo,
porque me dio los medios casi inmediatamente para encontrar mi calculo diferencial. Esto fue como
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sigue: Yo habia experimentado desde hace algiin tiempo cierto placer por encontrar las sumas de series
de niimeros, y para esto habia usado el bien conocido teorema que, en una serie infinita decreciente, el
primer término es igual a la suma de todas las diferencias. De esto obtuve lo que llamo el tridngulo
armoénico, en oposicion al triangulo aritmético de Pascal...Reconociendo de esto la gran utilidad de las
diferencias y viendo que por el célculo de Descartes las ordenadas de la curva podian ser expresadas
numéricamente; vi que encontrar cuadraturas o las sumas de las ordenadas era lo mismo que encontrar
una ordenada (la de la cuadratiz) de la cual la diferencia es proporcional a la ordenada dada. Reconoci
también, casi inmediatamente que encontrar las tangentes no es otra cosa que encontrar diferencias, y
que encontrar cuadraturas no es otra cosa que encontrar sumas, teniendo en cuenta que uno supone que
las diferencias son incomparablemente pequefias.*”

Después de sus trabajos sobre el tridngulo caracteristico, Leibniz descubre su método de
transmutacion, mediante el cual se pueden deducir todos los resultados sobre cuadraturas
conocidos en la época; éste método esta basado en los indivisibles de Cavalieri y en los de
aquellos que usaron rectangulos indivisibles para el calculo de cuadraturas, tal como el

mismo Leibniz lo afirma en su respuesta a la Epistolar prior de Newton:

Mi método es como un corolario de una teoria general de transformaciones, con ayuda del cual,
cualquier figura, dada por cualquier ecuacion, se reduce a otra figura analiticamente equivalente, [...]
Mas aun, el método general de transformaciones me parece adecuado para ser considerado entre los
mas poderosos métodos del analisis, porque no solamente sirve para series infinitas y aproximaciones,
sino también para soluciones geométricas y un sinfin de cosas, dificilmente manejables de otra
forma...El principio de las transformaciones es el siguiente: una figura dada, con innumerables lineas
(ordenadas) trazada de alguna manera (de acuerdo a alguna regla o ley) puede ser resuelta en partes, y
las partes, y las partes — u otras iguales a ellas) -, cuando se reacomodan en otra posicién o en otra
forma, componen otra figura, equivalente a la primera o de la misma éarea aunque la forma sea
totalmente diferente; asi, se puede obtener la cuadratura de muchas formas...Estos pasos son tales que
los puedo encontrar de una vez cualquiera que proceda metddicamente bajo la guia de la naturaleza
misma; y contiene el verdadero método de los indivisibles con una concepcion mas general y hasta
donde yo sé , hasta ahora no habia sido expuesto con suficiente generalidad. Porque, no sélo a rectas
paralelas o convergentes, sino a otras lineas, rectas o curvas, construidas mediante una ley definida, se
les puede aplicar la resolucion (de la figura original en partes que se van a reunir formando otra
figura)... ciertamente todas las cuadraturas, absolutas o hipotéticas hasta ahora conocidas, no son sino
casos particulares de ésta.*®

Al respecto Edwards comenta que Leibniz esta describiendo aqui el principio conocido
en el siglo XVII como “transmutacién”: Sean 4 y B dos regiones planas (o del espacio),
cada una dividida en indivisibles (éstos pueden ser tomados como una infinidad de
rectangulos o prismas infinitesimales). Si existe una correspondencia uno a uno entre los
indivisibles en 4 y los de B, tales que indivisibles correspondientes tengan iguales areas (o
volumenes), entonces se dice que B es derivado de A por transmutacion, concluyendo que

tiene areas (o volumenes) iguales.

3* Citado por (Edwards, 1982, pags. 244-245)
3 Citado por (Edwards, 1982, pag. 245)
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Veamos la forma coémo Leibniz utiliza el triangulo indivisible en un proceso de
transformacion®:

Consideremos la region limitada por la curvay = f (x),elejex ylasrectas x = Ay
x = B. Tomemos un punto P(x,y) y formemos el triangulo caracteristico PQR, tal que
Q (x +dx,y +dy). Sea la tangente determinada por el arco infinitesimal ds =PQ, cuya
prolongacion corta al eje y en el punto T(0,z); localizamos el punto S, tal que OS (de

longitud p) sea perpendicular a la tangente SO, como se muestra en la figura.

ds
\ Y = fix)
o]
Fh

S/4 2=
il | | ™™

P .
F G
o A dx B b =
Figura 1.27 — Transmutacién
Como los triangulos POR y TMP son semejantes se tiene que,
™ MP deci x y—z
— = — es decir — = —
PR OR’ dx dx ’
. dy
Delo cual se tieneque z =y — x I (1)
., . dx ds ., )
También se tiene que N = > pues los triangulos POR y OTS son semejantes.
. ., . o 1 1
El area del triangulo infinitesimal OPQ es a(OPQ) = 5D ds = 5 2 dx.

¥ Tomado de (Recalde, Lecciones de Historia, 2011)
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De esta forma, si se considera la region acotada por f(x) y los segmentos OC y OD
formada por los tridngulos infinitesimales OPQ, entonces se tiene
a(region OCD) = %fAB zdx, donde z = g(x).> (2)
De las condiciones del problema, y tal como se puede verificar de la grafica, se tiene
que:
a(ACDB) = a(AODB) + a(region OCD) — a(AOCA)
Expresion que es equivalente a:
f ydx = —B f(B) — —A f(A) + a(region OCD) = [xy] + a(region OCD).

Remplazando la condicion (2) se obtiene,

f ydx = ([xy]A +J, de) (3)
Esta formula (3) es conocida como “el teorema de transmutacion” de Leibniz, en el cual
podemos visualizar el teorema fundamental del calculo. La curva z = g(x), llamada la
cuadratriz, proviene de f(x) a través de la intervencion de la tangente en cada punto.

Ademas al sustituir (1) en (3) se tiene la formula de integracion por partes:

@)
+/

f ydx = [xy]§ oy X

Una ilustracion importante del método de transmutacion es la cuadratura aritmética del
circulo:

35 En la época en que Leibniz desarroll6 estas investigaciones atn no incorporaba el simbolo para la integral |[;
sin embargo se utiliza aqui por simplicidad.
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dy
dx

x fiaey
Figura 1.28 — Cuadratura aritmética del circulo

Leibniz considera el semicirculo superior de ecuacion y = V2x — x2 . Se tiene que

., . 222
, por transformacion z = y—X—= |—, €8 decir x = 7
y 2—x 1+z

dx

dy _ 1}/;’5 1x - Aplicando la

formula de transmutacion para calcular el area de un cuarto de circulo se obtiene:
T 1 1 1 1M
- = = - — x2 -
" fo ydx - ([xV2x — x*], + zfo zdx).

Para calcular | o Zdx, Leibniz recurre a la relacion que se visualiza en la grafica:

4

r xdz
:

L

J[z.:i X
L

Figura 1.29 — Calculo de fol zdx

= fol ydx = (% [xV2x — x2]§ + fol de) =%<1 + (1 - fol xdz)).

N

Sustituyendo x:

T 1z%dz
_=1_f 2
4 0 14z

Por la expansion de la serie geométrica:
T _ L2 2444
.= 1 fo z(1—-z"+z ).
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Integrando término a término:

Tn_ ., [1 3 15 7 ]1
4—1 [32 -z +7z+

b4 1 1 1

s l=3t5 =37

Leibniz parece no haber quedado muy satisfecho con este resultado, pues se necesitarian
mas de cien mil términos para obtener una mejor aproximacion de © que la obtenida por
Arquimedes. Sin embargo, su método de “transmutacién” lo erige como uno de los
creadores del cdlculo. Puesto que, en dicho método Leibniz recoge toda la tradicion
anterior, especialmente el principio de los indivisibles de Cavalieri, y establece, de manera
general, la relacion inversa entre el problema de trazado de tangentes y el problema del
calculo de cuadraturas.

El otro gran aporte de Leibniz a la constitucion de los conceptos de integral y derivada,
ademas de la identificacion de su relacion inversa, es la incorporacion de los simbolos “d”
y “[”, para representar las operaciones de diferenciacién y sumacion, respectivamente.
Puesto que en matematicas, se tiene un concepto debidamente formalizado una vez se le
asigne un nombre, una definicidon y un simbolo. Ademas, se reconoce que historicamente la
incorporacion de una simbologia apropiada permite el descubrimiento de nuevos
resultados, los cuales aparecen como consecuencia de la intima relacion entre contenido y

forma, tal es el caso de la notacion incorporada por Leibniz:

el calculo infinitesimal [de Leibniz] es el ejemplo supremo en toda la ciencia y las matematicas, de un
sistema de notacion y terminologia tan perfectamente acoplado con su sujeto en cuanto que reflejan
fielmente las operaciones basicas 1ogicas y los procesos de aquel sujeto (Edwards, 1982, pag. 232)

El desarrollo conceptual y simbodlico del problema de las cuadraturas, por parte de
Leibniz, aparece en sus manuscritos del 25 de octubre de 1675. Alli aborda el problema
desde varios puntos de vista; usa, por ejemplo, el simbolismo de Cavalieri tratando de
obtener de manera analitica, un proceso que le permita obtener cuadraturas en términos
generales. Partiendo de la diferencia entre ordenadas sucesivas, utilizando el simbolo
"omn(l)" para simbolizar las sumas infinitesimales, recalcando que es una operacion

generadora de dimensiones superiores; asi, omn. antepuesto a / genera un area, antepuesto a
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xl genera un soélido, etc. Parece que precisamente estas consideraciones le sugirieron a

Leibniz el uso de un solo simbolo [ en lugar de omn, tal como él mismo lo expresa:

Serfa conveniente escribir "[ " en lugar de "omn" de tal manera que [ I represente omn(l), es decir la
suma de todas las [. *°

El signo " " proviene de la primera letra de la palabra suma, un poco alargada y en
forma de bastardilla. En este mismo manuscrito introduce el simbolo "d" tomado de la
primera letra de la palabra “diferenciacion”, como operacion inversa a la “sumacion”,
representada por "[ ". Tal identificacion le permite trabajar con dichos signos en términos

de operadores:

Dada [ y su relacion con x, hallar [ . Esto se puede obtener mediante el céalculo inverso, es decir,
supongamos que [l =7ya, y sea lya/d; entonces de la misma manera que | aumenta las
dimensiones, d las disminuird. Pero la [ representa una suma y d una diferencia, y de la y dada
podemos encontrar siempre y/d, es decir la diferencia de las y.”’

Leibniz introduce en realidad el simbolo "1/d" debido a su interpretacion dimensional,
sin embargo, después se da cuenta que justamente d no representa una division como tal,
sino una operacion de diferencias, por lo cual escribe "d(ya)" en lugar de "ya/d", lo que
mas tarde utiliza de manera adimensional.

Con respecto a las diferencias entre los trabajos de Newton y Leibniz, relacionadas con

el teorema fundamental del calculo, Gratan-Guiness comenta:

Otra diferencia entre los dos calculos es la que se refiere al concepto de integral y al papel del teorema
fundamental. Para Newton el objeto de la integracion era el de hallar la cantidad fluente de una
fluxion dada; asi pues, en su version del célculo el teorema fundamental era una consecuencia
inmediata y trivial de la definicion de integral. Leibniz en cambio veia la integraciéon como suma y, por
lo tanto, para ¢l el teorema fundamental del calculo no venia implicado por la definicion de la integral,
sino que era una consecuencia de la relacion inversa que hay entre las operaciones de sumar y tomar
diferencias. Los Bernoulli, sin embargo reinterpretaron la integral de Leibniz como la inversa de la
diferenciacion, asi que durante todo el siglo XVIII el teorema fundamental del célculo fue una
consecuencia inmediata de la definicion de la integracion. (Grattan-Guinness, 1980, pag. 124)

Sin embargo, es extraiio que Grattan-Guines hable de “definicién de integral” en
Newton y Leibniz, puesto que en ninguno de sus trabajos encontramos tal definicion; es

mas, No vemos en sus escritos ninguna preocupacion por definir los conceptos que utilizan,

% Citado por (Grattan-Guinness, 1980, pag. 92)
37 Citado por (Grattan-Guinness, 1980, pag. 93)
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excepto cuando lo necesitan para explicar su operatividad o la forma cémo funcionan

dentro de los procesos, tal es el caso de las fluentes y fluxiones.

[... |denominando fluxiones a esas velocidades de movimientos o incrementos, y fluentes a las
cantidades generadas, paulatinamente fui a dar, en los afios de 1665 y 1666, con el método de
fluxiones del que aqui hago uso en la cuadratura de curvas (Newton, 2003, pag. 104)

Newton, buscaba un método para determinar las cantidades matematicas; y por
cantidades matematicas se referia a las lineas, superficies, solidos y angulos. Podriamos

decir que el objetivo de Newton era determinar la medida de tales objetos.

Tanto los trabajos de Newton como los de Leibniz, se refieren a procesos o algoritmos
para hallar cuadraturas o resolver otro tipo de problemas relacionados con curvas. En sus
trabajos es evidente la blisqueda de una herramienta que permita resolver de manera

general dichos problemas.

Consideramos que el concepto de integral moderno estd intimamente relacionado con el
concepto de funcidn, por lo que en el célculo infinitesimal atin no podemos ver el concepto
de integral. Sin embargo teniendo en cuenta el proceso de generacion de los nuevos objetos
descrito por (Giusti, 1999), podemos entonces decir que la integral aparece en los trabajos
de Newton y Leibniz como solucion de problemas. La integral aparece como algo que
soluciona un problema, como una herramienta de solucién, como una operacién de
sumacion en Leibniz, y como un proceso en Newton, mas no como un concepto.

En cuanto al concepto de area, Leibniz no da una definicion explicita, pero en todos sus
trabajos se adivina la definicion operativa a través de la sumacion. Hay una total
identificacion entre el proceso de sumacion y el calculo del area bajo una curva; en todos
sus trabajos se evidencia una preocupacion por mostrar la correspondencia entre los
resultados de su célculo operativo y los resultados geométricos ya conocidos. Para Newton
el area es una cantidad matematica generada por el movimiento de una ordenada, el area de
una region es una variable, por tanto se puede hablar de su fluxién y operar con ella tal
como se hace con cualquier variable.

Por otra parte, observemos que Newton y Leibniz no solo trataron con una clase mas
amplia de curvas, sino que también lograron dar un tratamiento unificado a los problemas

que antes habian sido atacados, de forma independiente, mediante diferentes métodos.
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Ambos lograron un importante trabajo de generalizacion y sistematizacion, obteniendo
potentes métodos para solucionar muchos de los problemas planteados por sus antecesores.
Sin embargo, sus trabajos fueron fuertemente criticados por falta de rigor. Tanto Newton
como Leibniz eran conscientes de los problemas de rigor de sus trabajos e intentaron, darle
una fundamentacion rigurosa al célculo. Con respecto a esto Kitcher hace una interesante

observacion:

Hemos encontrado una situacién en la cual una demanda por el rigor emerge de manera legitima. [...]
muestra que cierto tipo de razonamiento nos lleva a conclusiones verdaderas, sin embargo cuando
intentamos encontrar un argumento riguroso que nos muestre por qué el razonamiento nos lleva a
conclusiones verdaderas, fallamos. [...] Newton y Leibniz desarrollaron una técnica para la solucion de
problemas. La técnica fue racionalmente aceptada por que los resultados que generaba eran bien
confirmados, y por que prometia sistematizacion de los resultados. Pero una demanda de rigor era
razonable debido a las dificultades de comprension del por qué la técnica era exitosa. (Kitcher, 1981,
pag. 479)

A pesar del alcance de los resultados de Newton y Leibniz, y que gracias a sus trabajos
el calculo se constituyd en una rama de las matematicas; sus métodos, ademas de presentar
problemas de rigor, trajeron como consecuencia el distanciamiento del problema
geométrico inicial del célculo de cuadraturas y termin6 convirtiéndose en una simple

ecuacion.

1.6 El nacimiento de la integral

Alrededor de 1700 los Bernoulli introducen el nombre de integral, y la definen como la
inversa de la diferencial. Es importante reconocer, tal como lo afirma Recalde,” que este
es un hecho epistemoldgicamente significativo, puesto que “con la incorporaciéon de un
nombre para designar una operacion especifica, se estd identificando una nocion que
amerita un tratamiento especial”. La integral deja de ser s6lo una herramienta para resolver
el problema general del calculo de cuadraturas para convertirse paulatinamente en un nuevo
concepto con sus propios problemas y métodos. Sin embargo, esto no es suficiente para
alcanzar el estatuto de nocidon matemadtica propiamente dicha. Antes de que la integral
adquiera dicho estatus, fue necesario el reconocimiento de la nocion de funcion como

objeto del analisis matematico.

¥ (Recalde, 2011)
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A principios del siglo XVIII el andlisis matematico se trabaja como un andlisis de
ecuaciones, y el problema de la integracion consistia en hallar una ecuacion que
representara la solucion de una ecuacion diferencial.

El desarrollo de la teoria moderna de la integracion ha estado intimamente ligado a la
cuestion de la representacion de funciones en series. Euler, en su Introductio an analysis

infinitorum (1748), define:

Una funcion de una cantidad variable es una expresion analitica compuesta de una manera arbitraria
por esa variable y por numeros y cantidades constantes. ™

Las funciones algebraicas corresponden a las representadas por expresiones algebraicas,
y las funciones trascendentes estaran determinadas por expresiones trascendentes; ademas,
para Euler “las funciones trascendentes juegan un papel primordial en la integracion”. Mas
adelante, a raiz de sus investigaciones relacionadas con el problema de la cuerda vibrante,
se ve obligado a cambiar su definicion de funcion. Puesto que las soluciones de las
ecuaciones diferenciales que modelaban el movimiento de la cuerda, involucraban

funciones arbitrarias; en su Institutiones calculi differentialis establece que:

Funcion de ciertas cantidades variables es una cantidad variable que depende de las primeras, de
manera que siempre que ellas cambien, la funciéon experimenta también un cambio: la funcién puede
ser determinada por una ley cualquiera a partir de las variables. *°

Las funciones trascendentes son aquellas que admiten un desarrollo en series de
potencias. De alguna manera, hay implicito en Euler un convencimiento de que toda
funcion es representable en series de potencias, y que la integracion y la representacion de
una funcion en series de potencias van ligadas. Para Euler el problema de la integral

consiste en hallar una funcién primitiva de la funcion que se desea integrar:

El célculo integral es el método para hallar, desde una relaciéon dada de los diferenciales, la relacion

entre estas mismas cantidades; y la operacion que permite hacer esto es habitualmente llamada

“integracion”.*!

A finales del siglo XVIII y comienzos del siglo XIX, los analistas intentaron abolir toda
intuicion geométrica pero, con los conceptos de continuidad y discontinuidad de funciones,

se presentaron nuevos problemas, cuya resolucion exigia retornar a lo geométrico.

¥ Ver (Recalde, 2010, pag. 5)
** Ver (Recalde, 2010, pag. 6)
! Citado por (Recalde, 2007, pag. 114)
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Desde el siglo XVIII con Euler y durante todo el siglo XIX, el problema de la
representacion de una funcidon en series, cautivo el interés de los matemdticos mas
prominentes. A partir de los trabajos de Fourier, se dedicaron grandes esfuerzos a
establecer las condiciones que debia cumplir una funcién para ser representada en series
trigonométricas. Simultdneamente, la cuestion sobre la integrabilidad de las funciones
discontinuas fue evolucionando al punto que a finales del siglo XIX, fue considerada
independientemente como un problema importante del analisis matematico, dando lugar a
la Teoria de la Integracion.

En sus investigaciones sobre la transmision del calor en un cuerpo soélido de 1807,
Fourier obtiene la siguiente serie trigonométrica como solucion a la ecuacion diferencial de

la difusion:

f(x)=ay+ Z(an cosnx + b, sinnx), conx € [0,27]

n=1
Fourier calcula los coeficientes mediante integracion término a término, suponiendo que
la integral de una suma infinita es igual a la suma de las integrales sin preocuparse por las

condiciones de convergencia, obteniendo las siguientes expresiones:
2w 2m 2

ag=—1] fx)dx, a,=-— f(x)cosnxdx,b, =—] f(x)sinnxdx.
21 s s
0 0 0
De esta manera, la representacion de una funcion en series de Fourier, depende de la
integrabilidad de la funcidn en el intervalo correspondiente. Fourier estaba convencido de
que las funciones “arbitrarias” o discontinuas de Euler eran representables en series
trigonométricas, pero sus funciones arbitrarias incluian un conjunto mas amplio y su

definicion de funcién, que presenta en su Theorie analytique de la chaleur, hace mas

énfasis en la arbitrariedad de las ordenadas en el sentido de que

No estén sujetas a una ley comun a todas ellas; se suceden unas a otras de una manera arbitraria, y cada
una de ellas viene dada como si fuera una cantidad aislada. (Fourier, 1822, art 147).

En la época en que aparece la obra de Fourier, al considerar una funcion se pensaba ante
todo en una expresion analitica, y de acuerdo con ello se concebia la integracion y la
diferenciacion al estilo ‘algebraico’, como operaciones sobre formulas. El considerar la

integral simplemente como una antiderivada, carecia de sentido para funciones discontinuas.
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Al ampliarse el dominio de las funciones, mas alla de las continuas, se hizo necesario
reconsiderar el concepto de integral, sin embargo el problema de la integracion seria tratado
durante muchos afios como un problema subsidiario del problema central de la
representacion de una funcion en series trigonométricas. La integral definida es considerada
como una herramienta de solucidn necesaria, pero inicialmente no es el concepto principal
de estudio.

Fourier plante6 que para calcular los coeficientes de la serie trigonométrica es suficiente
tener un area para la region bajo ¢ (x) sen nx, de esta manera plantea la necesidad de volver a

la interpretacion geométrica de area e identificar el concepto de integral como un area:

[...]el area de la curva reducida tomada desde x = 0 a x = 7 da el valor exacto de los coeficientes de
sen x; y cualquiera que sea la curva dada puede ser la que corresponde a @(x) ya sea que podamos
asignarle una ecuacion analitica o que no dependa de ninguna ley regular, es evidente que siempre sirva
para reducir de cualquier manera la curva trigonométrica, asi que el area de la curva reducida tiene, en
todos los casos posibles, un valor definido el cual es el valor de los coeficientes de sen x en el desarrollo
de la funcion. El caso es el mismo con los coeficientes b o [ ¢ (x) sen 2x dx (Fourier, 1822).

El nuevo problema es entonces ;como se puede definir la integral como un area cuando
la funcién es arbitraria? Esta cuestion tiene un significado primordial para el desarrollo de
la teoria de la integracion puesto que evoca la interpretacion de integral como el area bajo
la curva. Sin embargo, el movimiento de aritmetizacion del analisis del siglo XIX, impone
el abandono de la intuicién geométrica que habia predominado en el célculo del siglo
XVIII, se lleva a cabo una separacion de las nociones de la geometria intuitiva ligadas al
movimiento fisico, y se hace énfasis en los conceptos de funcion, variable, limite, con un
caracter esencialmente aritmético y logico. Se trata de “desgeometrizar” el céalculo a partir
de un corpus tedrico con una dialéctica propia. Esto se da a partir de los trabajos de
Cauchy, en los cuales se va delineando el andlisis matematico como rama de las
matematicas. En este escenario, el problema de la integral definida se transforma en un

problema del anélisis.

1.7  La definicion analitica de la integral de Cauchy

Cauchy (1789-1857) emprende el proceso de rigorizacion del andlisis, fijando como

base los conceptos de limite, funcion y convergencia. A través de estos conceptos logra
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proporcionar una definicion analitica de la integral definida, dando respuesta al
cuestionamiento de Fourier.

Lebesgue afirma que Cauchy, de manera accidental, fue el primero en dar una definicion
logica de las nociones de longitud, area y volumen. Para poder obtener una definicion

logica, estas nociones se deben tratar como nimeros:

[...]se pueden dilucidar las nociones de area de un dominio plano y de volumen de un cuerpo,
despojandolas de su sentido metafisico, al considerarlas como nimeros y construyendo estos niimeros
por la repeticion indefinida de las operaciones mismas, consideradas antes como proveedoras
aproximadamente de las medidas de areas y volumenes, a causa de axiomas y postulados no
enunciados explicitamente y cuya enunciacion explicita, o la demostracion, proporciona la definicion
légica buscada. Se sabe que Cauchy construyd, mediante un procedimiento andlogo, la integral
definida de las funciones continuas y demostr6, asi, la existencia de las funciones primitivas
(Lebesgue, 1936, pag. 68).

Cauchy fue el primero en introducir una designacion aritmética y funcional de los
conceptos de longitud, area y volumen a través de una definicién analitica de la integral

definida.

Cauchy era consciente de la necesidad de demostrar la existencia de las integrales o
funciones primitivas antes de discutir sus propiedades, asi lo expresa en el prélogo de su
Résumeé:

En el calculo integral me ha parecido necesario demostrar en general la existencia de las integrales o
funciones primitivas antes de dar a conocer sus diversas propiedades. Para lograr esto, fue necesario
establecer por principio la nocién de “integrales tomadas entre limites dados” o integrales definidas. **

Por lo que es indispensable una definicion general de integral; y para ello es necesario
conceptualizar las nociones de cantidad, funcién, limite, continuidad y convergencia de

series, entre otros.

Con respecto a las cantidades y al limite, Cauchy escribe:

Vamos a indicar primero qué idea nos parece adecuada atribuir a estas dos palabras: nimero y
cantidad.

Tomaremos siempre la denominacion de numero, en el sentido empleado en aritmética, al hacer nacer
los niimeros de la medida absoluta de las magnitudes, y aplicaremos la denominacion de cantidad a las
cantidades reales positivas o negativas; es decir, a los nimeros precedidos de los signos + 6 -[...] Al
partir de esos principios, es facil dar cuenta de las diversas operaciones que podemos efectuar sobre las
cantidades.

Se llama cantidad variable a aquella que recibe sucesivamente varios valores diferentes los unos de los
otros [...] se llama cantidad constante a toda cantidad que recibe un valor fijo determinado. Cuando los

*2 Citado por (Waldegg, 1982, pag. 127)
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valores sucesivos atribuidos a una misma variable se aproximan indefinidamente a un valor fijo, de tal
manera que acabara por diferir de éste tan poco como se quiera, este Ultimo se llamara el /limite de
todos los demds. Asi por ejemplo un niimero irracional es el limite de diversas fracciones que dan
valores cada vez mas proximos de ¢l. En geometria, la superficie del circulo es el limite hacia el cual
convergen las superficies de los poligonos inscritos, mientras que el numero de sus lados crece cada
vez mas (Cauchy, 1994, pag. 76).

Antes de Cauchy, el limite siempre estuvo vinculado al calculo en procesos de
aproximacion, tal como lo muestra en los ejemplos citados. A partir de Cauchy, al
constituirse en la base de su teoria, se contard con una definicion precisa y sus
correspondientes propiedades. El concepto de limite le permitira a Cauchy definir las
cantidades infinitamente pequefias como aquellas que tienen limite cero y las cantidades

infinitas como aquellas que ascienden por encima de cualquier numero dado:

Cuando los valores numéricos sucesivos de una misma variable decrecen indefinidamente, de manera
que descienden por debajo de cualquier nimero dado, esta variable deviene lo que suele llamarse un
infinitamente pequerio o una cantidad infinitamente pequeria.

Cuando los valores numéricos sucesivos de una misma variable crecen mas y mas, de manera que
ascienden por encima de cualquier nimero dado, se dice que esta variable tiene por limite al infinito
positivo [...] los infinitos positivos y negativos son designados conjuntamente bajo el nombre de
cantidades infinitas (Cauchy, 1994, pag. 76)

En la primera parte de su Andlisis Algebraico, presenta la siguiente definicion de

funcion:

Cuando las cantidades variables estan de tal modo relacionadas entre si que, dado el valor de una de
ellas, es posible concluir los valores de todas las demds, expresamos ordinariamente diversas
cantidades por medio de una de ellas, la cual toma entonces el nombre de variable independiente, y a
las otras cantidades expresadas por medio de la variable las llamamos funciones de esta variable
(Cauchy, 1994, pag. 78).

Cauchy amplia el universo funcional de Euler; y aunque establece una clasificacion
similar a la de Euler, entiende que las funciones especificadas pertenecen a un tipo especial,
el de las funciones continuas. En este sentido, Recalde® observa que Cauchy incorpora de
manera implicita la primera gran clasificacion fundamental: funciones continuas y
funciones discontinuas*. El analisis de Cauchy corresponde a las funciones continuas, y es

a ¢l a quien debemos la primera definicion formal de una funcién continua en un intervalo:

La funcion f(x) permanecera continua respecto de x entre los limites dados si, entre esos limites, un
incremento infinitamente pequeflo de la variable produce siempre un incremento infinitamente
pequefio de la funcion (Cauchy, 1994, pag. 90)

* Ver (Recalde, 2010)
4 También Bolzano habia establecido esta clasificacion en 1816.
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Cauchy define el concepto de integral definida para funciones continuas, volviendo a la
concepcion geométrica (intuitiva) de area, pero reinterpretandola en términos de los nuevos
conceptos del analisis matematico y sin consideraciones geométricas. Pero antes de definir
la integral, respetando el rigor que ¢l mismo le ha impuesto a su andlisis, Cauchy debe

demostrar la existencia del limite de las sumas que la determinan:

Supongamos que la funcién y = f(x)es continua respecto a la variable x entre dos limites finitos
x = x,,x = X. Supongamos también que se designa por xi,Xx,-:,X,_; a nuevos valores de x
interpuestos entre estos limites y que vayan creciendo o decreciendo desde el primer limite hasta el
segundo. Sera posible servirse de esos valores para dividir a la diferencia X — x, en elementos
X{ — Xg,Xp —X1,X3 — X3, , X — X, 1

Que seran todos del mismo signo. Consideremos ahora que cada elemento se multiplica por el valor
f(x) que corresponde al origen de ese mismo elemento; a saber, el elemento x; — x, por f(xg), el
elemento x, — x; por f(x;) -+, en fin, el elemento X — x,,_; por f(x,_1); y sea

S = (xr = x0)f (x0) + (2 = x1)f (x1) + -+ + (X — x,-1)f (x;,—1). (Cauchy, 1994, pag. 287)

Cauchy aclara que S depende tanto del numero n de elementos de la particion como de
su tamano, pero “si los valores numéricos de los elementos devienen muy pequeiios y el
nimero n muy grande, el modo de division sélo tendrd una influencia insensible sobre el
valor de §”. Demuestra entonces, suponiendo la continuidad de £, que si S es
independiente de la particion y que a medida que se refina la particion S tiende a un valor

numérico constante y concluye:

Cuando los elementos de la diferencia X— x, devienen infinitamente pequeilos, el modo de divisién
tiene sobre el valor de S tan s6lo una influencia sensible; y, si se hacen decrecer indefinidamente los
valores numéricos de esos elementos, al aumentar su nimero, el valor de S terminard por ser
sensiblemente constante o, en otras palabras, terminard por alcanzar un cierto limite que dependera
Gnicamente de la forma de la funcién f(x) y de los valores extremos x, y X de la variable x. Este
limite es lo que llamamos una integral definida (Cauchy, 1994, pag. 291).

A medida que se refina la particion las sumas asociadas van formando una sucesion de
Cauchy que converge al valor de la integral definida. De esta manera aproxima el area bajo
una curva f(x), en un intervalo [xy, X], por medio de sumas de una cantidad finita de areas

rectangulares (x; — x;_1)f(x;—1). Cauchy agrega que:

Si se designa por Ax = h = dx a un incremento finito atribuido a la variable x, los diferentes términos
de los que se compone el valor de S, [...] estaran todos comprendidos en la formula general hf (x) =
f(x)dx [...] Se puede decir entonces que la cantidad S es una suma de productos...), hf (x) =
Y. f(x)Ax. En cuanto a la integral definida hacia la cual converge S, al devenir los elementos de la

* La continuidad en realidad debe ser uniforme en el intervalo [%9, X] pero Cauchy ain no establece tal
diferencia. Al respecto Alvarez anota que Heine es quien introduce explicitamente la diferencia entre
continuidad y continuidad uniforme, en 1872. (Cauchy, 1994, pag. 291).

79



diferencia X—x, infinitamente pequefios, convenimos en representarla por la notacion
[hf(x) o [ f(x)dx, en la cual la letra [, que sustituye la letra 37, no indica a una sumal...], sino al
limite de una suma de esta especie (Cauchy, 1994, pag. 293).

Ademas como el valor de la integral definida considerada depende de los valores

extremos x, y X, Cauchy conviene usar alguna de las notaciones:

[y f@dx, [fCodx (), Jf@dx ((Z30).

Aclarando que la primera, que fue incorporada por Fourier, es la mas simple. Para el

caso de las funciones constantes f(x) = a, puesto que independiente de la particion S = a,
Cauchy concluye que fx)i adx = a(X — xy), y si a = 1 se obtiene fx); dx = (X — xp).

Observemos que Cauchy separa la integral del célculo diferencial, no la define como la
operacion inversa de la derivada sino como un limite de sumas. Una de las principales
ventajas de su método, segun el punto de vista de Cauchy, es que ¢l puede “demostrar en
forma general la existencia de integrales o funciones primitivas™, de las cuales varias
propiedades, pueden ser estudiadas solamente después de una prueba de existencia.*’

A pesar de que Cauchy enuncia la definicién de la integral independizédndola de todo
referente geométrico, no desconoce su interpretacion geométrica como el area bajo la
curva. Cauchy es consciente de que el concepto de integral es un concepto analitico y no

geométrico, pero no desconoce las aplicaciones que dicho concepto tiene en la geometria:

Vamos a suponer que el limite X es mayor que x; y que la funcion f(x) es positiva desde x = x; hasta
x = X; x, y designan las coordenadas rectangulares y 4 designa la superficie comprendida entre el eje
de las x y la curva y = f(x) y entre las ordenadas f(x,),f(X). Esta superficie, cuya base es la
longitud X — x, medida sobre el eje de las x, serd una media entre las areas de los dos rectangulos
construidos sobre la base X — x y cuyas alturas respectivas son iguales a la menor y a la mayor de las
ordenadas levantadas de entre los diferentes puntos de esta base. Ella serd pues equivalente a un
rectangulo construido sobre una ordenada media representada por una expresion de la forma f[x, +
8(X — x¢)], de modo tal que se tendra

% Citado por (Hawkins, 1979, pag. 10)

En este sentido resulta interesante el comentario de (Kleiner, 1991, pag. 307) con respecto a las pruebas de
existencia; “Una caracteristica prominente de la matematica del siglo XIX es la existencia de resultados no
constructivos”. Menciona varios ejemplos de esta nueva tendencia: Gauss con el teorema fundamental del
algebra prueba la existencia de las raices de ecuaciones polinomiales pero no muestra como hallarlas, Cauchy
y otros prueban la existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales sin dar una solucion explicita, Cauchy
probo la existencia de la integral de una funcion arbitraria pero frecuentemente no fue capaz de evaluar la
integral de una funcion especifica, también presenta los test de convergencia de series sin indicar a donde
convergen. A finales del siglo, Hilbert prueba la existencia de bases finitas para anillos de polinomios, pero
no las construye explicitamente. Agrega Kleiener que esta tendencia aparece por primera vez en el siglo XIX
y, a pesar de que estos ejemplos abundan, todas estas pruebas fueron rechazadas por los intuicionistas.

80



A=X—x)flxo+0X —x0)], (8)

En donde # designa un nimero menor a la unidad. Si se divide la base X — x, en elementos x; —
Xg,Xp — X1,X3 — Xp,*, X —Xx,_1, la superficie A4 se encontrarda dividida en elementos
correspondientes cuyos valores estaran dados por ecuaciones semejantes a la formula (8). Se tendra
también

A= (x; —xo)flxo + 0(x; — x)] + (G = x) flxy + 0,y —x )]+ -+ (X — 2 ) fl2py +
n—1X—xn—1, ©)

En donde 6, 6;,--,0,_, designan a numeros menores que la unidad. Si en ésta ultima ecuacion se
hacen decrecer indefinidamente los valores numéricos de los elementos de X — x,, se obtendra al pasar
al limite

A= fx); f(x) dx. (Cauchy, 1994, pag. 307)

Aunque Cauchy no se preocupa por obtener una definicion de area, al signarle un
numero a la superficie bajo la curva estd dando un primer paso hacia la definicion de area;
tal como lo afirma Lebesgue, esta nocidon hay que tratarla como nimero para poder obtener
una definicion l6gica. De forma similar, el area de una superficie curva es considerada por
Cauchy como la solucion de una ecuacion diferencial parcial.

Después de definir la integral, se muestra la relacion entre la integral y la derivada,
mediante el Teorema del Valor Medio para el calculo integral que es demostrado por
Cauchy, y sintetizado en la siguiente formula:**

X
f F)dx = (X — xo) flxo + 0K — x0)]

0

Si en la integral definida fx); f(x) dx se hace variar uno de los dos limites; por ejemplo la cantidad X,

la integral variara junto con esa cantidad. Si se sustituye el limite de la variable X por x, se obtendra
como resultado una nueva funcién de x que sera llamada una integral tomada a partir del origen x =
Xg. Sea

Fx) = [ f(0) dx. (M
Esta nueva funcién. Se obtendra de la formula (19) (leccién 22)*

F(x) = (x —xo)f [xo + 0(x — x0), F(xp) =0, (2)

Donde @ es un nimero menor que la unidad, y de la formula (7) (leccion 23)*°

* Ver leccion 22 del Curso de analisis (Cauchy, 1994, pags. 295-299)
* La formula a la que se refiera Cauchy es la del teorema del valor medio, que enunciamos antes.
[} fedx =[] fedx + [ f)dx
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x+a X x+a

f f(x)dx—f f(x)dx = f f(x)dx = af (x + 6x)

X0 X0 x
O bien

Fx+a)—Fx) =af(x+0a). 3)

Se sigue de las ecuaciones (2) y (3) que si la funcion f(x) es finita y continua en la vecindad de un
valor particular atribuido a la variable x, la nueva funcion F(x) sera finita y ademas continua en la
vecindad de este valor, ya que a un incremento infinitamente pequefio de x correspondera un
incremento infinitamente pequefio de F(x). Asi, si la funcién f(x) es finita y continua desde x = x,

hasta x = X, lo mismo sera valido para la funcion F(x). Podemos afiadir que si se dividen entre « los
dos miembros de la férmula (3) se concluird, al pasar al limite,

F = f(2). )

Asi la integral (1), considerada como funcion de x, tiene como derivada la funcion f(x) que se
encuentra bajo el signo [ . Se probara de igual manera que la integral

[FFeodx = = [7 f() dx,

Considerada como funcion de x tiene como derivada a —f (x). Se tendra entonces

5 FG) dx = f(0) y - [ f(x) dx = —f(x). (Cauchy, 1994, pags. 311-312)
Asi demuestra Cauchy el primer teorema fundamental del célculo. Més adelante se
plantea el problema de encontrar la solucion general de la ecuacion dy = f(x)dx, la cual

esy = fxxo f(x)dx + w(x) , donde @w(x) es tal que @ (x) = 0, es decir w(x) es constante.

A partir de aqui define la integral indefinida: “cualquiera que sea el origen x, de esta
integral, se representa en el calculo por medio de la simple notacion [ f(x)dx, y recibe el
nombre de integral indefinida”. Ademéas demuestra que [ f(x) dx = F(x) + @w(x) , donde
F(x)es tal que F'(x) = f(x) , y finalmente demuestra el segundo teorema fundamental del

calculo:

[} FGO dx = F(x) = F(x).
Respecto a estos resultados de Cauchy, Alvarez °' resalta la diferencia entre la forma
como aparece esta relacion inversa entre integrabilidad y diferenciacion, en el célculo de
Newton y Leibniz y el analisis de Cauchy. Mientras que en el calculo dicha relacion inversa

aparece como la base del mismo; en el andlisis aparece posteriormente, una vez se han

' Ver (Cauchy, 1994, pags. 312-315)
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definido de manera independiente la integral y la derivada, unificando estas dos vertientes.

Tal como el mismo Cauchy lo reconoce:

A través de la teoria de las cuadraturas podemos considerar a cada integral definida, tomada entre dos
limites reales, simplemente como la suma de los valores infinitamente pequefios de la expresion
diferencial bajo el signo | que corresponde a los distintos valores reales de la variable entre dichos
limites. Me parece que este modo de concebir a una integral definida debe prevalecer porque se adapta
a todos los caso, aun para aquellos en los que no es posible pasar facilmente de la funcion que aparece
bajo el signo [ a la funcién primitiva. Tiene ademas la ventaja de dar valores reales para las integrales
que corresponden a funciones reales. No seria posible obtener todo esto si se considera a una integral
definida, tomada entre dos limites, como equivalente necesariamente a la diferencia de los valores de
una funcion primitiva discontinua.>

La definicion de integral definida introducida por Cauchy permite ver que la existencia
de la integral no depende de la existencia de una ecuacion que defina la funcion a integrar.
Asi Cauchy resuelve el problema de rigor que habia quedado inconcluso en Newton y
Leibniz, pero no resuelve completamente el problema general de la integral de las
funciones arbitrarias (discontinuas) planteado por Fourier, el cual, geométricamente,
plantea el dilema de la existencia de una medida para figuras geométricas de contorno no

continuo.

Posteriormente en su Memoire sur les fonctions discontinues de 1849, Cauchy muestra
que su integral existe para funciones acotadas con un nimero finito de discontinuidades en

el intervalo [a, b]; €l afirma que si f es acotada en [a, b] y discontinua en un punto ¢ de

(a,b) entonces lim,_y+ fac_T fylim,_y+ fcb+T f existen y la integral puede ser definida

b . c—T . b
como [ f =lim,_o+ [ f+ lim,_o+ fC+Tf.53

1.8 Laintegracion de funciones discontinuas y la condicion de Dirichlet

Lejeune Dirichlet (1805-1859) en su memoria de 1829 Sur la convergence des séries
trigonometriques qui servent a représenter une fonction arbitraire entre des limites
données, presenta la primera demostracion formal de la convergencia de las series de

Fourier para funciones acotadas, continuas y mondtonas a trozos.

>2 Citado por Alvarez en (Cauchy, 1994, pags. 312-313)
33 Citado por (Hawkins, 1979, pag. 12)
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Si la funcion ¢(x), cuyos valores se suponen finitos y determinados, no presentan mas que un niimero
finito de soluciones de continuidad™ entre los limites —7 y 7, y si ademas no tiene mas que un niimero
determinado de maximos y minimos entre esos mismos limites, la serie [de Fourier] cuyos coeficientes
son integrales definidas dependientes de la funcion ¢@(x) es convergente a un valor expresado

generalmente por %[(p(x + &)+ @(x —¢€)], donde & designa un numero infinitamente pequefio
(Dirichlet, 1829, pags. 168-169).
Es decir, si una funcion acotada es continua a trozos y monotona a trozos, su serie de
Fourier converge en cada punto a la semisuma de los limites laterales de la funcion.

Dirichlet comenta que el tnico trabajo conocido sobre la convergencia de las series de

Fourier es el presentado por Cauchy en 1823, pero que su demostracion no es valida:

El autor [Cauchy] de este trabajo reconoce que en su demostracion se encuentra un defecto en relacion
con ciertas funciones para las cuales la convergencia es sin embargo indiscutible Un examen atento del
Informe citado me llevo 4 creer que la demostracion que es expuesta no es suficiente ni para los casos
en los cuales el autor lo considera aplicable (Dirichlet, 1829, pag. 157).

Usando los presupuestos tedricos establecidos por Cauchy en su analisis, Dirichlet

estudia las integrales, hoy llamadas de Dirichlet

fy = F (o,

Donde 0 < h < %y / es una funcion monotona y continua en el intervalo [0, h]

Dedica gran parte de su memoria a demostrar con todo detalle que:

Cualquiera que sea la funcion f(f) , con tal que permanezca continua entre los limites 0 y % (siendo 4

positivo y a lo mas igual a %) y tal que crezca o decrezca desde el primero de estos limites hasta el

. , hsi
segundo, la integral integra fo %
cantidad menor que todo nimero asignable, cuando i crece mas alla de todo limite positivo (Dirichlet,
1829, pag. 164)

f(B)OAB acabara por diferir constantemente de % f(0) en una

Para demostrar dicho resultado, divide la integral dada en integrales equivalente a las

integrales de la forma

Z

_ n sinnf
K, = Qy (v—l)%( sin ) aﬂ

4 i~ e e ., . . . . . . .
> Dirichlet utiliza la expresion “soluciones de continuidad” para referirse a los puntos de discontinuidad de la
funcion.
55 .y .- .. . .
Esta notacion, utilizada por Dirichlet, no se refiere a una derivada parcial.
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Donde g, es una valor entre f (Q) yf (vn—n), dichas integrales son positivas o

negativas segin v — 1 es par o impar. Luego analiza la convergencia de las sumas de estas
integrales cuando i tiende a infinito y asi obtiene el limite hacia el cual converge la integral

inicial. Mas adelante generaliza este resultado:

La letra & designa una cantidad positiva a lo mas iguala a %, y g una cantidad también positiva y

h .
f SInnB  sap
g

ademas inferior a A, la integral

sinf
En la cual la funcion f(B)es continua entre los limites de integracion y es siempre creciente o
decreciente desde f = g hasta § = h, convergera a un cierto limite, cuando el nimero i se hace mas y
mas grande. Este limite es igual a cero, excepto en el caso en que g tiene un valor nulo, en tal caso
[la integral] tiene un valor de % f(0) (Dirichlet, 1829, pag. 165).
Al final de su memoria sobre la convergencia de las series de Fourier, una vez ha
enunciado las condiciones suficientes para que la funcion ¢(x) sea representable en series
de Fourier, aclara que faltaria por considerar los casos donde las condiciones sobre el

) . . 56
numero de las “soluciones de continuidad”

y sobre los valores de maximos y minimos
dejan de cumplirse: “estos casos singulares pueden ser reducidos a los que acabamos de
considerar. Hace falta solamente que la serie tenga sentido cuando las soluciones de
continuidad estdn en numero infinito”, y la serie tiene sentido para estas funciones con

infinitos puntos de discontinuidad siempre que:

Si a y b representan dos cantidades arbitrarias incluidas entre - y 7, sea posible siempre encontrar
otras cantidades » y s entre a y b, lo suficientemente proximas para que la funcién permanezca
continua en el intervalo de » a s (Dirichlet, 1829, pag. 169)

A lo cual agrega:

Sentiremos facilmente la necesidad de esta restriccion considerando que los diferentes términos de la
serie son integrales definidas y nos remontan a la nocion fundamental de las integrales. Veremos que
la integral de una funcidn significa algo s6lo cuando la funcién satisfaga la condicion anteriormente
enunciada (Dirichlet, 1829)

Dirichlet subraya de esta manera la estrecha relacion entre la representacion en series de
Fourier y la integrabilidad.
Para que la funcion sea integrable no es necesario que sea continua, ni que el conjunto

de puntos de discontinuidad sobre el intervalo de integracion sea finito. Seglin Dirichlet,

" Es curioso que Dirichlet utiliza esta expresion para referirse a los puntos de discontinuidad de la funcion.
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una funcién con un numero infinito de puntos de discontinuidad es integrable si el conjunto
de los puntos de discontinuidad es un conjunto diseminado >’ (denso en ninguna parte).
Este concepto de conjunto diseminado serd introducido posteriormente por Hankel: “un
conjunto es diseminado, si entre dos puntos cualesquiera del conjunto existe un intervalo
que no contiene puntos del conjunto”.

Durante un largo periodo de tiempo, varios matematicos, entre ellos Lipschitz y Hankel,
seguiran convencidos de que la integrabilidad de las funciones discontinuas depende de la
distribucion de los puntos de discontinuidad sobre el intervalo de integracion. Ademas
pensaban que al estar los puntos de discontinuidad diseminados sobre el intervalo de
integracion, esto puntos se podian “aislar” facilmente. Actualmente se sabe que este tipo de
conjuntos son dificiles de tratar.

A partir de estos resultados de Dirichlet, las cuestiones sobre representacion de
funciones en series de Fourier y la integracion de funciones discontinuas evolucionaran
paralelamente; y los trabajos relativos a la integrabilidad de funciones discontinuas se
concentraran en el analisis sobre la distribucion de los puntos de discontinuidad, lo que
llevaran a matematicos como Hankel y Cantor a comenzar un estudio detallado de los
conjuntos de puntos, dando lugar a los desarrollos sobre la teoria de conjuntos de puntos
lineales. Es asi como la cuestion de la representacion de funciones discontinuas mediante
series de Fourier se convertira en un elemento movilizador del desarrollo de la teoria de
integracion y la teoria de conjuntos.

Otro aporte importante de Dirichlet a la teoria de integracion, es que da respuesta al
interrogante planteado por Fourier respecto a la integrabilidad de funciones arbitrarias,
exhibiendo una funcion arbitraria con infinitos puntos de discontinuidad que no cumple su
condicion: Sea

Flx) = { ¢ six es racional

d six es irracional

La funcién asi definida tiene valores finitos y determinados para todo valor de x, y sin embargo no es
posible sustituirla en la serie, en vista de que las diferentes integrales que aparecen en dicha serie
pierden todo su significado en este caso (Dirichlet, 1829, pag. 169).

°7 Modernamente se dice que un conjunto es diseminado o denso en ninguna parte si el interior de su
cerradura es vacio, es decir su cerradura no contiene ningun intervalo abierto.
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Podemos interpretar esta pérdida de significado de las integrales desde dos aspectos, uno
relacionado con el hecho de que el concepto de integral definida de Cauchy no contempla
este tipo de funciones, por lo cual se carece de una definicién que permita calcular la
integral definida; el otro tiene que ver con la afirmacion de Fourier de que los coeficientes
son areas “el area de la curva reducida tomada desde x = 0 a x = m da el valor exacto de
los coeficientes de senx”, por lo que para tal funciébn no seria posible calcular sus
coeficientes, al no determinar un area.

Al respecto Duoandikoetxea > observa que el trabajo de Dirichlet clarifica los términos
en que se planteaba el problema sobre la representacion en series de Fourier. Por una parte,
no podemos hablar de coeficientes de Fourier mas que para las funciones para las cuales las
integrales que aparecen en las formulas tienen sentido. Por otra, Dirichlet comprendié que
no habia que buscar un resultado tan general como Fourier sugeria, sino condiciones
suficientes que asegurasen la convergencia de la serie. Inaugurando asi los criterios de
convergencia. En un trabajo posterior ampli6 su resultado al caso de funciones no acotadas,
con la condicion de que sean absolutamente integrables.

A partir de Dirichlet queda abierta la pregunta en relacion con la exigencia que deberia
cumplir una funcién arbitraria para que ella fuese integrable ;Qué tan discontinua puede ser
la funcion para que sea integrable? ;Qué restricciones deben cumplir los infinitos puntos de
discontinuidad para que la funcion sea integrable?

A fines de los afios 1840 Dirichlet ensefiaba en Universidad de Berlin, donde, siguiendo
las nuevas tendencias de la Universidad reformada, no ensefnaba temas elementales, sino
que en sus clases se trataban asuntos relacionados con investigaciones en curso y ofrecian
seminarios de investigacion para estudiantes avanzados. Asi sus trabajos sobre
representacion en series de Fourier e integracion encontraran continuidad en las
investigaciones de sus alumnos Bernhard Riemann (1826-1866) y Rudolph Lipschitz
(1832-1903).

¥ Ver (Duoandikoetxea, 2007)
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1.9 Las condiciones de integrabilidad de Riemman

Riemann escribe en 1854 su memoria Uber die Darstellbarkeit einer Function durch eine
trigonometrische Reihe en la que se encuentra la tesis que presentd para su habilitacion
como profesor en Gotinga, la cual fue publicada por Dedekind en 1868. Al inicio de dicha

memoria Riemann muestra que el concepto de integral definida aparece como herramienta
en el intento de resolver el problema planteado por Fourier sobre la representacion de

funciones en series trigonométricas:

El siguiente tratado sobre las series trigonométricas consta de dos partes esencialmente distintas. La
primera parte contiene una historia de las investigaciones y concepciones de las funciones arbitrarias
(dadas graficamente) y su representacion por medio de series trigonométricas. En su composicion me
fue dado emplear algunas indicaciones del conocido matematico a quien se debe el primer trabajo
riguroso sobre este tema. En la segunda parte ofrezco una investigacion sobre la representacion de una
funcion mediante una serie trigonométrica, que incluye los casos no resueltos hasta el momento. Ha
sido necesario anteponerle un breve tratado sobre el concepto de integral definida y el &mbito de su
validez (Riemann, 2000, pag. 41).

Cuando Riemann habla del matematico “a quien se debe el primer trabajo riguroso
sobre este tema”, se refiere a Dirichlet. En esta primera parte de su memoria, Riemann
describe la evolucion historica del problema de la representacion de funciones en series
trigonométricas desde d’Alembert hasta Dirichlet. Una vez ha descrito el trabajo de

Dirichlet, resume su resultado de la siguiente manera:

De aqui se deduce que mediante una serie trigonométrica es representable toda funcién que se repite
periddicamente segun el intervalo 27, y que admite integracion en todo su recorrido, no tiene infinitos
maximos y minimos, y toma, donde su valor cambia por saltos, el valor medio entre los limites por
ambos lados. (Riemann, 2000, pag. 51).

Agregando que la tltima condicion es necesaria, pero que la investigacion de Dirichlet
no dice nada acerca de las funciones que no cumplen las dos primeras condiciones. Sin
embargo, para el caso de todas las funciones que se dan en la Naturaleza el problema queda
totalmente resuelto por Dirichlet. De acuerdo con Riemann el estudio de los casos de
aquellas funciones que no son resueltos por Dirichlet, que no se dan en la naturaleza,
merecen ser estudiados por dos razones: la primera, tal como lo reconoce Dirichlet, este
asunto esta en estrecha relacion con los principios del célculo infinitesimal y puede
proporcionar una mayor claridad en dichos principios, tal es el caso de la integrabilidad; la

segunda razdén es que las series de Fourier se aplican también, ademas de las
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investigaciones fisicas, a un campo de la matematica pura, la teoria de numeros, y alli
aparecen funciones cuya representacion en series no es contemplada por Dirichlet.

Riemann incorporé una definicion de integral que acogia funciones arbitrarias,
altamente discontinuas, basandose en las concepciones de Cauchy y Dirichlet. La
definicion de la integral de Riemann incluye funciones que tengan en un intervalo finito un
conjunto denso de discontinuidades. En su memoria, Riemann dedica una apartado al
concepto de integral definida, argumentando que la indeterminacidon que reina en algunos
puntos fundamentales de la teoria de las integrales definidas lo fuerza a plantearse dos
interrogantes con respecto a la definicion y a las condiciones de posibilidad de la integral
definida, respectivamente:

. b
(Qué hay que entender por fa f(x) dx?

Para determinarlo, tomemos entre @ y b una serie de valores xq,x,,*,Xx,_1 que se suceden de
acuerdo con su magnitud, y para abreviar designemos x; — a por &, X; — X, por &y, b —x,_1 ...,
por &, ycon € una fraccion positiva. Entonces, el valor de la suma

S= 6i1f(a+e8)+6:f(x +&6;)+63f(x; +€363) + -+ 8, f (X,-1 + €,6,)

dependera de la eleccion de los intervalos 0y de la magnitud €. Si ahora tiene la propiedad de que,
comoquiera que se hayan elegido Jy ¢, se aproxima a un limite fijo 4 infinitamente, tan pronto como

e - b
los ¢'se hagan infinitamente pequefios, entonces este valor se llama fa fo)dx.

Si no tiene esa propiedad, entonces fab f(x)dx no tiene ningun significado (Riemann, 2000, pag.
53).
Riemann observa que existen varias extensiones de este concepto de integral definida,

hay una en particular que ha sido adoptada por todos los matematicos, que es la de Cauchy:

Si la funciéon f(x) se hace infinitamente grande al aproximarse a un unico valor ¢ en el intervalo
(a, b), obviamente la suma S puede tomar cualquier valor arbitrario, sea cual sea el grado de pequefiez

. . . o b .
que se quiera prescribir a los 6. De modo que no tiene un valor limite, y fa f(x)dx careceria de
significado de acuerdo con lo anterior.

. - b
Mas si entonces f; “Lf(x)dx +

ety f(x)dx, cuando a; y @, se hacen infinitamente pequefios, se

aproxima a un limite fijo, se entiende por fab f(x)dx este valor limite (Riemann, 2000, pag. 54)

Aclara que otras consideraciones de Cauchy, para el caso en que no se aplica el concepto
basico, pueden ser convenientes para casos particulares pero que no han sido introducidas
en forma general y son tratados de manera arbitraria, por lo cual “resultan escasamente
apropiadas”

En relacion a lo que Riemann llama “la validez del concepto” se plantea el interrogante

(En qué casos admite una funcion integracion, y en cuéles no? Para lo cual presenta dos
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condiciones equivalentes, en términos de la oscilacion de la funcion, que permite
determinar si una funcion dada es integrable o no sobre un determinado intervalo. La
importancia de estos criterios radica en el hecho de que su estudio llevo a caracterizar la

integrabilidad de una funcion en términos del tamafio del conjunto de sus discontinuidades:

Consideramos primero el concepto de integral en sentido estricto, es decir, suponemos que la suma S
converge cuando todos los 8 se hacen infinitamente pequefios. Designemos pues la oscilaciéon maxima
de la funcion entre a y x, esto es, la diferencia entre su mayor y su menor valor en este intervalo,
mediante Dy, entre x; y X, mediante D, -+, entre x,,_; y b mediante D,,; en ese caso, 6;D; + 8, + -+ +
8, D, debe hacerse infinitamente pequefio con las magnitudes &. Supongamos, ademas *°, que, en tanto
los ¢ sean todos menores que d, el mayor valor que puede tomar esa suma sea A; A serd entonces una
funcion de d, que disminuye siempre con d y se hace infinitamente pequefia con esa magnitud. Si ahora
la magnitud total de los intervalos en los que las oscilaciones son mayores que G es = s, la contribucion
de estos intervalos a la suma &;D; + §,D, + -+ §,,D,, sera obviamente > cs. Asi pues se tiene

. A
0s<6,Dy + 8 + -+ 8,D, <A, por consiguiente s < -~
Ahora, dado o, é puede siempre hacerse tan pequefio como se quiera eligiendo d adecuadamente; lo

mismo vale pues para s, con lo que se obtiene:

Para que la suma S converja, cuando todos los & se hacen infinitamente pequefios, se requiere, ademas
de la finitud de la funcién f(x), que la longitud total de los intervalos en los que las oscilaciones son
> o, sea cual sea o, pueda hacerse tan pequefia como se quiera eligiendo d adecuadamente.

Esta proposicion puede ser invertida:

Si la funciéon f(x) es siempre finita, y, al disminuir infinitamente todas las magnitudes &, la magnitud
total s de los intervalos en los que las oscilaciones de la funcién f(x) son mayores que una cantidad
dada o, acaba siempre haciéndose infinitamente pequefa, entonces la suma S converge al hacerse
infinitamente pequefios todos los o.

Pues aquellos intervalos en los que las oscilaciones son > ¢ contribuyen a la suma en una cantidad
menor que s multiplicada por la maxima oscilacion de la funcion entre a y b, la cual (por hipdtesis) es
finita; los restantes intervalos contribuyen < o (b - a). Obviamente podemos ahora, primero, tomar o
tan pequefio como queramos y, luego, determinar la magnitud de los intervalos (por hipotesis) de tal
modo que también s se hara tan pequefio como queramos, con lo que la suma puede hacerse pequefia a
voluntad, y por tanto el valor de la suma S puede ser encerrado entre limites tan proéximos como se
quiera.

Hemos encontrado pues condiciones que son necesarias y suficientes para que la suma S converja con
la disminucion infinita de las magnitudesd, de modo que se pueda hablar en sentido estricto de una
integral de la funcion f(x) entre a y b.

Si ahora se expande el concepto de integral como arriba, es evidente que, para que la integracion sea
posible en todo el recorrido, la ultima de las dos condiciones que hemos encontrado sigue siendo
necesaria; en lugar de la condiciéon de que la funcién sea siempre finita, interviene en cambio la
condicion de que la funcion sélo se haga infinita al aproximarse el argumento a valores aislados, y de
que se obtenga un determinado valor limite cuando los limites de integracion se aproximen
infinitamente a dichos valores.

Esta segunda condicion de integrabilidad muestra que la funcion caracteristica de
Dirichlet tampoco es Riemann integrable. Si consideramos la funcion caracteristica de los

racionales en el intervalo [0,1], para cualquier particién sobre dicho intervalo, todo

De acuerdo con Ferreirds aqui se esta suponiendo, implicitamente, la continuidad uniforme de la funcién.
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subintervalo contendrd al menos un nimero racional y otro nimero irracional, ya que
ambos conjuntos son densos en los reales; por lo que el valor maximo de la funcion en el
intervalo es 1, y el minimo es 0, es decir el valor de la suma S no tiende a un limite tnico.

Cabe mencionar que, a pesar que esta segunda condicion de Riemann dejaba ver
incipientemente que la nocion de "tamafio" del conjunto de los puntos de discontinuidad de
la funcidn tenia que basarse en el concepto de "longitud". Durante catorce afios después de
la publicacion del trabajo de Riemann sobre integracion, se siguid intentando caracterizar a
las funciones Riemann integrables en términos del “tamafo topologico” del conjunto de sus
discontinuidades. Este hecho estuvo influenciado por la confusion que habia generado
Dirichlet, al considerar que los tnicos conjuntos diseminados eran aquellos con un niimero
finito de puntos de acumulacién.”® Cuando se logré distinguir entre los conjuntos
diseminados y los de primera especie, y se introdujo el concepto de contenido nulo, se
logrard transformar la segunda condicion de Riemann en una caracterizacion de la
integrabilidad de una funcion usando una nocion de "longitud generalizada" o medida.

La condicion necesaria y suficiente para que f sea integrable, es que la suma total de las
longitudes de los intervalos de la particion donde la oscilacion supera a un nimero positivo
dado, pueda hacerse arbitrariamente pequefia con la norma de la particion, es decir:

La funcidn f es integrable en el intervalo [a, b] si y s6lo si Ve > 0,Vo > 0,3d > 0, tal
que para toda particion P, con ||P|| < d, se tiene que S(P,0) < &, donde S(P,0) =
Yier Ax;, con T = {i: D; > o}. La demostracion rigurosa de este criterio de integrabilidad
fue dada por Karl J. Thomae en 1875.

Criterio que en términos de la teoria de la medida podemos enunciar como: f'es Riemann
integrable si y s6lo si el conjunto de sus puntos de discontinuidad tiene medida cero.

Con Riemann aparece ya el concepto de funcidén integrable independientemente de
cualquier consideracion acerca de la continuidad de la funcion, la existencia de la integral

solo depende de la existencia del limite de las sumas.

8 Actualmente sabemos que la relacion de inclusion estricta entre los conjuntos de primera especie, los de
medida cero y los  diseminados es la  siguiente: {A: A es de primera especie} C
{A: A es de medida nula} c {A: A es diseminado}. Por ejemplo, el conjunto de Cantor es de contenido
cero pero no es de primera especie y el conjunto de Smith-Volterra-Cantor (fat Cantor sef) tiene medida %2 y
no contiene intervalos, es decir tiene medida no nula y es diseminado (ver 1.9 de este trabajo).
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Una vez que Riemann ha establecido sus dos condiciones de integrabilidad, muestra la
existencia de funciones integrables que poseen un conjunto denso de discontinuidades en

un intervalo acotado, mediante el siguiente ejemplo:

...comenzaremos por las funciones que entre dos limites, por cercanos que estén, presentan infinitas
discontinuidades. Como estas funciones nunca han sido tratadas, sera bueno comenzar con un ejemplo
concreto.

Designemos, para abreviar, con (x) el excedente de x sobre el niimero entero mas proximo, o bien, si x
esta situado a mitad de camino entre dos y la determinacion se hace ambigua, el valor medio entre los
dos valores "2 y —'4, o sea el cero; designemos ademds con »n un nimero entero, con p un entero impar,
y construyamos entonces la serie

()_x+2x+3x+ _Z(nx)
e =1+7+3 ~Lnn

como es facil ver, esta serie converge para cada valor de x; su valor se aproxima, pues, a un limite fijo,
tanto al disminuir el argumento continuamente a x, como al aumentar continuamente. En concreto, si

x = 21 (donde p, n son primos relativos), entonces
n

1 1 1 m. T
[0 =100 =g (1454 5ot ) =00 g
1 1 1 .7
F=0 =1+ g (LG ge ) = f00 4 e

en otro caso, tenemos siempre que f(x +0) = f(x)y f(x-0) = f(x).

Asi pues, esta funcion es discontinua para todo valor racional de x que expresado en forma reducida es
una fraccion con denominador par, y por tanto presenta infinitas discontinuidades entre dos limites
cualesquiera, por cercanos que estén, pero de tal modo que el nimero de los saltos que son mayores
que una magnitud dada es siempre finito. Admite integracion en todo el recorrido. De hecho bastan

para ello, junto con su finitud, las dos propiedades de que tiene valor limite f(x + 0) y f(x-0) por
ambos lados para cada valor de x, y que el nimero de los saltos que son mayores o iguales a una
magnitud dada o es siempre finito. Pues si aplicamos nuestra investigacion anterior, es obvio que, a
consecuencia de estas dos circunstancias, d se puede siempre tomar tan pequefio, que en todos los
intervalos que no contengan esos saltos las oscilaciones sean menores que o, y que la magnitud total
de los intervalos que contienen esos saltos sea tan pequefia como se quiera.

Esta idea de “condensacion de singularidades” que Riemann empled en este ejemplo
seria luego sistematizada y generalizada por Hankel y Cantor. A partir de Riemann los
trabajos relacionados con la integracion se dedicaran a buscar las condiciones que debe
cumplir la funcion para que exista su integral.

Con el concepto de integral definida de Riemann, es posible integrar funciones que no
son la derivada de otra funcién e, incluso, funciones que para cualquier intervalo que se
considere no tienen primitiva. Es precisamente en este punto donde presenta problema la
concepcion de integral como primitiva. Parece estar claro que la integral como limite de

una suma surge dentro del contexto de la fundamentaciéon y no en el contexto de las
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aplicaciones. Con lo que se replantea el problema fundamental del calculo integral:

.y . 61
encontrar una funcion de la cual se conoce su derivada.

1.10 La distribucion de puntos infinitos de discontinuidad y extremos locales
de Lipschitz

Otro aporte importante a la teoria de la integracion lo encontramos en los trabajos de
Rudolf Lipschitz (1832-1903), también alumno de Dirichlet, quien en 1864 en su tesis
doctoral, Recherches sur le développement en séries trigonométriques des fonctions
arbitraries d’'une variable et principalement de celles qui, dans un intervalle fini, admettent
une infinité de mdxima et de minima, complementa los resultados de su maestro sobre la
convergencia de las series de Fourier. Alli aborda el problema de cémo extender las
condiciones de Dirichlet al caso donde la funcién toma valores infinitos, o tiene un
numero infinito de oscilaciones o discontinuidades. Dirichlet ha demostrado que la suma de

los 2n + 1 primeros términos de la serie

w m

- CoS x J(p(a) cosa da + cos 2x f(p(a) cos2a da + -
1 1 2 o
= [oeax+—d d
- sen x f(p((l) sena da + sen 2x f(p(a) sen2a da + -
— -

Se puede expresar mediante la siguiente integral definida,

1 sen(n+l) (a—x)
™ jgo(x) sen%(za'—x)

-

Si esta integral admite un limite cuando n — oo, este valor limite es la suma de la serie.
Lipchitz ® observa que los razonamientos de Dirichlet reposan sobre la condicion de que
¢ (x) sea finita sobre todo el intervalo (— T, n) y que no tenga mas que un numero finito de
discontinuidades y de extremos locales. Las funciones que no cumplen dicha condicion

pueden ser clasificadas en tres tipos:

...en ¢l intervalo (— T, n), toman valores infinitos o poseen un nimero infinito de discontinuidades o
un numero infinito de maximos y minimos. Basta con examinar cada uno de estos tres casos, por

®' En la seccion 1.13 trataremos este aspecto con mas detalle.
62 (Lipschitz, 1864, pag. 282)
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decirlo asi, en si mismo, la reunion de dos o de tres de estos casos modifican mas bien la forma que la
naturaleza y las propiedades de la serie (Lipschitz, 1864, pag. 283).

Lipchitz se propone encontrar las restricciones a las cuales debe someterse la funcion
¢@(x) en los dos primeros casos, buscando condiciones para que las integrales definidas,

que desempeian el papel de coeficientes en la serie, tengan sentido.

En el primer caso, si (a, b) es un intervalo comprendido entre -7 y 7 , es necesario que la integral
fab @ (x) dx siga siendo una funcion finita y continua en las variables a y b. Sean c; ¢;,**, ¢,, todos los
valores de x para los cuales la funcién es infinita y sean &;, 6, -*-, §,, cantidades tan pequefias como se
quiera; uno puede dividir el intervalo (— I, n) en n intervalos parciales (¢; — 81,¢; + 61), (¢, —
8y, Cy + 8,),+++, (¢, — 6, ¢,y + 8,) que nosotros llamaremos intervalos de primera especie. En cuanto
al espacio restante, estd formado por un numero finito de intervalos de una segunda especie, en cada

uno de los cuales la funcién ¢ (x) satisface las condiciones impuestas a la funcion f(f) en el teorema
(D% (Lipschitz, 1864, pag. 263).

Para el segundo caso, en el cual la funciébn ¢@(x) posee un namero infinito de
discontinuidades en el intervalo (— T, T[). Lipschitz afirma que si  ¢@(x) cumple la
condicion de Dirichlet para que sea integrable, de alli “por un razonamiento convincente”
se deduce que se puede dividir el intervalo (— T, n) en intervalos de primera y segunda
especie tal como se hizo para el primer caso. Donde cada intervalo de primera especie tiene
una longitud arbitrariamente pequeiia y contiene un nimero infinito de discontinuidades.
En cada intervalo de segunda especie, la funcién @(x) es mondtona creciente 0 mondtona
decreciente.

De esta manera para calcular la integral definida sobre el intervalo (— T, n), se divide el
intervalo en intervalos de primera y segunda especie, y a estos intervalos Lipschitz asocia
integrales de primera y segunda especie, respectivamente; la integral se expresa entonces
como una suma de integrales de primera y segunda especie. Las integrales de primera
especie pueden ser tan pequefias como se quiera, haciendo una eleccion adecuada de los §;,

de tal manera que su suma se haga tan pequefia como se quiera. Las integrales de segunda

especie se constituyen de tal suerte que cada una tiene limite cuando n — oo.

% Teorema que ha sido previamente enunciado por (Dirichlet, 1829, pag. 165). Sean g y & cantidades tales
que 0<g<h< % Sea f(B) una funcion definida desde el valor B = g hasta el valor 8 = h, finita,
constante o creciente en todo el intervalo considerado, o bien constante o decreciente. Entonces, la

. h in k
integral [} £ (8) .7

1gual a -~ cuando la cantida g €S nula
igual ’ZT (0) dol idad 1

dp tiene limite cuando k — oco. Este limite es nulo cuando la cantidad g es positiva e
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Cuando Lipschitz se refiere a un “razonamiento convincente” para que se pueda dividir
el intervalo (— . n) en intervalos de primera y segunda especie, pareciera estar pensando
en que “si el conjunto de discontinuidades es diseminado entonces su conjunto de puntos
limite es finito”, y de esta manera seria posible encontrar recubrimientos del conjunto de
los puntos limite de longitud total arbitrariamente pequeiia, lo cual no es cierto.**

Para el tercer caso, donde la funcion es continua en el intervalo de integracion, salvo un
numero finito de discontinuidades, pero posee un niamero infinito de méximos y minimos;
Lipschitz afirma que no ha sido considerado por Dirichlet, por lo cual serd analizado con

més cuidado por su parte. Considera los valores a,ay, -, a,, de discontinuidad de la
funcién @(x) y expresa las integrales ffnq)(a) cosnada y ffﬂ(p(a) senna da como

suma de integrales de la misma forma cuyos limites de integracion estan determinados por

los a;. Observando que:

Puesto que la nocién de integral definida reposa sobre el preservar la continuidad de la funcién en el
intervalo de integracion y sigue siendo la misma si se encuentra un infinito de maximos y de minimos
en el intervalo de integracion. Pero se pueden obtener, de dos maneras enteramente diferentes, un
namero infinito de maximos y minimos en un intervalo finito de la variable. [Lip64, p.286].

Lipschitz muestra tres formas de distribucion de los infinitos puntos extremos sobre el
intervalo (a, b):

e Existe un punto » en (a,b) tal que en (a,r — &) y en (r + §,b) hay a lo mas un
numero finito de puntos extremos, pero un nuamero infinito en (r —§,7 + &)
tomando 24 tan pequeiio como se quiera.

e Cualesquiera que sean r y s en (a, b) hay un nimero infinito de maximos y minimos
en (1,s).

e (a,b) contiene un nimero finito de intervalos no nulos donde alguna de las dos
hipotesis anteriores se cumple.

Es decir, el conjunto infinito de puntos extremos tiene a lo mas un nimero finito de

puntos limite, es denso en algln intervalo (r,s) < (a, b) o el intervalo (a, b)es union finita

de intervalos de las dos clases anteriores. De nuevo, Lipschitz estd asumiendo que todo

% En la seccion 1.10 explicaremos con mas detalle la confusion historica con respecto a estos conjuntos de
puntos y su relacion con la integral.
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conjunto diseminado tiene un conjunto finito de puntos limite. Tal confusion serad aclarada
posteriormente, con los trabajos de Cantor sobre conjuntos derivados.

De acuerdo con (Ferreiros, 1991) esta suposicion de Lipschitz prefigura la definicion de
conjunto derivado de Cantor, ya que es muy probable que Cantor hubiese leido a Lipschitz
y junto con la influencia de Weierstrass se vio conducido a interpretar las palabras de
Lipschitz en términos del concepto de conjunto derivado. Ademas cantor introdujo una
correccion esencial al contemplar la existencia de conjuntos con infinitos puntos limite, y
los cuales a su vez también tienen infinitos puntos limite, y asi sucesivamente.

A continuacion Lipschitz demuestra un teorema, donde considera todos los casos
anteriores, con el cual generaliza el teorema de Dirichlet ®, eliminando la condicion de que

/f'sea una funcion monotona a trozos, y estableciendo la famosa condicion de Lipschitz de
sin kf
sin B

orden a, para la existencia de la integral fgh f(B) dp, y por tanto para la convergencia

de la serie de Fourier:
lf(B+6)—f(BI <Ms&*

Con este analisis de la distribucion de conjuntos infinitos, de discontinuidad o de
extremos; asi como con la introduccion de los intervalos de primera y segunda especie
podemos ver en los trabajos de Lipschitz los gérmenes de la teoria de conjuntos infinitos de
puntos, desarrollada posteriormente por Hankel y Cantor. El llamar la atencion sobre como
la distribucion de puntos singulares afecta la integracion, les permitira a sus sucesores
aclarar la diferencia entre las propiedades topoldgicas y las propiedades relativas a la
medida de conjuntos infinitos de puntos.

Dirichlet amplio la clase de funciones integrables a la clase de funciones discontinuas en
un conjunto diseminado de puntos. Para Lipschitz las funciones integrables son aquellas
funciones continuas excepto en un conjunto de primera especie. Asi la consideracion mas
importante que Dirichlet y Lipschitz hacen es que aunque los puntos de discontinuidad
formen un conjunto "infinito muy grande" la restriccion de que posean un niimero finito de
puntos de acumulacidon, los hace, a pesar de ser un conjunto infinito, estar lo

suficientemente dispersos. No obstante fue hasta los trabajos de Cantor en topologia de

% Ver pie de pagina anterior.
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conjuntos infinitos y su inclusion en la teoria de integracion que se aclararon
satisfactoriamente estos conceptos y sus relaciones.
Sin embargo respecto a las contribuciones de Dirichlet y Lipschitz, Hawkins observa

que:

La tendencia, sugerida por la observacion de Dirichlet, a considerar "denso en ninguna parte" como
sinonimo a lo "insignificante para la teoria de la integracion" y la tendencia, evidente en el articulo de
Lipschitz, de concebir un conjunto como denso, ya sea en la vecindad de puntos limite separados o en
un intervalo completo, continud hasta principios de 1880. Esta tendencia retrasé la introduccion del
punto de vista de la teoria de la medida en la teoria de la integracion (Hawkins, 1979, pag. 15).

El primer ejemplo de funcion no integrable Riemann cuyo conjunto de discontinuidades
es no denso, fue dado por Henry John Stephenson (1826-1883) en 1875.

DuBois Reymond proporciond una condicién necesaria y suficiente de integrabilidad
Riemann, considerando que la oscilacion de una funcién en un punto es mayor que cero si y
solo si se trata de un punto de discontinuidad. En 1881, Vito Volterra, sobre la base de esta
condicion, construyd una funcion derivable en todo punto, cuya derivada es acotada y no es
Riemann integrable.*®

Los trabajos sobre funciones discontinuas integrables de Dirichlet, Riemann y Lischiptz,
encontraran continuidad en los trabajos de Hankel. EI concepto de oscilaciéon de una
funcion en un intervalo, introducido por Riemann, serd refinado con el concepto de
oscilacion puntual de Hankel, lo que le permitird diferenciar entre las funciones con
infinitos puntos singulares (puntos de discontinuidad, y puntos maximos y minimos) las

integrables y las no integrables.

1.11 Hankel y las funciones integrables y no integrables.

Herman Hankel (1839-1876) en 1870, en su disertacion Untersuchungen iiber die
unendlich und unstetigen Funktionen, siguiendo las idea de Riemann de relacionar la
integrabilidad de la funcidon con su oscilacion, busca una condicion suficiente y necesaria
que permitiera demostrar que la funcidon altamente discontinua definida por Riemann es
integrable. Para ello establece el concepto de salto de una funciéon en un punto, similar al

concepto de oscilacion.

5 Ver ejemplo 2.3.40 en el segundo capitulo de este trabajo
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Para Hankel, una funcion f(x) tiene un salto mayor que un entero positivo o en un
punto x:

Sive> 0,36 >0,talque |6 <ey|f(x+8) —f(x)]| > 0.

El salto de una funcion f en un punto x es la menor cota superior de los o. Hankel
concentra su atencion en el conjunto S,;, mediante el cual determina la diferencia entre las
funciones puntualmente discontinuas y las totalmente discontinuas. Conjunto que podemos
definir como sigue:

S, = {x: f(x)tiene un salto mayor que o > 0 en x}.

Introduce ademas el concepto de conjunto diseminado: un conjunto es diseminado, si

entre dos puntos cualesquiera del conjunto existe un intervalo que no contiene puntos del

conjunto:

Si en un segmento se encuentra una multitud [Schaar] de puntos que poseen una cierta propiedad, digo
que idchos puntos llenen el segmento, si no puede determinarse ningun intervalo en el segmento, por
pequefio que sea, en el cual no haya al menos un punto de aquella multitud; que por el contrario, esa
multitud de puntos no llena el segmento, sino que los puntos se encuentran diseminados en €l, si entre
dos puntos cualesquiera del segmento, por cerca que estén, puede determinarse siempre un intervalo
en el cual no hay ningn punto de aquella multitud (Hankel, 1870, pag. 87) *'.

De esta manera, si para todo a > 0 los puntos de S, se encuentran dispersos en el
intervalo de definicion de la funcion, es decir S,; es diseminado, la funcion es puntualmente
discontinua. Si por el contrario, para algin ¢ los puntos de S, llenan un intervalo completo,
es decir S, es denso en algin intervalo, la funcién es fotalmente continua.
Fundamentandose en estos conceptos y en la “condensacién de singularidades”, Hankel
establece la siguiente clasificacion de funciones:

e Laclase de las funciones continuas
e La clase de las funciones continuas excepto en un nimero finito de puntos en
todo intervalo finito.
e La clase de las funciones que tienen un nimero infinito de discontinuidades, las
que a su vez se clasifican en dos clases: las funciones puntualmente discontinuas
y las funciones totalmente discontinuas.
Las funciones de las dos primeras clases, como ya es conocido, son funciones Riemann

integrables. Las funciones de la tercera clase son las que mas interesan a Hankel, por el

57 Citado por (Ferreirds, 1991, pag. 186)
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problema de la existencia de su integral, establece entonces que las funciones de esta
tercera clase que son Riemann integrables son las funciones puntualmente discontinuas, es
decir una condicion suficiente y necesaria para que una funcidon acotada con infinitos
puntos de discontinuidad sea Riemann integrable es que para todo ¢ > 0, el conjunto S, sea
diseminado.

Dicha condicion, en realidad, es necesaria pero no suficiente: si existe o > 0 tal que S,
es denso en un intervalo /, la oscilacion de la funcion en algun intervalo superpuesto / seria
mayor que o. Entonces la magnitud total de los intervalos (de la particion del intervalo
fundamental [a, b]) en la cual la oscilacion de la funcién es mayor que ¢ siempre sera
mayor o igual a la longitud de 7, y la funciéon no seria Riemann integrable. Pero no es
suficiente que S, sea diseminado para que la funcidon sea integrable, desde nuestra
perspectiva eso equivaldria a decir que todo conjunto diseminado tiene medida cero, lo cual
es falso.

Hawkins ® cita los siguientes ejemplos de los conjuntos de puntos que tenia en mente
Hankel, para justificar el porqué Hankel ha llegado a estas conclusiones erroneas. El primer
ejemplo muestra como Hankel generalizo el ejemplo de Dirichlet:

Sea f(x) = 1 para todo x en [0,1] excepto para x en los infinitos intervalos que tienen a

1 : )
v como centro y de longitud ¢" para un { fijo, 0 < { < lyparan = 1,2,---. En estos
intervalos f'se comporta como la funcion caracteristica de los racionales. “La magnitud total

s de los intervalos en los cuales las oscilaciones son igualesa 1,es s = { + {2 + {3 + - =
1%.” (Hankel, 1870, pag. 86). En otras palabras, f'es totalmente discontinua.

El siguiente ejemplo es particularmente significativo para entender las bases de las

observaciones de Hankel acerca de las funciones puntualmente discontinuas. Define f'como

sigue f (zi") =0para n=1,2,--+,y f(x) = 1 paralos otros valores de x. En los infinitos

1 1
:2_2';2_3:

N =

puntos ---, f hace saltos de magnitud 1. Pero en contraste con el otro ejemplo, no
hay un intervalo el cual sea “llenado” con puntos de discontinuidad. En efecto: “si un

intervalo que contiene el punto x = o s requerido para encerrar s6lo la discontinuidad

5% (Hawkins, 1979, pag. 31)
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que ocurre en este punto, este puede ser tomado arbitrariamente pequefio. Més aun, la

magnitud total s de todos los intervalos de esta clase puede hacerse arbitrariamente

. . . . 1 .
pequetia. Pero si la magnitud del intervalo que recubre a x = 7+ S¢ toma igual a €",

entonces la suma s =€ + €2 + €3+ - = 16:, se hace arbitrariamente pequefia con €.”
(Hankel, 1870, pag. 86).

En términos modernos, Hankel establecio una caracterizacion topologica de los
conjuntos S, correspondientes a una funcion integrable; fundamentandose en el falso
resultado de que todo conjunto diseminado puede ser encerrado en un numero finito de
intervalos de longitud total arbitrariamente pequeia, tal como lo habian afirmado Dirichlet
y Lipschitz:

Si un segmento no esta lleno de puntos en los que tienen lugar saltos > g, entonces la longitud total s
de los intervalos en los que las oscilaciones son > 20 puede tomarse arbitrariamente pequefia (Hankel,
1870, pag. 87).

Resultado que Hankel crey6 haber demostrado, repitiendo la prueba de Riemann de que

su funcion f(x) = Y g (:ll—z) con infinitos puntos de discontinuidad es integrable:

En este caso en el cual el nimero de estos puntos es infinitamente grande...uno puede proceder como
sigue: Divide el intervalo considerado en intervalos que rodea uno de estos puntos de la discontinuidad
con los saltos mayores que g, y elije estos intervalos tan grandes que juntos llenen por encima el
intervalo entero. Si cada uno de estos intervalos entonces se imagina reducido a la n-ésima parte pero
de una manera tal que todavia rodee el punto correspondiente de la discontinuidad, entonces la parte
restante del intervalo estd libre de los saltos mayores que o; la suma de estos intervalos en los cuales
hay un salto mayor que o, sin embargo, es la n-ésima parte del intervalo entero y por lo tanto se puede
hacer arbitrariamente pequefio aumentando » (Hankel, 1870, pags. 87-88).

Podemos disipar la ambigiiedad que rodea esta prueba considerando otra demostracion,
erronea de Hankel, de que los limites f(x%) y f(x~) existen siempre cuando f es
puntualmente discontinua: “fijese un punto x = a en el cual hay un salto mayor que o;
entonces obsérvese el proximo punto x = a + h en el cual ocurre un salto mayor que o, en
el intervalo entre los cuales las oscilaciones son menores que 2o... (Hankel, 1870, pag.
90). Aqui la comprension real de Hankel - en comparacion con su definicion formal — del
conjunto “diseminado” se pone de manifiesto: para Hankel, un conjunto “diseminado” no
contiene ningun punto limite. En el resto de su prueba, los puntos de S, no pueden ser

puntos limites de alguno de los conjuntos S,  para los cuales o' < o. Esto sugiere que
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. . 1 , . .
Hankel tuviera el conjunto {z_n} en mente y penso6 que todos los sistemas densos en ninguna

parte serian bastante similares a este, como para compartir esas propiedades que ¢l habia
asumido en sus argumentos.

De acuerdo con Hawkins, Hankel confundié los conjuntos topoldgicamente
insignificantes(es decir diseminados) con los conjuntos insignificantes desde el punto de
vista de la teoria de la medida (medida nula).

La idea de la teoria de la medida, implicita en la segunda condicion de la integrabilidad
de Riemann, permanecié oscurecida por la prominencia dada a las ideas topoldgicas que
eran aparentemente equivalentes. Sin embargo, por la introduccion de la nocién de salto de
una funcion en un punto, Hankel focaliz6 la atencion sobre las propiedades de los conjuntos
(los Sy ); todavia quedaba por reconocer que las propiedades de la medida de conjuntos son
cruciales para la teoria de la integracion. La busqueda de un procedimiento para medir las
discontinuidades de una funcion, condujo a Hankel (1882) a introducir la nocion de
contenido.

Riemann extendi6 la definicion integral de Cauchy reconociendo que la condicion de
continuidad no era esencial. Hankel descubri6, sin embargo, que los puntos de continuidad
de una funcion integrable pueden formar un conjunto denso (Hankel, 1870, pag. 90). La
prueba se basa en el hecho de que el conjunto S, puede ser denso en ninguna parte para
cada valor positivo o. Esto es, para I, un intervalo dado y ¢ un numero positivo, existe I,
un subintervalo de I, el cual esta libre de puntos de S,. Similarmente existe I, un

subintervalo de I; el cual esta libre de puntos de So, y asi sucesivamente. De esta manera
2

una sucesion jerarquizada de intervalos I, es obtenida con la propiedad de que I, esta libre

de puntos de S_o . Entonces N;;—-1 I, # @, se sigue que I, contiene puntos de continuidad

2n=
de la funcidn, y el teorema es probado (los intervalos I,, pueden, seguramente, ser cerrados;
Hankel se equivocd en este detalle). Una vez mas la caracterizacion topoldgica de los
puntos de continuidad de una funcion integrable sirvidé para oscurecer la propiedades de
medida de este conjunto de puntos.
Observemos que en el segundo ejemplo citado, Hankel emplea la frase “magnitud total

s” en un sentido levemente diferente al que Riemann tenia. Con Riemann este ha sido
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frecuentemente usado en el contexto de una particiéon fundamental del intervalo [a, b]; se
refiere a la suma de los intervalos de la particion en la cual la oscilacion de la funcion es
mayor que o. Hankel uso el término para referirse a intervalos no directamente relacionados

a una particion y los cuales pueden ser infinitos en numero. En efecto, en el método de
. . : 1
Hankel, para mostrar que la magnitud total de los intervalos que contienen los puntos oS¢

puede hacer arbitrariamente pequefia, estd detrds de la prueba la idea que cualquier
conjunto contable tiene medida de Lebsgue cero.

Todo esto pudo sugerir una anticipacion de Borel y de Lebesgue. Sin embargo, los
conjuntos que Hankel recubria eran de una naturaleza muy simple, tan simple que cada
punto del conjunto podria ser encerrado en un intervalo que no interceptara los intervalos
correspondientes a los otros puntos. Asi, los intervalos de recubrimiento correspondieron a
una division infinita del intervalo que, a su vez, se podria relacionar directamente con las
divisiones finitas y la segunda condicién de Riemann. En su ejemplo, Hankel habria podido
del mismo modo que encerrd S, en un nimero finito de intervalos empleando el intervalo
[0, €] que incluye todos los puntos de S,, en numero finito, y entonces recubrira el resto
como antes. Mientras los conjuntos que se recubrirdn sean los S, y el contexto sea la teoria
de la integracion de Riemann, es, de hecho, mas natural continuar utilizando un nimero
finito de intervalos porque pueden ser relacionados mas facilmente con las particiones y asi
con la segunda condiciéon de Riemann. No es entonces sorprendente que los sucesores de
Hankel retornaran al uso de los de los intervalos finitos y eventualmente desarrollaran una

teoria de la medida basada en recubrimientos finitos.

1.12 Conjuntos diseminados, de primera especie y de contenido nulo

Hemos visto como con los trabajos de Dirichlet y Lipschitz se establecen ciertas
caracteristicas de los conjuntos de puntos lineales, determinados por las singularidades de
las funciones en cuestion. Dirichlet afirma que la condicion suficiente para que una funcion
sea representable en series de Fourier e integrable, es que los puntos de discontinuidad
constituyan un conjunto diseminado. Lipschitz, intentando justificar y complementar el
trabajo de Dirichlet, observa que para poder calcular la integral de una funcion con infinitas

singularidades sobre un intervalo dado, es necesario que el intervalo pueda dividirse en un
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namero finito de subintervalos tales que algunos contengan infinitos puntos de singularidad
y su longitud sea arbitrariamente pequeia, y los otros subintervalos contengan solo un
namero finito de tales singularidades, de esta manera el intervalo de integracion se divide
en subintervalos sobre los cuales existe la integral de la funcién, y la integral total se
obtiene mediante la suma de las integrales sobre los subintervalos. Pero, al parecer
Lipschitz estaba pensando en conjuntos cuyo conjunto de puntos de acumulacion es finito.

Estas caracteristicas permitieron posteriormente clasificar respectivamente los conjuntos
de puntos en conjuntos diseminados, conjuntos de medida nula y conjuntos de primera
especie. Tales conjuntos no son equivalentes, pero para Lichiptz eran caracteristicas
equivalentes.

A pesar de que Hankel da la definicion de conjunto diseminado, el tipo de ejemplos
estudiados y el primer criterio de integrabilidad de Riemann lo condujeron a pensar que los
conjuntos diseminados podian ser recubiertos por intervalos de longitud arbitrariamente
pequefia, es decir los conjuntos diseminados eran para Hankel de medida nula. Esta
creencia de que las propiedades topologicas de los conjuntos de puntos de discontinuidad (o
en general de singularidades) eran determinantes para la existencia de la integral de una
funcion discontinua, se mantuvo hasta los afos 1880. Los trabajos de Hankel influenciaron
fuertemente a los matematicos alemanes, en particular a Cantor quien introdujo los
conceptos de punto limite, conjunto derivado y conjuntos de primera y segunda especie.

En 1870 Heine plantea en su articulo Uber trigonometrische Reihen la cuestion sobre la
unicidad de la representacion de una funcién en series de Fourier, y enuncia su teorema de
unicidad para funciones continuas, excepto en un conjunto finito de puntos y cuya serie es
uniformemente convergente excepto en un conjunto finito de puntos. Cantor se propone
demostrar el teorema de unicidad con hipotesis mdas fuertes; presenta una primera
demostracion en 1870, donde supone que la serie trigonométrica converge sobre todo el

intervalo de definicion:

Si una funcién de variable real f(x) estda dada por una serie trigonométrica convergente para todo
valor de x, entonces no hay otra serie de la misma forma que también converja para todo valor de x, y
represente la funcién f (x).*

% (Dauben, 1979, pag. 34)
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En 1871 publicé una nota aclarando que el teorema seguia verificandose incluso si la
representacion de la funcion o la convergencia de la serie no se verificaba en un numero
finito de puntos. En 1872 logra demostrar que el teorema también se cumple si se admite
una cantidad infinita de puntos singulares, siempre y cuando se puedan distribuir de
determinada manera.

Es precisamente el método de “condensacion de singularidades” de Hankel que le sirve
de inspiracién a Cantor. Cantor considera la funcién F(x) de Riemann” y demuestra que
esta es idéntica sobre dos intervalos separados por una singularidad x. Para el caso en que
existan infinitas singularidades, ¢l teorema de Bolzano-Weierstras afirma que hay al menos
un punto de condensacion en cualquier vecindad que contenga un numero infinito de
puntos singulares x,,. Supongamos que hubiera so6lo un punto de acumulacion x’ en (a, ).
Considerando el intervalo (a, x”), cualquier subintervalo propio (s,t) puede contener s6lo
un numero finito de puntos singulares x,,, de lo contrario habria otro punto de condensacion
en (s,t), contrario a la suposicion de que x' es el Gnico punto de condensacion en todo
(a, B). Para todos los intervalos (s,t), y su numero estrictamente finito de singularidades
X,, Cantor muestra que F(x) es lineal e idéntica en cada uno de ellos. Como F(x) también
es continua, y dado que los puntos extremos s y ¢ pueden acercarse arbitrariamente a (o,
x’), se puede concluir que F(x) también es lineal en (a,x”). El mismo argumento es cierto
si se admite un numero finito de puntos de condensacion x'y,x';, -+, x’,. Mas aln, es
posible establecer el teorema de unicidad de Cantor incluso para infinitos puntos de
singularidad, siempre y cuando estén distribuidos de esta manera especifica. Si hubiera un
numero infinito de puntos de condensacion x’, distribuidos en (a, ), de nuevo el teorema
de Bolzano-Weierstrass garantiza que habria al menos un punto de condensacion del

conjunto infinito de los x’,. Supongamos que hubiera un solo punto de acumulacion,

70 . . . o . . . . S
En su estudio sobre series trigonométricas, Riemann reduce el tratamiento de las series trigonométricas
convergentes al de las series cuyos coeficientes a,, y b,, tienden a cero cuando # tiende a infinito y para esto

considera la funcion auxiliar F(x) = C + C'x+ Ag % —A - YT T la cual obtiene mediante doble

. ., . 1
integracion formal de la serie f(x) = ay + Xn—1(a, cosnx + b,sennx ), con 4y = EaO,An = a,sennx +
b,cos nx. F(x) es continua y converge uniforme y absolutamente. Entre los teoremas que Riemann enuncia

con respecto a esta funcion el mas importante para establecer el teorema de unicidad de la representacion de
F(x+2a)+F(x—2a)—2F(x)
2a

se hace infinitamente

una funcién en series de Fourier es el siguiente: la expresion

pequeiia con a.
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denotado por x". Se sigue, como antes, que s6lo un numero finito de puntos x', podria
pertenecer a cualquier subintervalo (s,t) de (a,x"). Sin embargo, F(x) es lineal en los
intervalos. Al permitir que los puntos extremos s y ¢ se acerquen a x" tanto como se quiera,
se puede concluir que F(x) debe ser lineal sobre (a,x"). El argumento se extiende
facilmente a cualquier nimero finito de veces, a los niveles mas altos de las condensaciones
de los puntos de condensacion de singularidades.

De esta manera, la representacion en series trigonométricas y la teoria de la integracion
motivaron a Cantor a desarrollar su teoria de conjuntos de puntos. Para fundamentar la
existencia de los distintos niveles de las singularidades condensadas y dar una demostracién
rigurosa de su teorema de unicidad, Cantor introduce el concepto de Conjunto Derivado en

1872, en su memoria Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der

71

trigomometrischen Reihen.”” Retomando de Weierstrass el concepto de punto de

., ., . . . 72 e
acumulacion, pero ubicandolo en una perspectiva conjuntista,”~ define inicialmente el

concepto de punto limite:

Dado un conjunto de puntos en un intervalo finito, queda determinado en general un segundo conjunto
de puntos, con éste en general un tercero, etc., que son esenciales para la comprension de la naturaleza
del primer conjunto.

Para definir estos conjuntos derivados, tenemos que anteponer la nociéon de punto limite de un
conjunto de puntos.

Entiendo por “punto limite de un conjunto de puntos P un punto de la recta cuya posicion es tal que
en todo entorno del mismo se encuentran infinitos puntos de P, pudiendo suceder que ademas dicho
punto pertenezca al conjunto. Por “entorno de un punto” se entiende aqui cualquier intervalo que tiene
al punto en su interior. Ahora es facil demostrar que un conjunto formado por una cantidad infinita de
puntos tiene siempre al menos un punto limite.”

Asi ser un punto limite o no serlo es una relacion bien definida entre cualquier punto de la recta y le
conjunto de puntos dado P, y por tanto, con el conjunto P viene dado conceptualmente el conjunto de
sus puntos limite, que designaré P’y llamaré “el primer conjunto derivado de P”.

Si el conjunto de puntos P’ no consta so6lo de una cantidad finita de puntos, entonces tiene igualmente
un conjunto derivado P, que denomino el segundo conjunto derivado de P. Mediante n transiciones
como ésta se encuentra la nocién de n-ésimo conjunto derivado P™ de P.”*

Como se puede ver en la descripcion del método de Cantor, de condensacion de
singularidades, que mostramos antes, los conjuntos de puntos que interesaban a Cantor, en

relacion con la representacion de funciones en series trigonométricas, eran los conjuntos

" Acerca de la extension de un teorema de la teoria de las series trigonométricas.
2 Ver (Ferreirds, 1991, pags. 158-164)
7 Este es el conocido teorema de Bolzano-Weierstrass que Cantor conocid gracias a Weierstrass.
7 Citado por (Ferreirds, 1991, pags. 159-160)
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para los cuales existe un conjunto derivado con un numero finito de puntos de acumulacion.

En 1879 define los conjuntos de primera y segunda especie:

Si el proceso de obtencion de derivados se detiene para un n entero, el conjunto se llama de “primera
. . , . . . . .75
especie y tipo n-ésimo”; si el proceso no se detiene, el conjunto es de segunda especie.

Aunque Cantor se inspird en el trabajo de Lipschitz sobre series trigonométricas, Cantor
va mas all4 al considerar la posibilidad de que los puntos de acumulacion conformen un
conjunto infinito, y obviamente al conceptualizar estos conjuntos de puntos.

Cantor observa que, mediante procesos inductivos, algunas propiedades de los conjuntos
finitos pueden trasladarse a los conjuntos de primera especie. Asi se puede demostrar que
los conjuntos de primera especie son diseminados y pueden recubrirse por un ntimero finito
de intervalos cuya longitud total puede hacerse arbitrariamente pequefia. Lo que condujo a
los matematicos, dedicados a estudiar las condiciones de integrabilidad de las funciones
discontinuas, a reafirmar la creencia de que los conjuntos diseminados tenian medida nula,
o que si el conjunto de singularidades de una funcion era diseminado entonces podian ser
“ignorados” al calcular la integral de la funcion.

En 1875, Smith (1826-1883) publica un articulo Sobre la integracion de funciones
discontinuas, en el que expone dos métodos totalmente diferentes para construir conjuntos
diseminados, a partir de uno de ellos construye un conjunto diseminado con contenido
exterior positivo y por consiguiente su funcion caracteristica no es Riemann integrable, lo
que refuta las afirmaciones de Hankel acerca de la integrabilidad de las funciones
puntualmente discontinuas y que todo conjunto diseminado tiene medida cero. La
construccion de dicho conjunto es similar a la de los conjuntos de Cantor, pero haciendo

disminuir mas rapidamente la longitud de los segmentos eliminados:

Dividase el intervalo de 0 a 1 en m partes iguales, exceptuando el tltimo segmento de toda division
ulterior; [...] dividase cada uno de los [...] restantes m-1 segmentos por m?, exceptuando el ultimo
segmento de cada segmento; [...] dividase de nuevo cada uno de los restantes (m — 1)(m? — 1)
segmentos por m?>, exceptuando el ultimo segmento de cada segmento, y asi continuamente.”®

Sin embargo los trabajos de Smith no fueron totalmente conocidos en el continente

europeo, por lo cual los conjuntos diseminados de contenido no nulo no seran conocidos

> Citado por (Ferreiros, 1991, pag. 160)
76 Citado por (Ferreirds, 1991, pag. 195)
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hasta 1880. En 1881 Volterra (1860-1840) construye un ejemplo similar al de Smith y a
otros construidos por Emil du Bois-Reymond(1818 — 1896) y Axel Harnack (1851-1888),77
que servia para refutar el falso criterio de integrabilidad de Dirichlet.

Modernamente se conoce el conjunto de Smith-Volterra-Cantor, como ejemplo de un
conjunto diseminado de medida no nula. El proceso utilizado para su construcciéon es

similar a la del conjunto de Cantor, consiste en eliminar determinados intervalos del

intervalo unidad [0, 1]. En el primer paso, se elimina el intervalo central de longitud %, es
decir, se quita % a cada lado del punto central, %, con lo que el conjunto resultante es
[0, g] U E, 1]. En cada uno de los siguientes pasos, se elimina de cada uno de los 2n-1
intervalos restantes un subintervalo centrado en el de longitud 2% Por tanto, en el segundo

57 25 27

paso hay que eliminar los intervalos (ﬁ E) y (32 ,5), obteniendo el siguiente conjunto:

p.zlvlzal vl 1)

Si el proceso continua de forma indefinida, el conjunto de Smith-Volterra-Cantor es el
conjunto de los puntos que nunca han sido eliminados. La siguiente imagen muestra el

conjunto inicial y cinco iteraciones de este proceso:

Figura 1.30 — Conjunto diseminado de medida positiva

Por construccion, el conjunto de Smith-Volterra-Cantor no contiene intervalos, es decir

es diseminado. Durante el proceso, se eliminan del intervalo inicial intervalos de longitud

"7 Ferreir6s comenta que mientras que du Bois y Harnack estudiaban estos conjuntos de puntos motivados por
su interés en la teoria de integracion y la teoria de series trigonométricas, Cantor ya estaba preocupado por el
estudio de la teoria de conjuntos como tema auténomo.
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1,1 1 1 :
total }7_o 2" (1/22n+2) =;tgtt =5 Esto muestra que el conjunto de los puntos

que quedan tiene medida positiva de 1/2.

En 1878 Ulisse Dini (1845-1918) en sus Fondamenti per la teoria della funzioni de
variabili reali, también manifiesta la no validez de la demostracion y del enunciado de
Hankel, aunque no consigue construir un contraejemplo que invalide dichos resultados.
Dini, utilizando la clasificacion de conjuntos de primera especie dada por Cantor,
demuestra, entre otras cuestiones, que toda funciéon acotada en un intervalo cuyo conjunto
de discontinuidades es de primera especie, es integrable. Habiendo probado previamente
que todo conjunto de primera especie puede recubrirse por un niimero finito de intervalos
de longitud total arbitrariamente pequefia, es decir el conjunto tiene contenido nulo. Usando
esta propiedad demuestra que si dos funciones coinciden salvo en un conjunto de primera especie y
una es integrable entonces la otra también lo es, coincidiendo sus integrales.

Las demostraciones realizadas por Dini siguen siendo validas sustituyendo los
conjuntos de primera especie por conjuntos que pueden ser recubiertos por un nimero
finito de intervalos de longitud total arbitrariamente pequefia, aunque Dini no salio del
contexto de los conjuntos de primera especie, sin percibir el valor de una teoria del
contenido o de conjuntos de contenido cero. Por otra parte, Dini parece cuestionar ya la
identificacion entre los conjuntos de primera especie y los diseminados, segun se desprende
de sus dudas, ya comentadas, sobre la validez de la proposicion de Hankel.

Por confusion entre los conjuntos de primera especie y los conjuntos diseminados, du
Bois-Reymond habia llegado a considerar la condicion de integrabilidad de Dirichlet como
un caso especial de Riemann. Sin embargo, descubrié que un conjunto diseminado puede
poseer, lo que €l llamo6, puntos de condensacion de orden infinito.

Dicho conjunto se puede construir de la siguiente manera: Supongamos que p es un
namero real fijo, y sea I, I,-++,I,,-+ una sucesion de intervalos disjuntos tales que sus

puntos extremos convergen a p. Se define un conjunto de primera especie P, de tipo # en el

intervalo I,, (B, es de tipo n si su n-ésimo conjunto derivado Pn(") es finito). Si P =

n=1P,, el punto p es un punto de condensacion de orden infinito con respecto a P, en el
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sentido de que p pertenece a P®™ para n = 1,2,3,--. Por lo tanto P no es un conjunto de
primera especie y es un conjunto diseminado.”
La idea detras de la construccion de P (en contraste con la construccion de conjuntos de

primera especie) es la distribucion de intervalos en lugar de puntos:

Contra esto hay que objetar hoy que también podemos distribuir pantaquicamente intervalos. Esto es
puedo dividir un intervalo dado D < 2m de tal manera que si recubro con sus subsegmentos el
intervalo —m -+ + 1 en los lugares apropiados, en todo sector del intervalo —m -+ + @, por pequefio que
sea, aparecen subsegmentos conexos de D. Sea ahora una funcion ¢ (x)0 en éstos, y sea 1 en las partes
—m -+ + 7, por pequefio que sea, contiene segmentos en los que es continua, a saber cero.

A este tipo de distribucion de intervalos, del que tengo a mano distintos ejemplos, se ve uno llevado al
buscar puntos de condensacion de orden oo, cuya existencia anuncié por carta hace afios al sefior
Cantor de Halle. Pienso tratar en otra ocasion de esta distribucion, asi como de los puntos de
condensacion, de orden finito e infinito, de segmentos en constante disminucion, y finalmente de mi
elecci%l de la expresion “pantdquico” en comparacion con la adoptada posteriormente por Cantor,
denso.

Du Bois-Reymond observd que un conjunto diseminado se puede construir por la
distribucion de densidad en un niimero infinito de intervalos disjuntos en un intervalo fijo,
tales como [— T, Tt] ; los puntos de [— T, n] que no estan en estos intervalos forman un
conjunto diseminado Q. Por otra parte, si los intervalos son determinados de manera tal que
la suma de sus longitudes es menor que 27 , QO puede no estar incluido en un niimero finito
de intervalos de longitud total arbitrariamente pequena. Por lo tanto, como du Bois
Reymond sefialo, la funcioén caracteristica de O no es Riemann integrable, porque el
conjunto de los puntos donde la funcion es igual a 1 tiene una longitud 2m — D, a pesar de
que cumple con la condicion de Dirichlet.

De acuerdo con Hawkins, en 1882 la forma de distribuir densamente intervalos disjuntos
infinitos du Bois-Reymond la hizo mas explicita en Die allgemeine Funktionenthéorie® y
es similar a los métodos de Smith y Volterra, cuyos trabajos todavia no se conocian en
Alemania. Definiciones constructivas equivalentes, también fueron publicados en 1882 por
W. Veltmann y Axel Harnack.

Du Bois Reymond introdujo el término "conjunto integrable de puntos" para referirse a

conjuntos de contenido cero, para distinguirlos de los conjuntos diseminados. Pero fue Axel

78 Citado por (Hawkins, 1979, pag. 58)
7 Citado por (Ferreiros, 1991, pag. 197)
% Teoria General de Funciones.
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Harnack quien introdujo la nocién de la teoria de la medida de conjuntos de contenido cero
a principios de los afios 1880.

En su articulo sobre series trigonométricas, Harnack confundié los conjuntos de
contenido cero con los conjuntos de primera especie. Sin embargo en 1881, en Die

Element der Differential-und Integralrechnung.®"

establecié la diferencia e introdujo el
concepto de conjunto discreto que es equivalente al de conjunto de contenido nulo y
conjunto lineal que es equivalente al de conjunto de contenido positivo. Posteriormente, en
1882, muestra que todo conjunto discreto es diseminado, y construye un ejemplo de un
conjunto diseminado lineal, es decir muestra que existen conjuntos diseminados no
discretos. De esta manera se evidenciaron los elementos de la teoria de la medida implicitos
en la segunda condicion de integrabilidad de Riemann, y el falso teorema de Hankel es
rectificado por el enunciado “f(x) es integrable si y sdlo si para todo o, el conjunto S, de
puntos donde la oscilacidon de la funcién es mayor que o, es discreto”.

Otto Stolz (1842-1905) establece la primera definicion de contenido en 1884. En 1881
cuando trabajaba en la definicion de la longitud de curva, Stolz observa que el area y el
volumen pueden ser definidos en términos de la integral. Stolz interpreta los conjuntos
discretos de Harnack en el contexto de la teoria del contenido. Stolz observa que si £ es un
subconjunto arbitrario de un intervalo [a, b], entonces a E se le puede asignar un niimero L
el cual tiene la siguiente propiedad: para todo € > 0 existe un § > 0 tal que si P es una
particion de [a, b] y ||P]|| < &, entonces |L(P) — L| < €, donde L(P) denota la suma de las
longitudes de los intervalos determinados por P la cual contiene puntos de E. En particular,
L =0 si y solo st E es discreto. Stolz extiende su definicion a conjuntos acotados en el
plano.

También en 1884, Cantor publica una definicion equivalente de contenido pero en un
espacio euclidiano n-dimensional. Esta definicion se basa en dos supuestos que no habian
sido aun demostrados:

Si P esta compuesto de un numero finito de regiones acotadas n-dimensionales, entonces

la integral multiple [ p(dx1dx; -+ dx,) estd bien definida; y

81 Elementos de Cdlculo Diferencial e Integral.
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e Si P es un conjunto arbitrario entonces para algin entero positivo 7 el conjunto
II(P,7) = Upep K(p,7) consiste de un niimero finito de secciones n-dimensionales,
donde P = P U P'y K(p,7) es una n-esfera de centro p y radio r.

El primer supuesto garantiza que la integral [ e r)(dxl dx, -+ dx,) esta definida. Asi,

Cantor define el contenido o volumen de P, I(P), como:
I(P) = li_r)ré fH(P,T)(dxldxz e dx,)

Cantor aclara que el contenido de un conjunto P, depende de la dimension del espacio en
el que es considerado como subconjunto. Es decir, si P es al que considera como un
subconjunto de E™ , el contenido m-dimensional de P generalmente difiere del contenido #-
dimensional. Por ejemplo, un cuadrado unidad considerado como un subconjunto del
espacio de tres dimensiones tiene un contenido 0, pero considerado como subconjunto del
espacio dos dimensiones se ha contenido 1. Cantor manifiesta que: "Esta nocion general de
volumen o magnitud es indispensable para mi en las investigaciones sobre las dimensiones
de los conjuntos continuos...". Cantor no parece estar interesado en el problema de la
integracion, solo la usa para estudiar las propiedades de los conjuntos de puntos, que son su
interés tal como ¢l mismo lo manifiesta. Sin embargo, es en conexion con la teoria de las
integrales multiples que las nociones de contenido y contenido exterior seran desarrolladas,
gracias a Harnack, Stolz y Jordan.

Harnack, en el articulo Ueber den Inhalt von Punktmengen®* publicado en 1885, propuso
su definicion del contenido de un conjunto. En la definicion de un conjunto discreto,
Harnack habia anotado que el conjunto esta cubierto por un numero finito de intervalos vy,
en consecuencia definio el contenido de un subconjunto acotado de los nimeros reales
como el limite de la suma de las longitudes de los finitos intervalos que recubren el

subconjunto dado.

Después de enunciar su propia definicion de contenido, Harnack procedio a demostrar
que los teoremas de Cantor conservan su validez con esta nueva definicion. La definicion
de Cantor también resultd de interés para Harnack en relacion a lo que ocurre cuando el

nimero de intervalos que cubren el conjunto es infinito: “en cierto sentido, todo conjunto

82 Sobre el contenido de los conjuntos de puntos
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de puntos numerable tiene la propiedad de que todos sus puntos pueden encerrarse en
. . . ~ 9583 .
intervalos cuya suma es arbitrariamente pequefia””, puesto que, dado un conjunto

numerable E = {e,}, para todo € > 0, cada e, puede encerrarse en un intervalo I, de

longitud zin , la longitud total serd entonces Zlezin = ¢. De esta manera los conjuntos

numerables tienen contenido nulo, lo que resulta paraddjico para la época, puesto que ain
no independizaban completamente las propiedades topoldgicas de las propiedades de la
medida, si bien admitian que los conjuntos diseminados- “insignificantes
topologicamente”- tuvieran contenido positivo; no podian admitir que un conjunto denso,
como el de los racionales en [0,1], tuviera contenido nulo.

Estos trabajos de los matematicos alemanes sobre los conjuntos de puntos y su relacion
con el analisis, seran conocidos en Francia gracias a Camille Jordan (1838-1922). Jordan,
en 1892, es el primero en enunciar la condicion de integrabilidad de Riemann en términos
del contenido del conjunto sobre el cual esta definida la funcion a integrar. Por su parte
Emile Borel (1871-1956) influenciado por los trabajos de Cantor, es quien define la medida
de un conjunto en términos de recubrimientos infinitos. Tal como lo reconoce Lebesgue en
su tesis doctoral, serdn los resultados de Jordan y Borel los que le permitiran construir su
teoria de la medida e integracion. Analizaremos dichos resultados en la seccion 1.12.

Por otra parte, el descubrimiento de los conjuntos diseminados de contenido positivo,
también jugdé un importante papel en el hallazgo de funciones con derivada acotada que no
son Riemann Integrables, lo que evidenciaba que con la definicion de integral de Riemann
el problema del calculo de primitivas no estaba completamente resuelto, para una clase de
funciones suficientemente general, puesto que derivacidon e integracion no son siempre
operaciones inversas. Veamos como los trabajos de Volterra, Dini y Darboux sobre la
integral de Riemann, si bien intentan generalizar los resultados de Riemann, ponen en

evidencia las limitaciones de la misma.

1.13 La integral de Riemann y el problema de la primitiva de una funcion

En 1875, Gaston Darboux (1842-1917) en su Mémorie sur les fonctions discontinues,

fundamentandose en los resultados de Riemann y Hankel, presenta una clasificacion de

% Citado por (Ferreirds, 1991, pag. 200)
112



funciones discontinuas en integrables y no integrables, en términos del concepto de
oscilacion. Redefine la integral de Riemann mediante sumas superiores e inferiores, y entre
las consecuencias de esta definicion, enuncia y demuestra el teorema fundamental del
calculo para funciones acotadas.

Retomando a Riemann, Darboux incorpora a partir de las nociones de limite maximo y
limite minimo el concepto de oscilacion.

Definicion: La oscilacion 4 de la funcion f en el intervalo [a,b] se define como la
diferencia entre el limite maximo M y el limite minimo m de la funcidn f en el intervalo
[a, b], es decir A= M — m.

Basandose en las nociones de limite maximo, limite minimo y oscilacion, Darboux
demuestra la existencia de los limites de las sumas superior e inferior de una funcioén
acotada en un intervalo [a, b]. Tomando como referencia la igualdad entre dichos limites

establece la existencia de la integral definida.

Yo digo que, para n suficientemente grande, y todos los intervalos § tiendan a cero, las tres sumas
precedentes, cualquiera que se la funcion considerada, continua o discontinua, tenderan cada una a un
limite finito y determinado independiente la naturaleza de la funcion y de los valores extremos a,b que
limitan el intervalo considerado (Darboux, 1875, pag. 65)

Resultado que podemos enunciar en términos modernos como:

Teorema: Sca f:[a,b] > R una funciéon acotada. Si P = {xy,x1,**,X,} €s una
particién de dicho intervalo tal que a =x, y b = x,, entonces las sumas: S(f,P) =

i1 MiAx;, S(f,P) = XiymiAx;, A(f,P) = Xij—y mjAx;, donde A;= M; —m;, para
i =1,2,--,n, tenderan hacia un limite finito y determinado.

Darboux lo demuestra para las sumas superiores S(f, P). Para esto define una sucesion
de sumas superiores {§( f, P")}nEN en términos de los refinamientos P™ de la particion P, y
demuestra que esta sucesion esta acotada inferiormente por m(b — a). Luego demuestra
que independiente de la particiéon la suma S(f, P) tiende hacia u = inﬁl_m{g(f, P")}. El
concepto de sumas de Riemann, superiores e inferiores, es introducido por Karl J. Thomae
(1840-1921) en 1873; ¢l demuestra que estas sumas convergen a un Unico limite cuando las

norma de la particidon tiende a cero, y bajo esta consideracion la funcion es integrable
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independiente de que sea acotada o no. Estos, y otros resultados son retomados por
Darboux en su memoria de 1875.
Para establecer su clasificacion de funciones discontinuas, Darboux utiliza el hecho de

que A(f, P) tiene limite cuando ||P|| — 0.

Ahora estamos en condiciones de dar, en sentido estricto, la definiciébn de integral definida de
Riemann, pero ahora, podemos dividir en dos grandes clases las funciones discontinuas, Acabamos de
mostrar que las tres sumas

M = 61M1 + -+ 6nMn

m=46mq +--+6,m,

A= 61D1 + -4+ 5nDn

tienden a un limite finito y determinado, cuando todos los intervalos tienden a cero. Podemos llamar a
estos limites M, my,, A,y . Sea
Aab = Mab — Mgy -
Es claro que la naturaleza intima de la funcion depende principalmente del limite A, .
Para una primera clase de funciones, tendremos
Aahz 0: Mab =Mgp;
Para la segunda clase, A, serd en general una funcion de a y b, diferente de cero (Darboux, 1875, pag.
70).

Es decir, define Ay, = limyp-o A(f, P)y distingue entre las funciones discontinuas para
las cuales A,y = 0y A,y # 0. Citando a Riemann, Darboux establece las condiciones para
que Ay, = 0.

Después de presentar la definicion de la integral de Riemann, demuestra que la
condicion suficiente y necesaria para que una funcidon sea Riemann integrable en un

intervalo [a, b] es precisamente que A,y = 0.

Por lo que la condicion necesaria y suficiente para que la suma ) tenga un limite, es que la medida
total de los intervalos en los cuales la oscilacion es mayor que o tienda a cero cuando todos los
intervalos tiendan a cero, o es fijo, pero tan pequefio como se quiera.

Si se cumple esta condicion, el limite de Y, se llamara la integral de f(x) entre los limites a y b.
Tenemos

lim) = fab f)dx = — fab f(x) dx (Darboux, 1875, pag. 72)

Puesto que ya se habia demostrado la existencia de las sumas superior S(f, P), e inferior
S(f,P), y que S(f,P) <S(f,P). Se tiene que la igualdad limyp_oS(f,P) =

"})iﬁnog(f, P), que es equivalente a ||113i|F10A(f' P) =0, es una condicién necesaria y

. . . : b . .
suficiente para que la integral definida de Riemann fa f(x) exista. Darboux enuncia el

primer criterio de integrabilidad de Riemann en términos de la igualdad de los limites de las

sumas superiores ¢ inferiores.
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El concepto de integral superior e inferior de Riemann serd introducido en 1881 por Vito

Volterra, como los limites respectivos de las sumas inferiores y superiores:

N "Fo)dx = Lim S, P) J. f(x)dx = lim_ S(f, P)

De esta manera Volterra, transforma el criterio en términos de la igualdad de las

integrales superior ¢ inferior de Riemann, es decir f es Riemann integrable si y sélo si

[*feydx =T, f()dx.

Darboux enuncia y demuestra tres importantes resultados como consecuencias de la

definicion de integral de Riemann, entre ellos el teorema fundamental del Calculo:

En primer lugar la integral de la funcion f(x) seguira existiendo y no cambia de valor, si cambian los
valores de f(x) para un niumero limitado de valores de x.

[...] En segundo lugar, la integral fax f(x)dx es siempre continua.
[...] En tercer lugar, sea F(x) = f: f(x)dx ,y supdngase que f(x) para el valor x = x;. Entonces, en

el intervalo (xg, x, + h), f(x) estard comprendido entre f(xy) + ¢ y f(x,) — 0, o tiende a cero con
h. Por lo tanto:

xo+h
H%+M—F@&=f FG)dx < h[f (xo) + o]
> hf (x) — o],

fx) = o < T ¢ £y 4 g,

por lo tanto
lim F(X0+h) F(xo) _ f(x )

Asi la funmon f(x) es la derivada de F(x), para todos los valores de x para los cuales f(x) es
continua.
Se demuestra de una manera muy similar (ver art.IX), que si una funcion f(x) susceptible de
integracion se deriva de otra funcion F(x), necesariamente

X

ff(x)dx =F(x) — F(a)

a
La division de las funciones discontinuas en dos clases, las unas susceptibles de integracion, las otras
no integrables, tiene una gran importancia [...] (Darboux, 1875, pags. 75-76).

Para demostrar este ultimo resultado Darboux utiliza el teorema del valor medio.
Teorema: Sca f la derivada de una funcion F. Si f es integrable en el intervalo [a, x],

entonces se tiene que:

[; f(s)ds = F(x) = F(a).
Demostracion: Puesto que f es integrable en [a, x], dado € > 0, existe § > 0 tal que

para toda particion P de [a, x], con ||P|| < &, de tiene que:
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IS(f. P, (t1, t2, -+, £)) — [ f(s)ds| < e.
Sea P = {x; = a,xq,---,x, = x} una particion de [a,x] tal que [|P]| < &. Por el teorema del
valor medio, aplicado a F'en [x;_q, x;], existe t; € [x;_1, x;] tal que:
F(x;) = F(xi—1) = F (t)(x; = xi-1) = f(t) (x — x;-1).
Por lo tanto,
i1 [ — x-1) =X F(x) — F(x;—1) = F(x) — F(a).
Por lo que podemos concluir que
|(F() - F() - f;f(s) ds| <.

Es decir,
F(x) —F(a) = ff(s)dsl

Después de presentar la anterior demostracion, al final de su memoria, Darboux llama la

atencion sobre el problema del célculo de primitivas:

Parece dificil dar una caracteristica general que permita reconocer si una funcién f(x) es una funcion
primitiva, es decir, si ella es la derivada de otra funcion.

Sin embargo, donde f(x) es susceptible de integracion, la solucion se puede dar (Darboux, 1875, pag.
111)

Justamente una de las cuestiones sobre el calculo integral que preocupa a Lebesgue, es el
problema de la primitiva de una funcion, tal como lo expresa en la introduccion de su tesis

doctoral Integrale, Longueur,Aire:

Se sabe que existen funciones derivadas no integrables, cuando se adopta, como ha hecho Mr Jordan,
la definicién de integral que ha dado Riemann; de suerte que la integracion, tal como la ha definido
Riemann, no permite en todos los casos resolver el problema fundamental del calculo integral:
Encontrar una funcién de la cual se conoce su derivada.

Puede parecer pues natural buscar otra definicion del integral, tal y como, en los casos mds generales,
la integracion como la operacion inversa de la derivacion (Lebesgue, 1902).

Veremos en el siguiente capitulo que Lebesgue resuelve el problema para el caso de las
funciones con derivada acotada.

En el apartado VI de su memoria, Darboux presenta un método de construccion de
funciones discontinuas integrables, fundamentandose en el ejemplo de Riemann de una
funcién integrable con un conjunto denso de discontinuidades. A partir de esto, Darboux
enuncia un teorema que le permite dar cuenta de la integrabilidad de una funcion dada, y

con ello caracterizar de manera significativa las funciones discontinuas integrables:
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Teorema: Si f:[a,b] > R es una funciéon tal que para cada x; € [a, b] los limites

laterales, lim, .+ f(x) y lim, .5 f (x), existen; entonces fes integrable.

Otro aporte importante de Darboux esta relacionado con el descubrimiento del hecho de
que la integrabilidad de Riemann no se conserva en el paso al limite. En el apartado V de su
memoria sobre funciones discontinuas, Darboux sintetiza los resultados mas importantes de
la convergencia uniforme, principalmente la relacion con el intercambio de los operadores
suma-integral, suma-derivada, suma-limite. Inicialmente define convergencia absoluta y
convergencia uniforme, aclarando que estos conceptos son los mismos que aparecen en los
trabajos, sobre series trigonométricas, de Heine, Thomae y Cantor. Darboux demuestra que
la convergencia uniforme es una condicion suficiente para conservar la integrabilidad, en el

siguiente teorema:

Si todos los términos de una serie son funciones continuas o discontinuas susceptibles de integracion, y
si la serie es uniformemente convergente en un intervalo dado (a, b),* la funcion que representa la
serie, y que no es necesariamente continua, sera susceptible de integracion. Su integral sera la suma de
las integrales de todos sus términos (Darboux, 1875, pag. 82).

Darboux sélo demuestra que (lim” Pll»0 2ie1 f (t1) Axi) existe, sin demostrar
explicitamente el intercambio de las operaciones de suma e integracion. Para demostrar la

existencia del limite se basa en que dado € > 0 existe N tal que para cadan = N implica que:

m

Ezn: fie(t)Ax; —e < if(ti)Axi < i i fo(t) Ax; + &
i=1

i=1k=1 i=1k=1

Darboux resalta el hecho de que si la hipdtesis de convergencia uniforme en el teorema

anterior no se satisface, la integracion término a término no es posible:

Nota- Si las condiciones indicadas en el enunciado del teorema V no se cumplen, no podemos
integrar, sin una revision previa, todos los términos de la serie. Vamos a dar un ejemplo de una serie
siempre convergente que representa una funcion continua f(x) de x tal que la serie de las integrales,
que siempre es convergente, no representa la integral de f(x) (Darboux, 1875, pag. 84)

Darboux utiliza el siguiente contraejemplo para demostrar que el intercambio entre las

operaciones de integracion y suma no es posible, es decir:

% 4y b estan incluidos.
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t o0
j <Z —2k2xe~**** + 2(k + l)zxe‘(k”)z"z) dx
0

=1
- t 2,2 2,2
* ZJ (—2k%xe™*° " 4+ 2(k + 1)?xe~*k+D"* ) gy,
0

k=1

Puesto que

Jo Bz —2kP0e™" + 2k + 1)%xe~¢ 40 ) dx = [[ —2xe ™ dx = &7 ~ 1.

Mientras que,

[ee]

©

Z Jt(—Zkzxe‘kz"2 + 2(k + 1)2xe‘(k+1)2x2)dx = z e kit _ g=(k+ D22 = p—t?

=10 =1

Posteriormente, Cesare Arzela en 1885, y W.F.Osgood en 1897, demuestran que el paso
al limite bajo el signo integral se puede efectuar si la sucesion de funciones es
uniformemente acotada y la funcion limite es Riemann integrable. Lebesgue demuestra, en
su tesis doctoral,® que el paso al limite se puede dar para toda sucesion de funciones
Lebesgue integrables siempre que la sucesion sea convergente y uniformemente acotada, y
comenta que su teorema es una extension del teorema, para funciones continuas, de Arzela
y Osgood.

La demostracion del teorema fundamental del célculo, presentada por Darboux, servira
de base al matematico italiano Ulisse Dini (1845 —1918), para establecer un resultado que
evidenciara la existencia de funciones que no son Riemann integrables. En los Fundamenti
per la teorica delle funzioni di variabili reali*®, publicada en 1878, Dini observa que si /'es
una funcion tal que para todo intervalo existen puntos #, para los cuales f'(t) = 0, es decir

que la derivada se anula en un conjunto denso, y si f (t) es acotada, entonces para todo
, b
x€la, b] se tendra que fa f'(t)dt = 0. Ya que en las sumas S, = Yy f' () (; — xi-1),

que definen la integral, se puede tomar siempre los ¢t; tales que f'(t;) = 0. Por el teorema

fundamental y la unicidad del limite de las sumas (si f” es integrable) se tiene entonces que:

f(x) = f(@ = [, f'®dt=0.

8 Ver teorema 2.3.31 de este documento.
% Fundamentos de la teorfa de funciones de variable real.
118



Por lo cual, f(x) = f(a) para todo x € [a,b], es decir, f es constante en [a, b]. Sin
embargo, Dini contempla la posibilidad de la existencia de funciones no constantes que
cumplan la propiedad anterior, por lo que f'no podria ser integrable.

En 1881 Volterra construye un e¢jemplo®’ de una funcién no constante, con una derivada
f* acotada y que se anula en un conjunto denso de puntos; verificando asi la conjetura de
Dini. Este ejemplo confirma que, bajo la definicion de Riemann, integral y derivada no son
operaciones inversas. Ademas, Lebesgue se inspirara en este resultado de Volterra para
demostrar que la condicidon necesaria y suficiente para la existencia de una integral de la
derivada (acotada o no) de una funcion diferenciable, es que dicha funcion sea de variacion
acotada.®®

Otro ejemplo importante de este tipo de funciones que no son Riemann integrables, es
presentado en 1896 por el matematico sueco T. Broden, el cudl utiliza el método, de
Hankel, de condensacion de singularidades, el que a su vez, como ya se habia comentado,
fue inspirado en la construccion de la funcion de Riemann, discontinua en un conjunto

denso de puntos y Riemann integrable.

1
Sea g(x) = x3,x € [-1,1]. En x = 0 se tiene que g (0) = oo, para los demas valores de
x la derivada existe y es finita. Considérese un subconjunto denso {a,} de [-1,1], y

definase:

1
In(x) = g(x — a,) = (x — a,,)3, para cada n.

Se tiene que g' existe para cada x € [—1,1],y g'(a,,) = o. Consideremos la serie:

0 = o, 22,

Por lo que,

f'(x) = Zfﬂ“"';—,f’” y f'(a,) = oo, para cada n.

Dado que cada g, (x) es estrictamente creciente, entonces f'es estrictamente creciente; y

por tanto ftiene funcion inversa, que denotaremos /4, definida sobre [f(—1), f(1)]. Puesto

que h'(y) = ﬁ,y = f(x), entonces h'(f(an)) = 0 para cada n. Se puede demostrar que

%7 Ver ejemplo 2.3.40 de este trabajo.
% Estos resultados de Lebesgue, con respecto a la primitiva de una funcién, se analizaran con detalle en el
siguiente capitulo.
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h' es acotada, se anula en un conjunto denso de puntos {a,} y es estrictamente creciente,
luego no es constante, con lo cual, no seria Riemann integrable.

Como se puede observar, en el ejemplo anterior, la derivada de este tipo de funciones se
obtiene por un proceso de paso al limite, por lo que de nuevo se pone de relieve que el
limitante de la integral tipo Riemann, es que no conserva la integrabilidad en el paso al
limite.

Un concepto importante relacionado con la validez del teorema fundamental del calculo
para funciones continuas bajo la integral de Riemann, introducido por Dini, es el de las

cuatro derivadas D_f(x), D™f(x), D, f(x) y D* f(x).* Para ello, Dini considera

L, = inf {f(x+h2—f(x)} y L, = sup {f(X+h’3—f(x)}’

Para x € (a,b) ycon 0 < h < b — x; I, y L, son funciones de x en b.

De acuerdo con Dini:

Esta claro que si se hace decrecer b continuamente haciéndolo acercar indefinidamente a x, La
cantidad L, crecerd o permanecera invariable, mientras que la cantidad L, decrecera o permanecera
invariable.

Y luego I, y L, tenderdn a dos limites determinados (finito o infinito) A, y A,, que pueden ser
considerados como limites superior e inferior de las respectivos cantidades [, y L, para diferentes
valores de b entre x y b, evidentemente estos numeros A, y A, , independiente de la longitud del

intervalo (a, b) y dependiente sélo de la naturaleza de la funcion f(x) en el entorno derecho de x ,
gozando de la propiedad que, dado un niimero positivo € tan pequefio como se quiera, el cociente de la

derecha de f'con 4 tendiendo a cero se mantiene siempre entre 1, — ey A, + €si 1, y A, son finitos, o

varian entre nimeros positivos y negativos arbitrariamente grandes cuando 4, = —0 y A, = +
(Dini, 1878, pags. 190-191).

De esta manera,
fx+h)—f (x)
h

—h ’

(x+h)—f (x)
h

D, f(x) = liminfy,\o L y DFf(x) = limsuppo

D_f(x) y D™f(x) son definidas de manera similar con respecto a con
h > 0.

Dini establece que si F(x) = f; f(s)ds entonces las cuatro derivadas de F seran

acotadas, y por tanto integrables, ademas F(b) — F(a) = f; DF, donde DF denota

cualquiera de las cuatro derivadas. El teorema fundamental conserva el significado para una

% Hawkins observa que esta notacion para las cuatro derivadas es introducida por Ludwig Scheeffer en 1884.
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funcion integrable en le sentido que F(x) = fax f(s) ds posee cuatro derivadas las cuales

difieren una de otra de f'por una “funcion de integral nula”. Esto es DF (x) = f(x) + n(x),
donde n es una funcion integrable, cuya integral sobre todo intervalo es cero. Entonces una
funcidn integrable es una funcion de integral nula si y sélo si es cero excepto posiblemente

en un conjunto de medida cero. EL resultado de Dini es equivalente al enunciado de que

( f; f (s)ds) = f(x) excepto en un conjunto de medida cero. De acuerdo con Hawkins, la

introduccion del concepto de funcion de integral nula refleja la comprension, por parte de
Dini, de que la relacion entre DF'y f no esta completamente caracterizada por el hecho que
DF(x) = f(x) en un conjunto dense.

Dini considera la otra versiéon del teorema Fundamental y presenta una demostracion
basado en las cuatro derivadas. La propiedad fundamental de las cuatro derivadas, el hecho
deque A =1y A = L, muestra que

F(x;) — F(x;—1) _
X — Xi—1

D;

Donde D; se encuentra entre el extremo inferior y el extremo superior de DF en
[x;_1,x;]. Asi, si F es una funcion continua y una de sus cuatro derivadas DF es integrable
entonces fab DF = F(b) — F(a)

De acuerdo con Hawkins,c’O Darboux y du Bois-Reymond en sus demostraciones habian
incluido la hipdtesis de que la derivada de F sea integrable, pero fue Dini el primero en
llamar la atencidon sobre el hecho de que en efecto esta hipotesis es necesaria, incluso
cuando las derivadas de F' son acotadas. Veamos la interpretacion que Hawkins hace del
razonamiento de Dini:

Supongamos, que ¢l razono, que si F no es constante en [a, §] pero todo subintervalo de
[a, B] contiene puntos en los cuales F' toma un valor maximo o minimo relativo, o contiene
un intervalo en el cual F permanece constante. Supongamos ademas que las cuatro
derivadas son acotadas. Entonces D,F(x) < 0y D*F(x) = 0 en un subconjunto denso de
[, B] de modo que, correspondiente a una particion @ = xy < x; < -+ < x,, = 8, existen

puntos t; y t’; en (x;_q1, x;) tales que

% (Hawkins, 1979, pag. 52)
121



=1 DyF(t) (g — x21) <0, Xy DTF () (x; —x;-1) 2 0.
Por lo tanto si las cuatro derivadas de F son integrables, seria necesario que ff DF = 0;

pero el teorema fundamental implica que F(B) — F(a) = [ f DF. Puesto que F no es

constante en [a, 8], sin embargo, se puede suponer sin pérdida de generalidad que F(8) —
F(a) # 0. Por lo tanto, las derivadas de F no pueden ser integrables.

Dini no pudo exhibir una funcién F continua y no constante, con la propiedad de que
cada intervalo contiene un subintervalo en el que F permanece constante. La existencia de
esta funcion estd directamente relacionada con la existencia de conjuntos diseminados de
contenido exterior positivo: Supongamos que F es una funcion continua definida en [0,1]
con intervalos densamente distribuidos “intervalos de invariabilidad" I, 1, -+, ,,. Para
simplificar, estos intervalos se toman como intervalos abiertos. Sea G el conjunto de puntos
en [0,1] que no pertenecen a los [,,. Entonces G es un conjunto diseminado, en virtud de la
“propagacion” de los I,. Ademas, los puntos de discontinuidad de, por ejemplo, D*F deben
pertenecer a G ya que D'F es igual a cero en cada I,, y en consecuencia, continua en dicho
intervalo. Por lo tanto, puesto que DF no es integrable, sus puntos de discontinuidad no
pueden ser encerrados en un numero finito de intervalos de longitud total arbitrariamente
pequena. En otras palabras, G debe ser un conjunto diseminado de contenido exterior
positivo. Es importante darse cuenta de que esta observacion también sugiere la manera de
construir un conjunto diseminado de contenido exterior positivo, es decir, mediante la
construccion de una sucesion de intervalos densamente distribuidos en, por ejemplo,[0,1],
tal que la suma de sus longitudes es menor que 1. Entonces G, el conjunto complemento de
los intervalos, tiene un contenido exterior positivo.

Dini estaba seguro de que sus funciones hipotéticas realmente existian, y de hecho,
conjeturd, ademads, que existen funciones que poseen una derivada ordinaria, acotada y que
asumen valores extremos en cada intervalo. Du Bois-Reymond habia conjeturado que, por
el contrario, una funcion que es diferenciable en toda parte no puede tener valores maximos
en un conjunto denso.”’ En este punto, Dini estaba en lo cierto y su conjetura llevé al

descubrimiento de clases de funciones con derivadas acotadas que no son Riemann

%! Citado por (Hawkins, 1979, pag. 52)
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integrables, lo que permitid el establecimiento del teorema fundamental en el contexto mas
general de las funciones integrables. Esto motivaria a Lebesgue a buscar una definicion de

integral mas general, y que garantizara la relacion inversa entre derivada e integral.

1.14 La integral de Riemann en el contexto de la medida

La dependencia entre la integrabilidad en el sentido de Riemann y la continuidad de las
funciones a integrar trae como consecuencia la necesidad de medir conjuntos arbitrarios de
puntos de la recta. Se sabia que una funcion era integrable si sus puntos de discontinuidad
podian ser “ignorados” de alguna manera. Esto condujo a buscar la definiciéon de una
medida para el conjunto de puntos de discontinuidad de una funcidén, de manera que la
condicion de integrabilidad pudiera expresarse en términos de tal medida.

El concepto de contenido introducido independientemente por Stolz, Cantor y Harnack,
el cual corresponde a lo que hoy conocemos como contenido exterior, se relaciona con la
teoria de conjuntos discretos de Harnack y con el segundo criterio de integrabilidad de
Riemann. Esta definicion de contenido es aplicable a todo subconjunto acotado del plano.

En particular, si f'es definida y acotada en [a, D] y si E representa el conjunto de puntos en

el plano limitado por la grafica de f; las rectas x = ayx = b yel eje x, entonces E y los
subconjuntos E* y E~(los puntos de E por encima y por debajo del eje x) poseen contenido
independiente de que f'sea o no sea integrable. La relacion conocida entre el concepto de
area e integral, es decir la siguiente igualdad, no es valida si el area se identifica con el

contenido:
f:f = area(Et) — area(E™), f:|f| = area(E).

Harnack observa que si fes una funcion positiva (E = E™), entonces el contenido de
Eno puede ser expresadopor una integrala menos que su frontera, la que
efectivamente se deja sin definir, sea un conjunto discreto, es decir, que £ sea medible en el
sentido de Jordan. Pero nunca se le ocurrio restringir el concepto de contenido a este tipo
de conjuntos, al igual que la integracion se limita a las funciones integrables. Este concepto
de contenido fue, para muchos matematicos, disociado del concepto de la integral definida;
se asumia que la region E, acotada por la grafica de una funcion, siempre tiene un

contenido sin tener en cuenta si la funcion es integrable.
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Fue principalmente a través de la teoria de las integrales multiples y, en particular, a
través de la obra de Camille Jordan que la importancia de la nocién de medida en la teoria
de la integracion fue reconocida explicitamente por primera vez.

Sin embargo, ya en Giuseppe Peano (1858-1932) se encuentra una actitud diferente
hacia la relacion entre estos conceptos. En Sulla integrabilita delle funzioni, en 1883,

Peano observo que los resultados de la teoria de la integracion podian ser simplificados al

—b

. . . . b .
reconocer que las integrales superior e inferior, [ Y f, pueden ser definidas
—a

respectivamente, como el extremo inferior de las sumas superiores de Riemann Yy el
extremo superior de las sumas inferiores. Ademas, critico el hecho de que la existencia y
definicion de la integral definida se fundamentara en el concepto de area, no porque
estuviera en contra del enfoque geométrico sino porque el concepto de area aun no tenia

una definicién precisa y suficientemente general.

Para una region en el plano “de forma simple” Peano dio, la que él consideraba la
definicion mas natural de area: Considere las dos clases de poligonos que contienen y estan
contenidos dentro de la region en cuestion. El area de los poligonos de primera clase tiene
un extremo inferior; y la segunda clase, un extremo superior. Si estos limites coinciden, el

113

valor comun es por definicion el area de la region. En otro caso, si ellos difieren, “el
concepto de area no puede ser aplicado en este caso. Por lo tanto, para hablar del area de
una figura, primero es necesario verificar que estos dos limites son iguales, lo cual no es

9o

mas que la condicion de integrabilidad anterior”.”? Peano considera, para cada conjunto
acotado £ una medida interior. Al parecer, la primera definicion formal de area se la
debemos a ¢€l. Peano retomd, como punto de partida para su definicion, la idea de Eudoxo y
su método de exhausion. Definid el area interior a;(A) de 4 como la minima cota superior
de las areas de todos los poligonos contenidos en S y el area exterior a,(4) como la
maxima cota inferior de las areas de todos los poligonos que contienen a 4. Es claro que
a;(A) < a.(A), cuando se cumple la igualdad el valor comun corresponde al area de A.

En 1887 Peano expuso estas ideas con detalle, en el capitulo V de Applicazioni

geometriche del calcolo infinitesimale, tiulado Grandezze Geometriche. En la primera

92 Citado por (Hawkins, 1979, pag. 87)
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parte de este capitulo se establece, mediante superposicion, cuando dos magnitudes
geométricas de la misma categoria son iguales, y cuando una es mayor que otra; define un
campo de puntos o figura como un conjunto de puntos finito o infinito, y los clasifica en
campos rectilineos y campos planos, segun que todos sus puntos estén sobre una recta o
sobre un plano.”

Las investigaciones de Cantor sobrelos conjuntos de puntos parecen haber
influenciado a Peano para presentar su concepto de area en el contexto de los conjuntos
totalmente arbitrarios. Para ello, define punto interior, punto limite, punto exterior y
contorno o campo limite, asociados con regiones acotadas por curvas, en espacios
Euclidianos de una, dos o tres dimensiones:”* un punto p es un punto interior de un campo
A, si existe un positivo ¢ tal que para todo x € A su distancia a p es menor que J; p es
exterior al campo A4 si para todo x tal que su distancia a p es menor que J , x no pertenece a
A; y p es un punto limite o frontera, si no es interior ni exterior. Los puntos limites de 4,
que pueden pertenecer o no pertenecer al campo 4, forman un nuevo campo, este campo se
llamar3 el limite o contorno de A.

Peano reconocid que el area exterior de 4 es igual a la suma del area interior de 4 mas el
area exterior de la frontera de 4, y su implicacion de que A4 tiene area si y solo si el
contenido exterior de su frontera es nulo.

Peano define los conceptos de funcion de un campo y funciéon de distribucion de un

campo, como sigue:

Una magnitud se dice funcion de un campo, si a cada campo, arbitrario o que cumple ciertas
condiciones, corresponde un valor de esa magnitud (Peano, 1887, pag. 166).

Una magnitud se llama  funcion de distribucionde un campo, si el valorde
esa magnitud correspondiente a un campo es la suma de los valores correspondientes a las partes en
que se puede descomponer el campo en cuestion (Peano, 1887, pag. 167).

Obsérvese que Peano, de cierta manera, estd intentando caracterizar la funcion medida.
Peano sefiald que la funcion a(A) es un ejemplo de lo que se refiere a una funcion de
distribucion, es decir, una funcion finitamente aditiva.

Su capitulo sobre las magnitudes geométricas es en gran parte dedicada al estudio y la

aplicacion de las funciones de distribuciony, en particular,a unateoria de la

% (Peano, 1887, pag. 152)
% Ver (Peano, 1887, pags. 153-155)
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diferenciacion y la integracion en el contexto de estas funciones. Al utilizar la funcion de
distribucion para definir la integral, Peano se anticip6 al enfoque de la integral de
Lebesgue; ademas al igual que Lebessgue, antes de definir la integral definida, define la
integral geométrica en relacion con el area. Sin embargo, segun Hawkins, aparentemente el
trabajo de Peano no influyd en la realizacion de este punto de vista.

En la seccidn integral estesi a campi” de Applicazioni geometriche, Peano presenta la

siguiente definicion de integral geométrica:

Sea x una magnitud, funcion distributiva de un campo, y que toma soélo valores positivos. A cada
punto del campo considerado corresponde un niimero p, el cual puede variar con el punto. Dicese
integral de pdx extendida al campo A una magnitud tal que:
1. Sea siempre mayor del resultado que se obtiene descomponiendo el campo 4 en partes, en modo
cualquiera, multiplicando el valor de x correspondiente a cada una de estas partes por un numero
menor de que todos los valores supuestos de p en este campo parcial, y sumando este producto; 2. Sea
menor que la suma del producto del valor de x correspondiente a la parte de 4 por el niimero
respectivamente mayor que los asumidos por p en las partes mismas; 3. Esta serd la unica magnitud
que goce de esta propiedad. Indicaremos la integral de pdx extendida al campo 4 con la escritura
) 4Pdx. Por tanto con 1) 4Pdx nos referimos a una magnitud (homogénea con x), de tal manera que
descomponiendo el campo en partes de cualquier manera A = A; + A, + ---+ A,,, indicando con
x(A1),x(A,),+,x(A4,) el valor correspondiente de x, y pi,p’z,---,p’n yp",p"y e, p", nimeros,
los primeros menores y los otros mayores que los valores asumidos por p en los campos parciales, sean
siempre satisfechas las desigualdades

Japdx > pix(A) +p',x(A3) + -+ p', x(4,)

prdx < p1X(A1) + pﬂzx(AZ) +eet P”n x(An)

Peano considera las sumas s =p;x(4;) +pLx(A) ++p’ x(4,) y s =

p1x(A)) + p",x(A2) + -+ p" x(A,) y define la integral inferior f ,Pdx como el limite

superior de las sumas inferiores s’, y la integral superior [ 4Pdx como el limite inferior de

las sumas superiores s’’. Si estos limites existen y son iguales, su valor corresponde a la

integral | 4Pdx. Peano observa que estd integral geométrica presenta grandes analogias con
. ) b , . N .

la integral definida fa f(x) dx del calculo integral, y sefiala la estrecha relacion entre los

conceptos de medida y de integral: si f(x) es no negativa para x € [a, b], entonces si E

denota la region acotada por el grafico de f

—b
[ f@)dx = a,(B) y [ f(@)dx = a;(E)

% (Peano, 1887, pag. 185)
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Si estas dos integrales son iguales, f'es integrable y “por lo tanto fab f(x) dx mide el area

descrita” (Peano, 1887, pag. 194). Lo que es equivalente a decir que f'es integrable si y solo
si E es medible, es decir a;(E) = a, (E).

Esta ultima observacion muestra que el criterio de Peano para la existencia del area fue
establecido por analogia con el primer criterio de integrabilidad de Riemann, a pesar de que
la definicion de contenido habia sido motivada por el segundo criterio de integrabilidad.

A pesar de que Peano llama la atencion sobre la relacion entre la integral de la funcion y
el area del campo de integracion, sera Camille Jordan en 1892 en Remarques sur les

intégrales définies quien hara explicita dicha relacion:

La influencia de la naturaleza del campo no parece que se haya estudiado con el mismo cuidado. Todas
las demostraciones se basan en el postulado de que el campo E tiene un extension especifica, y que si

se descompone en partes E;, E,, -++, 1a suma de las extensiones de estas piezas es igual a la extension
total de E. Estas proposiciones estan lejos de ser evidentes si se deja la concepcion de campo en toda
su generalidad.

[...]La determinacion de una integral propia multiple se reduce a una sucesion de integrales simple,
siempre que el campo sea medible (Jordan C. , 1892, pags. 70-71).

Aqui Jordan expresa que su objetivo es mostrar que a cualquier campo E le
corresponden dos numeros, la extension interior y la extension exterior, y que si esos dos
numeros coinciden se dira que £ es medible y que su extension es ese nimero comun. Para
2

que £ sea medible es “necesario y suficiente que la frontera de E tenga extension nula’

(Jordan C. , 1892, pag. 71). Ademas:

Una funcién f, que permanece acotada en el interior de E, admite en esta region una integral por exceso
y una integral por defecto. Si esas dos integrales coinciden, ellas representan la integral propiamente
dicha de la funcién f'en el campo E (Jordan C. , 1892, pag. 71).

En este articulo se evidencia el reconocimiento de Jordan sobre la importancia de la
teoria de conjuntos de puntos de Cantor en el analisis, y es precisamente ¢l quien difunde
dicha teoria en Francia. Antes de desarrollar sus ideas sobre los conjuntos medibles y la
integral definida, Jordan presenta una seccidon sobre nociones generales de conjuntos,
aclarando que su nocion de conjunto como “una coleccion de puntos” es tomada de Cantor.
Alli, Jordan define punto limite, punto interior, punto exterior, punto frontera, derivado de
un conjunto, conjunto perfecto, conjunto complemento, interior de un conjunto, frontera de
un conjunto y conjunto acotado; y demuestra varios resultados correspondientes estos

conceptos.
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Para definir, lo que hoy conocemos como el contenido de un conjunto, Jordan aclara que
esa extension serd una longitud, un drea o un volumen, segin sea la dimension del espacio
al que pertenece el conjunto. Primero se refiera al area interior y al area exterior de un

conjunto y luego afirma que:

Las consideraciones precedentes son evidentemente aplicables a conjuntos de un ntimero cualquiera de
dimensiones. Podemos determinar para cada uno la extension interior y la extension exterior. Si ellas
coinciden, el conjunto serd medible (Jordan C. , 1892, pag. 79).

En terminologia moderna, para definir el contenido interior y el contenido exterior de un
conjunto E, Jordan considera un intervalo [a, b] tal que E € [a, b], y una particion de dicho
intervalo P{x, = a,xq,**,x,, = b}. Si se designa I}, = [x;_1,x,] v l(I},) = x) — X}_1, s€
tiene que [a,b] = Uj=, ;. Considera los intervalos I, contenidos estrictamente en el
interior de E para definir el contenido interior de E, c;(E), y los intervalos [, que tienen
algiin punto en comun con £ para definir el contenido exterior de E, ¢, (E), como sigue:

¢i(E) = sup(Trcme) 1)) y ce(B) = inf (T ne20 L))

El conjunto E es medible segun Jordan si c¢;(E) = c,(E), y ese numero comiin
corresponde a la medida del conjunto.

Para definir la integral, retoma el concepto de de integral superior e inferior de Darboux
y las relaciona con el concepto de contenido de la siguiente manera: dado el intervalo [a, b]
y una coleccion {E;} de conjuntos Jordan medibles tales que [a, b] = Uj_; Ej, se definen
las sumas superiores e inferiores de una funcion acotada f'como:

L(P) = Y=1myc(E) y L(U) = Xi—1 My.c(E),

donde m;, y M, denotan respectivamente el infimo y el supremo de los valores de f en

E,,y c(E) el contenido o medida de E. Las integrales por exceso y por defecto de Jordan,

de manera similar a como las habia definido Peano:
—b

fa f(x)dx = inf(L(P)) yijf(x)dx = sup(L(P))

—b
La funcién f'serd Riemann integrable si se cumple que [ S (X)dx = | ’ f(x)dx.
-

Una vez ha definido la integral de Riemann, enuncia y demuestra su version del teorema

de Fubini para el calculo de integrales multiples:
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Si una funcion f(x,y,:+) de n variables es integrable en un dominio E, de extension medible, el
calculo de la integral multiple I = Sgf(x,y,---) se reducird a n integrales simples sucesivas (Jordan
C., 1892, pag. 84).

Estas ideas de Jordan sobre medida e integracién y la teoria de conjuntos de puntos
influenciaran a matematicos franceses, como Borel, Lebesgue y Baire.
Emilé Borel (1871-1956), impulsado por las investigaciones realizadas en su tesis

doctoral (1894) sobre ciertas cuestiones relacionadas con las funciones analiticas y en

. . . . . A
particular con el estudio de series de funciones racionales de la forma ),7_; (Z—Z), donde
—Un

A,,a,y z son numeros complejos, situa el origen de las nuevas ideas sobre la teoria de la
medida en la teoria de las funciones complejas. Las demostraciones de algunos de estos
resultados sugirieron a Borel la necesidad de dar una definicion de medida que utilizase un
numero infinito de intervalos para cubrir el conjunto a medir. El punto de partida de Borel
consiste en tomar como medida de un subconjunto abierto y acotado G de la recta real, la
suma de la serie de las longitudes de los intervalos componentes, en lugar de utilizar
cubrimientos finitos de G como era habitual; Borel se basa en un resultado conocido desde
Cantor segun el cual todo abierto G de R es union numerable de intervalos abiertos y
disjuntos.

En su libro Legons sur la théorie des fonction, Borel dedica el capitulo III al estudio de
los conjuntos perfectos y los conjuntos medibles. Antes de introducir su teoria de la
medida, advierte que su definicion de conjunto medible no es tan general como la que
presenta Jordan en su Cours d’Analyse y que el problema que lo motiva también es muy
diferente al de Jordan.

Para Borel ¢l proceso de medir aparece como una generalizacion de la longitud de un
segmento; la medida de un intervalo comprendido entre a y b es b — a, es decir la longitud
del intervalo; y los extremos no aportan a la medida del intervalo. A partir de aqui empieza

a ampliar el universo de los conjuntos medibles:

todos los conjuntos que nosotros consideramos seran formados por puntos entre 0 y 1. Cuando un
conjunto esté formado por todos los puntos de una cantidad infinita numerable de intervalos que no se
solapan y que tienen longitud total s, entonces diremos que el conjunto tiene medida s. Cuando dos
conjuntos no tienen puntos comunes y sus medidas son s y s', entonces el conjunto obtenido
uniéndolos, es decir, su suma, tendrd medida s+s'. Por otra parte, es irrelevante para determinar la
media de un conjunto, o de la suma de dos conjuntos, el ignorar, o tener en cuenta como se quiera los
extremos de intervalos, en infinito numerable.
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De una manera mas general, si tenemos una infinidad numerable de conjuntos tales que dos a dos no
tienen puntos comunes, y que tienen respectivamente medidas sq, s,, -+, s, entonces su suma (o el

conjunto formado por su reunién) tiene por medida s; + s,+ - + 5,,.

Todo esto es una consecuencia de la definicion de medida. He aqui algunas nuevas definiciones: Si un
conjunto E tiene medida s y contiene todos los puntos de otro conjunto £’ de medida s’, entonces el
conjunto £ -E' diremos que tiene medida s-s'... (Borel, 1898, pags. 46-47).

El universo de los conjuntos medibles de Borel queda totalmente determinado a partir de
los intervalos, y las operaciones de union numerable de conjuntos y diferencia de
conjuntos. Una vez ha establecido estos conceptos, Borel demuestra que un conjunto de
medida cero puede ser no contable y todo conjunto contable tiene medida cero. Ademas
observa que un conjunto puede tener medida nula y tener la potencia del continuo.

Es importante tener en cuenta que Borel es consciente que su definicion de medida es

una definicidn axiomatica:

Hemos reconocido que una definicion de medida s6lo puede ser 1til si ésta verifica ciertas propiedades
fundamentales, nosotros hemos impuesto estas propiedades a priori y las hemos empleado para definir
la clase de los conjuntos que hemos considerado como medibles. Esta forma de proceder presenta
grandes analogias con el método introducido por el Sr. Drach en algebra y en la teoria de las
ecuaciones diferenciales [...] En cualquier caso, procede de la misma idea fundamental: definir las
nuevas propiedades, es decir, establecer qué propiedades son estrictamente indispensables para el
razonamiento que se va a seguir [...] (Borel, 1898, pag. 48).

Borel publicé en 1895 un libro sobre teoria de numeros y algebra superior, en
colaboracion con Jules Drach, quien inaugura, en Francia, el método de definir un concepto
matematico partiendo de axiomas o postulados establecidos a priori, este estilo influenciara
a Borel y serd retomado por Lebesgue para presentar su definicion de medida. Las

siguientes son las propiedades fundamentales que, segiin Borel, debe cumplir una medida:

La medida de la suma de una infinidad numerable de conjuntos es igual a la suma de sus medidas; la
medida de la diferencia de dos conjuntos es igual a la diferencia de sus medidas; la medida jamas es
negativa; todo conjunto que no tiene medida nula no es numerable [...] a los conjuntos para los cuales
se pueda definir una medida que verifique las propiedades anteriores, les denominaremos medibles
(Borel, 1898, pag. 48)

Ademas, Borel establece la propiedad de la monotonia de su medida, es decir, si E; € E
y E € E,, entonces la medida de E; es inferior a la medida de E, y la medida de E, es
superior la medida de E, y aclara “Las palabras superior e inferior no excluyen por otra
parte la igualdad”. Borel cierra éste capitulo relacionando los conjuntos perfectos y los

conjuntos medibles: “Todo conjunto perfecto acotado es medible”.
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La segunda parte de su libro Legons sur la théorie des fonction, Borel la dedica a

resolver el problema que motivo el desarrollo de su teoria de la medida. Estudia el caso

analogo del valor absoluto de la serie f(z) = }5—; (Zf—:l, para una variable real. Considera

)

1
Z;‘f=1A—” con A, > O,Zf=1An/2 <o y {a,} un subconjunto denso de [0,1]. Para

lx—an I
estudiar los puntos de convergencia de la serie procedid de manera similar a como lo hizo

en su tesis. Cada punto a, esta encerrado en un intervalo I, = (a, — u,,a, +u,), con

1
un—lA/2

=74, Si B, = U; = I, entonces para x & B), se tiene que x € I, para todo n, y por

lo tanto |x — a,| = u, o, de manera equivalente,

An An 1
To— == ZkAn/Z, para todo 7.

Por lo tanto, la serie converge uniformemente sobre el conjunto [0,1] — B;. El conjunto
By, esta constituido por intervalos de longitud total

1, 1
o0 o0 An A o0
i1 1) = iy = 2 donde 4 = X7, 4,

Ademas, si B = Ny-1B; y D es el conjunto de puntos donde la serie no converge,
entonces D € B, de manera que D puede recubrirse con intervalos B, = Uj;_; [, de
longitud total arbitrariamente pequefia, haciendo £ lo suficientemente grande.

Aqui la teoria del contenido no resulta util, porque {a,} es denso en [0,1] y {a,} € D,
tanto D como su complemento, el conjunto de puntos de convergencia, tienen contenido
exterior 1 y contenido interior 0, son indistinguibles en términos de su contenido y no son
Jordan medibles; por tanto Borel necesitaba una medida que le permitiera distinguir entre D
y su complemento. Pero tal como lo expone Hawkins su definicion de medida presentaba

alun un inconveniente:

El conjunto D, de los puntos donde la serie no converge, es un subconjunto de un conjunto medible de
Borel B, de medida cero, pero de la clasificacion de Borel no se deduce que el mismo conjunto D sea
medible segiin Borel. A causa de esta situacion tuvo que adoptar el siguiente convenio: Si un conjunto
E esta «encajado» entre dos conjuntos medibles de Borel de medidas respectivas a y b, con a < b,
entonces convendremos en decir que la medida de £ es > a y < b, sin preocupamos de si £ es 0 no
medible segiin Borel. Como el conjunto en cuestion D esta «encajado» obviamente entre el conjunto
vacio y el conjunto B, los cuales tienen medida cero, entonces en virtud de este convenio de Borel
también se le atribuye a D la medida cero, y asi puede concluir Borel al fin que su serie converge en

todos los puntos del intervalo [0,1] excepto sobre un conjunto de medida cero (Grattan-Guinness,
1980, pag. 230).
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Este “convenio” de Borel, le permitira a Lebesgue definir sus conjuntos medibles, y tal
como veremos en el siguiente capitulo los trabajos de Jordan sobre el contenido y la
integral, junto con la teoria de la medida de Borel, alcanzaran su maxima generalidad en la

obra de Lebesgue.

Veremos en el siguiente capitulo como Lebesgue generaliza en su tesis doctoral la
nocion de integral, con el proposito de solucionar los problemas planteados por sus
antecesores: el problema de la medida, el calculo de primitivas y la convergencia de series
trigonométricas. Lebesgue se apoya en el concepto de contenido de Jordan y en la medida
de conjuntos de Borel, brindando una salida conceptual al problema de la medida y
estableciendo una teoria de integracion mas general. Para ello, Lebesgue reconoce que la
medida de conjuntos es una generalizacion de la medida de los objetos geométricos. Luego
de considerar el esquema geométrico, Lebesgue lo adopta a un sistema analitico, con lo que
logra dar una salida al problema de cuadratura de areas y de la integral a partir de su teoria
de la medida, tal como lo expresa el mismo Lebesgue “regresamos a los métodos intuitivos
anteriores a Cauchy, pero la definicion de medida les da una fundamentacion logica

solida.”
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2 ANALISIS DE LA TESIS DOCTORAL DE HENRI LEBESGUE

2.1 Introduccion

Henri Lebesgue presenté su tesis doctoral Integral, Longitud, Area el 10 de febrero de
1902 en la Facultad de Ciencias de la Universidad de Nancy, la cual fue aprobada por el
Decano Gaston Darboux y publicada el mismo afio en los Annali di Matematica Pura et
Aplicatta de Milan.

El objetivo de Lebesgue era establecer las definiciones mas generales y precisas posibles
de los conceptos de integral definida, longitud de una curva y area de una superficie, y
resolver el problema fundamental del calculo integral: “encontrar una funciéon de la cual se
conoce su derivada”.

Con la instauraciéon de la teoria de la integracion, fundamentada en el concepto de
medida, Lebesgue resuelve varios aspectos relacionados con tres problemas planteados por
sus antecesores: el problema de la medida, el célculo de primitivas y la representacion de
funciones en series trigonométricas; generando el desarrollo de nuevas ramas de las
matematicas como la teoria de la probabilidad, el analisis funcional y el analisis de Fourier,
entre otros. Esta teoria de la integracion alcanzd altos grados de abstraccion vy
generalizacion, y es considerada como una de las més fructiferas del siglo XX por sus
multiples aplicaciones.

La tesis doctoral, donde aparecen los resultados fundamentales relacionados con la
teoria de la medida y la integraciéon de Lebesgue, por lo que es considerada la piedra
angular de su teoria, consta de seis capitulos desarrollados en 129 paginas. El primer
capitulo estd dedicado al problema de la medida y la definicion de conjuntos medibles. En
el segundo capitulo se desarrolla la teoria de la integracion, donde se demuestran dos
resultados fundamentales de la integral de Lebesgue, y que evidencia su superioridad con

respecto a la de Riemann: la integrabilidad se preserva con el paso al limite, y toda derivada
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acotada es integrable. El tercer y cuarto capitulos son dedicados a las definiciones de la
longitud de una curva y area de una superficie, respectivamente. En los dos ultimos
capitulos Lebesgue se propone resolver dos problemas: buscar las superficies
correspondientes punto a punto en un plano, de modo que las longitudes se conserven, y
dado un contorno cerrado, encontrar una superficie limitada por este contorno con area
minima.

Veamos pues con detalle la manera como Lebesgue expone en su tesis doctoral los
desarrollos relacionados con la teoria de la medida y la integracion, y con el problema del

area de una superficie.

2.2 La medida de conjuntos en la tesis de Lebesgue

Lebesgue retoma la nocion de medida de Borel para definir una medida mas general,
aplicable a espacios de varias dimensiones’®. El primer capitulo de su tesis doctoral inicia
con las definiciones de conjunto acotado, igualdad de conjuntos, union finita e infinita
numerable de conjuntos, subconjunto y diferencia de conjuntos.

Para Lebesgue “dos conjuntos son iguales si, desplazando uno de los dos, se pueden
hacer coincidir”. Definicién que podemos enunciar como sigue.

Definicion 2.2.1. Sea A S R, sediceque B =AsiysdlosiB={x e Rix=y+k,y €
Ay kER.

Esta definicion de igualdad de conjuntos, similar a la nociéon comtn 7 de los Elementos
“cosas congruentes entre si, son iguales entre si”,”’ es una clara muestra de que Lebesgue

estd pensando en conjuntos de puntos y estd pensando geométricamente, tal como lo

expresa en la introduccion de su tesis doctoral:

En el estudio de las cuestiones relativas a la teoria de las funciones de variable real se reconoce a
menudo que seria comodo asignar, a los conjuntos de puntos, numeros, lo cuales  gozan de
propiedades similares a las longitudes de los segmentos o a las areas de los poligonos. (Lebesgue,
1902, pag. 232)

% Los conjuntos B-medibles son los intervalos, y los conjuntos obtenidos a partir de uniones finitas, uniones
numerables y sus complementos.
T Ver (Euclides, 1970, pag. 705)
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Los problemas del analisis pueden ser tratados con méas comodidad al relacionarlos con
los objetos geométricos. En el desarrollo de su teoria se evidencia que el recuperar las
raices geométricas se convierte en requisito indispensable para, a través de la teoria de la
medida, resolver el problema de la integracion para una coleccion mas general de
funciones. Lebesgue ve en el concepto de medida - como generalizacién de los conceptos
geométricos de longitud, area y volumen - la clave para resolver el problema de la
integracion.

Al inicio de su teoria de la medida, Lebesgue se plantea E!/ problema de la medida, el
cual consiste en definir una funcion que le asigne a cada conjunto acotado un numero real
no negativo, denominado medida, y que cumpla ciertas propiedades. De esta manera en su

tesis doctoral’®

enuncia las propiedades que deberia cumplir una funcion medida.
Definicion 2.2.2. Sea H = {E: E es un conjunto acotado} y m: H — R* U {0}. Se dice
que m es una funcion medida si:
L,: Existe E tal que m(E) # O.
L,: Si E; = E,, entonces m(E;) = m(E,).
Ly: Si E = UL E; y E; N E; = @,Vi,V], entonces m(E) = ¥/, m(E).
En cuanto a la unicidad de la solucion, Lebesgue observa que si el problema de la
medida admite alguna solucion, al multiplicar todas las medidas obtenidas por un mismo

numero se obtiene otro sistema de medidas equivalente, por lo tanto sin pérdida de

generalidad, cualquier conjunto de medida no nula se puede tomar como unidad de medida.

La medida de subconjuntos acotados deR.

Para definir la medida de los conjuntos de puntos lineales, subconjuntos acotados de R,
inicialmente se consideran conjuntos de puntos de un segmento dado y se muestra que la
funcion longitud, definida sobre la coleccion de segmentos, es una medida Luego se
introducen las definiciones de conjunto medible y medida de un conjunto lineal acotado, y
se muestra que mediante las operaciones de union, interseccion y complemento de

conjuntos medibles, se obtienen conjuntos medibles.

% (Lebesgue, 1902, pag. 236)
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Proposicion 2.2.3. Todo conjunto de puntos unitarios tiene medida nula,
m({a}) =0

Demostracion: Si m({a}) > 0, la medida de un conjunto infinito acotado seria infinita,
lo que contradice la definicion de medida m

De la anterior proposicion se concluye que la medida de un conjunto de puntos sobre un
segmento MN es igual si se incluyen o no sus extremos.

Proposicion 2.2.4. La medida de un intervalo cerrado es igual a la medida del
correspondiente intervalo abierto o semiabierto:

m([a,b]) = m((a,b)) = m((a, b]) = m([a, b)).

La siguiente proposicion establece la existencia de conjuntos lineales de medida no nula,
es decir, se verifica L.

Proposicion 2.2.5. Para todo segmento MN, se cumple que m(MN) > 0.

Demostracion: Si existe MN tal que m(MN) = 0, todo conjunto lineal acotado es de
medida nula, contradiccionm

Defincion 2.2.6. Para definir la medida de un conjunto de puntos sobre un segmento
PQ, se toma un segmento MN al cual se le asigna medida 1, se establece la unidad de
longitud. De esta manera se puede asignar un nimero a PQ, su longitud, que sera la medida
del conjunto de puntos de PQ. De acuerdo con la teoria euclidiana de las magnitudes, se
consideran dos casos posibles:

e Si PO es conmensurable con MN, existen a y B tales que aMN = BPQ por lo que

PQ
MN

= %, de esta manera se define la longitud de PQ como o/B.

e Si PQ es inconmensurable con MN, existen segmentos conmensurables a PQ
contenidos en PQ y otros que contienen a PQ; de esta manera se obtiene la longitud
del segmento PQ mediante un proceso de aproximacion.

Lebesgue no se preocupa por verificar L2, sin embargo hemos visto que define la
medida del conjunto de puntos sobre el segmento PQ como la longitud del segmento, lo

que lo ubica en la tradicion geométrica euclidiana la cual, de acuerdo a la nocion comun

99 . . . . .
7", supone la invariancia de los segmentos bajo traslaciones.

%9 “las cosas congruentes entre si, son iguales entre si”” (Euclides, 1970, pag. 705)
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La condicion L3, de acuerdo con Lebesgue, se obtiene de las propiedades de la longitud,
tanto para un nimero finito de segmentos como para un nimero infinito. De esta manera
Lebesgue demuestra que la longitud del segmento MN es una funcion medida, pues cumple

las tres condiciones impuestas.

Conjuntos B- medibles

Para definir la medida de subconjuntos acotados de R, que no son necesariamente

intervalos, Lebesgue se basa en los resultados de Emile Borel y Camille Jordan:

En el primer capitulo defino, como Mr Borel, la medida de un conjunto por sus propiedades
esenciales. Después de haber completado y precisado las indicaciones un poco rapidas que da
Mr Borel'”, indico qué relaciones existen, entre la medida asi definida y la medida en el sentido
de Mr Jordan. (Lebesgue, 1902, pag. 232)

Aunque Lebesgue no presenta en su tesis la teoria de Borel, recordemos brevemente
algunos de sus aspectos fundamentales.

En el paragrafo §3, del tercer capitulo de su libro Lecons Sur la Theorié des Functions
de 1898 Emile Borel incorpora su teoria de la medida'®'. Para Borel, la base fundamental
del proceso de medir conjuntos lineales reposa en la generalizacion de la longitud de
segmentos. Para ello, considera conjuntos en el intervalo [0, 1]; establece la medida de un
intervalo [a, b] como la diferencia de sus extremos:

m([a,b]) =b—a

A partir de aqui empieza a ampliar el dominio de los conjuntos medibles. La medida de
la unién numerable de conjuntos disjuntos dos a dos y que tienen medidas sq,Sp, ", S, **
respectivamente, es S; + Sy + -+ 5, + -+ Después de definir la medida para la
interseccion y diferencia de conjuntos, demuestra que los conjuntos numerables tienen
medida cero.

Para Borel, estos elementos corresponden a las propiedades fundamentales que debe

cumplir una teoria de la medida:

La medida de la suma de una infinidad numerable de conjuntos es igual a la suma de sus medidas; la
medida de la diferencia de dos conjuntos es igual a la diferencia de sus medidas; la medida jamas es
negativa; todo conjunto que no tiene medida nula no es numerable. Ello es entonces, expresamente

1% (Borel, 1898)
101 (Borel, 1898, pags. 46-48)
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entendido, lo que nosotros llamamos medida y declara los conjuntos que nosotros llamamos medibles.
(Borel, 1898, pag. 48)

Los conjuntos B-medibles quedan entonces determinados a partir de los intervalos y
mediante las operaciones de unién finita, uniones numerables y sus complementos.

Borel finaliza esta seccion mostrando la existencia de conjuntos que no son B -medibles,
los cuales constituyen una gran limitacion en su teoria. Las investigaciones de Lebesgue
refinan y amplian los trabajos de Borel, instituyendo una teoria de la medida que extiende
el concepto de conjunto medible a un universo mas amplio que el de los conjuntos

Borelianos.

Conjuntos L-medibles

La medida para cualquier conjunto acotado sobre la recta se define en términos del
concepto de medida externa y medida interna. La medida externa aparece como

1'%, mientras que los conceptos

generalizacion de la nocion de contenido exterior de Bore
de medible y medida interna son generalizaciones de la extension interior y el concepto de
medida de Jordan (Jordan C. , 1892).

Las definicion de medida externa se fundamenta en el concepto de recubrimiento
numerable, establecido por Borel en 1898: “dado un conjunto E, se pueden encerrar sus
puntos, de multiples maneras, con un niimero finito o infinito numerable de intervalos”
(Lebesgue, 1902, pag. 237)

Concepto que en términos modernos podemos definir de la siguiente manera.

Definicion 2.2.7. Sea E un subconjunto acotado de R, se denomina recubrimiento
numerable de £ a una familia numerable de intervalos F' tal que E € U,¢fl.

Proposicion 2.2.8. Si F es un recubrimiento numerable de £ se cumple la siguiente
desigualdad:

m(E) < m(Ujer ) < Xjer L),
donde /(/) es la longitud de cada intervalo.

Demostracion: Observemos que si A € B entonces B = A U (B — A), entonces por L;

m(B) = m(A) + m(B — A),de lo cual m(A) < m(B). De esto se¢ sigue el resultado

12 (Borel, 1898)
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puesto que E € U;cp[103m

Definicion 2.2.9. Sea E un subconjunto acotado de R , consideremos el conjunto
B = {}1cr L(): E SU;cp I} se denomina medida exterior de £ al limite inferior de B, es
decir m,(E) = inf(B).

De acuerdo con Lebesgue, el limite'®* inferior del conjunto B es un limite superior de
m(E), Resultado que podemos enunciar como sigue.

Proposicion 2.2.10. Para todo subconjunto acotado E c R, se tiene que m(E) <
m, (E).

Demostracion: Esto se sigue de la definicion de medida exterior y del hecho que
m(E) < Yjer L(I), para todo recubrimiento numerable F de £ m

Para definir la medida interior, se considera un segmento AB que contiene todos los
puntos de E, se considera el complemento'® E€ de E con respecto a AB y se define medida
interior de £ en términos de la medida exterior del complemento. Dicha medida es unica,
puesto que no depende de la escogencia del segmento 4B.

Proposicion 2.2.11. Para todo subconjunto acotado E de R, se tiene que m(AB) —
m,(EY) < m(E).

Demostracion: Por proposicion 2.2.10 m(E€) < m,(E€), Ademas m(AB) — m(E) =
m(E®). Por lo que m(4B) — m,(E¢) < m(AB) — m(E€) = m(E)m

Definiciéon 2.2.12. Sea £ un subconjunto acotado de R y consideremos un segmento AB
de R talque E' c AB, entonces definimos la medida interior de £ como la diferencia entre
la medida del segmento 4B y la medida exterior del complemento de £ con respecto a 4B,
es decir: m;(E) = m(AB) — m,(Efp).

Proposicion 2.2.13. Para todo subconjunto acotado E € R, se tiene que m;(E) <
m,(E).

Demostracion: Se sigue de las proposiciones 2.2.10 y2.2.11m

A pesar de que con los resultados establecidos en 2.2.10 y 2.2.11 se obtiene trivialmente

1% Lebesgue utiliza la propiedad “si A € B,m(4) < m(B)". propiedad que no ha mencionado, pero como

vimos es muy fécil de verificar.

1941 ebesgue esta utilizando el término “limite” como sindnimo de “cota”

1% Lebesgue define complemento de un conjunto, tal como lo hacemos actualmente. Lo mismo sucede con las

operaciones de union, interseccion y diferencia de conjuntos; aunque la unién la denomina suma de conjuntos.
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la proposicion 2.2.13, para demostrarla Lebesgue se basa en la siguiente desigualdad, la
cual es inmediata de 2.2.10,
m,(E) + m,(E) = m(AB)

De esta manera se tendria que m;(E) = m(4AB) — m,(E¢) < m,(E).

Proposicion 2.2.14. Dos conjuntos iguales tienen medidas interiores iguales y medidas
exteriores iguales. Es decir, si 4=B se cumple que m;(4) = m;(B) y m,(4) = m,(B).'"

Proposicion 2.2.15. Si el problema de la medida es posible, la medida de un conjunto £
esta comprendida entre sus medidas interior y exterior:

m;(E) < m(E) < m,(E).

Demostracion: Se sigue de las proposiciones 2.2.10y 2.2.11m

Definicion 2.2.16. Sea E un subconjunto acotado de R. Se dice que el conjunto E es
medible si m;(E) = m, (E). Este valor comtn sera la medida del conjunto E, m(E).

Definicion que Lebesgue considera equivalente al siguiente enunciado:

Un conjunto E se dice medible si es posible encerrar sus puntos en intervalos o, y los puntos
de sus complementos en intervalos B de manera que la suma de longitudes de las partes
comunes a los o y a los [ sea tan pequefla como se quiera. (Lebesgue, 1902, pag. 238)

Lo que en términos modernos podemos enunciar como sigue.

Proposicion 2.2.17. Un subconjunto acotado £ de R contenido en un segmento 4B es

medible si y s6lo si Ve > 0 existe un recubrimiento a ={I} };¢y de E y un recubrimiento

B={,}ren de ESp tales que
Yken2ren Uk N)) < 107

Demostracion: Supongamos que Ve > 0 existe un recubrimientos o ={/; };ecy de £y un
recubrimiento B={J, },ey de Ejp tales que Ypen Xren LIy N J,) < €. Se debe probar que
m;(E) = m,(E) lo que por definicion es equivalente a probar que m(AB) = m,(E) +
m, (Efg), es decir:

m(AB) = inf{Zren l(k): E S Upen It} + inf{ZrenlUr): EC S Uren i}

Lo que es equivalente a demostrar la siguiente igualdad:

m(AB) = inf({ZkEN l(lk):E = UkENIk} + {ZrENlUr):EC < UrEN]r})'

% Es una consecuencia directa de la invariancia bajo traslaciones.
107 - - .
La notacidn y la demostracion de este enunciado son nuestros.
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En efecto, m(AB) es cota inferior porque AB € (Uyen i) U (Uren /) para todo par de
recubrimientos de E y Ejp, luego:

M(AB) < Xyen l(Ix) + Zren LUr).

Veamos que es la mayor cota inferior.

Sea T =inf({Xken () E S Upen Iy} + ZrenlUr):EC € Uren)r}), T =0. Para
probar que m(AB) = T razonaremos por reduccion al absurdo, supongamos que m(AB) <
T. Sea ¢ =T —m(AB) > 0, por hipétesis existen o ={I;};cy recubrimiento de E y
B={J, },en recubrimiento de E §p tales que

Yken Zren Uk NJ) <T —m(4B).
m(AB) + Lien Xren (I N );) <T.

Yken () + XrenlUr) S m(AB) + Yiken Zren I NJ) <T.
Yken L) + XrenlUy) < T(>€).

Por lo tanto m(AB) = inf ({Yken {(Ix): E S Ugen Ik} + {Xren lUr): E S Uren/r D), s
decir E es medible.

Supongamos ahora que E es un conjunto medible. Por la propiedad de aproximacion al
infimo, dado & > 0 podemos tomar un recubrimiento o ={I; }ycy de E y un recubrimiento

B={, }ren de ESp tales que
Yren (1) —m(E) <=y Tren () —m(Efp) <.

Por otra parte <(UkeN ) U (Uyren/r) — Uken( n]r)> es un recubrimiento para el
reN

segmento AB, por lo que
M(AB) < Yken (k) + Xren lUr) — Zken Zren LUk N ).
Zken Zren Uk N J) < Zpen lUx) + Xren LUy) —m(4B).
Yken Zren LUk N J) < Xken L) + 2renlUr) — (m(E) + m(EﬁB))-
Yien Zren [ 0)2) < Qren L) = m(E)) + (Bren LUr) — m(Efp)).

ZZZ(Ik NJ) <em

keNreN

Lebesgue utiliza la proposicion anterior para demostrar que un conjunto obtenido

mediante union numerable de conjuntos medibles, también es medible.
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Proposicion 2.2.18. Si {E;};cy es una familia de conjuntos medibles y E = U2, E;,
entonces £ también es medible.

Demostracion: consideremos los conjuntos E; formados por puntos de un segmento 4B
con relacion al cual tomaremos los respectivos complementos. Sea @ = {I;1}rey un
recubrimiento de E), cuyos intervalos son disjuntos, y 1 = {J,1},en un recubrimiento de
su complemento Ef, tales que Yjyenren!(Ix1NJ-1) < & para algin g;, arbitrariamente
escogido. De igual manera, sea a; un recubrimiento de E;, y [; un recubrimiento de su
complemento Ef, tales que Yy enren [T NJri) < & para algln g; arbitrariamente escogido.

Sean
a, = {I n]r}IkEaz,erﬁl JkeN reN Y B 2 = Uk n]r}]keﬁz,jreﬁl JkeN reN

a’s ={I N Jr}1 eas ) €p', keN ren Y By = Uk N Jr 3 epslrep’y keN reN

a; = {I n]r}IkEai,]reﬁ’i_l,keN reN Y .Bi = Uk n]r}jke[}i,]reﬁ'i_l JkeN ,reN
Sea E =UE;, los intervalos aq,a'’;, a'3,-- forman un recubrimiento para E y los

intervalos {[3 ’i}'eN forman un recubrimiento para el complemento Efz. Ahora estas dos
l

series de intervalos tienen partes comunes de longitud total a lo sumo igual a:
= e +e+ - +g+m@ipg) +mlaiyg) + -

La serie Y, m(a';) es convergente, si se eligen los &; de tal manera que la serie ). €; sea
convergente y tenga como suma a g, se podra tomar i lo suficientemente grande como para
que l; < 2¢
108

Entonces, por la proposicion anterior, £ es medible

Lebesgue concluye:

La uni6én de un numero finito o infinito numerable de conjuntos medibles es un conjunto medible, por
lo tanto tiene sentido plantear el problema de la medida solo para conjuntos medibles. (Lebesgue,
1902, pag. 239)

Proposicion 2.2.19. Si {E;};cy es una familia de conjuntos medibles disjuntos dos a dos
y E = Ui, E;, entonces m(E) = Y72, m(E;)

Demostracion: puesto que los conjuntos {E;};cy son disjuntos dos a dos, los puntos de

1 : . : . . s .
% En la tesis de Lebesgue aparece el término sumable, pero esto parece ser un error de escritura, pues ni él ni
sus contemporaneos han definido conjunto sumable.
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cada E; son interiores a los intervalos a’; de suerte que m(a’;) — m(E;) < ¢;. Ahora bien,
m(E) — (m(ay) + m(a) +m(a’3) +) <& +& +e3+
Entonces se tiene que
m(E) =m(E) + m(E,) + - m
Asi L3 se cumple.

De esta manera Lebesgue concluye que:

Se tiene que el problema de la medida es pues posible para los conjuntos medibles; y admite s6lo una
sola solucion, pues los razonamientos que utilizamos para definir los dos nimeros m, y m;, aplicados a
un conjunto medible, s6lo hacen intervenir conjuntos medibles. (Lebesgue, 1902, pag. 231)

Lebesgue advierte que no se ha probado que el problema de la medida sea imposible
para aquellos conjuntos (si los hay) cuyas medidas interior y exterior sean diferentes. Sin
embargo, se consideraran sélo los conjuntos medibles, es decir aquellos conjuntos para los
cuales las medidas exterior e interior son iguales. De esta manera los procedimientos
usados para definir un conjunto pueden reducirse siempre a considerar la union numerable
y la interseccion numerable de conjuntos previamente definidos. Y estos dos
procedimientos aplicados a conjuntos medibles dan conjuntos medibles.

Proposicion 2.2.20. La interseccion finita o infinita numerable de conjuntos medibles es
un conjunto medible.

Demostracion: Sean Ej, E;, E3, ... conjuntos medibles dados, su interseccion e; puede
definirse como el conjunto que tiene como complemento la uniéon de los complementos de
Ey, E;, E3, ... es decir:

ef = (NE)" =u (E))

Lo que demuestra la proposicionm

Obsérvese que Lebesgue esta utilizando implicitamente la propiedad “si un conjunto es
medible su complemento también lo es” la cual no ha mencionado pero se puede verificar
facilmente:

Por definicion de medida interior se tiene que m, (Efz) = m(AB) — m;(E) pero como E
es medible m, (Efz) = m(AB) — m,(E) = m(AB) — m,((Efg)¢) = m;(E°).

Proposicion 2.2.21 Secan E;y E,conjuntos medibles tales que E, c E;, entonces

E, — E, también es un conjunto medible.
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Demostracion: Se tiene que E; — E, = E; N E5199 ¢ interseccion de conjuntos medibles
es medible. Ademas E; = (E; — E;) U E, por lo que m(E;) = m(E; — E;) + m(E;) y de
ahi m(E; — E;) = m(E;) —m(E;)m

Lebesgue observa que a partir de los conjuntos medibles formados por los puntos de un
intervalo, mediante sus complementos y las operaciones de union e interseccion se obtienen
todos los conjuntos B-medibles.''’Los conjuntos B-medibles estan definidos por un infinito
numerable de operaciones y el conjunto que los contiene tiene la misma potencia del

continuo.

Existencia de conjuntos £-medibles que no son B-medibles

Para demostrar la existencia de conjuntos £-medibles que no son B-medibles, Lebesgue
utiliza el conjunto de Cantor definido sobre el intervalo [0,1],tal como se ilustra en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.22. Sea € ={x € [0,1]:x =2+ 2+ 5+, cong; =062}, como C
es un conjunto perfecto es Borel-medible. Por otra parte, el complemento de C es el

conjunto definidlo como C°¢ = {G%)(%%)(%g)}, luego la medida del

n-1
complemento de C esta dada por m(C¢) = Y,7_4 23—n =1.

Por otra parte C U C¢ = [0,1], por lo tanto m(C) = 0.

Cualquier subconjunto del conjunto de cantor es medible por tener medida exterior nula.
La potencia del conjunto de cantor es la misma que la del continuo, por lo tanto la potencia
del conjunto de todos estos subconjuntos que son £L- medibles es la potencia del conjunto
de partes del continuo. Dado que la totalidad de los conjuntos B-medibles tienen la
potencia del continuo, se puede concluir que existen conjuntos L-medibles que no son B-
medibles.

El siguiente teorema relaciona conjuntos £ -medibles y B-medibles.

Teorema 2.2.23 Si E es un conjunto L-medible, existen conjuntos £; y E», B-medibles,

tales que E, c E c E; ym(E,) = m(E) = m(E;).

109
110

El complemento de E, se toma con respecto a E;.
Que son aquellos conjuntos que Borel denomina medibles en (Borel, 1898).
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Demostracion: Sean £ un conjunto L-medible y {€;} una sucesion que decrece a 0. E se
puede encerrar en un conjunto infinito numerable de intervalos a; = {Iij }j N de medida
m(E) + €, esdecir E € U/, I, I €a; y m(a) =m(E) + €. 1“

El conjunto E; = N2 a; = ﬂ?‘;l(Uf’:l Il-j) 12" es B-medible por ser interseccién de
conjuntos medibles y E € E;113, luego m(E) < m(E;). Ademas m(E;) = m(NjZ; ;) <
m(E) + ¢;,Vi y como la sucesion {g;} converge a 0, tenemos que m(E;) < m(E) por lo
tanto m(E;) = m(E) .

Por otra parte, el conjunto (E; — E) tiene medida nulall* y puede encerrarse en un
conjunto de intervalos f; tales que B; S a; vy m(B;) =¢;. Es decir, (E;—E)C
(Ui=1Ju) Jie € Bi 'y m(UiZq Iy) = &. El conjunto e = N2, (U Jix) es B-medible con
medida nula puesto que m(e) = m(Nj= (Uy=1Jir)) < €,Vi y {&} es una sucesion
decreciente que converge a 0. Si tomamos E, = E; —e ' se tiene entonces que E, es B-

medible y m(E;) = m(E;) — m(e) = m(E;) = m(E)m.

Los conjuntos que Lebesgue denomina medibles son aquellos que se pueden medir
mediante los procedimientos de Borel. Si E; es un conjunto medible de medida «; y
E; c E, la medida de E es mayor que «;, “sin tener que molestarnos por si £ es medible o
no” (Lebesgue, 1902, pag. 241), y lo mismo ocurre para el caso contrario y la igualdad.

De la proposicion anterior se deducen inmediatamente los dos corolarios siguientes.

" podemos interpretar m(a;) como m(U Iij)

Lebesgue define E;como el conjunto de puntos que pertenecen al mismo tiempo a los conjuntos «;, esta es
nuestra interpretacion.
WEcU, I, Vi

14 Una cuestion interesante que se desprende del teorema anterior tiene que ver con la existencia de los
conjuntos de medida nula, por cuanto ellos permiten asignarle la medida a un conjunto (en este caso a E) con
base en el calculo de inecuaciones. Esto hace que automaticamente ingresen a la familia de los conjuntos L-
medibles conjuntos que no son B-medibles, pues justamente este hecho no era considerado por Borel. Los
conjuntos nulos marcan la diferencia entre los B-medibles y los L-medibles, puesto que se puede demostrar
que la cardinalidad de los conjuntos nulos es mayor que la de los Borelianos.

112

"3Supongamos que x € (E; —e),x €EE; yx ¢ e. Como (E; —E)Ce,setienequesix € e,x € E; 0x €
E,luego x € E.
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Corolario 2.2.24. Sea E un conjunto y A = {m(B): EcB, conB B-medible}, entonces
m, (E) = Infif/A). Ademas existe un conjunto B, B-medible, tal que E € B y 7{B) =
m, (E).

Corolario 2.2.25. Sea £ un conjunto y G = {m(B): B CE, conB B-medible}, entonces
m;(E) = SupifiG). Ademas existe un conjunto B-medible, B, tal que Bc E y m(B) =
m;(E).

A continuacion se relacionan los conjuntos medibles en el sentido de Jordan, 3J-
medibles, con los B-medibles y los £ -medibles. Para establecer esta relacion, Lebesgue

retoma las definiciones de punto interior, frontera, extension interior y extension exterior

dadas por Jordan en su tratado de Analisis.

Conjuntos J-medibles

Definicién 2.2.26. Un punto M es un punto interior de un conjunto £ si existe un
segmento ABC E tal que M € AB.

Definicion 2.2.27. Un conjunto F es la frontera de £ si los puntos de Fr no son puntos
interiores de £ ni de su complemento. Es decir, un conjunto £ es la frontera de E si para
x € Fp setiene queparatodor >0, (x—7,x+r)NE#0y (x—r,x+7r)NE‘ 0.

Definicion 2.2.28. Sea AB un segmento tal que E € AB y dividamos AB en intervalos
parciales Ij,. Sean € = {31 l(I}): (Uj_1 ) cint(E)} y L= lI): (EUFg) C
(Uk=11)}. La extension interior de E es el limite de 4 cuando la longitud maxima de los
intervalos parciales tiende a 0, es decir ¢ ;(E) = sup(€ ). De manera similar la extension
exterior de E es el limite de L cuando la longitud maxima de los intervalos parciales tiende
a0, es decir e, (E) = inf(L).

Definicion 2.2.29. Un conjunto £ es J- medible si su extension exterior es igual a su
extension interior, e; (E) = e, (E).

Proposicion 2.2.30. Si £ es J3- medible entonces es L-medible.

Demostracion: Por definicion se tiene la siguiente desigualdad:

e;(E) = my(E) = m.(E) < e.(F)
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Como E es 3- medible e;(E) = e, (E), luego m;(E) = m,(E), es decir E es L-medible.
Ademas las medidas, en el sentido de Jordan y en el sentido de Lebesgue, son iguales m

Proposicion 2.2.30. Para que un conjunto sea J-medible es necesario y suficiente que
su frontera tenga medida nula

Demostracion: la extension interior de £ es la medida del conjunto de sus puntos
interiores, el cual es abierto, por lo que su complemento es un conjunto cerrado y por lo
tanto es B- medible. La extension exterior de E es la medida de 1a union de £y su frontera,
el cual es B- medible por ser cerrado. En consecuencia m;(E) = m,(E) si y sblo si
m(Fg) =0m

Un conjunto cerrado, que tiene por extension exterior su medida, si es de medida nula
puede afirmarse que es J-medible. En particular el conjunto perfecto definido en el e¢jemplo
2.2.22 es J-medible; lo mismo que todos los conjuntos que pueden formarse con sus
puntos, por lo tanto el conjunto de los conjuntos J-medibles tiene la misma potencia que el
conjunto de todos los conjuntos de puntos''®, y existen entonces conjuntos J-medibles que
no son B-medibles.

A continuacion Lebesgue muestra la forma como se calcula la medida de un conjunto de
puntos sobre la recta, aclarando que tal medida depende de la manera como el conjunto sea

dado y evidenciando la dificultad que presenta el calculo de la medida de Lebesgue.

Cilculo de 1a medida de subconjuntos de R

Supongamos que dado un intervalo cualquiera (a,b), se puede determinar si existen
puntos del conjunto E, de su frontera Fry de su complemento E€, en dicho intervalo.
Mediante un ntimero finito de operaciones se puede calcular un numero cualquiera de
términos de las dos sucesiones (puede suponerse una decreciente y otra creciente) cuyos
limites son respectivamente la extension exterior y la extension interior de E. Estas
extensiones se consideran bien definidas “dada la practica que tenemos para manejar las
series”. Se sabe pues calcular la medida de un conjunto J-medible y la consideracion
simultanea de dos sucesiones permite obtener un limite superior del error cometido al

cortar en un término cualquiera.

"6 Es decir el conjunto de partes del continuo
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Es mucho mas dificil calcular la medida exterior e interior de un conjunto cualquiera.
Estos numeros en efecto son definidos por la consideracion de un infinito no numerable de
nimeros; para encontrar una sucesion de niimeros que tienden hacia m,(E) es necesario
considerar divisiones de un segmento 4B, que contiene al conjunto E, en intervalos
parciales que dependerian del conjunto E.

Si un conjunto B-medible se define mediante las operaciones de unién e interseccion, a
partir de sucesiones de intervalos, es facil calcular su medida apoyandonos en la tercera

condicién del problema de la medida y en la siguiente propiedad''”:

El conjunto £ de puntos comunes a todos los conjuntos medibles Ey, E5, ... tales que cada uno contiene
a los que le siguen, es el limite inferior de la sucesion m(E; ), m(E3), .... (Lebesgue, 1902, pag. 243)

Propiedad que enunciamos como sigue.
Proposicion 2.2.31. Sea {E;};cy una sucesion de conjuntos medibles tales que E;,; S

E;, Vi. El conjunto E = N2, E; tiene como medida el infimo de la sucesion {m(E;)};en-

Demostracion: Sea 4B un segmento que contiene a todos los E;, el complemento de £
con respecto a AB es la union de los conjuntos Ef, [E5 — Ef],[E§ — E5], -+ los cuales son
disjuntos dos a dos, es decir:

Efp = (Egp U [(E2)as — (Bl U [(E3)is — (B4l U ..
Luego,
m(Egp) = m(£1) + m (E; — Ef) + m(E3 — E3) + - 118
m(E) = m(AB) — [m(Ef) + m (E3 — Ef) + m(Ez — E3) + -]

y m(E) = m(Ey) + [m(E) —m(E)] + [m(E3) —m(E)] + -

"7 En el original de la tesis la propiedad aparece enunciada de esta manera (parece ser un error de escritura) la
propiedad en realidad no se refiere al conjunto £ sino a la medida del conjunto E. Lebesgue estd enunciando
la siguiente propiedad ya conocida por Borel :

m (ﬂ El) = lim m(E,), donde E;,;  E,
i=1 !
118

Los complementos se toman con respecto al segmento 4B, lo escribiremos asi para simplificar la notacion.
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La medida de subconjuntos acotados de R?

Lebesgue aclara que todos los resultados obtenidos para los puntos sobre la recta se
pueden extender sin problemas a un espacio de varias dimensiones, pero en esta seccion se
limitard al caso del plano. De esta manera le asigna medida de superficie nula a todo
conjunto acotado de puntos sobre la recta. Le asigna arbitrariamente medida de superficie
1 al cuadrado MNPQ, puesto que el conjunto de puntos sobre un cuadrado no puede tener
medida nula,

Tomando como referencia los argumentos de la geometria elemental para encontrar el

area de un triangulo, Lebesgue define la medida de un tridngulo como sigue.

Definicion 2.2.32. La medida del conjunto de puntos de un tridngulo es igual a la mitad
del producto de los niumeros que miden su lado y su altura. Siendo MN la unidad de

longitud.

Proposicion 2.2.33. La medida de un triangulo, formado por la uniéon de triangulos
disjuntos, estara dada por la suma de las medidas de los triangulos que lo recubren. Es
decir, si 4,50 = Ul 4;, entonces m(dypc) = Diey m(4;).

Lebesgue aclara que mediante los argumentos de Hadamard, expuestos en su Géometrie
élémentaire, la anterior proposicion se puede demostrar para el caso finito. Para el caso
infinito se puede demostrar utilizando los mismos argumentos que para la recta.

Las definiciones de medida exterior e interior son andlogas a las propuestas para los
conjuntos de la recta.

Definicion 2.2.34. Sea E un subconjunto acotado de R? , consideremos el conjunto
B ={}m(4,):E CU 4;} , se denomina medida exterior de £ al limite inferior de B, es

decir m, (E) = inf(B).

Definicion 2.2.35. Sea ABC un tridngulo que contiene a £, la medida interior de E, m;
(E), se define como la diferencia entre la medida del tridngulo ABC y la medida exterior del
complemento de E con respecto al triangulo ABC. Es decir:

m;(E) = m(ABC) — m,(Efpc).
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Definicion 2.2.36. Se dice que £ es medible si m,(E) = m;(E) y el valor comln es la
medida de E.

Lebesgue observa que al igual que para los conjuntos lineales, se puede demostrar que el
problema de la medida es posible y tiene solucion unica cuando nos limitamos a conjuntos
medibles, y que es verdadera la siguiente proposicion.

Proposicion 2.2.37. La unién numerable y la interseccion numerable de conjuntos en R?
medibles son conjuntos medibles.

Por otra parte, los conjuntos B-medibles en R? se obtienen cuando se aplican, un
numero finito de veces, las operaciones de union e interseccion a conjuntos formados por
puntos de un tridangulo. Los complementos de estos conjuntos también son B-medibles.

Proposicion 2.2.38. Los conjuntos abiertos y los conjuntos cerrados en R® son B-
medibles.

Demostracion. Sea E un conjunto abierto, puesto que todos sus puntos son interiores,
cada punto M puede ser el centro del cuadrado maximo cuyos puntos interiores sean todos
interiores a E. De esta manera E se puede expresar como la union de cuadrados
correspondientes a puntos de coordenadas racionales, por lo tanto £ es B-medible. m

Ademas todo conjunto cerrado es B-medible por ser el complemento de un conjunto
abierto.

En cuanto a los conjuntos J-medibles. Lebesgue define extension exterior e interior de
un conjunto E en R?, analogamente a como lo hizo para conjuntos en R, pero dividiendo la
porcidn del plano que contiene a £ en un ntimero finito de cuadrados.

Definicion 2.2.39. Sea ABC una porcion del plano tal que E € ABC y dividamos
ABC en  cuadrados parciales I,. Sean € ={}7_{l(I}):(Ujz1Ik)<E} 'y
L={3%_11l(I): (EVUFg) c (Up=11)}. La extension interior de E es el limite de ¢
cuando la medida maxima de los cuadrados parciales tiende a 0, es decir e;(E) = inf (¥).
De manera similar la extension exterior de E es el limite de L cuando la medida maxima de
los cuadrados parciales tiende a 0, es decir e, (E) = sup(L).

Definicion 2.2.40. Un conjunto E € R? se dice S-medible si e, (E) = e;(E).

Lebesgue aclara que para estos conjuntos se cumplen las mismas propiedades de sus
analogos en la recta.
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El problema del area

Para resolver el problema del area, que tiene que ver con la posibilidad de asignarle un
nimero positivo a cada region acotada del plano, Lebesgue determina las caracteristicas de
dicha region.

Definicion 2.2.41. Llamamos curva plana al conjunto de puntos determinado por las
siguientes dos ecuaciones:

x=f(), y=e). (1

Donde /' y ¢ son funciones continuas sobre el intervalo finito [a, b].'"

Lebesgue observa que el conjunto de puntos definido por esta curva es un conjunto
perfecto, siempre y cuando el intervalo sea finito.

Definicion 2.2.42. Sea C una curva plana, se dice que un punto (x,y) € C es multiple si
corresponde a varios valores de .

Definicion 2.2.43. Se dice que una curva es cerrada sin puntos multiples, si el tinico
punto multiple es el punto doble correspondiente at=a y t=b. Es decir, inicamente para
los extremos del intervalo [a, b] se cumple que [f(a), p(a)] = [f(b), @(b)].

Proposicion 2.2.44. Toda curva cerrada sin puntos multiples divide al plano en dos
regiones, una interior y otra exterior.'*’

Definicion 2.2.45. Un dominio es el conjunto de puntos interiores a una curva C cerrada
sin puntos multiples. C se denomina la frontera del dominio.

Proposicion 2.2.46. Un dominio es un conjunto abierto.

Definicion 2.2.47. Un dominio D es la union de los dominios {D;};2;, si todo punto de
D pertenece a uno y sélo uno de los D;, o al menos a una de las fronteras de los D;.

El problema del area consiste entonces en:

Asignar a cada dominio un ntimero positivo al que llamaremos su area, que satisface las condiciones
siguientes:

Dos dominios iguales tienen la misma area.

El area de un dominio que es la unioén de un nimero finito o infinito de dominios, es la suma de las
areas de dichos dominios.” '*!

"1 En el original aparecen los intervalos con la notacién de intervalo abierto (a, b)

120 (Jordan C. , 1882) citado por Lebesgue. Este es el teorema conocido como el teorema de la curva cerrada
de Jordan el cual fue demostrado por Oswald Veblen en 1905; Jordan presentd una demostracion cuando lo
enuncid pero contenia errores que el mismo Jordan a pesar de sus esfuerzos no pudo subsanar.
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Definicién 2.2.48. Sea D el conjunto de los dominios en R?, la funciéon A: D » R*que
cumple las siguientes dos propiedades:

Si D;=D; entonces A(D;) = A(D,)

SiD = Uj2, D; entonces A(D) = Y72, A(D;)

Se denomina la funcién Area, y el 4rea de un dominio D es el nimero que le asigna la
funcion Area.

De acuerdo con Lebesgue, si el problema tiene solucion existen infinitas soluciones. Por
esto es posible asignar arbitrariamente a un cuadrado MNPQ el area 1. Lebesgue retoma los
argumentos de la geometria elemental para definir el 4rea del rectangulo. '*

Definicion 2.2.49. El area de un rectangulo, es decir la medida superficial de un
rectangulo, es igual al producto de las longitudes de sus lados, con MN como unidad de
longitud.

Proposicion 2.2.50. Todo domino D se puede expresar como la union numerable de
rectangulos disjuntos y el 4rea de D es igual a la suma de las areas de los rectdngulos. Es
decir D = U;° R;, donde los R; son rectdngulos tales que R; NR; =@,Vi,Vj y A(D) =

i1 A(R;). Lo que es igual a la medida superficial del dominio, considerado como un
conjunto de puntos.

Demostracion: Todo dominio es un conjunto abierto y todo conjunto abierto se puede
expresar como la unién numerable de rectangulos disjuntosm

Proposicion 2.2.51. Sean D; y D, dominios disjuntos, teniendo en comun un arco de

frontera af8 y sdlo uno, entonces la medida superficial del arco af es nula.

Demostracion. Sea D un dominio tal que D = D; U D, U af8123. Los tres conjuntos son
medibles, los dominios D; y D, por ser conjuntos abiertos y el arco @ff por ser un conjunto

perfecto. Luego m(D) = m(D;) + m(D;) + m(af), y para satisfacer la segunda condicién

del area es necesario que m(af3) = Om1z4

! Lebesgue no esti considerando el area nula, sin embargo ha asignado medida superficial nula a todo
conjunto acotado sobre la recta.
122 Establece la unidad de superficie tal como lo hizo Euclides.
12 o8 denota el conjunto de puntos sobre el arco distintos de los extremos o y B
124 Teniendo en cuenta la definicion de union de dominios (definicion 2.2.47)
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De esta forma, Lebesgue concluye que “el problema de areas no serd posible sino se
considera que la frontera del dominio tenga medida superficial nula” (Lebesgue, 1902, pag.
246). Estableciendo asi la siguiente definicion.

Definicion 2.2.52. Un dominio se dice cuadrable si su frontera tiene medida superficial
nula. Y una curva se dice cuadrable si tiene medida superficial nula.

Proposicion 2.2.53. El problema de las areas es posible para dominios cuadrables y
tiene solucidn Unica si se fija la unidad de area.

Demostracion. Sea D un dominio cuadrable que es la union de los dominios cuadrables
{D,};Z, disjuntos dos a dos, D = U;2; D;. Puesto que ninguno de los D; tienen medida nula,
constituyen a lo mas un infinito numerable. Las fronteras de todos los dominios tienen
medida superficial nula, por lo tanto pueden ser ignoradas al calcular la medida o el area
del dominio y A(D) = Y72, A(D;) m

Supondremos ahora que la segunda condicion del problema del area se modifica: El area
de un dominio que es la unién de otros dos es la suma de las dreas de otros dos.'*

La siguiente proposicion permite afirmar que el area de un dominio esta bien definida

Proposicion 2.2.54. El area de un dominio D esta entre la extension interior y la
extension exterior de D, e;(D) < A(D) < e, (D).

Proposicion 2.2.55. El drea de un dominio no cuadrable D, limitado por una curva no
cuadrable C esta entre m(D)ym(D) + m(C). Es decir m(D) < A(D) <m(D) +
m(C).1?

Proposicion 2.2.56. Dados dos dominios D; y 2, con un arco frontera comun af3, existe
un dominio D que contiene el arco aff (quizas sin a y ) talque se cumple uno y s6lo uno de

los casos siguientes:

125 Aqui Lebesgue aclara que lo esta haciendo como lo hace Hadamard para el area de poligonos (Géometrie
Elémentaire, nota D).
126 L ebesgue aclara que hay curvas no cuadrables porque existen curvas que pasan por todos los puntos de un
cuadrado. Para formar una curva no cuadrable, sin puntos multiples es suficiente modificar ligeramente el
método empleado por Hilbert para definir una curva que pasa por todos los puntos de un cuadrado
(Mathematische Annalen, Bd. 38 ou Picard, Traité d’Analyse, 2° Edition, tome I) citado por Lebesgue.
En la siguiente seccion, donde describimos el contenido de (Lebesgue, 1903), mostramos con detalle la
construccion que Lebesgue hace de una curva similar a la de Hilbert: “Reemplazaremos cada uno de los
cuadrados de Hilbert por un poligono interior a cada cuadrado, de area mas bien grande, escogido de tal
manera que las fronteras de dos de dichos poligonos tengan en comun s6lo el vértice, si existe, por el que la
curva pasa del uno al otro.”

153



e Todo punto de D interior a D; también es interior a D, y viceversa.

e Todo punto de D dentro de D; no pertenece a D, y viceversa.

D1

¢
Dominios alados diferentes de of Dominios del mismo lado de of

Figura 2.1 -Posicion de los dominios relativa a un arco

Definicion 2.2.57. Sean D{,D, y D dominios, aff un arco como en la proposicion
anterior. Se dice que D; y D, estan del mismo lado de af si todo punto de D interior a D;
también es interior a D, y viceversa; y se dice que D; y D, estan en lados diferentes con
respecto a af8 si todo punto de D dentro de D; no pertenece a D, y viceversa.

Definicion 2.2.58. Sea aff un arco de curva no cuadrable y sin puntos multiples,
supongamos que es parte de la frontera de un dominio A. Sea D un dominio cualquiera
limitado por una curva C. C y aff pueden tener arcos en comun (ignoramos los puntos
comunes, si los hay, que no estan en dichos arcos). Sea E el conjunto de los arcos
especificos a lo largo de los cuales D y A estan del mismo lado de af3, y sea E; el conjunto
9?7

de los arcos para los cuales esto no se cumple. Escojamos arbitrariamente un nimero

entre 0 y 1. Asignemos a D el area:
1
A(D) = m(D) + Em(C —E—-E)+6m(E)+ (1—-0)m(E;)

De acuerdo con Lebesgue el facil mostrar que esta area asi definida cumple la segunda

condicion del problema del area utilizando la siguiente propiedad.

127 Lebesgue no dice nada acerca de la escogencia de este parametro pero lo que necesita es garantizar que
esta definicion de area satisfaga la desigualdad de la proposicion 2.2.55, lo que a su vez garantiza que ¢l 4rea
esté bien definida.
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Proposicion 2.2.59. Si un dominio D es la uniéon de dos dominios D; y D, estos dos
dominios tienen uno y s6lo un arco como frontera comun, y ningiin punto en comun fuera
de este arco.’”*

Lebesgue no dice aqui nada acerca de la primera propiedad, se supone que esta es la que
no se cumple. Sin embargo, en su memoria Sur le probléme des aires, la cual analizamos en

la siguiente seccidn, reconoce:

En el paragrafo 14 de mi tesis, indiqué algunos razonamientos que mostraran que el problema de las
areas es indeterminado para los dominios no cuadrables; pero la exposicion que hice de estos
razonamientos es inexacta e incompleta. (Lebesgue, 1903, pag. 198).

En resumen hasta aqui el problema del area es posible y bien definido sélo para
dominios cuadrables.

Lebesgue concluye esta seccion afirmando que:

Razonamientos andlogos a los anteriores pueden hacerse para el caso de los volimenes de dominios en
el espacio ordinario, y de una forma mas general de la extension de un dominio de un espacio a un
numero cualquiera de dimensiones (Lebesgue, 1902, pag. 248).

El problema del area de dominios no cuadrables (1903)

En la memoria de 1903 Sur le probléme des aires, Lebesgue presenta una solucion al
problema del area de dominios no cuadrable, explicando el error cometido en la tesis
doctoral respecto a este problema. Para ello redefine de manera mas formal el concepto que
permite determinar cuando dos dominios estan del mismo lado de un arco frontera comun y
cuando estan a lados opuestos. Define arcos de primera, segunda y tercera especie; y en
términos de estas definiciones redefine el 4rea para un dominio no cuadrable, cuya frontera
es una curva no cuadrable sin puntos fijos, mostrando que esta nueva definicion cumple las
2 propiedades requeridas para que el problema del area tenga solucion, y que en efecto esta
area depende del niimero 6 que aparece en la definicion de 2.2.58. Ademas construye una
curva no cuadrable sin puntos fijos, de la cual ha supuesto ya su existencia, para la
definicion del area del dominio no cuadrable. También, establece que si dos dominios son
semejantes y K es su relacion de semejanza, entonces sus areas estaran en una proporcion
K2

Lebesgue reenuncia el problema del area de la siguiente manera:

128 (Lebesgue, 1902, pag. 248). Esta propiedad es inmediata de la definicién 2.2.47 de unién de dominios
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Asignar a cada dominio plano un nimero positivo, que se llamard su area, y que satisfaga las
siguientes condiciones:

Dos dominios superponibles tienen la misma area.

El dominio formado por la unién de dos dominios, sin puntos interiores comunes, teniendo en comin
un arco de frontera y sélo uno, tiene por area la suma de las areas de los dominios componentes.
(Lebesgue, 1903, pag. 198)

Proposicion 2.2.60. Dados dos dominios Dy, D, teniendo un arco o de frontera comun,
existe un dominio A interior a D; y un dominio A’ exterior a D; tales que se cumple unoy
solo uno de los dos caso siguientes:

e A esinteriora D, y A’ exterior a D,
e Aesexterior a D, y A' interior a D,

Demostracion: Sean a, aq, a,a, las fronteras de D; yde D,. Sea A un punto de a,
diferente a los extremos de a. Haciendo centro en A, se puede describir una circunferencia
T lo suficientemente pequefia para que no contenga ningin punto de a; nidea,; y
cualesquiera que sean los arcos @y y @,, que tengan o no puntos comunes, con tal que
D;y D, sean dos dominios. Al interior de 7 se encuentran arcos de a, sea /m aquél arco
que contiene a A. Se toman sobre /m dos puntos a y b, diferentes de / y m, a ambos lados de
A. Dentro de T es posible trazar una curva C, contenida en D;, y adjuntando a y b, y una
curva €’ adjuntando los mismos puntos y exterior a D;.'*’

El dominio A limitado por C y el arco aAb son interiores a Dy, el dominio A' limitado
por C’ y aAb es exterior a D;. Ningun punto de los arcos a, o, es interior a los dominios A 'y
A'; pues, o A es interior a D, y A ' exterior a D,, 0 A es exterior a D, y A' interior a D,.
Estas son las dos Unicas posibles hipotesis, ya que el dominio A U A’, contiene a A y todos
los puntos vecinos de A, los puntos interiores a D, y los puntos exteriores a ese dominio.

Definicion 2.2.61. Dados los dominios D; y D,, con frontera comun o y los dominios A
y A’ construidos como en la proposicion anterior. Cuando A es interior a D,, diremos que
Dy y D, estan del mismo lado de a. Cuando A es exterior a D,, diremos que D; y D, estan

de lados diferentes de o.

129 ’ .
Aqui Lebesgue vuelve a hacer referencia al teorema de la curva de Jordan, y afirma que los argumentos

usados por Jordan para su demostracion le permiten hacer esta construccion.
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i
D1 q» L q»
D2
D2
B B
Diormtos de lados distintos Dromimos del misme lade

Figura 2.2 — Posiciones relativas de dos dominios

Lebesgue aclara que las definiciones no dependen obviamente de la eleccion de
T,a,b,C,C".Y explica el por qué las posiciones relativas de D; y D, con respecto al arco a
en un punto, se conservan para todos los puntos de o puesto que se excluyeron los puntos
extremos de o para todos los razonamientos.

Definicién 2.2.62. Sea aff un arco de curva, sin puntos multiples y no cuadrable que
pertenece a la frontera de un dominio A. Sea D un dominio limitado por una curva C, esta
curva es tal que contiene arcos no cuadrables superponibles a algunos arcos de af,
entonces:

e Si A es un arco tal que, cuando se efectiia la superposicion de una parte no
cuadrable cualquiera 4' de 4 con uno cualquiera de los arcos de aff que le son
iguales, D y A estan siempre del mismo lado de A', 4 se llamard un arco de la
primera especie.

e Si B es un arco no cuadrable de C tal que, cuando se efectia la superposicion de
una parte no cuadrable cualquiera B’ de B con uno cualquiera de los arcos de
af que le son iguales, D y A estan siempre de lados diferentes de B’, se llamara
B un arco de la segunda especie.

e Los otros arcos de C seran de la tercera especie.
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E3{ es un arco de primera especie.
25 esun arco de segunda especie
¥V y ZE son arcos de tercera especie

Figura 2.3 — Clasificacién de arcos

Definicion 2.2.63. Sea D un dominio, m la medida de superficie de los puntos interiores
de D, m(A) la suma de las medidas de superficie de los arcos de primera especia y m(B) la
suma de las medidas de superficie de los arcos de segunda especie. **Entonces se define el
area de este dominio como:

A(D) =m+ 6m(A) + (1 — 8)m(B).

Donde 6 es un nimero positivo menor que 1.

Lebesgue afirma que con esta definicion se satisfacen las condiciones impuestas para el
area; mientras que con la definicién de area de un dominio no cuadrable presentada en su
tesis doctoral*' no se cumple la primera propiedad del area debido a que la clasificacion de
los arcos de C, dejando D y A inmdviles, no es correcta ya que a dos dominios

superponibles podrian corresponder areas diferentes. Sin embargo en 1905 escribe una nota
aclaratoria, donde afirma que en su definicion de 1903 olvido6 el factor %m(C —E—E)) el
cual es indispensable en la definicion del area para que se cumpla la segunda condicion.

... en una Nota de este Boletin (t, XXI pag 197), donde rectificaba un error cometido en mi tesis, dejé
pasar de nuevo una inexactitud. En lugar de tomar por area de D el niimero:

m+ 0m(A) + (1 — 0)m(B)
Hay que, en efecto, tomar

m+ 6m(A) + (1 —-6)m(B) + %m(E)

% De acurdo con Lebesgue m corresponde a la extension interior de D en el sentido de Jordan, y m(4) vy
m(B) corresponden a las extensiones exteriores de los arcos.
P! Ver definicién 2.2.58.
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m(E)132 designa la medida superficial de los puntos del contorno de D que no forman parte de A, ni de
B.

Por falta de este término % m (E), que habia escrito correctamente en mi Tesis, pasaria a veces que el
dominio formado por la reunion de dos dominios, sin puntos interiores comunes, no tendria como area
la suma de las areas de los dominios componentes. (Lebesgue, 1905, pags. 273-274)

En (Lebesgue, 1903) se construye una curva no cuadrable sin puntos multiples cuyos
arcos son todos de primera especie. Alli Lebesgue afirma que con la clasificacion de los
arcos en las tres especies y la construccion de dicha curva no cuadrable se muestra que el

area depende de 0.

Construccion de una curva no cuadrable.
La curva se define en forma paramétrica mediante dos funciones /'y ¢ continuas en el

intervalo [0,1]:

x=f(),y =)

Se trazan las rectas QAF', QM'R vy los dos arcos de circunferencia de centro Q, AM’ y
F'R, ver Figura 2.4. Los puntos A y R tienen respectivamente coordenadas (f(0),¢(0)) y
(f(l), qo(l)). Los puntos (x,y) correspondientes a t € (0,1) estan en el dominio AF’' RM'.

"2 De acuerdo con la clasificacion de arcos que aparece en (Lebesgue, 1903), £ designa los arcos de tercera

especie.
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Figura 2.4 — Construccién de la curva no cuadrable de Lebesgue

Considérense en el intervalo (0,1) los valores de t de la forma (p/9) + €, donde p es
entero; se trazan los rayos QF, QG, QG', QR' y los arcos B’ N,C’'0, DP' y EQ’ tales que:
F'F = GG'=RRAB'=C'D = EF'yFG = G' R = B'C'= DE ==«.
Para los valores

1 1+ 2 8+
6—8,5 8,6—8, ,6 &

El punto (x,y) ocupa la posiciones B,C,D,E,F,G,H,1,],K,L,M,N,0,P,Q. Cuando ¢

varia de %—e a %+£, el punto (x,y) describe la recta de origen (), o el arco de

circunferencia de centro {1 que une los dos puntos que corresponden a los valores %— £,
p +1 ..

% + €. Cuando t varia de % t+ca pT — ¢, el punto (x,y) se queda dentro de los dominios,

como AA' BB', cuyos dos extremos opuestos son los puntos que corresponden a t = Pte
y P p q P 9 y
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1 . .
t= % — €. De esta manera, Lebesgue define las funciones f y ¢ en los intervalos
P 2
(9 €9 + e).
) : 1 : .. .
Para definir /'y ¢ en los intervalos (% +¢€, % - s), se repite el procedimiento anterior

sobre estos intervalos, y sobre cada uno de los dominios andlogos a AA" BB', asi como se
hizo sobre AF' RM', sustituyendo a & por una cantidad mas pequefia £;, tan pequefio como
para que las operaciones sean posibles. Tras esta operacion, quedaran 92 intervalos en los
cuales no se definen f y ¢; se repite entonces sobre cllos las mismas operaciones

sustituyendo a € por &;. Lebesgue afirma que:

Si los €; se eligen bastante decrecientes, no se detendran nunca estas operaciones y se definiran f'y ¢
para un conjunto de valores de t denso en toda parte sobre (0,1); lo que basta para determinarlas
completamente puesto que f'y ¢ son continuas. (Lebesgue, 1903, pag. 201)

La curva AR asi definida es la que va a desempeiiar el papel de af. '** De acuerdo con
(Lebesgue, 1903) esta curva es en efecto no cuadrable, si los € tienden bastante rapidamente
hacia cero. La extension exterior de la curva es el limite hacia el cual tienden la sucesion
decreciente A, Aq,A,,A3,--- Donde A representa el area, en el sentido ordinario de la
palabra, de AF' RM'; A, es la suma de las areas de los 9 dominios similares al dominio
AA' BB'; A5 es la suma de las areas de los 92 dominios que corresponden a &, y asi
sucesivamente. Ahora bien se tiene que:

A—A; <2(AF + F'R)e
A, — A, < 2.3(AF + F'R)g

A, — A1 < 2.3P(AF + F'R)g,
Y segun Lebesgue, se pueden elegir los &; de modo que la serie
2(AF + F'R) Z g, 3"
tenga una suma tan pequefia como se quiera, es decir, de modo que el limite de los 4; no

sea nulo y la curva AR no sea cuadrable.

'3 Este es el arco no cuadrable que se utilizo para definir las tres especies de arcos. Ver definicion 2.2.62
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El dominio A estard limitado por la curva AR, la recta QA y una curva QR tal que el
sector QAM’ sea interior a A. Entonces se distinguiran los dos lados de AR diciendo que A

esta del lado interior de AR.

Figura 2.5 — Interior de la curva de Lebesgue

Consideremos un arco y no cuadrable de la curva obtenida; este arco que no se reduce a

una recta contiene arcos de circunferencia. Supongamos por ejemplo que contenga el arco
. . . 1 1

ST, relativo a &, que se obtiene para t variando de (5 (% - e) - £1> a (5 (% - e) + 81).

AR s6lo contiene dos arcos iguales a F;Gq, los arcos UV,XY, correspondientes a los

intervalos

3 3\9 3 3\9
[2%+£+%(§—£)—81,2§+e+%(§—£)+81]
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De alli resulta que y es superponible a lo sumo de cinco maneras diferentes con arcos de
AR; en los cinco desplazamientos correspondientes ST tomara las posiciones

TS,UV,VU,XY,YX.

Figura 2.6 - Arco no cuadrable de primera especie

Los cinco desplazamientos en cuestion son pues, o de las rotaciones en torno a (1, o de
las simetrias con relacion a rectas de (), las cuales son bisectrices de dangulos como FQG,
SQT. Obsérvese que el lado interior de y viene a coincidir con el lado interior de AR. Eso
basta para afirmar que todo arco no cuadrable de AR es de la primera especie.

Lebesgue agrega que este resultado es mas evidente aun si se modifica un tanto la
construccion de AR. La nueva curva AR’ se obtiene sustituyendo cada arco de
circunferencia § que pertenece a la curva original por un arco &' simétrico con respecto al
segmento que une los extremos de § con relacion a la recta que adjunta las extremidades de
8,6’ tendra concavidad contraria a §. La curva AR’ asi construida no tendra puntos dobles;
tendra incluso la misma extension exterior que AR, por lo tanto sera no cuadrable. Si para

esta curva se define como anteriormente, el lado interior, todo arco no cuadrable de AR’
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sera de la primera especie, ya que todos sus arcos de circunferencia tienen su concavidad

hacia el interior. De esta manera, Lebesgue concluye que:

Que se trate de una u otra de las dos curvas AR, se puede observar que todo arco no cuadrable de 4R
sera de la primera especie cuando se efectia la clasificacion de los arcos en tres especies teniendo en
cuenta, no so6lo las superposiciones de arcos de C y aff, es decir, de AR, que se obtienen por
desplazamientos de C, sino también de las superposiciones que se obtiene efectuando sobre C una
transformacion por figura similar cualquiera. Con esta nueva manera de clasificar los arcos, y con las
curvas AR y AR’ construidas, el nimero que llamamos area depende efectivamente de 8; satisface bien
las dos condiciones del problema del area y de mas es tal que, si dos dominios son semejantes, siendo
K la relacién de semejanza, sus 4reas estan en proporcioén K2. Esta ultima condicién no se cumplia con
la primera clasificacion de los arcos. (Lebesgue, 1903, pag. 203)

El problema del area de una superﬁcie134

En el capitulo IV de su Tesis Lebesgue muestra las dificultades existentes para obtener
una definicion del concepto area que permita calcular el area de cualquier superficie y
ademas conserve la analogia con la longitud de una curva. Para ello describe la evolucion
historica del concepto, citando las definiciones dadas por Peano y Hilbert.

De acuerdo con Lebesgue, en geometria se considera el area de una superficie S como el
limite de las areas de ciertas superficies poliédricas que tienen a S como frontera; por tanto
definir el area es decir cual sucesion de poliedros se considera.

Por analogia con la definicion de la longitud de una curva, consideramos en primer
lugar los poliedros inscritos. Por lo tanto, de acuerdo con Peano los postulados admitidos

por Arquimedes son equivalentes a la siguiente definicion:

El 4rea de una superficie convexa es el valor comun del limite superior de las areas de las superficies
poliédricas convexas inscritas y del limite inferior de las circunscritas. (Lebesgue, 1902, pag. 298).

Durante mucho tiempo se supuso que el area de una superficie podia ser definida como
el limite de las areas de las superficies poliédricas inscritas'?’, cuando el 4rea méxima de las

caras y la longitud méaxima de las aristas tienden a cero.

134 : . . . .
Las superficies que le preocupan a Lebesgue son las superficies alabeadas lo que significa superficie

reglada y no desarrollable. Superficie reglada es aquella superficie generada por una recta o una curva que se
desplaza en el espacio de acuerdo a una regla determinada; superficie desarrollable es aquella que se puede
extender sobre un plano particionandola en superficies mas simples. En adelante usaremos el término
alabeada (reglada no desarrollable) como traduccion de gauche

133 Lebesgue aclara que en los vértices de una superficie poliédrica inscrita podemos hacer corresponder los
puntos del plano (u, 7) a los cuales corresponden los vértices como puntos de la superficie propuesta. A cada
cara del poliedro corresponde asi un poligono del plano (u, »), suponemos aqui y en todo lo que sigue que

estos poligonos no se traslapan unos sobre otros
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Pero Schwarz en una carta a Genacchi, demostré que las areas de las superficies
poliédricas inscritas en una seccion finita de un cilindro de revolucion no tienen limite. Lo
mismo anotd Peano en sus conferencias en la Universidad de Turin en 1881-1882, antes de
la publicacion de la carta de Schwarz en el curso impartido por Hermite en la Facultad de
Ciencias durante el segundo semestre de 1882."%

Por tal motivo, si se quiere definir el drea, mediante poliedros inscritos, es necesario
someter estos poliedros a condiciones adicionales. De esta manera se consideran sélo
poliedros cuyos angulos de las caras no tienden hacia cero o poliedros cuyos angulos de las

caras con los planos tangentes de la superficie tienden hacia cero. Respecto a estas

condiciones Lebesgue comenta:

La inmensa mayoria de las restricciones que asi se consideraron se encontraron insuficientes para que
exista un limite; por otra parte son tan particulares que, solamente, la existencia del limite legitimaria
su consideracion. (Lebesgue, 1902, pag. 299).

Las definiciones de Hermite y Peano tienen la caracteristica comtn de no basarse en la
consideracion de los poliedros inscritos y admitir, como una generalizacion de la division
de una curva en arcos parciales, la division de una superficie en secciones de contornos
cerrados.

Hermite considera una superficie z = f (x,y) con planos tangentes variando de forma
continua. Sea d un contorno del plano xy, m un punto interior de este contorno, M el punto
sobre la superficie que le corresponde, D’ el contorno situado en el plano tangente a la
superficie en el punto M que tiene como proyeccion d, y D el contorno de la superficie que
se proyecta de d. Se hace corresponder a D el area de D' (se supone d cuadrable). Esto
puesto que dividimos la superficie en secciones. La suma de los nimeros asignados a los

contornos empleados es un valor aproximado al area. El area es el limite de estos valores

%% para su demostracion se divide la superficie lateral del cilindro de revolucion en m partes iguales, mediante
planos con seccion recta; en cada circunferencia-seccion se inscribe un poligono regular convexo con # lados,

. . e ’ . T
pasando los semiplanos por el eje y los vértices de uno de estos poligonos girando = cuando se pasa de una
seccion recta a la siguiente. Después se considera la superficie poliédrica inscrita formada por triangulos
isosceles, cuya base son los lados de los poligonos inscritos en las secciones rectas vecinas. Es evidente que
se tiene ahi una superficie tan aproximada al cilindro como se desee, al aumentar n indefinidamente; es

también claro que el limite del area de esta superficie poliédrica depende del limite de % Se puede entonces

proceder como si este limite de rea no existiera o como si existiera no fuera unico. (Lebesgue, 1936, pag. 70)
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cuando el nimero de las secciones aumenta indefinidamente de modo que su didmetro
maximo tienda hacia cero.

Lebesgue observa que:

La existencia del limite supone que el contorno considerado como el que limita la superficie no es
cualquiera; lo mismo ocurria en las definiciones precedentes. (Lebesgue, 1902, pag. 299)

La definicion de Hermite hace intervenir explicitamente los ejes de coordenadas, ademas
no es la generalizacion de la definicion de la longitud mediante poligonos inscritos.

La definicion de Peano no presenta estos inconvenientes. Sea C una curva cerrada
alabeada, se demuestra, por lo menos en los casos simples, que existe una curva plana

cerrada c tal que sobre todo plano las proyecciones ortogonales de C y ¢ limitan areas

37

137. . , ) -
planas °'; a cada curva C se le asigna el nimero que representa el area del dominio plano

limitado por c. Lo mismo para la definicion de la longitud, a cada arco parcial asignamos la
longitud del segmento que une sus extremos, es decir la longitud del segmento que sobre
toda recta tiene la misma proyeccién ortogonal que el arco."*®Se divide la superficie en
contornos cerrados; a cada division se hace corresponder la suma de los nimeros asignados
a los contornos empleados. Peano llama drea al limite superior de la suma de estos
nameros.

De acuerdo con Lebesgue:

Todas las definiciones anteriores, salvo la debida al Sefior Peano, suponen la existencia del limite de
una sucesion de nimeros y la existencia de este limite es demostrada solo para las superficies que
tienen planos tangentes variando de modo continuo. Entonces en este caso, no se trata de asignar a
cada superficie un numero, sino mas bien, asignar a cada superficie de los dominios planos en los que
la suma de las areas definidas como limite o limite superior o inferior un nimero igual a la integral
doble [[ VEG — F? dudv; toda definicién geométrica que no condujera a ese niimero consagrado para
el uso seria en efecto rechazada. Una definicion del 4rea que no se aplique mas que a aquellas
superficies que tienen planos tangentes variando de forma continua, puede hacer conocer una
propiedad geométrica interesante, pero no es una verdadera definicion del area, siendo el niimero a
definir conocido antes de la definicion. (Lebesgue, 1902, pag. 300)

La definicion de Peano se aplica a todas las superficies cuya frontera es uno de los
contornos C los cuales se pueden hacer coincidir con los contornos ¢ de los planos, como se

ha dicho mas arriba. Sin embargo, esta definicion es verdaderamente interesante solo si se

7 Si la proyecciéon de C tiene puntos multiples; el area limitada por C debe ser considerada como si se

expresara con la ayuda de la integral curvilinea %f xdy — ydx.

138 , S . . .
No se trata aqui de la curva proyeccion sino la distancia de los extremos del arco proyeccion.
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puede trazar sobre la superficie bastantes de estos contornos C para que sea posible dividir
la superficie en secciones de diametros tan pequefios como se quiera y donde las fronteras
sean las curvas C, en cuyo caso el area s6lo dependera de la forma de todas las partes de la
superficie. Esta condicidon se cumple, por ejemplo, si la superficie de los planos tangentes
varia de forma continua.

Lebesgue llama la atencion sobre el caso en el cual las curvas C constituyen un conjunto
cuya potencia es la del continuo, entonces el area se define como el limite superior de un
conjunto de numeros cuya potencia es la del continuo. Para calcular esta area hace falta, en
este conjunto, aislar un conjunto infinito numerable de nlimeros que tienden hacia el limite
superior; se puede demostrar que si se considera una sucesion de divisiones de la superficie
de contornos C, y se hace tender el didmetro méximo de estos contornos hacia cero, los
numeros correspondiente a estas divisiones tienden hacia el area. Pero no es evidente que se
pueda siempre alcanzar el numero que define Peano por una cantidad infinita numerable de
operaciones, ademas no se conoce nada més sobre este nimero que su existencia.'>’

Una vez hechas estas aclaraciones, Lebesgue procede a exponer su teoria.

Definicion 2.2.64. Dada una superficie S definida por las ecuaciones

x=fwv),y=9Wwv),z=yuv)

Donde (u,v)es un punto perteneciente a un dominio plano D. No se consideran
diferentes aquellas ecuaciones que se obtienen expresando u,v en funcidon de las
coordenadas uq, vy, de puntos de un dominio D;; entre D; y D, existe una correspondencia
biunivoca y continua, se dice entonces que son representaciones paramétricas de las misma
superficie S.

Definicion 2.2.65. El conjunto de puntos que corresponde a la curva que limita el
dominio D se llamara la frontera de la superficie S.

Definicion 2.2.66. Dos superficies S; y S, se dicen iguales si es posible obtener las
ecuaciones paramétricas de S; por las formulas de cambio de coordenadas a partir de las

ecuaciones paramétricas de S,, y visceversa.

"% El problema del area de una superficie alabeada, en este contexto histérico, es analizado en (Gandon &

Perrin, 2009)
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Definicién 2.2.67. Una superficie S se dice union de superficies S;, en numero finito o
no, si el dominio D del plano (u, v) que corresponde a S es union de los dominios D; que
corresponden a los S; y si la parte de S que corresponde a D; es idéntica a S;

Definicion 2.2.68. Una superficie S definida por las funciones f, ¢,y se llama la
superficie limite de las S, dadas por las funciones f,, @, ¥, st f,, @pP,, si estas
funcionesson definidas en el mismo dominio que f,@,3 y tienden uniformemente a
fre,.

Lebesgue define el problema de la medida de superficies, por analogia con el problema

de la medida de curvas de la siguiente manera:

Asignar a cada superficie un niimero positivo finito o infinito que se llamara su area y satisface las
siguientes condiciones:

Hay superficies planas con un area finita.

Dos areas iguales tienen la misma area.

Una superficie union de varias otras tiene como area la suma de las areas de las superficies
componentes.

El area de una superficie S es el limite inferior de las areas de las superficies poliédricas donde S es su
limite (Lebesgue, 1902, pag. 302).

Lebesgue aclara que las tres primeras condiciones son suficientes, cuando se consideran
s0lo dominios planos. Asi el problema es posible s6lo para los dominios limitados por
curvas cuadrables.

Por otra parte, es importante modificar la tercera condicion:

3*. Una superficie union de otras dos superficies tiene por area la suma de las areas
de las dos superficies.

Las condiciones 1, 2, 3 en efecto son suficientes para los dominios cuadrables. Para
los dominios no cuadrables, Lebesgue retoma la siguiente definiciéon dada por Jordan.

Definicion 2.2.69. Un dominio no cuadrable es limite de dominios cuadrables cuyas
areas tienden hacia la medida de los puntos del dominio, llamaremos a este numero el
area interior del dominio no cuadrable.

De esta manera, la condicién 4 muestra que se debe llamar area al area interior, pero
la condicion 3* no se cumple. Lebesgue esta preocupado por aclarar que el problema no

estad resuelto en general para los dominios no cuadrables:

El problema de areas asi planteado es posible solo para las areas cuadrables. Desde luego esto no
quiere decir que el problema de las areas es imposible para otra familia de dominios que el de los
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dominios cuadrables. Es evidente, por ejemplo, que el problema del area es posible para cualquier
familia que conste de un niimero finito de dominios especificos en tamafio y posicion, ya sea que estos
dominios sean cuadrables o no. Queremos decir solamente que el problema no es posible para el
conjunto de todos los dominios, pero es posible para los dominios cuadrables.

Es facil demostrar que si uno plantea el problema con las condiciones 1, 2, 3, 4, no existe ninguna
familia de dominios formada de los dominios cuadrables y otros dominios, para la cual el problema de
las areas sea posible; al contrario existen tales familias si se plantea el problema con las condiciones 1,
2, 3 bis, 4 y qué considera sélo los dominios planos. Retengamos solamente que el problema de las
areas es posible en el plano solo para ciertas familias de dominios, en el espacio pues sera posible solo
para ciertas familias de superficies. (Lebesgue, 1902, pags. 302-303).

Definicion 2.2.70. Sea S una superficie correspondiente a un dominio D del plano
(u,v). Se dice que S es cerrada si a cada punto de la frontera de D le corresponde el mismo
punto para S.

Definicién 2.2.71. Diremos que un arco de curva af8 es interior a una superficie cerrada
S, si es imposible trazar una curva que corte a @f3, que teniendo una rama infinita no corte
as.

Definicion 2.2.72. Diremos que un arco af8 es cuadrable si es posible encontrar una
sucesion de superficies poliédricas Sy, S; -+ cerradas que contienen al arco af3, cuyas areas,
sumas de areas de las caras, tienden hacia cero; y que tienen por superficie limite una
superficie en la cual el conjunto de puntos es idéntico al conjunto de los puntos del arco aff

Definiciéon 2.2.73. Una curva cerrada se dice que es cuadrable si cada uno de sus arcos
son cuadrables.

Proposicion 2.2.74. Toda curva rectificable es cuadrable.

Demostracion. Sea C una curva rectificable de longitud /, particionada en arcos de
longitud a. Sean af3, By, yd, --- tales arcos. Consideremos los cilindros de revolucion tales
que sus ejes son las cuerdas af3, By,y9, -+ y sus radios iguales a a. Limitemos el cilindro
af por dos planos paralelos que pasan por a y por f3.

Dos cilindros consecutivos, por ejemplo aff y By , estaran conectados, por uno de los
dos ejes, convenientemente escogido, tal que las paralelas limites de estos dos cilindros
estan separadas de la esfera de radio a y centro . Cubrimos los extremos de los cilindros
por dos semiesferas.

El conjunto de estas superficies es una superficie cerrada que contiene a C. La suma de
las 4reas de estos cilindros y esferas, usando la palabra drea como en geometria elemental,

es a lo mas igual a:
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é4na2 + 2na }, long af < 4mal + 2mal .

Reemplazando los cilindros por prismas inscritos y las esferas por poliedros convexos
inscritos tenemos una superficie poliédrica cerrada que contiene a C y de area a lo mas
igual a 6mal; cuando a disminuye estas superficies tienden hacia C, la cual es cuadrable.

Definicion 2.2.75. Dada una curva cerrada C , llamaremos area minima de C al limite
inferior'*’ de las 4reas de superficies poliédricas cuyas fronteras tienden hacia C.

Una vez Lebesgue ha definido el area minima, supone que dada una curva cerrada,
existe una superficie poliédrica tal que su frontera esta tan cerca de la curva como se quiera
y tal que su area difiera tan poco como se quiera del area minima de la curva. Esta
superficie sera una especie de superficie aproximante de C. Lebesgue considera tres curvas
formadas por los arcos (a,f), (B,v) y (a,y) respectivamente, con 8 cuadrable, muestra
que, en estas condiciones, es posible construir una superficie aproximante de la curva (,y)
que contiene el arco cuadrable [, reunificando las superficies aproximantes mediante
superficies poliédricas. De esta manera demuestra la siguiente propiedad de las curvas
cuadrables.

Proposicion 2.2.76. Toda curva cuadrable en el plano es cuadrable en el espacio.

Demostracion. Dadas tres curvas cerradas formadas por los arcos (a,f) para la
primera, (f3,y) para la segunda y (@, y) para la tercera. Supongamos f cuadrable; podemos
encerrarla en superficies poliédricas cerradas: By, By,...cuyas areas tienden hacia cero y
cuyos puntos tienden hacia los de . Sean A4, 4, , ..., superficies poliédricas cuyas fronteras
tienden hacia (@, 8) y cuyas areas tienden hacia el area minima de (a, 8). Analogamente se
consideran las superficies Cy, C,, ... relativas a (8, y).

Si se hace i suficientemente grande y j suficientemente pequeio, A4; y C; encontraran a
B; siguiendo las curvas

Supongamos que A; se define mediante las funciones de las variables u, v, el punto
(u,v) esta en un dominio D que es independiente de i, sea b la parte de la frontera de D,
que corresponde a 8. Los puntos de A; interiores B; corresponden a un cierto conjunto de

puntos en el plano (u,v), el cual contiene un dominio cuya frontera incluye a b.

140 §
Infimo.
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Supongamos un dominio d;; tomado lo mas grande posible y sea b;; la parte de su frontera
que no forma parte de la de D.

La curva B;; de A; que corresponde a b;; estd sobre Bj; si i y j aumentan

simultdneamente f3;; tiende a g4

Definamos de la misma manera la curva ';; relativa a B;, C;. Sobre B; podemos unir los
extremos de fB;; y f';; que tienden hacia el extremo m de § por una linea poligonal m;; tal
que todos sus puntos tienden hacia m, de igual manera sea n;; una curva de B; que une los
extremos de f3;; y B';; que tienden al extremo n de /5.

Sea A’ la porcion de A; correspondiente a D — d;; y C';; la porcion analoga de C;. La

superficie formada de A’;;, C';; y de una de las dos superficies limitadas sobre B; para

i
Bij, B'ij,myj, my; tiene su frontera que tiende a (@, y) y una de sus curva que tiende a . Su
area tiende hacia una cantidad a lo mas igual a la suma minima de las areas de (a,B) y
(B,7); por otra parte es evidente que el limite no puede ser inferior a esta suma, por lo que
es igual.

Una vez demostrada la anterior proposicidon afirma que esta propiedad es suficiente para
demostrar que una curva no cuadrable en el plano es no cuadrable en el espacio.

Proposicion 2.2.77. Toda curva no cuadrable en ¢l plano no es cuadrable en ¢l espacio.

Definicion 2.2.78. Sea S una superficie, el area interior de S es el limite inferior de las
areas de las superficies poliédricas que tiende hacia la superficie dada S.

Dada esta definicion Lebesgue observa que segiin la condicion 4 del problema de las
areas este numero debe ser el area de S. Antes de examinar si verifica la condicion 3 del
problema del area, analiza las superficies cuya area interior es finita, las superficies
cuadrables'**.

Demuestra que toda superficie cuadrable puede ser dividida en dos secciones por una
curva rectificable. Deduce de alli que tal superficie puede ser dividida en un nimero finito

de secciones limitadas por curvas rectificables de drea minima tan pequeila como se quiera,

! Lebesgue comenta que: para no ser provocados a desarrollos demasiado largos, admitimos estas
propiedades.

12 ] ebesgue aclara que las superficies cuadrables son las correspondientes a las curvas rectificables,
Recordemos que Lebesgue esta interesado en establecer la definicion del area de una superficie mediante la

analogia con la longitud de una curva.
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cada una de estas secciones tienen un diametro tan pequefio como se quiera. Al final de la

demostracion afirma que:

Raciocinios largos pero simples, andlogos a aquellos a los que acabamos de emplear, permiten mostrar
que el teorema precedente se aplica también a las superficies, pues toda superficie cuadrable puede ser
descompuesta con la ayuda de curvas rectificables en un numero finito de superficies cuyas areas
interiores sean tan pequefias como queramos. (Lebesgue, 1902, pag. 308)

A continuacion Lebesgue presenta un procedimiento para el calculo de una superficie
cuadrable:
Considera una superficie cuadrable S y una sucesion de divisiones {D;};cy de S. Cada

division comprende un niimero finito de superficies limitadas por curvas cuadrables, y las
secciones de cada division D; tienen un didmetro inferior a T A cada seccion de esta
division le asocia una superficie poliédrica tal que su frontera esta a una distancia menor

que - del contorno de la seccion considerada, ademas el area de cada superficie poliédrica
. , y e . . & .
difiere del area minima de los contornos de las secciones en una cantidad —n designa el
i

namero de secciones de la division D;. Mediante el proceso de reunificacion de superficies

poliédricas, establecido en la proposicion 2.2.74, construye una superficie poliédrica S;
. . 2 , .
donde el area difiere en menos de = de de la suma m; de las dreas minimas de los contornos
l

de las secciones de la division D;. Demuestra entonces que las superficies S; tiendea S y
como consecuencia el limite inferior de sus areas tienden al area interior de S. El area

interior de S es pues igual al limite inferior de los m;:

Pues cualquiera que sea la sucesion de divisiones D; los nimeros m; correspondientes tienen un limite:
el area interior de S.

De esta definicion del area interior resulta que si se divide una superficie S en dos tipos de superficie
S1,S; por una curva cuadrable, el area interior de S es la suma de las areas interiores de S; y S,. Pues si
se plantea el problema de las areas con las condiciones 1, 2, 3*, 4 este es posible y de una sola manera
para las superficies limitadas por curvas cuadrables, el area de una superficie que es su area interior
(Lebesgue, 1902, pag. 309).

De esta manera Lebesgue ha demostrado que el area de la de la unién de dos superficies
es igual a la suma de las areas de las dos superficies y por lo tanto el problema de la medida
de superficies tiene solucion unica para las superficies cuadrables. Luego muestra como

mediante un proceso iterativo suponiendo que se cumple la condicion 3* del problema del
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area de una superficie se puede llegar a la condicion 3 del mismo problema (Una superficie
unién de varias otras tiene como area la suma de las areas de las superficies componentes).

Lebesgue insiste en la analogia entre la longitud de una curva y el area de una superficie:

Observemos que esta definicion del area interior de una superficie es analoga a la definicion de la
longitud de una curva como limite de perimetros de poligonos inscritos. Un poligono inscrito define en
efecto una division de la curva a la cual hacemos corresponder una divisiéon de la superficie con la
ayuda de curvas cuadrables. A la longitud de un lado ab de un poligono, es decir el limite inferior de
las longitudes de las curvas que unen los puntos de division consecutivos a,b, hacemos corresponder al
limite inferior de las areas de las superficies limitadas por C uno de los contornos cuadrables que
interviene en la division de la superficie.

La analogia todavia va mas lejos, porque es posible demostrar que dada una curva cerrada C existe una
superficie limitada por C y teniendo como area interior el area minima de C. Estas superficies
corresponden al lado de los poligonos inscritos (Lebesgue, 1902, pag. 310).

Sin embargo Jordan le mostrara afos después que tal analogia no es perfecta.

Lebesgue muestra mediante algunos ejemplos que en geometria elemental se puede
definir de manera general el area de una superficie S como el limite inferior de las areas de
las superficies que tienden hacia S. Ademas demuestra que se puede mediante un numero
infinito numerable de operaciones saber si una superficie es cuadrable y, si lo es, encontrar
su area.

Dedica la ultima parte de este capitulo IV de su tesis a las curvas cuadrables y
superficies cuadrables, estableciendo los siguientes resultados: toda curva cuadrable sobre
una superficie es cuadrable en el espacio y toda superficie rectificable es cuadrable pero

existen superficies cuadrables que no son rectificables.

2.3  La Integral

Integral definida de funciones de una variable

En primer lugar se enuncia el problema de la integracion desde el punto de vista

geométrico como un problema de areas, para luego definir la integral:

Dada una curva C por su ecuacion y = f(x) (f es una funciéon continua positiva, los ejes son
rectangulares) hallar el drea de un dominio limitado por un arco de C, un segmento de Ox y dos
paralelas al eje y, de abscisas dadas por a y b, (a < b).

Esta area se llama la integral definida de f entre los limites a y b, ella se representa por fab f)dx.
(Lebesgue, 1902, pag. 248)

Lebesgue observa que Arquimedes resolvio un caso particular de este problema al hallar

la cuadratura de un segmento de parabola, y que el método clasico para resolver el
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problema general consistia esencialmente en evaluar las extensiones exterior e interior del
dominio, dividiendo el plano en rectangulos cuyos lados son paralelos a los ejes
coordenados. Las extensiones son asi limites de las sumas de las areas de los rectangulos

que tienen su base sobre el eje X.

Definicion 2.3.1. Sean &y, d,, ... las longitudes de las bases de los rectingulos y
my, My, ..., My My, ... los valores minimos y maximos de f sobre los correspondientes

. 143
intervalos. Se definen las sumas:

S:Z(Yimi, S=Z6LM1

. , . . b
Los limites de estas sumas s y S serdn respectivamente la integral por defecto ( fa f ) e

integral por exceso < f: f ) Es decir,

fab_fz im¥6m; y [0 f = limY &M

Cuando estas dos integrales son iguales, y esto sucede para funciones distintas de las
continuas, se dice que la funcion es integrable y, desde Riemann'*® el limite comtn de las

dos sumas, s y S, se ha denominado integral definida de f entre a y b.

Definicién 2.3.2. Sea f'una funcion acotada definida en el intervalo [a, b], si ff f= ff f

. . . , b
se dice que f'es Riemann integrable, y el valor comlin corresponde a fa f.

Interpretacion geométrica de la integral definida
Sea f'es una funcion positiva definida en [a, b], se le asigna el siguiente conjunto E:
E={(x,y)/Ja<x<b AN 0<y<f()}

Las dos sumas s y S seran valores que aproximan la extension interior y exterior de E, y

en consecuencias las dos sumas tienen limites bien definidos: las dos extensiones. Desde

'3 L ebesgue aclara que estas particiones se toman de tal manera que s y S se aproximen respectivamente a la
extension interior y exterior
'** (Darboux, 1875), citado por Lebesgue.

!5 Riemann. The Representation of Functions through Trigonometric Series. Citado por Lebesgue.
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una perspectiva geométrica, la existencia de las integrales por defecto y por exceso es una
consecuencia de la existencia de la extension interior y exterior de un conjunto acotado. De

donde se deduce la siguiente proposicion.

Proposicion 2.3.3. Sea f una funcion positiva definida en un intervalo [a,b].
Considérese el conjunto E ={(x,y):a<x<b AN0O<y<f(x)}. f es Riemann
integrable si y solo si E es J-medible,y m(E) = fab f.

Observacion 2.3.4. Si f es una funcion de signo cualquiera, se hace entonces

corresponder el siguiente conjunto £:

E={(x,y)/a<x<bh, yf(x) =0, 0<y?<f(x)?}

El conjunto E se puede expresar como unién de dos conjuntos E* y E~ tales que,'*

Et={(x,y) €EE:y=>0},E ={(x,y) €EE:y <0}

Proposicion 2.3.5. Sea f una funciéon de signo cualquiera, definida en un intervalo
[a,b], y el conjunto E = {(x,y):a<x <b Ayf(x) =0A0 < y? < f(x)?}. Entonces se

cumple que:

fabf =e;(E") —e.(E7), f:_f= e.,(EY) —e;(E7),donde E =EtUE~

Proposicion 2.3.6. Sca f'una funcion de signo cualquiera, definida en un intervalo [a, b],
y el conjunto E = {(x,y):a <x < b Axf(x) = 0A0 < y? < f(x)?}. Si E es J-medible

(en cuyo caso E” y E lo son) la funcién es Riemann integrable. Ademas:
b
[ r=m@E -m@)
a

Teniendo en cuenta los anteriores resultados, Lebesgue define el concepto de funcion

sumable. La que serd la version geométrica de la integral de Lebesgue:

Si el conjunto E es medible, (por lo tanto E” y E también lo son) llamaremos integral definida de f,
entre ¢ y b, a la cantidad m(E*) —m(E™). La funcién correspondiente se denominard sumable.
(Lebesgue, 1902, pag. 250)

16 1 ebesgue aclara que no es importante si los puntos del eje X son considerados como parte de £ o de E-
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Definicion que podemos enunciar como sigue.

Definicion 2.3.7. Sea funa funcion acotada definida en [a, b]. Si el conjunto E = E* U
E~ acotado por el grafico de f es medible (por tanto £ y E también son medibles) la

integral puede ser definida como:
b
jf =m(Et) —m(E™).
a

La funcién f'se denomina funcion sumable.

Para las funciones no sumables'*’ Lebesgue define la integral inferior y la integral
superior de la siguiente manera.

Definicion 2.3.8. Si / es una funcién no sumable, el valor m;(E*) —m,(E™) se
denomina la integral inferior de f. El valor m,(E*) —m;(E~) se denomina integral

. 14
superior de f.'*

b

b
inf [ £ =m (B = me B, swp [ f =me (B = m (B,

Proposicion 2.3.9. La integral inferior y la integral superior de f, estan comprendidas

entre la integral por defecto y la integral por exceso de f.

Pr<mf<suf r<r'r.

Proposicion 2.3.10. Toda funcién Riemann integrable es sumable, es decir Lebesgue

integrable.

Definicion analitica de las funciones sumables

Lebesgue realiza el traslado de la interpretacion geométrica hacia el establecimiento de
una definicion analitica de la integral, utilizando un proceso de generalizacion que empieza
con las funciones continuas siempre crecientes, luego con funciones continuas arbitrarias y

de alli a funciones arbitrarias.

14 . .
" Con respecto a cuya existencia Lebesgue expresa no estar seguro.
148 . . ~ .
Lebesgue no introduce ninguna notacion para estas integrales.
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Observacién 2.3.11. Por el teorema 2.2.23 se tiene que si £ es L-medible, existen E'y
E" conjuntos B-medibles tales E” c E c E', y m(E"") = m(E') = m(E). Ademas los
argumentos utilizados para demostrar dicho teorema permiten suponer que E' y E estan
formados por segmentos paralelos al eje Y, cuyos pies estan sobre el eje X, es decir
correspondientes a dos funciones f; y f>, donde f; > f>.

Proposicion 2.3.12. Sean E, E', E"’ como en la observacion anterior, y e, e’, e’ conjuntos
tales que para n > 0, dado:

e={(x,y) €E/y>n}
e'={(x,y) €E'/y>n}
e"={(x,y) €E"/y >n}

Estos tres conjuntos e, e’, e’ son medibles y de igual medida. Sean s, s’,s" las secciones
de estos conjuntos sobre la recta y =n+ h; s'y s” son conjuntos lineales B-medibles, y
tales que m(s"), m(s") no decrecen cuando / tiende a cero. Sean S’ y S~ los respectivos
limites de s’ y s/, entonces S’ = S"'.

Demostracién: Razonando por reduccion al absurdo supongamos que S’ y S no son
iguales, por tanto para / suficientemente pequefio tendriamos siempre que

m(s) = m(s") +e.

Y podemos encontrar hy y h;, con hy < h,, suficientemente pequefios de modo que

m[s'(hy)] = m[s'(hy)] = m[s" (hy)] + %

Sean e’ y e'’; los puntos de e’ y €'’ contenidos entre y = hy y y = h,, es decir:

e'h ={(x,y)€e' /h <y < hy}
e"; ={(x,y)ee’ /h <y <hy}

Tenemos entonces que:

m(e'y) = (hy — hy).m[s"(hy)].
m(e"'y) = (hy — hy).m[s"(hy)].

Asi pues
I3
m(e'y) = m(e"”y) + (hy — h1)§

Lo que es imposible porque e’y y e"’,, deben tener la misma medida.

Asi s'y s", tienen la misma medida lineal y s es medible.
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Esta proposicion es equivalente a la siguiente.

Proposicion 2.3.13. Dados una funcién f y un numero n > 0 el conjunto A =
{x: f(x) >n} es un conjunto medible. De igual manera si n < 0, el conjunto B =
{x: f(x) < n} es un conjunto medible.

Proposicion 2.3.14. Secan a y b nimeros de signo cualquiera. Si f es una funcion
sumable, el conjunto A = {x: b < f(x) < a} es medible.

Demostracion: De la proposicion 2.3.13 se tiene que si # > 0 el conjunto A =
{x: f(x) < n} es medible'”’. De manera similar si n < 0 el conjunto B = {x: f(x) = n} es
medible.

Asi el siguiente conjunto de puntos también es medible:
H={(,y)/az(fx)>b>0)VO0>c>f(x)=d)V(e=f(x)=g)coneg <0}

Haciendo que b tiendaaa, odac,oe yga0, vemos que el conjunto de los puntos para
los que y tiene un valor dado es medible.

El reciproco de esta proposiciéon también es verdadero.

Proposicion 2.3.15. Sean f una funcién acotada y a, b nimeros cualesquiera. Si el
conjunto A = {x/b < f(x) < a} es medible, entonces la funcion f'es sumable.

Demostracion: dividase el intervalo de variacion de f(x)lso, donde a,, ay, ... @, seran los
extremos de la particion.

Sea {e;}", una familia de conjuntos tales que cada e; = {x: f(x) = a;} y {€’;}/";' una
familia de conjuntos tales que cada e’; = {x:a; < f(x) < a;41}.

Sea E el conjunto asignado a f{x), consideremos los conjuntos:

Ei={(x,y)EE/x€e} yE; ={(x,y) EE/x€¢€'}

E; es un conjunto medible en el plano, y de medida |a;|.m;(e;) donde m,;(e;) denota la
medida lineal de e;. E’; contiene un conjunto medible de medida |a;|.m;(e’;), y esta
contenido en un conjunto medible de medida |a;,].m;(e’;) .

Asi, E contiene un conjunto £, de medida:

m(E;) = Yisolailmi(e,) + Xiqla;_1Im; (e')),

149 por ser el complemento de un conjunto medible

130 Esta sera una diferencia fundamental con respecto a la integral de Cauchy y de Riemann, quienes para
calcular la integral particionaban el intervalo en el que se busca integrar la funcion. Lebesgue hace la
particion sobre el codominio.

178



Y estd contenido en un conjunto £; de medida:
n n
m(E;) = Z|ai| my(e;) + Z|ai|ml (e'))
i=0 i=1

Se tiene entonces que m(E;) — m(E;) < (a, — ag)a, donde @ = max{a; — a;_1}i-4, la
particion se puede hacer tan fina como se quiera, de donde E es medible'' y por lo tanto f
es una funcion sumable.

Ademas se sabe como calcular la medida de E. Asi, si f es positiva podemos definir su
integral como sigue.

Definicion 2.3.16. Si /' es una funcion positiva, la integral es el limite comun de las

.. . 152
siguientes sumas cuando |a; — a;_1| tiende a 0.

o=XYroa;me)+ X a;,_ymy(e;)

n n

T = Z a; my(e;) + z a;m; (e';)
i=1

i=0

Donde cada e'; y cada e; estan definidos como en la proposicion anterior.

Observacion 2.3.17. Para el caso de las funciones que no son siempre positivas, el
limite de aquellos términos de o o X que son positivos da la medida del conjunto E”, y el
limite de la suma de los términos negativos da —m(E _).153 De esta manera en todos los
casos p y X definen la integral.

Ahora se muestra que los argumentos analiticos también conducen a las funciones
sumables y a sus integrales.

Sea f(x) una funcion continua mono6tonamente creciente definida en el intervalo (a, f), y
tal que a < f(x) < b para todo xe(a, B). Se considera la siguiente particion:

Xo=a<x1<xp..<x,=f
A los que corresponden respectivamente los siguientes valores de f{(x):

ap=a<a <a,..<a, =b.

m(E,) = m(E) = m(Ey)
Obsérvese que Lebesgue no utiliza aqui ninguna simbologia para la integral ni especifica los limites de
integracion.
53 E"y E se definen como en 2.3 4.
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La integral definida, en el sentido ordinario de la palabra, es el limite comtn a las dos
sumas )i (x; — x;—1)a;—1 ¥ Die1(x; — x;_1)a;, cuando el maximo de x; — x;_; tiende a
cero.

De acuerdo con Lebesgue, x; esta dada si a; también lo estd, y (x; — x;_1) tiende a cero
si (a; — a;_1) tiende a cero. Asi:

Para definir la integral de una funcion mondtonamente creciente f(x), podemos tomar a; (es
decir la division del intervalo de variacion de f(x)), en lugar de x; (es decir la division del
intervalo de variacion de x). [Leb02, p.253].

Procediendo de esta manera para funciones continuas que varian en un intervalo con un
numero finito de maximos y minimos, y luego para cualquier funcion continua, se llega a la
siguiente propiedad que a su vez da la definicion de la integral definida de f(x).

Definicion 2.3.18. Sea f(x) una funcion continua definida en el intervalo (a, ) tal que
a < f(x) < b para todo xe(a, B). Escojamos arbitrariamente

ag=a<a<a..<a, =bh.

f(x) = a; para todos los puntos de un conjunto cerrado e;, para i =0,1,2,...,n. Sca
a; < f(x) < a;41, para los puntos de un conjunto uniéon de los intervalos e’; con i =

0,1,2,...,n. Los conjuntos e; y e’; son medibles. Las dos sumas

o= ,a;m(e)+ X ame’),

n n

L= Z a; my(e;) + Z a;.1my (e'y).
i=1

i=0
Tienden hacia ff f(x)dx cuando n aumenta de tal manera que el max{a; —
ari—17/=1 mtiende a cero.

Lebesgue afirma:

Una vez se ha obtenido esta propiedad, podemos tomarla como la definicion de la integral de
fx). [Leb02, p.253].

Ademas las sumas ¢ y X también tienen sentido para otras funciones diferentes a las
continuas, las funciones sumables. Se demostrard que para las funciones sumables, las
sumas oy X tienden a un mismo limite, independiente de la escogencia de los a;. Este

limite serd, por definicidn, la integral de f (x) entre @ y f3.
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Cuando se refina la particion del intervalo de variacion de f (x), ¢ no decrece y X no

aumenta, ambas sumas tienen limite y son iguales, puesto que
X—0< (B—a)max{a; —a;_4}j=;, Vn €L,

Considérese ahora otra particion {b;}/—, para el intervalo de variacion de f (x), y sean
o' y X' las correspondientes sumas. La union de las dos particiones {a;}/—, y {b;}/=, genera
una tercera particion cuyas sumas correspondientes se denotan por ¢"yZX". Las
desigualdades siguientes muestran que las seis sumas 0,0 ,0, %, X'y 2" tienen el mismo
limite:

0<0"'<¥"<I, o0 <0'<T"<I.

A continuacion Lebesgue muestra que toda funcion Riemann integrable es una funcion
sumable'™*. Para ello se basa en la propiedad “los puntos de discontinuidad de una funcién
integrable forman un conjunto que tiene medida nula”. Lebesgue comenta que Riemann
enuncia esta propiedad de la siguiente manera: “para que una funcidén sea integrable, es
necesario que la union total de intervalos para los que las variaciones son mayores que o
puede hacerse infinitamente pequeia”

Proposicion 2.3.19. Toda funcion Riemann integrable es una funcién sumable.

Demostracion: sea / (x) una funcion integrable y sea £ el conjunto de puntos para los
cuales a < f(x) £ b, con a y b nimeros cualesquiera. Los puntos limites de £ que no
pertenecen a £ son puntos de discontinuidad de f. Dichos puntos forman un conjunto e de
medida nula. E U e es un conjunto cerrado y e es un conjunto medible, por lo tanto £
también lo es. Podemos entonces concluir que f'es una funcién sumable.

Proposicion 2.3.20. La integral de una funcién sumable estd contenida entre la integral

por defecto y la integral por exceso:

B BB
fr=[refs

Demostracion: Si en un intervalo de longitud /, el maximo de f'es M y el minimo es m,

la integral de f, de acuerdo a la definicion de Lebesgue, esta contenida entre L. my . M:

'3 Lebesgue advierte que el método de exposicion adoptado para demostrar la existencia de la integral no

permite ver que la definicion de Riemann no contradice la definicion anterior.
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Ademas Si {a;};-; es una sucesion creciente de nimeros, se tiene que:
az as an _ (%
0 e A A A
Por lo tanto la integral de una funcién sumable esta entre la integral por defecto y la

integral por exceso. Se tiene ademas que las dos definiciones de integral son equivalentes

cuando ambas son aplicables.

Propiedades de la integral

Propiedad 2.3.21. [ f(:) dx + [" f(x)dx =0
La integral inicialmente se defini6 para el caso en que a < b. La identidad anterior

permite ampliar la definicion y puede generalizarse como sigue.
. b ! l
Propiedad 2.3.22. fa f(x)dx + fbcf(x)dx +oo [ f(x)dx = fa f(x)dx. Para todo
ab,..,L
Lebesgue define el concepto de integral para una funcion f que ha sido definida s6lo para
los puntos de un conjunto E de la siguiente manera.'>

Definicion 2.3.23. Sean E un conjunto y 4B un segmento tal que E € AB. Definase una

funcién ¢ como:

_(f (), Vx €EE
(,D(X) - { 0, Vx € CAB (E)

La integral de f'dentro de E se define como la integral de ¢ dentro de AB.

Es obvio que la integral asi definida no depende de la escogencia del segmento 4B que
contiene a £.

Propiedad 2.3.24. Si E es la union de conjuntos medibles Ey, E5, ..., Ej, ...., disjuntos

dos a dos y si f'es una funcidon sumable dentro de £. Se cumple que:

[ofGOdx =) [, fGdx.

'35 Lebesgue aclara que podria haber definido primero funciones sumables dentro de £, y luego sus integrales
utilizando las mismas definiciones que antes, con tal que extraigamos todos los puntos que no pertenecen a E.
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Definicién 2.3.25. Sea f'una funcién y {¢;} una coleccion de funciones sumables tales

que @; < f,Vi. Se define la integral inferior de / como el limite superior de las integrales

infff=sup{f<pi}

Ademas existe una funcion ¢; tal que inf [ f = [ ¢;.

de las ¢;.

Se puede establecer una definicion analoga para la integral superior de f.

Propiedad 2.3.26. Sean f'y ¢ dos funciones sumables, y m, M niimeros tales que

m<f<Mym<¢o<M.

Entonces [(f + @)dx = [ fdx + [ pdx.

Demostracion: considérese el intervalo (m, M) y la particion

my=m<m <my<--<m,=M
Sean ¢; = {x:m;_; < f(x) <m;} ye'; ={x:imi_1 < p(x) <m;},parai =1,2,..,n.
Seae; =e; Ne'j. Paratodo x € e;; se tiene que
mi_g +mi_g < f) + () <m; +my,

Ademas, e; , €'; y e;; son conjuntos medibles Vi=1,2,....,n yVj=12,...,n.

Sean a y b dos nimeros cualesquiera. Sea E = {x:x € U{eij} Na<x< b}. E es un
conjunto medible'’,

Se refina la particion {m;}/—; de tal manera que max{m; —m;_,} tienda a cero.
Obtenemos una serie infinita de conjuntos £ cuya unidn, que es medible, es el conjunto
{x/a < f(x) + p(x) < b}. Asi f+ ¢ es medible.

La integral de f'es la suma de las integrales sobre los conjuntos e;;, luego

Ym(e;)miy < [ f()dx < Ym(e;)m; .

Analogamente,

Ym(e;)mi—y < [o()dx <X m(e;)m.
Y razonando de la misma manera para la funcién f+ ¢
Ym(ey)(mi— +m_1) < [(f + @)(x)dx <X m(ey) (m; + Tnj)-]S7

De donde se sigue que

3¢ Por ser subconjunto de la unién de conjuntos medibles €.
157 Lebesgue omite el argumento x de la funcién /+¢.
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[[(f + @)(x)dx — [ f(x) + [ o(x)dx| < Zm(el-j) (m; + m —m;_q — mj_l).

Por consiguiente,

[(f + o)) dx = [ f(x)dx + [ @(x)dx."®

La anterior propiedad se puede generalizar para un nimero cualquiera de funciones.

Propiedad 2.3.27. La suma de un numero cualquiera de funciones sumables es una
funcion sumable y la integral es igual a la suma de las integrales.

De manera analoga, como se demostrd la propiedad 2.3.26, se pueden demostrar las
siguientes propiedades.

Propiedad 2.3.28. El producto de funciones sumables es una funcion sumable.

Propiedad 2.3.29. Si fes una funcion sumable que satisface la siguiente desigualdad,
su inversa también es sumable.

o<m<|f| <M.

Propiedad 2.3.24. Si f/ es sumable y 'i/f existe, entonces Wes sumable.

Propiedad 2.3.25. Si f'y ¢ son funciones sumables tales que f (@) tiene sentido, la
funcion f (@) es sumable.

La siguiente proposicion es una de las més importantes de este capitulo pues le permitira
a Lebesgue definir una clase importante de funciones sumables, las funciones polindmicas.

Proposicion 2.3.26. Si f es una funcién acotada y es el limite de una sucesion de
funciones sumables {f;}, fes sumable.

Demostracion: Sea e; = {x:a < f;(x) < b}. Existe k tal que el conjunto e = Nj~, e; =
{x:a < f(x) < b}. Luego, como los e; son conjuntos medibles, e también lo es y asi fes
sumable.

Proposicion 2.3.27 Todo polinomio es sumable.

Demostracion: Las funciones y = h y y = x son funciones sumables, por tanto la
funcion kx™ también lo es y asi todo polinomio es sumable.

De acuerdo con Lebesgue, desde Weiestrasss se sabe que toda funcién continua es el
limite de una serie de polinomios, y asi las funciones continuas son sumables. Ademas de

las funciones continuas, las funciones estudiadas por Baire, que el llamé “funciones de

3% Lebesgue aclara que si hubiera introducido las nociones de integral inferior y exterior, hubiera podido
limitarse a la segunda parte del argumento precedente.
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primera clase”'™’

también son limites de polinomios, por tanto son sumables. Los limites de
funciones de primera clase o de funciones de segunda clase son sumables, etc. Todas las
funciones del conjunto que Baire llama E'.

Los resultados de Baire proporcionaron numerosos ejemplos de funciones sumables
discontinuas y que no son Riemann integrables. El siguiente es un ejemplo.

Ejemplo 2.3.28. El razonamiento que se utilizd6 para demostrar que toda funcion
integrable es sumable prueba que si una funcién es continua, excepto en un conjunto de
medida nula, esta funcion es sumable. Luego si f y ¢ son funciones continuas, la funcion F
definida como igual a f'excepto en un conjunto £ de medida nula para el que F =f+ ¢, es
sumable. Ahora si @ es distinta de cero en todo su dominio y si £ es denso en todo
intervalo, todos los puntos son puntos de discontinuidad para F por lo que no es Riemann
integrable.

Este procedimiento produce funciones sumables que forman un conjunto cuya potencia
es igual a la del conjunto de todas las funciones.

Lebesgue observa que el método geométrico, basado en la medida de un conjunto
acotado'®' fue aplicado sélo a funciones acotadas. Mientras que el método analitico es
aplicable, practicamente sin modificaciones, a funciones cuyo valor absoluto no es limitado
superiormente.

Definicion 2.3.29. Una funcion f'se dice sumable si, para a y b cualesquiera, el conjunto
E ={x:a < f(x) < b} es medible.

Lebesgue diferencia entre funciones sumables acotadas y funciones sumables no
acotadas.

Definiciéon 2.3.30. Sea f'(x) una funcion sumable. Considérese la sucesion

<M, <m_; <my<my <my < -

Que varia entre -0 y +oo, tales que |m; —m;_1| < M, paraalgin M > 0. Sean e; =

{x:f(x) =m}ye'; ={x:m; < f(x) < m;;q1}. Considérense las sumas

o=Ym.m(e)+YXm.m(e"y), Z=Ym.m(e)+YXmy.m(e’).

139 1 ebesgue cita el texto Sur les fonctions des variables réelles, Annali di Matematica, 1899.

10 Baire. Sur les fonctions des variables réelles, Annali di Matematica, 1899. P. 70.
'°! Lebesgue aclara que no habria ninguna dificultad en plantear el problema de la medida para conjuntos
acotados o no acotados.

185



Estas series pueden ser convergentes o divergentes, si las que figuran en o son
convergentes, es decir si ¢ tiene sentido, X también tiene sentido, € inversamente; y esto es
cierto independiente de los m; seleccionados.

Cuando max{m; —m;_;} tiende a 0, las sumas ¢ y X tienden al mismo limite,
independiente de la escogencia de los m;. Este limite es la integral de f.

Con esta extension del sentido de las palabras funcion sumable e integral, todos los
enunciados dados anteriormente quedan exactamente iguales. Sin embargo con respecto a
la suma de funciones sumables, Lebesgue hace la aclaracion de que [(f + @) puede tener
sentido sin que esto sea cierto para [ f y [ ¢.

Ademds se debe tener en cuenta que una funcion sumable no acotada, no tiene
necesariamente una integral. En el caso en que la funcion sea infinita para algunos valores
de x, si estos valores conforman un conjunto finito, basta con definir la integral haciendo
caso omiso de este conjunto'®%, para que los enunciados ordinarios no sean cambiados.

De esta manera, calcular la integral de una funcién dada presenta las mismas dificultades
que el calculo de la medida de un conjunto dado.

A continuacidon Lebesgue enuncia uno de los teoremas mas importantes de su teoria, el
del paso al limite bajo el signo integral. El cual resulta muy util para el tratamiento de las
funciones discontinuas, puesto que se definen utilizando series. Este teorema es una
extension del teorema de Arzela y Osgood'®.

Teorema 2.3.31. Si una sucesion de funciones sumables f, f5, f3, ..., con integrales,
tienen un limite /'y si |f — f,| < M,Vn, con M > 0, f'tiene una integral, que es el limite de

las integrales de las funciones f,,
[f=lim [ fu.
Demostracion: Se tiene que f = f, + (f — f,), las dos funciones f,, y (f — f,,)16*

tienen integrales, luego f tambiény [ f = [ f, + [(f — f,). Busquemos un limite superior

para esta segunda integral.

12 Es un conjunto de medida nula
1 T ebesgue comenta que el caso particular més interesante de este teorema, donde las funciones son
continuas, ya ha sido obtenido, utilizando razonamientos diferentes, por Osgood, en su Mémoire sur la
convergence non uniforme. (Americal Journal, 1894)
14 F, es integrable por hipotesis y /f, es integrable por ser acotada.
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Escojamos arbitrariamente un numero positivo £'®. Sea e, = {x: | f(X) = fusp (x)l =
&g, paraalginp € N}, e, es medible.

Si E es el conjunto medible dentro del cual se toman las integrales, se tiene

| - dx| < M.mcen) + elm(®) — mee
Entonces cada conjunto e, contiene todos los conjuntos cuyos indices son mayores y no
. , , ] . 1
existe algiin punto comun a todos los e,, a la vez. Asi, m(e,) tiende a cero como ~y lo

mismo es cierto para | [ (f — f;)dx|.
Cuando f'es una funcién acotada la proposicion se puede enunciar como sigue.
Proposicion 2.3.32. Cuando una sucesion fj, f,....f, de funciones sumables, limitadas
superiormente en valor absoluto en su conjunto, tiene un limite /°, la integral de f es el
limite de las integrales de las funciones f,,.

Lebesgue presenta otra forma del enunciado relativo al caso general:

Cuando el conjunto de los restos de una serie convergente de funciones, que tienen integrales,
tiene un limite superior para su valor absoluto, la serie es integrable término a término
(Lebesgue, 1902, pag. 260).

Lebesgue observa que como caso muy especial, se tiene el teorema de la integracion de

series uniformemente convergentes.

Integrales indefinidas y funciones primitivas de funciones de una variable

En esta seccidon se mostrara que cualquier funcidén derivada acotada tiene una integral
indefinida, que es una de sus funciones primitivas. Para las funciones derivadas no acotadas
se demostrard que si son integrables, sus funciones primitivas son iguales a sus integrales
indefinidas.

Definicion 2.3.33. Sea f(x) una funcion que tiene integral definida en el intervalo (a, ),
se llamard integral indefinida de f (x) a una funcién F(x) definida en (a, B) y tal que

cualesquiera que sean a y b comprendidos entre a y 3, se tiene que

b
f F()dx = F(b) - F(a)

15 En el texto aparece 2.
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Proposicion 2.3.34. Cualquier funcion que tenga una integral definida admite un

nimero infinito de integrales indefinidas que difieren solamente en una constante F(a).

Demostracion: De la igualdad ff f(x)dx = F(b) — F(a) se obtiene

F(x) = ff(x)dx+F(a)

o or . . . .oy . 166
Proposicion 2.3.35. La integral indefinida es una funcién continua.
Demostracion: la conclusion es evidente si la funcion es acotada. Para demostrar el caso

mas general, seleccionese a arbitrariamente. Se debe demostrar que

a+h

|F(a +h) —F(a)| = J fl)dx| < e

Una vez que |h| < k, para algin k. Para simplificar se puede suponer que % es positivo.

. , e , 1
Existe a lo méas un infinito numerable de numeros m;'®’

tales que los conjuntos e ;
correspondientes, tienen una medida no nula. Asi podemos suponer que los m; no estan
entre estos valores excepcionales, es decir, haremos m(e;) = 0, lo que simplifica las
sumas oy X.

Asi pues suponemos que m(e,) = 0'%®

[ G0 dx = im{S g miamle’ (W] + Xy mam[e' (W]}

Indicando por e’;(h) la porcién de e ; contenida entre @ y a + h. Consideremos un

, se puede escribir

sistema fijo de nimeros m;. Las dos series del segundo miembro sélo varian si 4 varia, y se
puede suponer que / es suficientemente pequefio para que el valor absoluto de cualquier
namero finito de términos del segundo miembro sea tan pequefio como se quiera. Asi, se
puede suponer que 4 es suficientemente pequefio para que ambas series del segundo
miembro, una de las cuales tiene términos positivos y la otra negativos, tengan un valor

absoluto tan pequefio como se quiera.

166 - . Sy . L
Lebsgue observa que también podria afirmarse que su variacion es acotada; siendo esta variacion a lo

sumo igual a [|f — f,|dx. La demostracion de esto es la misma que la utilizada por Jordan (Cours d’Analyse,
paragrafo 81).
197 Los m; y los e; se definen como en la definicion 2.3.30
'8 Lebesgue observa que entonces e, quiza no tendria medida nula, pero que eso no es importante para lo que
sigue.
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Pero para pasar al limite, hay que introducir nuevos miembros entre los m; que fueron

escogidos; esta operacion hace que las dos series del segundo miembro disminuyan en
. - +h
valor absoluto. Asi ha quedado demostrado también que f; f(x) puede hacerse tan

pequeio como se quiera. La integral indefinida es asi una funcidon continua.

Proposicion 2.3.37. Si f(x) es continua en x = a, entonces F(x) tiene una derivada
igual a f(a).

Demostracion: Considérese ¢l intervalo (a,a+h) y sean M y m el maximo y el

minimo de f(x) en dicho intervalo, entonces

a+h

mh < f f(x)dx < Mh

Por lo tanto,

F(a+h})l—F(a) <

Luego para x = a, F(x) tiene una derivada igual a f(a)m

m <

Proposicion 2.3.38. Si f(x) es continua para todo x, F(x) es una de las funciones
primitivas de f(x).

Lebesgue llama la atencion sobre el hecho de que para funciones continuas el problema
de hallar sus primitivas es equivalente a hallar sus integrales indefinidas. Lo mismo ocurre

., . : . 169
con una funcién derivada Riemann integrable'®

. Pero existen funciones derivadas que no
son Riemann integrables'’’, es decir no se pueden calcular sus funciones primitivas
mediante la integral de Riemann.

Proposicion 2.3.39. Toda funciéon derivada acotada tiene una integral indefinida que es
una de sus funciones primitivas.

Demostracion: La derivada de una funcion f (x), cuando 4 tiende a cero, es el limite de

la expresion:

fa+h) = f@) _
h

@(x)

1 Ver (Darboux, 1875)
""" Lebesgue atribuye a Volterra el primer ejemplo de este tipo de funciones (Giornale de Battaglini, vol XIX,
1881), dicho ejemplo se reproduce mas adelante.
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Puesto que % es fijo, representa una funcion continua. Asi la derivada es limite de
funciones continuas, y es sumable.

Supongamos que la derivada f” es tal que |f'| < # En virtud del teorema de los
incrementos finitos @ (x) = f'(x + 6h), las funciones f(x) estan acotadas en su conjunto,

y en consecuencia por 2.3.31:

b ’ . b | 1x+h , a
ff(x) dx = llmf(p(x)dx = }ll_r)l’(l)ﬁf f'(x)dx

b

Es decir:

[} £'60 = f(b) = f(@).

Este resultado sigue siendo cierto si la funcién derivada es acotada a derecha o
izquierda, o si implica un limite al que tiende ¢ (x) para ciertos valores de 4 que tienden a
cero.

Ejemplo 2.3.40. '"' Sea E un conjunto cerrado, no denso en toda parte de [0,1] y de
medida no nula. Sea (a,b) un intervalo contiguo a E'% y e el punto medio de dicho

intervalo. La funcion

1 1

— COS
X —a X—a

p(x —a)=2(x—a)sin

Se anula un nimero infinito de veces entre a y ¢; sea a + d el punto mas préximo a c,
situado entre a y ¢, para el cudl la funcion se anula.

La funcion f(x) en la que estamos interesados se anula en todos los puntos de E, y se
define para todo intervalo (a, b) contiguo a £ como sigue:

p(x—a) a<x<a+d
f(x)=40 at+d<x<b-d
—pb—x) b—d<x<h

Esta funcion es continua en todo intervalo contiguo a E, discontinua para todos los

puntos de £ que son puntos de discontinuidad del segundo tipo.

171
172

Este es un ejemplo construido por Volterra, ver Giornale de Battaglini,Vol XIX

Lebesgue atribuye el término intervalo contiguo a Baire. Y lo define como un intervalo que no contiene
ningln punto de £ y cuyos puntos extremos son puntos de E.
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Ademas, f(x) esta siempre contenida entre -3 y 3. Para que f(x) tenga una funcion
primitiva, tiene que ser ante todo una integral definida en el intervalo [0,1]. Esta integral, si
existe, tiene que ser igual a la integral sobre E mas la integral sobre C(E), suponiendo que
existe. La integral en E existe y es cero; la integral en C(E) también existe, puesto que es la
suma de integrales en los intervalos contiguos a E, que son cero.

Como consecuencia de lo anterior, la funcion F(x), que es cero para todos los puntos de

E y esta definida en todo intervalo (a, b)contiguo a E como sigue:

(x—a)zsinx_ a<x<a+d
1
F(x) = dzsina a+d<x<b-d
b — x)? si b—d<x<b
t( x) sing—— x

Esigual a [ f(x) dx. Asi si f(x) tiene funciones primitivas, F(x) es una de ellas.

Para todos los puntos en que f(x) es continua, es decir para todos los puntos de C(E),
obtenemos F'(x) = f(x).

Sea @ un punto de E. Si a es un punto extremo de un intervalo contiguo a E, situado a la
derecha de a, F(x) tiene obviamente una derivada a derecha nula. Supongamos que a la
derecha de a hay un niumero infinito de puntos de £ cuyo punto limite es a. Si @; es uno de
dichos puntos se cumple que:

F(x) — F(a) < (x — ;)
X—a

lr()| =

<x—aVx>aq;

Por lo tanto la razon r(x) tiende a cero cuando x tiende a a.
En todos los puntos de E, F(x) tiene pues una derivada a derecha nula, y también puede
verse que tiene una derivada a izquierda nula; de manera que:
F'(x) = f(x), 0<x<1
La funcién f(x) es asi una funcion derivada, no integrable segiin Riemann, puesto que

. . . . . . 1 , .
el conjunto de puntos de discontinuidad tiene una medida no nula.'” Una caracteristica

173 . . . .. .
Lebesgue anota que ciertas series uniformemente convergentes, cuyos terminos son funciones

analogas a la que acabamos de considerar, permiten a Volterra dar ejemplos de funciones derivadas que no
son integrables en ninglin intervalo. La integracion término a término permitira obtener las funciones
primitivas.
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importante de la funcion primitiva del ejemplo anterior es que es una funcidon de variacion
acotada; esto permitird a Lebesgue establecer el siguiente teorema.

Proposicion 2.3.41. La condicion necesaria y suficiente para la existencia de una
integral de la derivada (acotada o no) de una funcion diferenciable es que dicha funcion sea
de variacion acotada.'” Si la tiene, la funcién es una de las integrales indefinidas de su
derivada.

Demostracién: Supongamos que f'(x) es una funcion sumable y tomemos e; y e ;
como en la definicion 2.3.30. Supongamos ademas que m(e;) = 0 Vil7> y que my = 0, lo
que es posible si, en lugar de argumentar sobre la funcién dada f(x), argumentamos sobre
la funcién /(x) + Kx, donde K ha sido convenientemente escogida.

A cada punto x, de e'; se le puede hacer corresponder un intervalo (a, B) tal que si se
cumple

a<asxg<b<§p
Entonces también se cumple

fb)—f(a)

m; < r(a,b) < m;,q,donde r(a,b) = —

174 Lebesgue retoma la definicion de Jordan: Sea y = f(x) una funcion de una sola variable, acotada en un
intervalo ab que contiene los valores particulares x; y X > x, . Asignemos a x una sucesion
creciente: Xy, X1, ***, X,—1, X, y sean yg, ¥1,**,VYn_1, Y los valores correspondientes de y. Tendremos Y — y, =
XYk~ Yker=p—n (1)

Donde p designa la suma de términos positivos, n la de términos negativos.

Diremos que p es la variacion positiva de y y n la variacion negativa para el sistema de valores
X0, X1, Xp—1, X.

La suma

t=Xlyk =mal=p+n (2

seré la variacion total. Cambiando el nimero y la posicion de los valores intermedios Xy, -, X, _1, podremos
hacer variar estas tres sumas. En particular, si entre x,_; y x, se intercala un nuevo valor &, esas sumas
conservaran el valor primitivo, si y,_; < f(§) < y,; Si no p y n seran aumentados ambos de la diferencia
entre f(§) ylas cantidades y,_q, y) , de los que es las mas proxima, y ¢ sera aumentado por el doble de esta
diferencia.

Puesto esto, supongamos que uno de estos tres sistemas de sumas p, n, ¢ admita un maximo. Sera de alli de
meme de cada uno de dos otros, en virtud de las ecuaciones (1) y (2). Diremos, en este caso, que y es una
funcion de variacion acotada entre x, y X. (Jordan C., Cours D'Analyse, 1882, pag. 54)

1 r .
> Obsérvese que de esta manera se descartan la las funciones escalonadas y constantes, lo que es razonable
puesto que las funciones problematicas eran aquellas que tenian infinitos puntos de discontinuidad o infinitos

puntos extremos.
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Definamos (a, ) como el mayor intervalo posible tal que su longitud es menor o igual a
un namero ¢ dado y que tiene a x, como punto medio.

Sim; —m;_{ < n, Vi, entonces

/' (x0)(b —a) = (b — a)r(a,b)| < (& —a)'”®

Sea E;(0) el conjunto union de los intervalos que corresponden a los puntos de e';.
E; (o) puede considerarse como unién de intervalos disjuntos.'”’

Si (a,b) es uno de esos intervalos vy si tenemos a < @ < 8 < b, entonces también
tenemos:

m; <r(a,f) <mpy

Con tal de que exista x € e; tal que a < x < .

e'l- C E;(0). Hagamos tender 0 a 0 y sea x; un punto que pertenece a un nimero
infinito de conjuntos E;(0). f'(xy) es el limite de los valores de r(a, B) relativos a los
intervalos de E;(0) que contienen a x. Asi xy € €;, Xy € €'; 0 X € €41.

En consecuencia, el conjunto E; , formado por los puntos comunes de E; (o) relativos a
los valores de ¢ que tienden a 0, contiene a e'; y a puntos de e; U e; 1, asi pues tiene la
misma medida que e ;. Ademas, puesto que cada E;(o) contiene los conjuntos relativos a
los valores mas pequefios que o, m(E;) es el limite de m[E;(g)]. Asi pues se pueden
escoger los numeros

v G_y,0_100,01,07

De manera que la siguiente suma D sea tan pequefia como se quiera:
D =) ] (mlE(@)] - m(ED)

Notemos que [ f'dx y [|f'| dx existen simulténeamente, de modo que [ f'dx existe si

la siguiente serie es convergente:

i|mz| m(eli) = ilmil m(E;)

6| &0 —r(a,b)| = Iﬂerrh)_f(xO) - f(b)_f(a)I haciendo h=b—a obtenemos [[E0r2-®=/Co)
h b—a ’ b-a
JSD— fab—a<2mi—mi—1b6—a<2b—ay2, luego b—af :0—b—ara,b<y.

177 ! : : .z . ..
Los e ; son conjuntos abiertos en R, por lo que se pueden expresar como union de intervalos disjuntos.
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Es decir, si
V= il miEi ()]

De entre los intervalos que constituyen a E;(o;) siempre se puede escoger un nimero
finito de ellos tal que las contribuciones de dichos intervalos A dentro de V sea tan grande
como se quiera si esta es divergente, y tan proximo como se quiera al valor de V si esta
serie es convergente.

Eliminemos un nimero suficiente de tales intervalos 4 sin cambiar la union de esos
intervalos, de modo que ninguno de los intervalos conservados esta en el interior de otros
intervalos conservados.

La contribucion dentro de V de los intervalos eliminados es menor que D.

Consideremos los intervalos que se solapan (a;,b;), (aj, b-) relativos a e’; y e’;.
Supongamos que

a; < <b; <b

Entre a; y b; no pueden existir simultineamente puntos de e’; y e’; sin que se cumplan
simultdneamente las dos desigualdades siguientes:

m; < r(aj +¢,b; — s) <miyq
m; <r(a +¢&b; —e) <mjyy

Asi, existe ¢ tal que @; < ¢ < b; y existen z € e’; y w € €} tales que:

a;<z<cyc<w<pb

Se tiene entonces que:

IF(e) = F@l +|f () = F©] = (e = alr(a, o) + (b = ¢)|r(c. by)|

Donde el primer miembro, la variacion de f(x) entre a; y b;, cuando se considera la
division: a; c by, es igual a la contribucion a ¥ de los dos intervalos (a;, b;), (aj,b-) al
menos en una cantidad menor que

(b — &) |m; —my| +n(b; — o))
La cantidad (bi - ) |m] - mi| es inferior a la contribucion del intervalo (aj, bi) aD.
Siguiendo en la misma linea, nos vemos conducidos a considerar una sucesion finita de

valores crecientes X,, x1, X3, **, X,. La suma Y| f(x;) — f(x;41)| difiere de la contribucién
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de intervalos 4 dentro de ¥, en una cantidad menor que D + 1 m(A). Ahora, esta suma es
menor que la variacion total de f(x). Asi el limite de V, es decir [|f’(x)|dx es menor o
igual que la variacion total de f(x).

Es decir, si f(x) tiene una variacién acotada, [|f’(x)|dx existe y es inferior a la
variacion de f(x).

Supongamos ahora que la integral [|f’(x)|dx existe.

Encerremos los puntos de e; dentro de un infinito numerable de intervalos A; tal que

m(4;) sea tan pequefia como se quiera. A cada punto ., € e; le hacemos corresponder el

mayor intervalo (a, B) interior a 4;, tal que #(a,B) < ¢ ;,178 con x, como punto medio y
tal que si:
a<asxg<b<§p
Entonces
m; —¢g <r(a,b) <m; +¢
Sea e;(0"1) la union de esos intervalos. Escogiendo apropiadamente ¢ ; y ¢;, la suma
D' ser4 tan pequefia como se quiera:
D" = Y%y m;|.m[e;(d')].
Cada E;(0;) o e;(0’;) es unién infinita numerable de intervalos disjuntos. Si f(x) esta
definido en (a,b), cada punto interior a (a,b) es interior a al menos uno de estos

intervalos, y ademas a y b son los extremos de tales intervalos, asi:

Seglin un teorema sobre los conjuntos uno puede escoger, dentro de los intervalos que constituyen los
E;(0;) y los e;(d';) un nimero infinito de intervalos B tales que todo punto interior a (a, b) sea interior
a uno de los B. (Lebesgue, 1902, pag. 268)

Supondremos que se ha hecho esta eleccion de manera tal que ninglin intervalo
conservado sea interior a los otros intervalos conservados. La contribucion dentro de V de
los intervalos de E;(0;) no utilizados es a lo mas igual a D + D;, donde D; es la integral de
|f'| en el conjunto de e; (a”;).

Razonando sobre los conjuntos B como sobre los conjuntos 4, nos conduce a considerar

los niimeros:

178 1 éase longitud del intervalo (o,B)

195



Xo=a<x <x;<--<x, =b.

La suma Y|f(x;) — f(x;_1)| difiere de la contribucion en V de los intervalos
conservados que provienen deE; (o;), en una cantidad iguala D + D" + (b — a).

Ahora, si dos nimeros x; consecutivos provienen de un mismo intervalo perteneciente a
uno de los E;(g;) o los e;(d';), , intervalos que pueden particionarse en intervalos de
longitud menor o igual que 20; 0 2¢”;, la suma de las variaciones correspondientes a una
division semejante difiere siempre de ¥ en menos de 2D + D; + D" + (b — a). Ahora,
introduciendo estos nuevos puntos de division al tiempo que hacemos el méximo o de los
0; y 0'; suficientemente pequefio, hacemos la suma Y|f (x;) — f(x;_1)| tan proxima como
se quiera a la variacion total de f(x) dentro de (a, b).

De aqui resulta que si [ f "(x)dx existe, la funcion f(x) es de variacion acotada, y la
variacion es igual al valor de la integral [|f'| dx.

Observacién 2.3.42. Si centramos nuestra atencion sobre los conjuntos e;, E';, E; (0), E;,
etc., con indices positivos, vemos que la variacion total positiva de f(x) entre a y x es igual
a la integral de f (x) extendida sobre el conjunto de puntos sobre los cuales /* es positiva,

es decir a la integral:
p(x) =3 [7(f +If Ddx.
Analogamente, para la variacion negativa tenemos:
—n() = 3 [7(f = If Ddx.

Y puesto que:
fO) = f(@) = px) —n(x)

FGO) = fa) + f £ ()dz.m

De esta manera, afirma Lebesgue:

para una funcién dada f(x) sabemos como reconocer si es la derivada de una funcién con variacion
acotada y, si es asi, sabemos como encontrar sus funciones primitivas.

Si f(x) es acotada, sus funciones primitivas, si existen, tienen una variaciéon acotada, y podemos
encontrarlas.

Pero la integracién, tal como la definimos, no permite saber si una funcién dada tiene funciones
primitivas con variacion no acotada. (Lebesgue, 1902, pag. 269)
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Ejemplo 2.3.43. La funcién f(x) dada por:

1
Flx) = {xz sin— six#0

0 six=0
Es continua y de variacion no acotada. En efecto:
)
Vkn
1 1
fl =—=—|=CDF 7

/kn+§ kﬂ+5

, . 1 L
Y asi la suma de las variaciones ), T ©sunaserie divergente.
.
2

Esta funcion admite una derivada

2x si 1 2 1 i x # 0
f(x)={ xsmx2 xcosx2 ,Si x
0,six=0

f'(x) es un ejemplo de funcion no acotada, sumable y sin integral. Cuando f'(x) esta
dada, los métodos anteriores no nos permiten encontrar f (x).

Es interesante sefialar que la definicion clasica de la integral de una funcidon que se hace
infinita en el entorno de un punto permite encontrar f(x) si se conoce f'(x), Esto se debe a
que, en el caso en que la funcion a integrar no es acotada, la definicion que hemos adoptado
no es una generalizacion de la definicion clésica, pero coincide con ella cuando ambas se
aplican. Ademas, seria muy facil generalizar la nocion de integral definida de modo que la
definicion clasica y la que hemos adoptado se conviertan en casos particulares de una
definicion mdas general. Sin embargo, para simplificar los teoremas siguientes
conservaremos el sentido previamente adoptado de integral definida, pero ampliaremos el
significado de la integral indefinida.

Toda integral indefinida es continua. Lebesgue entonces considera esta propiedad como

parte de la definicion de la integral indefinida, y establece la siguiente definicion.
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Definicion 2.3.44. Una funcion f(x), definida en (a, ), tiene en dicho intervalo una
integral indefinida F(x)si existe una y sélo una funcioén continua F(x), Gnica salvo una

funcion aditiva, tal que

b
F(b) — F(a) =f f(x)dx

Para todos los sistemas de numeros a y b en (a,8) escogidos de tal manera que el
segundo miembro tanga sentido.'”’

De lo anterior la integral indefinida de una funcién derivada es siempre una de sus
funciones primitivas, puesto que es una funcion primitiva es también continua y satisface la
igualdad anterior, siempre que el segundo miembro de tal igualdad tenga sentido, es decir
cuando f(x) sea de variacion acotada.

Lebesgue enfatiza sobre el hecho de que es facil construir funciones derivadas que no
tienen integrales indefinidas.

Ejemplo 2.3.45. Sca ¢(x) una funcion diferenciable definida en [0,1] y que se anula en
0 y 1, tal que su derivada es de variacion acotada en todo intervalo interior a [0,1] y de
variacion no acotada en todo intervalo que tenga como extremo a 0 o 1.

Podemos encontrar ¢(x) cuando ¢'(x) es conocida, puesto que @(x) es la integral
indefinida de ¢'(x) que se anula cuando x = 0.

Consideremos un conjunto cerrado £, que no es denso en toda parte de [0,1] y tiene una
medida no nula. Por ejemplo, el que obtenemos extrayendo de [0,1] una serie infinita de
intervalos cuyos puntos medios son racionales y la suma de cuyas longitudes es menor que
1.

Definamos una funcion f(x) continua tal que,

) = (b - e (—)

En todo intervalo [a, b] contiguo al conjunto E'™. Asi, f(x) es cero en todos los puntos

de E. Esta funcion es diferenciable, y su derivada es:

7 Lebesgue nos invita a comparar esta definicion con la dada por Jordan para la integral definida de una

funcién no acotada en su Cours d’Analyse.
1 7 . ~ . . . . ,
% Recordemos que este término es acufiado por Baire y se refiere a un intervalo que no contiene ningiin
punto de E y cuyos puntos extremos son puntos de E.
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0, x€EFE

[l = (b—-a)¢' (}; : Z), x€la, b] contiguo a E

Esta derivada f'(x) no admite una integral indefinida. De hecho, si lo hiciera, sus

integrales indefinidas serian de la forma f(x) + k. Pero sea 1/(x) la funcion que representa
la medida de aquellos puntos de E que estan en el intervalo [0, x]. Sea ¥ (x) una funcion
continua, constante en cualquier intervalo contiguo a E, tal que se satisface la siguiente

igualdad:

B
e+ vl = [ f @de

Para todos los sistemas a, § para los cuales el segundo miembro tiene sentido.
Las definiciones anteriores son por lo tanto insuficientes para que podamos hablar de

integrales indefinidas de f'(x). Lebesgue es enfatico en afirmar:

El problema de la busqueda de funciones primitivas no estd completamente resuelto (Lebesgue, 1902,
pag. 272).

Y agrega en un pie de pagina que:

Podria decirse que podemos resolver el problema cuando puede considerarse que el intervalo de
variacion de x es la suma de un conjunto denso £ y el conjunto de intervalos (a, 8) contiguos a E,
donde el conjunto E es reducible y la funcién propuesta tiene una integral indefinida F(x)en todo
intervalo (a, B).

Incluso si £ no es reducible, el problema puede resolverse con tal de que la funcidn sea integrable en £
y la serie de cantidades [F(a) — F(B)] sea absolutamente convergente. Esto es cierto en el ejemplo
anterior pero no en general. (Lebesgue, 1902, pag. 272)
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3 EL ANALISIS HISTORICO DE LA INTEGRAL Y LA MEDIDA:
REFLEXIONES EPISTEMOLOGICAS Y PEDAGOGICAS.

3.1 La Concepcion de Lebesgue sobre la relacion geometria-analisis matematico

Para Lebesgue la filosofia de las matematicas debe surgir de las reflexiones propias de
los matematicos. Son los matematicos quienes deben inicialmente hacer las reflexiones
filosoficas relacionadas con sus objetos de estudio; sin embargo, no se desconoce el papel
del filésofo, la filosofia hecha por los matematicos es una “filosofia de segunda zona”, es
una filosofia utilitaria y humilde, aunque es quizas la tnica calle de acceso a la verdadera
filosofia. Consecuente con esta posicion, en muchos de sus trabajos, relacionados con la
integral y la medida, Lebesgue incluye sus opiniones sobre lo que es la matematica, como
se desarrolla la actividad matematica y como se debe ensefiar.

Lebesgue le confiere a la geometria un papel preponderante tanto en el desarrollo de las
matematicas como en su ensefianza. Esto se evidencia en la manera como conduce su
investigacion doctoral (Lebesgue, 1902), en la reflexion pedagdgica que expone en
(Lebesgue, 1936) y en sus notas sobre la teoria de la integracion en (Lebesgue, 1922) y
(Lebesgue, 1927).

Para Lebesgue el punto de partida de las matematicas corresponde al mundo
fenomenologico, al cual se refiere como lo concreto. Las teorias matematicas se construyen
mediante la interaccion de las observaciones que parten de la realidad fisica y los procesos
logicos. Para estudiar la realidad se requiere de multiples observaciones, que inicialmente
son esquematizadas geométricamente. Tomando como referencia las representaciones
geométricas se hacen los primeros razonamientos. El lenguaje inicialmente es geométrico,
que es el lenguaje mas concreto de la matematica; a medida que se identifica lo que es
esencial para cada razonamiento, €stos se hacen mas generales y el lenguaje se hace mas
analitico y abstracto; pero, esta generalizacion abstracta no debe carecer de contenido, pues
la justificacion tltima de las generalizaciones es que ellas permiten visualizar su campo de

aplicacion.
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Las matematicas, entonces se pueden clasificar en matemadticas puras y aplicadas. El
lenguaje y las representaciones geométricas son la base de las matematicas aplicadas, y la
logica es el lenguaje y fundamento de las matematicas puras. Las matematicas puras tienen
su origen en las aplicadas y deben ser aplicables a la realidad fisica'®'. A pesar de que las
definiciones y axiomas de la matematica se fundamentan en la l6gica, bajo la condicion de
ser compatibles dentro de la teoria, el no pensar en sus aplicaciones y su relacion con la
realidad, conduciria a la conformacion de unas matematicas puramente formales, carentes
de sentido y estériles de cierta manera. Las matematicas deben partir de lo concreto y
regresar a lo concreto.

La geometria es la encargada de representar las nociones fisicas - como longitud, area y
volumen — en términos de sus respectivas nociones geométricas. Las definiciones
geométricas se obtienen enunciado las técnicas de medicion y dotando las operaciones, de
esas técnicas, del cardcter preciso y absoluto de la geometria'™, la geometria debe
proporcionar un nimero que esté en concordancia con el procedimiento experimental.
Mientras que el analisis matematico pertenece a las matematicas puras y sus definiciones y
métodos son netamente ldgicos.

La medida de las magnitudes, se constituye en el punto de partida de las matematicas,
puesto que las matematicas aplicadas preceden a las puras y la medida de las magnitudes es
el punto de partida de las aplicaciones matematicas. A su vez, la medida de longitudes,
areas y volumenes son el origen de la geometria, y esta medida proporciona el nimero que
es objeto del analisis. Asi, la medida de las magnitudes geométricas se constituye en el
origen del analisis matematico.

Puesto que la comparacion de un segmento con un segmento unidad condujo a las

nociones de longitud y de nimero, existe una estrecha relacion entre geometria y anélisis.

'8! Esto nos recuerda el circuito de la matematizacion descrito por Fourier, el cual inicia con las observaciones
fisicas, el analisis matematico es el que permite expresar esas observaciones en términos de ecuaciones, el
analisis especial proporciona la solucion a las ecuaciones y en su interior se construyen las teorias
matematicas, las cuales alcanzan su total abstraccion e independencia del mundo fisico; sin embargo unas vez
se tienen las teorias generales se debe volver a su verificacion experimental y buscar su maximo niimero de
aplicaciones a diversos fendmenos fisicos, tal vez mas complejos. Lebesgue reclama tanto una verificacion
experimental como una verificacién logica, pero la primera corresponde a los fisicos y la segunda a los
matematicos.
"2 Tal como lo afirma (Giusti, 1999) la geometria es hija de la técnica, los objetos geométricos no son
abstraccion de la realidad fisica sino abstraccion de operaciones.
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De esta forma, para los matematicos ‘“‘calcular es razonar, analizar mas profundamente los

oo 183
hechos geométricos subyacentes”

y no solo manipular simbolos. Esto implica que la
geometria precede y es la base del analisis; asi lo reconoce Lebesgue al afirmar que la base
para el analisis es el hecho de que el nimero es independiente de lo que representa y por

tanto las operaciones no dependen de la unidad utilizada:

Se puede entonces tratar de las operaciones con nimeros, sin referirse para ello a una utilizacion
concreta y precisa de esos numeros (Lebesgue, 1936, pag. 12)

Lo que a su vez esta estrechamente relacionado con el hecho geométrico de que la

medida o comparacion entre magnitudes es independiente de la unidad utilizada:

Si existe una relacion homogénea entre las longitudes respecto a cualquier otra unidad U, esta relacion
subsiste entre las longitudes respecto a cualquier otra unidad (Lebesgue, 1936, pag. 12).

En la parte introductoria de Sur le développement de la notion d’integrale, Lebesgue nos
explica como historicamente la geometria se constituyd en el fundamento del analisis.
Descartes, méas que reducir la geometria al algebra, con el empleo de las coordenadas
redujo la geometria a la recta, y la recta doto a las matematicas de las nociones de continuo
y nimero racional, lo que permitié que el algebra alcanzara su desarrollo. Sin embargo,
para reducir toda la geometria a la recta, era necesario conectar las nociones relativas a
diferentes dimensiones, tales como longitud, area y volumen; esta conexion la establecio
Cauchy, dotando estas nociones de una definicion logica, al interpretar geométricamente la
integral definida le asign6 un niimero a estas nociones. Después bastd la construccion del
continuo lineal para que se alcanzara la aritmetizacion de la ciencia

Sin embargo, a pesar de que todo lo relacionado con la integracion pueda traducirse al
lenguaje aritmético, reducir todo a la logica pura, renunciando a una mirada directa,
geométrica e intuitiva, impide captar la verdadera dimension de los conceptos y no permite
conocer nuevos conceptos relacionados, ni sus multiples aplicaciones, pues la logica solo
permite manejar lo que es exacto, reduce la integral a un numero real que cumple ciertas
propiedades. La definicion analitica de la integral oculta al matematico el nexo geométrico

existente entre la linea y la longitud, la superficie y el area, el cuerpo y el volumen, y no

183 (Lebesgue, 1936, pag. 61)
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permite al fisico entender por qué se relacionan las longitudes, superficies y volumenes

fisicos a determinadas integrales y no a otras.

Acorde con esta posicion, en (Lebesgue, 1902) inicialmente se plantea el problema
general de la medida de conjuntos acotados, luego se muestra que la longitud de un
segmento corresponde a la medida del conjunto de puntos que componen el segmento. A
continuacion se procede a definir la medida de conjuntos arbitrarios sobre la recta, en
términos de las longitudes de los intervalos que recubren el conjunto. Luego se generaliza
el concepto de conjunto medible a conjuntos de puntos sobre un plano, y de alli se deduce
el concepto de area de un dominio plano, como un caso particular. Obsérvese el
movimiento entre lo general y lo particular, y como el concepto de medida sigue estando en
estrecha relaciéon con lo geométrico. Una vez se considera resuelto el problema de la
medida, para los conjuntos medibles, se enuncia el problema de la integracion desde el

punto de vista geométrico como un problema de areas, para luego definir la integral:

Dada una curva C por su ecuacién y = f(x) (f es una funciéon continua positiva, los ejes son
rectangulares) hallar el area de un dominio limitado por un arco de C, un segmento de Ox y dos
paralelas al eje y, de abscisas dadas pora y b, (a < b).

Esta 4rea se llama la integral definida de f entre los limites a y b, ella se representa por fab f(x)dx.
(Lebesgue, 1902, pag. 248)

El relacionar la integral de una funcién continua con el area de un dominio plano, que no
es mas que la medida de un conjunto acotado de puntos sobre ¢l plano, permite relacionar
la integral de una funcion discontinua acotada con la medida de un determinado conjunto
de puntos. Basandose en la medida de conjuntos, se establece la integral definida de una
funcion asignandole el conjunto de puntos en el plano acotado por la curva correspondiente
a la funcion. Desde una perspectiva geométrica, la existencia de las integrales por defecto y
por exceso de la funcion, es una consecuencia de la existencia de la medida interior y
exterior de un conjunto acotado. De donde se deduce la siguiente proposicion: f'es Riemann

integrable si 'y so6lo si el conjunto E, asociado a la funcion, es Jordan medible, y
mE) = [ f.
Si f'es una funcion de signo cualquiera, se le hace corresponder el siguiente conjunto E:
E={(x,y)/a<x<bh, yf(x)=0, 0<y?<f(x)?}.
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Este conjunto E se puede expresar como union de dos conjuntos E” y E tales que,
Et={(x,y)€E:y=0},E- ={(x,y) €EE:y < 0}.

Teniendo en cuenta los anteriores resultados, se define el concepto de funcion sumable.
Puesto que el conjunto £ es un conjunto de puntos “geométrico”, esta definicion serd la

version geométrica de la integral de Lebesgue:

Si el conjunto E es medible, (por lo tanto E* y E también lo son) llamaremos integral definida de f,
entre ¢ y b, a la cantidad m(E*) —m(E™). La funcién correspondiente se denominard sumable.
(Lebesgue, 1902, pag. 250)

Luego se realiza el traslado de la interpretacion geométrica hacia el establecimiento de
una definicion analitica de la integral, utilizando un proceso de generalizacion que empieza
con las funciones continuas siempre crecientes, luego con funciones continuas en general y
de alli a funciones sumables, que son todas aquellas que se definen utilizando operaciones
aritméticas y el paso al limite. Se establece, ademas, que una funcion es integrable si y s6lo
si el conjunto de puntos de discontinuidad tiene medida nula y que cualquier funcion
derivada acotada es sumable. Concluyendo que el problema de la integral de una funcién es
equivalente al problema de la medida de un conjunto asociado a ella. De esta manera se
llega a un concepto de integral que acoge el amplio conjunto de las funciones derivadas

acotadas y resuelve el problema del célculo de primitivas para todas estas funciones: la
integral definida de una derivada acotada, fa f’(x)dx, vista como una funcioén del limite

superior de integracion, f(x) = f: f’(t)dt esuna primitiva de la derivada dada.

El problema de la medida de conjuntos proporciona un procedimiento de integracion
aplicable a funciones definidas en una o varias variables, “cuyo principio es claro y tan
simple como para el caso de funciones continuas”'®. Sin embargo Lebesgue nos aclara que
la idea de este procedimiento no se le presenté de manera clara y evidente, sino que fue
conducido a éste por observaciones simples. Cuando f(x) es una funcidon continua, si se
une cada punto de coordenadas (x, f(x)) a su proyeccion (x, 0) por un segmento de recta,

estos segmentos cubren dos dominios; uno, P, por encima del eje Ox, otro, N, debajo del

18 (Lebesgue, 1922, pag. 30)
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eje. M(P) y m(N) designan las areas de estos dominios'®’. La integral est4 dada entonces
por la diferencia entre M(P) y m(N). Si la funcion es discontinua, P y N son conjuntos y
su medida permite definir la integral de manera analoga. Obsérvese la similitud de este
procedimiento con el método de los indivisibles de Cavalieri, estos segmentos que cubren
los dominios, corresponderian al concepto de “todas las lineas”, los indivisibles,
representados por las ordenadas en los puntos (x,y = f(x)) , ahora son agrupados segin su
tamafio y seglin su signo. Por otra parte, el hecho de concebir el dominio plano recubierto
por segmentos de rectas, permite pensar en que se puede eliminar un conjunto numerable
de rectas sin afectar el valor del area considerada, y de ahi la condicion para que la funcion
sea integrable es que el conjunto de discontinuidades sea de medida nula.

Sin embargo, a pesar de que la integral se define en términos de la medida de un

conjunto, el orden expositivo no es el mismo al desarrollo del concepto:

Es verdad que hay identidad entre la medida de un conjunto y la integracion de una cierta funcion que
toma soélo los valores cero y uno. Esta identidad, es la que yo he visto cuando, después de serme
planteado distintamente el problema de la integracion, lo analicé. He pasado por la integracion a la
medida, particularizando la funcion considerada. No es la medida lo que me condujo a la integracion.
Afiado que, no s6lo no he sido conducido a la integracion por la medida, sino que era psicolégicamente
imposible ser conducido a ello por esta via. Para pasar de la medida a la integracion se tendria que, en
primer lugar, tener la idea de pasar de enunciados geométricos a su traduccion en el lenguaje de las
funciones que toma sélo los valores 0 y 1 y reconocer, por ejemplo, en el enunciado A:

[A] La medida asignada a la suma de una infinidad numerable de funciones que toman sélo los valores
0 y 1 es la suma de las medidas asignadas a las funciones constituyentes cuando la funcion suma toma
s6lo los valores 0 y 1

Un caso particular del caso B:

. , . .. . r . r : 186
[B] Toda serie de términos positivos es integrable término a término.'®

La funcion de Dirichlet muestra que se requiere de una definicion de integral que
preserve la integrabilidad con el paso al limite y el hecho de que la medida tenga la
propiedad de aditividad sugiere la relacion necesaria entre medida e integracion. Lebesgue
estd en la busqueda de una definicion de integral que permita integrar aquellas funciones
que son limites de series de funciones, por lo tanto necesita garantizar que esta nueva
integral preserve el paso al limite. Dado que una definicion de medida debe cumplir la

propiedad de aditividad numerable parece razonable que Lebesgue intuyera que era posible

185 Bventualmente uno de estos dominios puede ser vacio. Incluso puede existir un tercer conjunto formado
por los puntos de un segmento (donde la funcién sea cero), sin embargo este caso no se considera, porque la
medida de este conjunto es cero.
18 Citado por (Félix, 1974, pag. 205)
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definir la integral en términos de la medida. Pero, la aditividad numerable de la medida no
lo condujo a pensar en una integral, que preservara el paso al limite, como una
generalizacion de dicha aditividad. No es que la integral heredara las propiedades de la
medida, sino que al buscar una definicion de integral que satisficiera determinadas
propiedades, y conociendo la relacion entre el area bajo la curva de una funcién continua
con su integral, Lebesgue se da cuenta que una medida general le servira de fundamento
para la integral; la medida se define para que sirva de fundamento al concepto de integral
que se “necesita” para resolver ciertos problemas del analisis.

Asi, una de las motivaciones para buscar una definicion mas general de la integral
definida es ampliar el universo de las funciones integrables, y la herramienta para obtener
tal generalizacion se la proporciona la medida. Lebesgue reconoce que encuentra esta
herramienta inspirado en los métodos intuitivos anteriores a Cauchy, y es la medida lo que
le proporciona el fundamento l6gico a su nueva definicion de integral.

Para Cauchy la definicion aparece por una necesidad l6gica. Las sumas de Cauchy son
las mismas que utilizaban los antiguos para el calculo aproximado de areas, la diferencia
radica en el paso al limite. Mientras que para los antiguos este paso era evidente porque
partia de la nocion intuitiva de area, Cauchy necesita demostrarlo bajo las condiciones de
rigor que ¢l se ha impuesto, “una necesidad andloga se impone cada vez que se reemplaza
el empleo de una nocién experimental por una puramente logica”.'®’

Por otra parte, la definicion de integral de Riemann, desde el punto de vista logico, es

una definicién natural, sin embargo “practicamente no sirvié para nada”'®®

, su aplicacion
es muy restringida, no permite el paso al limite y no resuelve el problema fundamental del
calculo integral: dada una funcién derivada encontrar su funcion primitiva. La diferencia
entre Lebesgue y Riemann es que, mientras Lebesgue busca una definicion util que
resuelva los problemas que la de Riemann no resolvid, y que se aplique al mas amplio
campo de funciones; Riemann defini6 su integral como una generalizacion de la integral de

Cauchy para luego preguntarse ;En qué casos admite una funcién integracion, y en cuales

no?

"7 (Lebesgue, 1927, pag. 150)
188 (Lebesgue, 1927)
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Esta forma de ver las matematicas lleva a considerar que lo ideal en la ensefanza de las
matematicas es tratar los temas inicialmente de manera tan simple y concreta como sea
posible, sin sacrificar el rigor. Solo después de esto, el paso a lo abstracto puede ser de
utilidad; es decir, cuando en lo abstracto se siga viendo lo concreto y, en general, todas sus
aplicaciones.

Antes de ensefiar el concepto de integral en su forma analitica, el estudiante debe estar
capacitado para razonar sobre los hechos geométricos y fisicos relacionados con dicho
concepto, para que una vez conozca el concepto de integral el estudiante siga reconociendo
en su definiciéon estos hechos. Por otra parte, es necesario aclarar que el requisito de
utilidad puede referirse tanto a una utilidad préctica: poder calcular cudntos rollos de papel
se requieren para cubrir una pared, como una utilidad dentro la ensefianza: empezar desde
la ensefianza media a utilizar el calculo integral porque los alumnos lo van a necesitar en
sus estudios superiores. O a una utilidad mas elevada: el estudio de areas y volimenes

permite que el estudiante comprenda:

[...] como para fines practicos el hombre llegd a construir la Geometria, lo que justifica su esfuerzo;
muestra como se depurd una nocidén vulgar, distinguiéndola de nociones vecinas; como se ha
precisado, poniendo de relieve lo que la caracteriza y como se ha llegado a enunciarla en términos
logicos; es decir hacer de ella una nocién matematica [...] si no se justifica por su utilidad practica, si
no se conserva por simple rutina, sélo es quizas por ese interés cultural que ella se impone. Y se
impone porque sin ella no se estableceria ninguna liga entre estos dos pivotes de la matematica: el
punto y el nimero. (Lebesgue, 1936, pag. 62)

Este tipo de reflexiones debe hacerlas quien ensefia o quienes se estan preparando para
ensefiar y asi poder conducir a sus estudiantes a entender lo que se oculta tras de las
demostraciones y procesos logicos, de lo contrario la demostraciéon solo brindara una
certeza “inconsciente”.

En relacion con la ensefianza del concepto de area, la definicion axiomatica debe ser
presentada una vez se han verificado geométricamente los axiomas, Lebesgue muestra tres

r ST
métodos de exposicion'®’

para hacer que el estudiante “experimente los axiomas”
geométricamente; observando que el orden que se sigue en la exposicion de estos métodos
es el mismo que se sigue cuando se tiene que traducir matematicamente una nocion

concreta:

189 . . ., . ,
En la siguiente seccion se explica uno de estos métodos.
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Se comienza por utilizar todo lo que la experiencia ha ensefiado sobre la nocidn; enseguida, cuando se
ha tenido éxito en construir una primera definiciéon matematica, puede proponerse depurarla, fijando
exactamente lo que ha sido utilizado razonablemente. La axiomatica se realiza al final, cuando se ha
tratado ya lo principal; pero entonces ella fija exactamente el valor del resultado obtenido, prepara sus
generalizaciones, etc. (Lebesgue, 1936, pag. 36).

Tal como lo hemos observado en su investigacion doctoral, basado en su experiencia
geométrica, Lebesgue generaliza la medida de las magnitudes a la medida de conjuntos de
puntos y una vez define axiomaticamente la medida de subconjuntos acotados de R",
verifica que la longitud y el area y el volumen cumplan los axiomas de la medida.

Se reclama, para la ensefianza, la aproximacion de la geometria elemental y el calculo
integral, por esto se recomienda que una forma analoga de exposicion a la utilizada para el

concepto de area sea ser utilizada para la integral definida:

(No comprenderan los alumnos mas facilmente que al pasar de la Geometria Elemental al Analisis, lo
unico que cambia es el lenguaje, mas geométrico antes y mas analitico después? [...] siempre, en
Matematicas, el punto de partida es concreto y el lenguaje también es concreto, geométrico lo mas a
menudo. Esto es favorable a la imaginacion; demasiado favorable aun, pues la realidad es muy rica y
demasiadas observaciones requieren la atencion. También los primeros razonamientos sélo tienen un
alcance limitado, pues se apoyan en muchas de estas observaciones particulares. Poco a poco se aisla
cada cuestion de las otras; se discierne de lo que es esencial para cada una y los razonamientos se
hacen mas generales, al mismo tiempo que el lenguaje se hace mas analitico y abstracto. Esta
abstraccién no carece de contenido; al contrario: el lenguaje solo se hizo abstracto para ser mas
inmediatamente aplicable a multiples realidades (Lebesgue, 1936, pags. 45-46).

Lebesgue nos resume de esta manera su concepcion sobre la actividad matematica,
describiendo la forma como se procede de lo concreto (la geometria) a lo abstracto (el
analisis matematico), de lo particular a lo general. Ademds su posicion ante la
generalizacion, la cual no se hace s6lo como un ejercicio ldgico sino con el objetivo de
ampliar las aplicaciones de los conceptos matematicos. Hemos visto, en el segundo capitulo
de este trabajo, la forma como expone su teoria de la medida y de la integracion, partiendo
de hechos simples y particulares sobre la medida de las magnitudes conduce al lector a un
concepto abstracto de medida y de conjunto medible, utilizando a su vez los conceptos mas
particulares de medida y conjuntos medibles debidos a Borel y Jordan. De manera similar,
planteando el problema de la integral definida como el problema geométrico del area, llega
a su definicion de funciones sumables (Lebesgue-integrables), mostrando siempre la
correspondencia entre la definicion geométrica y la definicion analitica. Para ampliar la

clase de las funciones Riemann-integrables a las funciones Lebesgue-integrables, define
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inicialmente la integral para funciones continuas y luego la generaliza a funciones con

derivadas acotadas, y aclara que:

Para obtener resultados mas generales hay que dar una definiciéon de integral que se aplique a
funciones no acotadas. Tal definicion puede encontrarse facilmente, pero la que parecia mas simple y
mas natural para mi no se aplica a todas las funciones derivadas no acotadas (Lebesgue, 1902, pag.
233).

Hay una preocupacion por el uso de definiciones simples, naturales y ttiles, y esto

impide aceptar generalizaciones por el so6lo hecho de poseer validez logica:

La definicion que he adoptado llena bien estas condiciones pero estas condiciones no bastan (...). No
pudiendo demostrar que la definicion propuesta seria la tnica que llena las condiciones impuestas, he
intentado ensefiar que era natural y que al punto de vista geométrico aparecia casi como necesaria. He
tratado ademas de ensefiar que era util (Lebesgue, 1902, pag. 282).

No me he propuesto nunca como fin de biisqueda, dar una definicion nueva. Las dificultades vencidas
para llegar a una definicion coherente, dificultades que son grandes de vez en cuando, ha parecido a
algunos autores una justificacion suficiente de las definiciones que tenian y no utilizaban nunca.

Por mi parte, creo mas de buena gana que la tnica justificacion posible de una definicion es su uso
(Lebesgue, 1922).

La incorporacion de una nueva definicion se justifica por su utilidad para resolver
problemas y por las aplicaciones que pueda tener, pero no por su mera validez logica.

Las definiciones no son libres, ellas deben estar sujetas a ciertas condiciones, sobre todo
aquellas que precisan nociones practicas, como es el caso de la integral y la medida. Para
este tipo de definiciones el requerimiento de no contradiccion no es la tnica condicion a
cumplir, si se considera que las matematicas son mas que logica.

Es necesario mostrar que la nueva definicion de integral es equivalente a la definicion de
Riemann para las funciones continuas por que “ningun matematico consentira llamar
integral a un nimero que no gozara de ciertas propiedades particularmente importantes y
simples de la integral de funciones continuas”, esta generalizacion no surge de un mero
procedimiento ldgico.

En matematicas podemos distinguir entre definiciones descriptivas y definiciones
constructivas. La definicion descriptiva (o axiomadtica) enuncia todas las propiedades
necesarias para describir el objeto, una vez se utiliza esta definicion para obtener un
procedimiento de célculo se obtiene la definicion constructiva. Este es el método utilizado

por Lebesgue para obtener sus definiciones de integral y de medida; método, que segun ¢él,
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fue sugerido por los trabajos de Drach y Borel en teoria de numeros y algebra superior, y
por los trabajos de Hilbert en los fundamentos de la geometria.

La definicion descriptiva de la integral de Lebesgue es la siguiente:

La integral de una funcion acotada f(x), definida en un intervalo finito (a, b), es un niimero finito
[ f(x)dx, que goza de las siguientes propiedades:

b b+h
Dados a, b, h cualquiera, se tiene que : fa f(x)dx = fa:h f(x + h) dx.
Dados a, b, ¢ cualquiera, se tiene que:

ff(x)dx+ff(x)dx+ff(x)dx—0

Cualquiera que sean f(x) y (p(x) se tiene que
b

f [F () + ()] dx = j fedr+ [ oG dr

a
Sisetienef = 0yb > a, entonces

fa x> 0

1
flxdx=1
0

Si fn(x) crece tendiendo a f(x), la integral de f (x) tiende a la de f(x) (Lebesgue, 1922, pag. 31)

La definicion de integral en términos de la medida muestra que la nueva nocion de
integral es natural, pero esta definicion descriptiva muestra que la integral es necesaria y no
arbitraria.

Con respecto a la medida, tenemos la siguiente definicion descriptiva:

La medida de un conjunto £ es un namero m(E) positivo o nulo que satisface las siguientes
propiedades:
Dos conjuntos iguales tienen igual medida.

Un conjunto £ formado por la unién de conjuntos E, E,, --- sin puntos comunes dos a dos, tiene por
medida la suma de las medidas de los conjuntos componentes.

La medida de conjuntos depuntos 0 <x<1(0 0<x<1ly 0<y<1l,00<x<1lyO0<y<]1
y 0 <z <1, etc., segiin el numero de dimensiones) es igual a 1. (Lebesgue, Notice sur les travaux
scientifiques, 1922, pag. 32)

Esta definicion se presenta como “clara y evidente al espiritu” y gracias al lenguaje
adoptado en ella se puede afirmar que “la medida es una funcion de conjuntos que posee la
propiedad de aditividad”, el considerar un conjunto infinito numerable “obliga a la medida
a poseer la propiedad de aditividad completa”. Para obtenerla, Lebesgue retoma la

definicion descriptiva (axiomatica) de Borel y deduce de ella una definicién constructiva,
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procediendo como Jordan pero considerando un niimero infinito numerable de dominios en
lugar de un ntimero finito. Una vez tiene la definicion constructiva de la medida de un
conjunto, como el valor comun entre la medida exterior y la medida interior, se demuestra,
tal como lo vimos en el segundo capitulo de este trabajo, que este ntimero asi definido
verifica las condiciones de la definicion descriptiva.

Para mostrar el alcance de su definicion de medida, Lebesgue observa que los conjuntos
de puntos no son los Unicos para los cuales se puede plantear el problema de la medida;
también se pueden medir conjuntos de rectas y de planos, pero se ha limitado a medir
conjuntos analogos a los dominios simples.

Finalmente, observamos en la tesis doctoral de Lebesgue una sintesis de la tension
histérica entre geometria y analisis. El origen del problema de la integral definida lo
encontramos en el problema geométrico de la medida de magnitudes, en particular la
cuadratura de figuras planas, su solucion se busco al interior de la geometria hasta los
trabajos de Cavalieri; posteriormente Wallis aritmetiza los indivisibles de Cavalieri y con
la aparicion de la geometria analitica el problema de la cuadratura se transforma en el
problema del calculo del area bajo la curva. Con Newton y Leibniz se le da un tratamiento
algebraico a este nuevo problema, y con el establecimiento de las tablas de cuadraturas y
anticuadraturas, aparece la integral como la operacion inversa de la derivada; pero, a pesar
del tratamiento algebraico, tanto en Newton como en Leibniz hay una preocupacion por
cotejar sus resultados con los antiguos resultados geométricos. A principios del siglo XVIII
el andlisis matematico era un analisis de ecuaciones, y el problema de la integracion
consistia en hallar una ecuaciéon que representara la solucion de una ecuacion diferencial.
Con la aparicion de las series de Fourier, se vuelve a la interpretacion geométrica de la
integral, los coeficientes de las series son para Fourier el area bajo la curva determinada por
la funcion correspondiente; el nuevo problema es entonces (como se puede definir la
integral como un area cuando la funcién es arbitraria? Sin embargo, a finales del siglo
XVIII y principios del XIX la busqueda de los fundamentos del analisis conduce a los
matematicos al abandono de la intuicion geométrica que habia predominado en el calculo
del siglo XVIII, se lleva a cabo una separacion de las nociones de la geometria intuitiva

ligadas al movimiento fisico, requiriendo del establecimiento de los conceptos de funcion,
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variable, limite, con un caracter esencialmente aritmético y logico. Esto condujo a la
creacion de una nueva rama de las matematicas: el andlisis matematico. Cauchy
proporciona la definicion analitica de la integral definida de una funcién continua, y a partir
de alli hasta finales del siglo XIX se le da un tratamiento puramente analitico a la integral,
intentando encontrar una definicion que encerrara el conjunto mas amplio de funciones y
que resolviera el problema de la representacion de funciones en series de Fourier y el
calculo de primitivas. Finalmente, el estudio de los conjuntos de puntos, de singularidades
de las funciones a integrar, permitid establecer la relacion entre el contenido de un conjunto
y la integral.

Sintetizando, la integral aparece en su forma primitiva como solucioén al problema de la
medida de magnitudes geométricas. Luego se presenta la cuestion de cudl es el concepto
mas general de integral, en el sentido que permite integrar la clase mas amplia de
funciones. Para definir dicha integral se hace necesario un concepto general y abstracto de
medida. Asi la integral aparece inicialmente como una operacion que resuelve el problema
de la medida de magnitudes y posteriormente es necesario generalizar esta medida de
magnitudes para fundamentar la integral sobre el concepto de medida.

Lebesgue es consciente de que una generalizacion del concepto de integral, que permita
resolver los problemas planteados por sus antecesores, es imposible en la via del analisis y
desde su interior. Asi, tal como su concepcion sobre la actividad matematica se lo impone,
regresa al origen del problema y a su solucion desde la geometria, para luego generalizarla
mediante el concepto de medida. Lebesgue fundamenta su concepto de integral sobre el
concepto de medida. La exposicion de su tesis sigue un proceso similar al proceso historico
que permitidé la emergencia del concepto de medida. Para medir conjuntos, presenta el
problema general de la media en analogia con el problema de magnitudes geométricas, y
muestra como las medidas particulares, de longitud de un segmento y area de una
superficie, cumplen las propiedades de la medida de Lebesgue. De esta manera, la medida
de conjuntos es una generalizacion de la medida de magnitudes geométricas. Una vez
establece su teoria de la medida, define la integral geométrica y luego muestra la
equivalencia con la integral analitica, para concluir que el problema de la integral de una

funcion es equivalente al problema de la medida de un conjunto de puntos asociado a la
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funcion. En la Figura 3.1 se sintetiza la relacion entre medida e integral a lo largo del
proceso historico, mientras que la Figura 3.2 — Geometria — Andalisis Matematico muestra la
interrelacion entre lo geométrico y lo analitico, como se va transformando el problema
inicial de la medida de magnitudes y las soluciones que se van presentando a lo largo de la

historia.

Problema: medida de magnitudes
Geometria

NOION10S

La integral definida (Analisis matematico)
Inteeral de Cauchv - Riemann

NOIDVZI'TVINGD

Medida de conjuntos de ‘ ,
Integral definida generalizada
puntOS Integral de Lebesgue (Analisis matematico)

y

Definicion de area como medida
Problema general del area (no resuelto)

Figura 3.1 — Desarrollo historico de la relacion Medida e Integral
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Medida

Relativa R
Medida abstracta - 1. Indivisibles-Rect. inf.
deLebesgue pequefios
Medidade
P sl T
Caleulo de
Medida - Contenido Primitivas Areabajolacurva  Aritmetizacion de
elntegral brobleing dalsias los Indivisibles
£Qua restricciones
deben cumplirlos & Cuadraturas
i Forjekih Solucion de Ec. Y
Def. de Contenido  infinitos puntos de Diferencial anticuadraturas

discontinuidad para
laintegrabilidad?

\, e man . gt ¥4

discontinuapuede
serunafn. para ser

integrable?
I. de Riemann La operacion integral
conjunto denso de como inversa dela
discontinuidades derivada
l.de Cauchy
A s i
continuas

Figura 3.2 — Geometria — Analisis Matematico

Consecuente con su experiencia investigativa, y fundamentandose en el desarrollo

historico, Lebesgue recomienda ensefiar la teoria de las magnitudes antes de ensefar la

teoria de la integracion. Ademas, fue debido a la integracion de las funciones mas generales

que fue edificada, por muchos investigadores, la teoria de las magnitudes; y esto no es

sorprendente si se tiene en cuenta que el calculo infinitesimal y la teoria de las magnitudes

tenian ciertas metas comunes:

Por otra parte, al ubicarse en el caso mas general, esto es, en el que se parte del menor nimero de
premisas, no se puede razonar sino sobre lo que esencial y fundamental en la cuestion y se tiene alguna
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posibilidad de aclarar en ella el punto de partida. Haber proporcionado esta teoria elemental de las
magnitudes sera, quizas, después de todo, el mas sustancial de los resultados de los trabajos sobre la
integracion de las funciones discontinuas (Lebesgue, 1936, pag. 107).

En su tesis, Lebesgue no olvida la estrecha relacion entre la integracion y el problema
del célculo del area de una superficie y la longitud de una curva, mostrandonos un ir y venir
entro lo geométrico y lo analitico. Con respecto al problema del area, se observa que para
su solucion se requiere de una defincidon analitica lo mas general posible, la geometria no
posee las herramientas para resolverlo, sin embargo no se puede ignorar su origen
geométrico, pues alli se puede descubrir métodos de solucion y vias de definicion.
Generalmente los conceptos de longitud de curva y de area son reducidos al calculo de
integrales simples, o dobles, en coordenadas rectilineas o polares, y “las cuestiones de

L s : 1
definicién, todo lo que es geométrico se escamotea tranquilamente” '*°

, estos conceptos
terminan siendo reducidos a un numero que no permite entender el concepto, ni su

aplicacion.

Para los antiguos, las nociones de longitud, area y volumen eran nociones primarias,
claras por si mismas, sin definiciones l6gicas; la dificultad aparecié cuando se intenté medir
el lugar ocupado en el espacio por la linea, la superficie o el cuerpo, cuando se intentd
adjudicarle un niimero, y esta dificultad es causada por los inconmensurables. Cauchy fue
el primero en dar una definicion logica de esas nociones al adjudicarles un nimero a través

de la integral.

El procedimiento seguido por Cauchy, para construir la integral definida de las
funciones continuas y demostrar las existencia de las primitivas, es analogo al propuesto
por Lebsegue para dilucidar las nociones de area de un dominio plano y de volumen de un

cuerpo:

[...] despojandolas de su sentido metafisico, al considerarlas como numeros y construyendo estos
nimeros por la repeticion indefinida de las operaciones mismas, consideradas antes como proveedoras
aproximadamente de las medidas de las areas y volimenes, a causa de axiomas y postulados no
enunciados explicitamente y cuya enunciacién explicita, o la demostracion, proporciona la defincion
l6gica buscada (Lebesgue, 1936, pag. 68).

Desde el punto de vista logico la cuestion esta bien tratada pero se ha llegado a la forma

3

mas abstracta, la mas puramente l6gica de exposicion por el empleo constante de “una

1% (Lebesgue, 1936, pag. 68)
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especie de inversion” utilizada por Cauchy; esto no permite ver los vinculos geométricos
que unen las lineas, superficies y cuerpos con sus longitudes, areas y volumenes.
Resulta interesante, la interpretacion de la evolucion historica que hace Lebesgue

respecto a este tema:

Se dice a menudo que Descartes — convendria cuando menos agregar al nombre de Descartes el de
Fermat — asimilé la Geometria al Algebra; esto, sin embargo, no es cierto en tanto que habia que
recurrir a las nociones geométricas: longitudes, areas y volumenes. So6lo es después de Cauchy que se
efectud la incorporacion de las nociones geométricas a operaciones de calculo. Cuando la Geometria
quedod bien reducida al Algebra, es decir, puesto que el nimero en general resulté de la medida de las
longitudes (capitulo II), la geometria del plano y la del espacio se asimilaron a la geometria de la recta.
Para llegar a lo que se llama la Aritmetizacion de la Geometria, s6lo quedaba por definir el nimero en
general, a partir de los enteros, sin hablar de medidas, de operaciones efectuadas sobre la recta y es
esto lo que permite el empleo de una cortadura; esto es, lo que se obtiene utilizando una vez més el
procedimiento de Cauchy, que consiste en tomar como definicion las operaciones mismas que
permiten la evaluacion aproximada del nimero a definir, pues el dato de una cortadura no es otra cosa,
esto ya se dijo, que la exposicion, en términos abstractos, del resultado de una medida de longitud
(Lebesgue, 1936, pag. 69) .

De nuevo se enfatiza el papel preponderante de la geometria en el andlisis matematico, y
puesto que las caracteristicas del desarrollo genético de los conceptos deben tenerse en
cuenta para organizar su enseflanza, se reclama para la ensefianza de las matematicas, por
abstractas que ellas sean, su relacion con los origenes geométricos.

Si se consideran las matematicas como una ciencia puramente ldgica, nada puede guiar
las investigaciones sobre las definiciones, por ejemplo la del area y la longitud, y estas
definiciones pueden ser libres. Pero si las matematicas se consideran una ciencia aplicada,
el examen de las técnicas conduce a buenas definiciones, y la concordancia de los calculos
explica la conformidad de esas técnicas y demuestra que hay una Unica nocion fisica de
longitud y una unica nocidn de area. También se puede adoptar la posicion intermedia, las
matematicas tienen su origen en la experiencia, pero deben ser puramente logicas, y el
razonamiento légico se basa sobre las propiedades impuestas a las nociones y no
directamente sobre su construccion.

Es importante observar que Lebesgue hace las anteriores reflexiones, con respecto a la
matemética y su ensefianza, a la par que establece sus resultados matematicos. Este es un
estilo de exposicion muy caracteristico de la escuela francesa de principios del siglo XX; no
se limitan a los aspectos técnicos, sino que marcan el sendero que los llevd a sus resultados,

y ademads, fundamentdndose en su experiencia investigativa, establecen lineamientos
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didacticos para la ensenanza de aquellos campos tedricos que han desarrollado. Tal es el
caso de Borel, Baire, Lebesgue y Frechét, entre otros.

Las diferentes formas de ver y hacer matematicas, no son excluyentes, y estan
intimamente ligadas a la forma de ensefiar matematicas. El conocer la manera como los
matematicos construyen teorias nos da pautas para tomar decisiones pedagogicas en el
proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Por tal motivo, los aspectos de
indole epistemolodgica constituyen un referente importante para las investigaciones
didacticas en educacion matematica, en especial con respecto a la diferencia y relacion

entre el saber sabio y el saber a ensefiar, lo cual estudiaremos en el siguiente apartado.

3.2 Didéactica e Historia: Los umbrales de la constitucion de la teoria de la
medida y la integracion

En la teoria desarrollada por Yves Chevallard, sobre la transposicion didactica y la
antropologia didactica, encontramos indicadores sobre el tipo de historia y analisis
epistemolégico que puede servir como herramienta para las investigaciones didacticas. En
esta teoria se evidencia el papel central que ocupa la epistemologia de las matematicas en
los analisis didacticos, ya que pone de relieve la problematica que genera el saber como
componente de la terna didactica: saber-profesor-alumno. En esta pesquisa nos centraremos
sobre algunos problemas inherentes al saber. En la metodologia del analisis arqueologico,
propuesto por Michel Foucault, encontramos un modelo referencial para hacer una historia
de las matematicas que permita clarificar la relacion entre el saber sabio y el saber
ensefiado.

La necesidad de dar cuenta del proceso de constitucion del saber sabio, como
componente del proceso de transposicion didactica, evidencia la importancia del analisis
epistemolégico en la didactica. Se llama la atencién sobre la obligacion, que tiene el
investigador en didactica, de analizar el complejo proceso que va desde la produccion de
saber en la comunidad matematica hasta su ensefianza. Eso obliga a extender el alcance de
la epistemologia. No sélo se debe ocupar de la produccion del saber, sino de su aplicacion,
ensefianza y transposicion. El objeto de estudio de la antropologia (o epistemologia) de las
matematicas no seran “las matematicas” como saber, sino de manera englobante las

practicas sociales con matematicas (Chevallard, 1991, pag. 174).
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A pesar de que se reconoce la necesidad de aclarar lo que se entiende por saber, éste
aparece como una nocidn vaga en la teoria de la transposicion didactica. Posteriormente, en
la ultima parte de la segunda edicion de la Transposicion Didactica (Chevallard, 1991),
titulada Posfacio, en respuesta a las criticas sobre la expresion “saber sabio”, se intenta
explicar la nocion de saber y conocimiento, ubicando la didactica en el campo de la
antropologia didactica.

Consideramos pertinente reflexionar sobre las caracteristicas de los estudios historicos-
epistemoldgicos que apunten a clarificar ese proceso, que va desde la produccion de saber
hasta su ensefanza, permitiendo aclarar la dependencia mutua entre los modelos de
construccion de saber matematico y los analisis didacticos.

Este analisis epistemoldgico se fundamenta en la Arqueologia del Saber de Michel
Foucault. Alli encontramos una amplia conceptualizacion sobre saber y conocimiento,
enmarcados en las practicas discursivas, lo que consideramos como complemento a las
ideas de Chevallard. Ademds Foucalt nos proporciona una rejilla para un analisis histdrico
en términos de umbrales arqueoldgicos, lo que permite dilucidar el entramado de
problemas, técnicas y conceptos que condujeron a la constitucion de la teoria de la medida
y de la integral de Lebesgue.

Chevallard distingue dos tipos de transposicion: stricto sensu y sensu lato, y alli
podemos identificar dos interpretaciones para el saber sabio. La transposicion stricto sensu
es la transformacion de un contenido de saber preciso en una version didactica de ese
objeto de saber, el saber a ensefar. La transposicion didactica sensu lato, es el anélisis
cientifico que se le hace al hecho de la transposicion didactica, es decir al proceso que va
desde el objeto de saber, pasando por el objeto a ensefiar hasta llegar al objeto ensefado.
Cuando se habla de contenido de “saber preciso” o de “saber sabio”, en la transposicion
stricto sensu se esta pensando en un saber matematico acabado, formal e institucionalizado,
este saber preciso esta conformado por las teorias matematicas formalizadas y avaladas por
la comunidad matematica. El saber sabio en la transposicion sensu lato aparece con una
connotaciéon mads amplia: se hace intervenir aspectos previos a la constitucion del objeto de
saber matematico preciso. Sin embargo, Chevallard no explicita cuales son estos aspectos

previos. En el apartado siguiente podremos ver como en la teoria antropoldgica de lo
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didactico, se presenta un analisis mas amplio del concepto de saber y su diferencia con el
concepto de conocimiento.

Es alrededor del saber matematico sabio, que se trata en la transposicion sensu lato,
donde se ubicara principalmente nuestro analisis metodologico, pues es alli donde juega un

papel fundamental el analisis historico-epistemoldgico:

Cuando se asigna al saber sabio su justo lugar en el proceso de transposicion y, sin que el analisis de la
transposicion didactica sustituya indebidamente al analisis epistemoldgico stricto sensu, se hace
evidente que es el concepto de transposicion didactica lo que permite la articulacion del analisis
epistemologico con el analisis didactico, y se convierte entonces en guia del buen uso de la
epistemologia para la didactica (Chevallard, 1991, pag. 23).

El saber se considera como una nocion primera que designa cierta forma de organizacion
de conocimientos, pero no todo conocimiento pertenece al orden del saber. El conocimiento
se hace ver (la relacion con un objeto), mientras que el saber siempre es supuesto, se
presenta ante nosotros mediante sus emblemas y aparece como una potencialidad o una
carencia, cuando queremos aprenderlo.

De esta manera, la existencia de un saber es relativa y pareciera ser mas subjetiva que la
existencia de conocimiento. La existencia del saber es siempre discutible y genera un
espacio de conflicto por lo que “los saberes introducen una dinamica en la sociedad y la
cultura” (Chevallard, 1991, pag. 153). Mientras que la existencia del conocimiento esta
determinada por lo institucional, la existencia del saber estd determinada por lo social y lo
cultural. Esto justifica que los saberes se ubiquen en el ambito de lo antropologico.

La diferencia entre conocimiento y saber, se puede entender mejor mediante el ejemplo
del idioma, que es un saber del estilo de las matematicas. La lengua que hablamos,
denominada el habla, es conocida por el hablante nativo como una prdctica social. La
lengua es un dominio de la realidad. Por ejemplo, los integrantes de esa institucion que es
la sociedad francesa, poseen una cierta practica social — “hablar” francés — en relacion con

ese dominio de la realidad que es el “francés”. Asi:

El saber de un dominio de realidad es un saber sobre las practicas sociales relativas a ese dominio de
realidad, que posee indudablemente su pertinencia para esas practicas. Pero su congruencia respecto
de ellas, aquello que lo constituiria en un saber de esas practicas, nunca esta asegurada (Chevallard,
1991, pag. 171).

A pesar de que el saber se funda en unas practicas sociales no se le exige una

congruencia con ellas, siempre existird una distancia entre el saber y la practica. Lo que
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valida el saber es su investidura epistemoldgica y cultural.
Al asociar el adjetivo cognitivo con el conocimiento, y el adjetivo epistemoldgico con el
saber, se identifica la antropologia del saber con la antropologia epistemolodgica y

finalmente con la epistemologia:

iLa antropologia de los saberes no seria otra cosa que la epistemologia, esta vieja conocida!
Confesemos sin ambages que no se trata de un malabarismo sino de un desafio. Porque hacer de
epistemologia el sinéonimo de antropologia de los saberes significa polemizar plenamente contra la
epistemologia actual; significa “antropologizar” la epistemologia, tal como hemos “antropologizado”
mas arriba las didacticas.

En efecto, la epistemologia actual nos proporciona una vision muy restringida de la vida de los saberes
en la sociedad (Chevallard, 1991, pag. 153).

La actual epistemologia es aquella que se ha dedicado principalmente a la produccion de
saberes y al estudio de sus productores, dejando de lado su utilizacion y su ensefianza; estos
aspectos deben ser incluidos en el estudio antropologico de los saberes. El objeto de
estudio de la antropologia (o epistemologia) de las matematicas no serdn “las matematicas”
como saber sabio, sino de manera englobante las prdcticas sociales con matematicas
(Chevallard, 1991, pag. 174).

La antropologia didactica de los saberes (la didéctica), cuyo objeto es la manipulacion
de los saberes con intencion didactica, se ubica en el cruce de la antropologia de los saberes
y la antropologia didactica del conocimiento. Contemplado asi las cuestiones de ensefianza

en estrecha relacion con la produccion y la utilizacion del saber:

...Una de las lecciones mas fuertes que ha proporcionado la didactica (...), es que la ensefianza de un
saber, mas ampliamente su manipulacion didactica en general, no pueden comprenderse en muchos de
sus aspectos, si se ignoran sus utilizaciones y su produccion (Chevallard, 1991, pag. 155).

...La esfera de la investigacion en un saber sabio es un mirador desde el que se pueden observar y en el
que siempre terminan por encontrar algun eco los movimientos que afectan al mundo complejo y
naturalmente opaco de las practicas de ese saber. Todo tiende a remontar hacia alli, porque todo tiende
a buscar la investidura epistemoldgica y cultural del saber sabio que alli se produce (Chevallard, 1991,

pag. 181).

Este planteamiento pone en evidencia la necesidad de estudios epistemoldgicos que den
cuenta de la actividad matematica y los procesos de constitucion que hay detras de los
objetos y teorias matematicas que se presentan de manera rigurosa y formal, de tal manera
que faciliten la interrelacion necesaria entre la antropologia del saber (epistemologia) y la

antropologia del conocimiento (didactica cognitiva).
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En relacion con la antropologia (o epistemologia) de las matematicas, encontramos en la
arqueologia del saber de Foucault un andlisis bastante Util para determinar algunas
caracteristicas de los estudios historicos-epistemologicos que apunten a fortalecer la
dependencia mutua entre los modelos de construccion de saber matematico y los andlisis

didacticos.

3.2.1 Conocimiento y saber en Foucault

En la Arqueologia del Saber, Foucault define el saber en términos de formaciones
discursivas; las formaciones discursivas no constituyen, en ningin caso, los simples
antecedentes directos de alguna ciencia. Se entiende por formacion discursiva las series de
enunciados surgidos en distintos ambitos que, lejos de formar un sistema homogéneo, se
articulan en la dispersion —esto es, en la diferencia— mediante una regularidad, y emergen
en practicas sociales que operan como condiciones de posibilidad del conjunto de

enunciados constitutivos de esa formacion discursiva especifica. De esta manera:

A este conjunto de elementos [objetos, conceptos, enunciaciones, estrategias] formados de manera
regular por una practica discursiva y que son indispensables a la constitucion de una ciencia, aunque
no estén necesariamente destinados a darle lugar, se le puede llamar saber.[. ..] un saber es también el
espacio en el que el sujeto puede tomar posicion para hablar de los objetos de que trata en su discurso.
[...] un saber es también el campo de coordinacion y de subordinacion de los enunciados en que los
conceptos aparecen, se definen, se aplican y se transforman (Foucault, 1969, pag. 306).

Asi, el saber es mucho mas amplio que el dominio de una ciencia determinada, el saber
da lugar a la ciencia. El saber matematico, por ejemplo, incluye, ademas de los desarrollos
técnicos de los matematicos, las reflexiones acerca de los objetos de estudio, las
concepciones sobre la actividad matematica y su enseflanza, los problemas practicos que
conllevaron a desarrollar determinados conceptos, las disputas sobre cuestiones de
prioridad, los aspectos politicos, sociales o religiosos que beneficiaron u obstaculizaron
ciertos desarrollos, etc. Existen saberes que son independientes de las ciencias, pero entre
el saber y las practicas discursivas hay una relacion de biyeccion: “no existe saber sin una
practica discursiva definida; y toda practica discursiva puede definirse por el saber
formado” (Foucault, 1969, pag. 307).

En cada formacion discursiva se reconoce una particular relacion entre ciencia y saber,

el discurso cientifico se inscribe y opera en el campo del saber; es decir, recorta, selecciona
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y modifica los elementos del saber. El saber es activo, diferente, movil; mientras que el
conocimiento reduce lo diferente a igual, la ciencia define, clasifica y la teoria generaliza y
ordena. En este sentido, la ciencia se localiza en el saber, pero de ninguna manera lo agota
o lo reemplaza. La ciencia se constituye sobre un fondo de saber, el saber la rodea, pero no

todo dominio de saber deviene conocimiento cientifico:

El saber no es ese almacén de materiales epistemologicos que desapareceria en la ciencia que lo
consumara. La ciencia (o lo que se da por tal) se localiza en un campo de saber y desempeifia en él un
papel. Papel que varia segun las diferentes formaciones discursivas y que se modifica con sus
mutaciones (Foucault, 1969, pag. 310).

Otro aspecto importante del saber, es su connotacion social. En (De la Fuente, 2003) se
llama la atencion sobre el hecho de que el saber de una época se halla constituido por el
conjunto de los sistemas de enunciados posibles, sistemas que encuentran sus limites en lo
visible y lo decible en un tiempo y lugar determinados, y que resultan del inter juego de
reglas que hacen emerger algunos enunciados y no otros. En este sentido, el saber es aquel
pensamiento implicito en la sociedad, un pensamiento andénimo configurado a partir de
ciertas reglas de formacidn y transformacion, y que es lo que posibilita la emergencia de
una teoria, una practica o una ciencia. Es asi como el saber constituye aquella experiencia
social que, aunque no se inscriba de manera elocuente en algiin enunciado concreto, si
puede ser reconstruida a partir de una descripcion de las lineas de visibilidad y de
enunciacion que caracterizan la masa discursiva de un periodo (reglamentos, poesia,

consejos de higiene, filosofia, en fin, documentos provenientes de distintos campos).

3.2.3 (;Cual es la historia de las matematicas que necesita la didactica?

Empecemos por aclarar que desde nuestra perspectiva, la relacion historia-epistemologia
es estrictamente necesaria, puesto que un hecho historico de caracter cientifico es algo que
se asume como tal, pero requiere de una explicacion epistemologica. El andlisis
epistemoldgico se refiere a los aspectos internos y es lo que permite desentrafiar el

enmaranado cuerpo de conceptos. En palabras de Bachelard:

El epistemologo tendra, pues, que esforzarse en captar los conceptos cientificos en efectivas sintesis
psicologicas..., estableciendo, respecto de cada nocion, una escala de conceptos, mostrando cémo un
concepto produce otro, cdmo se vincula con otro (Bachelard, 1938, pag. 20)
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Por tal motivo cuando hablamos de historia de las matematicas estamos pensando en
analisis historicos-epistemoldgicos.

Nuestro objetivo es buscar, en la metodologia arqueoldgica, elementos que permitan un
acercamiento a un analisis historico-epistemologico del saber sabio, de manera que facilite
su adecuada relacion (de distancia) con el saber ensefiado, reclamada en la teoria de la
transposicion didactica, la cual es el germen de la teoria antropoldgica de la didéctica.
Aunque reconocemos que la didactica de las matematicas ofrece otros campos de accion
para los estudios historico-epistemologicos, nos enmarcamos en la teoria antropoldgica de
la didactica porque ella explicita la necesidad de este tipo de analisis.

Cuando hablemos de saber no nos limitaremos Unicamente a las teorias y objetos
matematicos formalizados, sino a un marco conceptual tan amplio como el que nos propone
Foucault.

Consideramos que la matematica, como toda actividad humana, estd permeada por
aspectos filosoficos, sociales, politicos, religiosos y econdmicos. Al analizar la constitucion
de teorias matematicas, es necesario tener en cuenta el saber circundante, y éste se puede
encontrar en las reflexiones que los matematicos hacen sobre los objetos, técnicas y
métodos utilizados en el desarrollo de sus teorias, en las reflexiones sobre la ensefianza, o
en las disputas de prioridad y correspondencia con sus contemporaneos. Por esto, una
historia internalista de las matematicas, donde s6lo se reconstruyen teorias en un orden
lineal y continuo, deja por fuera muchos aspectos que han influenciado su desarrollo.

En este sentido, uno de los propositos que se persigue a través de un analisis historico-
epistemologico con fines didacticos, es desmitificar las matematicas. Se hace necesario
bajar las matematicas de ese podium que la tradicién racionalista les ha creado, pero
evitando caer en la “banalizacion” de los conceptos. Necesitamos mostrar a nuestros
estudiantes que se puede tener acceso a los conceptos y teorias matemadticas, que incluso

ellos pueden construir nuevas teorias matematicas. Tal como lo expresa Lizcano:

Los conceptos matematicos acostumbran presentarse, en el momento de su ensefianza, no menos
enteros — y ya del todo armados- de como los hizo la también acorazada Atenea, sin nada que anuncie
el proceso de su gestacion. Tan subita irrupcion suele acarrear no s6lo miticos dolores de cabeza que
preceden apenas a su alumbramiento en la mente del estudiante, también amontonador de nubes, sino
también esa persistente impenetrabilidad que le impide apropiarselos y hacerlos fructiferos.

Desgajados de su génesis, del proceso de su hacerse, escindidos de aquellos otros saberes y materiales
con/contra los que se han ido constituyendo, y aprehendidos como meros productos que brotan de la
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nada, claros y distintos, los conceptos y operaciones matematicos permanecen estériles, meros objetos
a perseguir o contemplar en su absoluta identidad, cerrada e inmutable. Acecharlos por el contrario, en
el momento de sus emergencias, en la construccion efectiva de su vitalidad, y acompafarlos en su
poliforma genealogia, acaso permita no s6lo una comprension- sin duda no exenta de extrafieza- mas
cabal y critica sino también una mayor capacidad heuristica, sensible ante nuevas emergencias
(Lizcano, 1992, pags. 499-500).

El reto, de quienes reivindicamos los estudios historicos, es mostrar una dimension mas
amplia del saber matematico; mostrar que las matematicas son mucho mas que teorias
rigurosamente formalizadas, constituidas por cadenas deductivas impecablemente ligadas.
Detras de eso hay una actividad humana permeada por cuestiones sociales, éticas, politicas
y religiosas. Recordemos con Bachelard”' que las teorias cientificas, incluidas las
matematicas, fueron construidas en su gran mayoria por seres humanos preocupados no
solo por la produccion cientifica sino por la reflexion sobre su propia actividad y por las
cuestiones humanas que movilizaban en sus diferentes épocas y sociedades, por explicarse
su posicion en el universo y reflexionando siempre sobre su labor como individuo pensante
con una gran responsabilidad dentro de una sociedad. Preocupados no sélo por la
producciéon de saber sino también por la comunicacion de dichos saberes, gran parte de
estas teorfas fueron escritas en forma deductiva y formal con una intencién pedagogica'”,
con el &nimo de contribuir con la formacion de otros.

Con respecto, al tipo de analisis sobre el “saber sabio” que reclama la teoria de la
transposicion didéctica, El siguiente comentario nos muestra la necesidad de un analisis que

incluya algunos elementos de la “arqueologia’

Por el objeto mismo de estudio, la investigacion en didactica de las matematicas presenta un cardcter
experimental, sin embargo el trabajo de terreno (observaciones, experimentaciones, andlisis de
producciones de los estudiantes, etc.) es apoyado por un trabajo previo importante relativo “al estudio
del saber matematico”. Este estudio es una fase fundamental para que el investigador pueda tomar sus
distancias con relacion a lo que esta en juego a niveles didacticos. El sentido de los conceptos, los
problemas a los que estdn vinculados, la posicion relativa de un elemento del saber en un saber mas
amplio que lo engloba, pero también la variabilidad de estos datos en funcion de los periodos e
instituciones, etc. Son cuestiones que ayudan a comprender mejor el funcionamiento de un sistema
didactico. Ademas, el investigador en didactica no puede contentarse con un punto de vista interno al
sistema de ensefianza, él analiza el proceso complejo que va desde de la produccion del conocimiento

! (Bachelard, 1938)
2Ta] es el caso del Curso de Andlisis de  Augustin Louis Cauchy publicado en 1821, el cual fue escrito para
la primera parte del curso de analisis matematico que él impartia en la Escuela Real Politécnica. Algo similar
ocurre con las lecciones sobre teoria de funciones de Borel, Baire y Lebesgue las cuales fueron escritas con la
intencion de divulgar sus investigaciones entre los estudiantes de la Ecole Normale Supérieure y el College de
France. En particular, Lebesgue en La medida de las magnitudes escribe sus reflexiones sobre la ensefianza de
algunos conceptos matematicos como el de area e integral.
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en la comunidad matematica hasta su ensefianza, replanteando el conocimiento que esta en juego en el
contexto mas extenso de la constitucion de los saberes (Dorier, 2000, pag. 9).

Entre los elementos que no retomaremos de la arqueologia, serd la idea de una historia
general, no nos interesa una historia general de las matematicas, empresa por demads
monumental, donde seria imposible hacer analisis detallados. Son necesarias las historias

de conceptos o teorias matematicas particulares, enmarcadas en su saber circundante:

[...] mas bien a partir de una dificultad de ensefianza o de aprendizaje situada, tratar de comprender, a
la luz de la génesis historica, el origen y los medios de sobrepasar esta dificultad.

[...] Ademas, hay que determinar las condiciones internas de desarrollo, de estabilidad o de bloqueo de
una etapa histérica, comprender los problemas que motivaban a los protagonistas de la vida cientifica
de la época, sus restricciones de todo orden. Toda fase del desarrollo historico debe pues evaluarse en
sus relaciones en su época, ya sean cientificos, sociales o culturales. No se trata de colocarse solamente
en la Optica de una progresion jerarquizada con arreglo al saber final, sino de comprender el caracter
funcional y las razones de ser de cada etapa (Dorier, 2000, pag. 22).

Una vez se identifica una dificultad en la ensefianza-aprendizaje de un concepto en
particular, se busca en su historia las condiciones de formacién de dicho concepto mediante
un andlisis epistemologico. La reflexion epistemoldgica se ubica entre el andlisis didactico
y el andlisis historico, teniendo en cuenta que el analisis historico puede llevar a identificar
un problema didactico, pero no proponer su existencia a priori, ni determinar por si solo su
solucion. De esta manera el problema didactico, de acuerdo a sus especificidades, guiara
nuestra eleccion sobre: el concepto o teoria a analizar, las épocas a estudiar, las diferentes
escuelas, las obras, etc.

Para el propdsito arriba sefialado, no tiene sentido esa historia de las ideas en busca de:
unidad, continuidad, totalidad, origen193 . Tampoco nos interesa una historia de mentes
privilegiadas; por el contrario, requerimos ver las obras de los matematicos de tal manera
que nos permita focalizarnos en la deteccion de reglas de formacion de los discursos y de
sus discontinuidades, posibilitando asi, la descripcion del espacio de dispersion de los
saberes matematicos. Esto permitiria dar al saber matematico su dimensién dindmica,
conocer aquellas formaciones discursivas que no llegaron a la etapa de formalizacion,
evidenciando los callejones sin salida, los fracasos, pero también los desarrollos fecundos y

a veces olvidados. Recordemos que:

%3Con respecto al “origen” Serres nos muestra en (Serres, 1993, pag. 20) como la geometria tiene diferentes
origenes dependiendo del enfoque que le demos a su historia. “la matematica no estuvo en cierto momento, y,
desde entonces, nunca jamas, en una situacion de origen” (Serres, 1993, pag. 26).
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El saber no entra tan so6lo en las demostraciones; puede intervenir igualmente en ficciones,
reflexiones, relatos, reglamentos institucionales y decisiones politicas (Foucault, 1969, pag. 309).

Aceptar el desafio de desarrollar una epistemologia concentrada no so6lo en la
produccidon de los saberes, sino preocupada también por su transposicion, ensefanza y
aplicacion, obliga a recorrer el eje: practica discursiva-saber “matematico”-ciencia, y no el
eje: conciencia-conocimiento-ciencia. De esta manera, ubicando analisis historico en el
saber, y no en el conocimiento (estatico, delimitador), podremos darle un sentido mas
amplio y dindmico a las matematicas y por tanto a los procesos de enseianza-aprendizaje,
haciendo intervenir la construccion de saber como un elemento importante en dichos
procesos.

La pregunta por el saber es una pregunta arqueoldgica y la tarea del “arquedlogo”
consiste en “sacar a la luz este pensamiento anterior al pensamiento [...] ese trasfondo sobre
el cual nuestro pensamiento ‘libre’ emerge y centellea durante un instante”'**.

Existe una clara diferencia entre los dominios de cientificidad y los territorios
arqueoldgicos. En un dominio de cientificidad se ubican las proposiciones que obedecen a
ciertas leyes de construccion, que son susceptibles de demostracion, jerarquizacion y
sistematizacion. En el territorio arqueoldgico se incluyen todas las afirmaciones que tienen

el mismo sentido, que digan lo mismo, que sean tan verdaderas como aquellas otras, pero

que no nacen de la misma sistematicidad.

[...]Los territorios arqueologicos pueden atravesar unos textos “literarios”, o “filos6ficos” tan bien
como unos textos cientificos (Foucault, 1969, pag. 308).

Con respecto a la relacion entre ciencia y saber, la ciencia se localiza en un campo de
saber, donde desempefia un papel dependiente de las formaciones discursivas. Papel que se
modifica de acuerdo a las mutaciones de tales formaciones discursivas. De esta manera, en
toda formacién discursiva se encuentra una relacion especifica entre ciencia y saber. El
analisis arqueologico debe mostrar como la ciencia se inscribe y funciona en el elemento

195

del saber. Para lograr este objetivo, Foucault ™ identifica 4 momentos del desarrollo

historico en la produccion del saber, denominados umbrales arqueologicos. Estos

'®!Citado por (De la Fuente, 2003)
19 (Foucault, 1969, pag. 314)
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umbrales, que se describen a continacidn, se caracterizan segun la configuracion que el
saber puede adquirir en un momento determinado.

Umbral de Positividad. Es el momento a partir del cual una practica discursiva se
individualiza o adquiere su autonomia. Momento en el cual se encuentra actuando un inico
sistema de formacion de los enunciados, o también el momento en que ese sistema se
transforma. A partir de este momento una formacion discursiva se individualiza dando
lugar a un sistema especifico de formacion de enunciados.

e Umbral de Epistemologizacion. Una formacion discursiva franquea este umbral
cuando en el juego de una formacion discursiva, un conjunto de enunciados se
recorta, pretende hacer valer (incluso sin lograrlo) unas normas de verificacion y de
coherencia y ejerce, con respecto del saber, una funcion dominante (de modelo, de
critica o de verificacion). Se pretende convalidar el conjunto de enunciados a partir
de determinadas normas de verificacion y de coherencia, y ejercer un rol
determinante respecto de otros dominios de saber. Aqui se dibuja una figura

epistemologica.

e Umbral de Cientificidad. La figura epistemoldgica franquea este umbral cuando
obedece a criterios formales, cuando sus enunciados no responden solamente a
reglas arqueoldgicas de formacidn, sino también a leyes de construccion de las

proposiciones. Se forma asi un discurso cientifico.

e Umbral de Formalizacion. El discurso cientifico franquea este umbral cuando define
los axiomas necesarios, los elementos que utiliza, las estructuras proposicionales que
son para ¢l legitimas y las transformaciones que acepta, cuando pueda desplegar, a

partir de si mismo, el edificio formal que constituye.

En relacion a estos umbrales, Focault diferencia tres tipos de andlisis historicos del
conocimiento.'”® La historia de la formalizacién, la cual es una historia recurrente donde
los momentos y elementos pasados son reabsorbidos y recuperados en el momento actual,

los objetos, métodos y conceptos estan continuamente redefinidos. Por el contrario, la

19 (Castro, 1995, pags. 217-218)
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historia epistemologica tiene como objetivo establecer coémo determinados elementos
acceden al dominio cientifico a partir de otros, y cudles son esos otros elementos que se lo
permiten; segun este punto de vista, los conceptos se liberan de imprecisiones para
convertirsen en verdadero conceptos cientificos. La historia arqueologica, por su parte,
prescinde de la ciencia actual como “norma” de trabajo histérico y de la formalizacion
como criterio de investigacion. El analisis historico arqueologico procura establecer como
se ha formado un saber determinado, como se ha constituido un dominio de objetos, coémo
se han definido las posiciones subjetivas, como ha surgido un conjunto de conceptos y
como funciona, como se relaciona un nuevo dominio de saber con otros, etc.

Dadas las caracteristicas de la presente indagacion, se han tomado los umbrales
arqueologicos como Unidades de Analisis Historico, puesto que que permiten llevar a cabo
una deconstruccion de teorias formalizadas que dé cuenta de los complejos procesos de
génesis, evolucion y consolidacion de una teoria matematica, sin olvidar que estos procesos
de constitucion se desarrollan en el marco de un contexto sociocultural, influenciado por
concepciones filosoficas y pedagogicas. Desde esta perspectiva, se promueve una actitud
diferente frente al saber matematico y a su ensefianza, pues permite verlo como el resultado
de una actividad humana. Un andlisis de este tipo puede ayudar en los analisis didacticos,
en la medida que permite desentrafiar la verdadera dimension de los conceptos y la variada
gama de apuestas teoricas que se fueron dando hasta lograr un estado de formalizacion
aceptable, asi como las condiciones externas que influenciaron su emergencia.

Vale la pena aclarar que, para Foucault, la matematica es la tinica ciencia en la cual no
se pueden distinguir estos umbrales, ni describir entre ellos un conjunto de desfases, pues la
matematica franqued de un golpe todos los umbrales. Para Foucault, el hecho de que la
matematica haya nacido formalizada la ha tornado enigmatica, comprimida y poco
accesible al analisis. Esta posicion es entendible si se considera que la matematica aparece
en el momento en que los griegos construyeron un universo de objetos matematicos con
una dindmica propia y sin las ataduras que las necesidades practicas les imponian
cotidianamente. Con los griegos la matematica aparece como un cuerpo tedrico cimentado
en la necesidad de demostrar. Sin embargo, no es posible hablar del desarrollo de las

matematicas como un todo acabado, que inicia con los griegos. Si bien a partir de la
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antigliedad griega se establecen los canones del quehacer matematico, cuando queremos dar
cuenta de teorias particulares, verbigracia la teoria de la integral o de la medida, la
utilizacion de los Umbrales como Unidades de Analisis Historico parecen pertinentes. No
se trata de establecer una historia general de las matematicas, sino rehacer esta historia a
partir de la articulacion de los desarrollos de las diversas teorias que conforman el edificio
matematico.

Hemos visto que Lebesgue defiende la idea de que la matematica tiene unos origenes
empiricos, y que a pesar de los altos niveles de abstraccion que ella alcanza, siempre es
posible volver a ellos para ser utilizados tanto en la investigacion de nuevos conceptos,
como en la ensefanza. Asi que, a pesar de Foucault, utilizamos sus umbrales para
demostrar que la teoria de la integracion no nacié formalizada, que aquello que permitié su
formalizacion fue el regresar a los métodos que se encontraban en un umbral de
positividad. Estos umbrales se convierten en una herramienta para mostrar que el enigma de
la matematica se puede romper y solo asi podremos ver en las teorias matematicas unas

teorias susceptibles de ser ensefiadas y aprendidas.

3.2.4 Los umbrales en la constitucion de la teoria de l1a medida y la integracion

Entenderemos por teoria “el establecimiento de cierta armazén de conceptos'”’ que
permiten poner en orden los hechos” (Cavailles, 1938, pag. 78). Donde “un concepto
matematico viene dado por sus atributos y por las relaciones existentes entre los mismos”
(Godino & Batanero, 1994, pag. 328). En este sentido develar la construccion o
constitucion de una teoria serd equivalente a determinar las partes constitutivas de ese
“armazon de conceptos” y la manera como se articulan tales partes.

La investigacion de una nueva teoria matematica requiere un proceso en el que se
combinan multiples aspectos. El terreno fértil de la invencion o construccidon en
matematicas lo constituyen exploraciones guiadas por intuiciones, aciertos y desaciertos,
dificilmente asimilables a inferencias propiamente logicas.

Aunque el acto constitutivo puede estar reglado por la inferencia logica, la 16gica no da

completa cuenta del proceso de constitucion del objeto. Desafortunadamente, en la mayoria

19 . . . ;.
"Puesto que en este contexto no estamos interesados en reflexiones de tipo ontoldgico, usaremos los

términos concepto y objeto como sindnimos.
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de los casos, tales procesos no son formulados de manera explicita por sus autores, tal vez
porque ellos mismos no tienen conciencia de dichos procesos.

Podriamos, entonces buscar en la articulacion de los umbrales de positividad,
epistemologizacion, cientificidad y formalizacion una estructura caracteristica del proceso
de constitucion de conceptos y teorias matematicas. En este sentido el historiador no
considerara s6lo hechos histdricos brutos, sino momentos de constituciéon que se explican
en términos de relaciones entre umbrales.

Entre los conceptos de medida e integral existe una estrecha relacion bilateral, de tal
manera que en su constitucion a lo largo de la historia resulta casi imposible
independizarlas. Por eso, al intentar ubicar los desarrollos historicos en los diferentes
umbrales, en algunos casos se trataran como un mismo concepto, en el sentido de que
tienen los mismos antecedentes histdricos, y que en ciertas etapas de su desarrollo son
nociones equivalentes. Tal es el caso del umbral de positividad, donde los trabajos de
Euclides y Arquimedes se constituyen en antecedentes tanto de la teoria de la medida de

Lebesgue como del concepto de integral.

Umbral de positividad

Los trabajamos de Euclides y Arquimedes los ubicamos en un umbral de positividad
pues en ellos se encuentra actuando un unico sistema de formacion de los enunciados
relacionados con la medida de magnitudes geométricas. Hay un desarrollo de técnicas para
resolver diversos problemas particulares de medida, sin embargo hay poca generalizacion y
no se encuentran intentos de conceptualizacion. En la geometria griega no hay una teoria
general de medida abstracta, ni se persigue la construccion de una teoria de la medida. La
medida es una herramienta que les permite hacer matematicas: geometria y aritmética. A
pesar de que en Euclides no existe una nocién de medida absoluta, si establece lo que
denominamos una teoria de la medida relativa, mide una magnitud desconocida mediante la
equivalencia con una figura referencial.

En los procedimientos de Arquimedes, tal como lo hiciera Euclides, hay implicitos dos
axiomas de la medida: si una region es interior a otra, la medida de la interior es menor que
la medida de la exterior; y si una region se descompone en una o varias partes, la medida de

toda la region es igual a la suma de las medidas de las partes.
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En cada uno de los métodos de Arquimedes, podemos identificar dos intuiciones
diferentes relacionadas con la medida de una superficie, correspondientes a la dicotomia
fundamental de las ciencias en cuanto a la naturaleza del espacio y la materia: naturaleza
atomica y naturaleza continua. En los indivisibles puede verse un punto de vista atdmico,
mientras que el método exhaustivo corresponde a la divisibilidad infinita del espacio.

En relacion con esas dos intuiciones, Arquimedes establece dos formas de operar con el
infinito. En el método mecanico incorpora los indivisibles y recurre a las leyes de la
mecanica para manipularlos; alli aparece la idea de que es posible determinar las relaciones
entre objetos a partir de las relaciones existentes entre sus correspondientes elementos
constitutivos, sin embargo se enfrenta al problema de formalizar su uso dentro de la
matematica. Con el método exhaustivo elude la operatividad con lo infinitamente pequefio,
mediante la presuncion de la existencia de un “limite”. Esta perspectiva de lo infinitamente
pequeio serd recurrente hasta el siglo XIX.

Lo mas importante de estos dos métodos es su riqueza conceptual, por lo cual seran
retomados en las investigaciones de los matematicos del siglo XVII sobre el problema de

las cuadraturas.

Umbral de epistemologizacion

Ubicamos los trabajos del siglo XVII sobre el problema de las cuadraturas, anteriores a
los de Newton y Leibniz, en el umbral de epistemologizacion, ya que es evidente un intento
de generalizacion de técnicas debidamente fundamentadas, lo que constituyen unas normas
de verificacion y de coherencia que se establecen como modelos generales para el calculo
de un tipo determinado de cuadraturas.

En el caso de Arquimedes, solo era posible calcular el area de figuras limitadas por
curvas que representan polinomios de segundo grado. Con Cavalieri se generaliza el
calculo de cuadraturas, a través de un proceso que abandona el método exhaustivo,
abriendo nuevas perspectivas en la busqueda de un método que permita obtener cuadraturas
en general. El empleo de los indivisibles, en lugar de lo infinitamente pequefo, permite a
Cavalieri evitar el paso al limite, con sus dificultades y sus imposibilidades légicas,
remplazandolo por la intuicién geométrica, y al mismo tiempo, conservar todas las ventajas

de los métodos infinitesimales cuya fecundidad habia sido demostrado; influenciado por la
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tradicion griega, estaba convencido de que sus demostraciones serian rigurosas solo si
dejara por fuera de sus argumentos el uso de los indivisibles en si mismos. Ello s6lo era
posible en la medida que no se concibieran de manera aislada, sino de manera “actual”; es
decir, como un “todo” el cual se pudiera cuantificar de manera similar a las magnitudes
griegas y asi poder aplicarles el principio de Eudoxo. Mientras que Gregory St. Vincent y
Kepler, siguiendo la perspectiva de lo infinitamente pequefio, emplearon infinitos
rectangulos infinitamente pequefios, para calcular areas de figuras irregulares, basados en la
nocion de divisibilidad infinita del espacio que seria desarrollada posteriormente por
Fermat y Cauchy. Sin embargo, mientras que en Kepler y St. Vincent hay una perspectiva
de suma actual de infinitos rectangulos de base infinitesimal, en Cauchy se parte de una
suma finita de rectdngulos y se conciben sumas progresivas (con un numero cada vez mas
grande de rectangulos, de base cada vez mas pequeiias), lo que exige la incorporacion del
concepto de limite.

Como consecuencia de las criticas a los trabajos de Cavalieri, algunos simpatizantes de
sus ideas, como Fermat, Roberval, Wallis y Pascal, crearon una alternativa intermedia entre
los dos puntos de vista sobre la estructura del espacio matematico. Con sus trabajos se
presenta una ruptura, conceptual y metodologica, con el enfoque estrictamente geométrico
de Cavalieri, dandose una progresiva aritmetizacion que condujo al uso implicito del limite.
Fermat, Roberval y Wallis relacionaron los indivisibles, las lineas de Cavalieri, como
limites de rectangulos inscritos infinitamente divisibles. A pesar de reconocer que el
continuo no estaba constituido de indivisibles, ellos resultan ser una efectiva herramienta
para obtener la medida de magnitudes geométricas.

Con Descartes y su geometria analitica, se genera un cambio cualitativo en la forma de
hacer matematicas. Descartes establece clasificaciones de curvas e incorpora la
representacion algebraica de algunas de ellas. Desde entonces lo analitico se convirtio en el
método apropiado para reemplazar la intuicion geométrica en los procesos de contar y
medir, se tiende el puente entre la geometria y el analisis.

La aparicion de las nuevas curvas hizo imprescindible el desarrollo de nuevos métodos
para calcular tangentes y areas, se usaban mas expresiones algebraicas y menos objetos

geométricos. A lo largo del siglo XVII, el uso de las cantidades infinitesimales fue
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imponiéndose en la soluciéon de problemas de calculos de tangentes, areas, volimenes, etc.
La geometria analitica transformo el problema de las cuadraturas en el problema de hallar
el area bajo la curva.

Wallis se da cuenta que las sumas necesarias para el célculo de cuadraturas pueden
realizarse aritméticamente mejor que en términos de razones geométricas. Las Omnes
lineae de Cavalieri, a partir de cero, son tratadas por Wallis como series aritméticas; como
sumas de sucesiones que tienden a un limite. Para el calculo de cuadraturas, busca la razon
existente entre la serie correspondiente a las lineas de la figura en cuestion, y la serie
correspondiente a las lineas de un paralelogramo circunscrito a la figura.

En los trabajos de Wallis, se identifican cuatro aspectos que jugaran un papel importante
en la conceptualizacién de la integral definida: la determinacién del area del cuadrado
como el producto de base por altura, la division del area bajo la curva en elementos de area
infinitamente pequefios (rectdngulos infinitesimales de altura determinada por la ecuacion
de la curva), la aproximacion a la determinacion numérica de la suma de esos elementos, y
un intento de expresar el equivalente de lo que sera el limite de esta suma cuando el nimero

de elementos crece indefinidamente a medida que se hacen infinitamente pequefios.

Umbral de cientificidad

Con Newton y Leibniz la teoria de la integracion entra al umbral de la cientificidad, la
figura epistemoldgica, que habia sido dibujada por sus antecesores, obedece a criterios
formales, ya sus enunciados no responden solamente a reglas arqueologicas de formacion,
sino también a leyes de construccion de las proposiciones. Al implementar algoritmos
generales, en términos algebraicos y no geométricos, que permitan resolver los mas
diversos problemas; y asi reconocer los conceptos y métodos propios del nuevo calculo
infinitesimal, se forma un discurso cientifico.

Newton y Leibniz sintetizaron y enriquecieron un cumulo de técnicas y métodos
interrelacionados, como la geometria analitica de Descartes, el método de los indivisibles
de Cavalieri, el calculo de tangentes por parte de Descartes, Fermat y Roberval, el método
para calcular maximos y minimos de Fermat y, sobre todo, la instauraciéon de una primera
formalizacion de los procesos infinitos por parte de Wallis, donde se establece el transito de

los indivisibles a los infinitesimales.
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Gracias a la sistematizacion de los resultados de sus antecesores, y al reconocimiento de
la relacion inversa entre el calculo de cuadraturas y el calculo de tangentes, tanto Newton
como Leibniz, lograron establecer un instrumento algoritmico para el calculo sistematico.
De esta manera, para resolver todos los problemas de cuadraturas, maximos y minimos,
tangentes, centros de gravedad, etc. que habian ocupado a sus predecesores, bastaban las
tablas de cuadraturas y anticuadraturas.

Tanto Newton como Leibniz, desarrollaron algoritmos que involucraban procesos
infinitos, en los cuales, implicitamente, usaban el paso al limite de manera operativa. Para
Newton el problema central consiste en hallar la ecuacion de la curva que corresponde a la
cuadratura de otra curva.

Por su parte, Leibniz utiliza las series y un método similar al de los indivisibles de
Cavalieri. El interpretar la cuadratura como suma de ordenadas, y la pendiente de la
tangente como diferencia entre ordenadas sucesivas, le permite a Leibniz descubrir la
relacion inversa entre los dos problemas.

El otro gran aporte de Leibniz a la constitucion del discurso cientifico de los conceptos
de integral y derivada, ademés de la identificaciéon de su relacion inversa, es la
incorporacion de los simbolos “d” y “[”, para representar las operaciones de diferenciacion
y sumacion, respectivamente. Puesto que en matematicas, se tiene un concepto
debidamente formalizado una vez se le asigne un nombre, una definicion y un simbolo.
Ademas, se reconoce que historicamente la incorporacion de una simbologia apropiada
permite el descubrimiento de nuevos resultados, los cuales aparecen como consecuencia de
la intima relacion entre contenido y forma, tal es el caso de la notacion incorporada por
Leibniz:

En Newton y Leibniz, no aparece ninguna definicién de integral, es mas, no vemos en
sus escritos ninguna preocupacion por definir los conceptos que utilizan, excepto cuando lo
necesitan para explicar su operatividad o la forma como funcionan dentro de los procesos,
tal es el caso de Newton con las fluentes y fluxiones.

Newton, buscaba un método para determinar las cantidades matematicas, y por

cantidades matematicas se referia a las relacionadas con la medida de lineas, superficies,
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solidos, angulos,..., podriamos decir que el objetivo de Newton era determinar la medida
de tales objetos.

Tanto los trabajos de Newton como los de Leibniz, se refieren a procesos o algoritmos
para hallar cuadraturas o resolver otro tipo de problemas relacionados con curvas. En sus
trabajos es evidente la busqueda de una herramienta que permita resolver de manera
general dichos problemas.

Consideramos que el concepto de integral moderno estd intimamente relacionado con el
concepto de funcion, por lo que en el calculo infinitesimal atin no podemos ver el concepto
de integral. La integral aparecer como algo que soluciona un problema, como una
herramienta de solucién, como una operacion de sumacion en Leibniz, y como un proceso
en Newton, mas no como un concepto. Por esto consideramos que, con ellos, la teoria de la
integracion no franquea aun el umbral de formalizacion.

En cuanto al concepto de area, Leibniz no da una definicion explicita, pero en todos sus
trabajos se entrevé la definicion operativa a través de la sumacion. Hay una total
identificacion entre el proceso de sumacion y el calculo del area bajo una curva; en todos
sus trabajos se evidencia una preocupacion por mostrar la correspondencia entre los
resultados de su célculo operativo y los resultados geométricos ya conocidos. Para Newton
el area es una cantidad matematica generada por el movimiento de una ordenada, el area de
una region es una variable, por tanto se puede hablar de su fluxién y operar con ella tal
como se hace con cualquier variable.

De acuerdo con esto, el concepto de area y la teoria de la medida estarian aun
franqueando el umbral de positividad.

Por otra parte, observemos que Newton y Leibniz no s6lo trataron con una clase mas
amplia de curvas, sino que también lograron dar un tratamiento unificado a los problemas
que antes habian sido tratados, de forma independiente, mediante diferentes métodos.
Ambos lograron un importante trabajo de generalizacion y sistematizacion, obteniendo
potentes métodos para solucionar muchos de los problemas planteados por sus antecesores.
Sin embargo, sus trabajos fueron fuertemente criticados por falta de rigor. Tanto Newton
como Leibniz eran conscientes de los problemas de rigor de sus trabajos e intentaron darle

una fundamentacion rigurosa al calculo. Asi, la figura epistemologica de la integral
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franquea el umbral de cientificidad pues obedece a criterios formales; sus enunciados ya no
responden solamente a reglas arqueoldgicas de formacidn, sino también a unas leyes de
construccion de algoritmos y proposiciones, formando un discurso cientifico con un
adecuado lenguaje matematico.

Alrededor de 1700 los Bernoulli introducen el nombre de integral, y la definen como la
inversa de la diferencial. Es importante reconocer, tal como lo afirma Recalde,'”® que este
es un hecho epistemologicamente significativo, pues con la incorporacion de un nombre
para designar una operacion especifica, se esta identificando una nocién que amerita un
tratamiento especial. La integral deja de ser s6lo una herramienta para resolver el problema
general del calculo de cuadraturas para convertirse paulatinamente en un nuevo concepto
con sus propios problemas y métodos. Sin embargo, esto no es suficiente para alcanzar el
estatuto de objeto matematico propiamente dicho y en consecuencia franquear el umbral de
formalizacion. Antes de que la integral adquiera dicho estatus, fue necesario el
reconocimiento de la nocion de funcién como objeto del analisis matematico.

A principios del siglo XVIII el analisis matematico se trabaja como un analisis de
ecuaciones, y el problema de la integracion consistia en hallar una ecuacion que
representara la solucion de una ecuacion diferencial.

En la época en que aparece la obra de Fourier sobre la transmision del calor, al
considerar una funcidon se pensaba ante todo en una expresion analitica, y de acuerdo con
ello se concebia la integracion y la diferenciacion al estilo ‘algebraico’, como operaciones
sobre formulas. El considerar la integral simplemente como una antiderivada, carecia de
sentido para funciones discontinuas. Al ampliarse el dominio de las funciones, mas alla de
las continuas, se hizo necesario reconsiderar la nocion de integral; sin embargo, el
problema de la integracion seria tratado durante muchos afios como un problema
subsidiario del problema central de la representacion de una funcién en series
trigonométricas. La integral definida es considerada como una herramienta de solucion
necesaria, pero inicialmente no es el concepto principal de estudio.

Fourier observd que para calcular los coeficientes de la serie trigonométrica es suficiente

tener un area para la region bajo ¢(x) sennx, de esta manera llamo la atencion sobre la

19 (Recalde, 2011)
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necesidad de volver a la interpretacién geométrica de area e identificar el concepto de integral
como un area. El nuevo problema es entonces ;como se puede definir la integral como un
area cuando la funcidn es arbitraria? Esta cuestion tiene un significado primordial para el
desarrollo de la teoria de la integracion puesto que evoca la interpretacion de integral como
el area bajo la curva. Sin embargo, el movimiento de aritmetizacion del andlisis del siglo
XIX, impone el abandono de la intuicién geométrica que habia predominado en el calculo
del siglo XVIII, se lleva a cabo una separacion de las nociones de la geometria intuitiva
ligadas al movimiento fisico, y se hace énfasis en los conceptos de funcion, variable, limite,
con un caracter esencialmente aritmético y logico. Se trata de aritmetizar el calculo, hay
una necesidad de establecer un corpus tedrico con una dialéctica propia, de esta manera,
gracias a Cauchy, se da lugar a una nueva rama de la matematica: el andlisis matematico, y

el problema de la integral definida se transforma en un problema del analisis.

Umbral de formalizacion

Como en todo analisis de desarrollo conceptual, no es facil esquematizar el proceso en
cada uno de los umbrales. En especial en el umbral de formalizacion de la integral y la
medida, en el que se exige el analisis de unos desarrollos bastante densos, que corresponden
a una época en donde se contd con el concurso de un considerable nuimero de trabajos de
matematicos de diferentes paises. Sin embargo, desde una mirada macro, podemos
establecer que el concepto de integral franquea este umbral con los trabajos de Cauchy, y se
extiende hasta llegar a la constitucion de los conceptos de medida e integral de Lebesgue.

A través de los conceptos de limite, funcidon y convergencia, Cauchy logra proporcionar
una definicion analitica de la integral definida y dar una respuesta al cuestionamiento de
Fourier. Al concebir las funciones de manera abstracta, como correspondencia entre valores
numéricos, era preciso abordar también el concepto de integral.

Cauchy fue el primero en dar una definicion logica de las nociones de longitud, area y
volumen, al tratarlas como nimeros a través de la integral definida. Cauchy fue el primero
en introducir una designacion aritmética y funcional de los conceptos de longitud, area y
volumen a través de una definicion analitica de la integral definida. A pesar de que Cauchy
enuncia la definicion de la integral independizadndola de todo referente geométrico, no

desconoce su interpretacion geométrica como el area bajo la curva. Cauchy es consciente
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de que el concepto de integral es un concepto analitico y no geométrico, pero no desconoce
las aplicaciones que dicho concepto tiene en la geometria. Aunque Cauchy no esta
preocupado por obtener una definicion de area, al asignarle un nimero a la superficie bajo
la curva, estda dando un primer paso hacia la definicion de area; tal como lo afirma
Lebesgue, esta nocion hay que tratarla como numero para poder obtener una definicion
logica. De forma similar, el area de una superficie curva es considerada por Cauchy como
la solucion de una ecuacion diferencial parcial.

Mientras que el concepto de integral, y su correspondiente teoria, alcanza el umbral de
formalizacion, el concepto de area franquea el umbral de la epistemologizacion al asignarle
un numero a la superficie determinada por la curva y los ejes de coordenadas; sin embargo
no hay preocupacién por definir formalmente el concepto de area, ni ubicarlo dentro de

alguna teoria circundante, como la teoria de la medida.

Cauchy era consciente de la necesidad de demostrar la existencia de las integrales o
funciones primitivas antes de discutir sus propiedades, lo cual exigia una definicion general
de integral. Para ello era necesario conceptualizar las nociones de cantidad, funcién, limite,
continuidad y convergencia de series, entre otros.

Observemos que Cauchy separa la integral del calculo diferencial, no la define como la
operacion inversa de la derivada, sino como un limite de sumas. Una de las principales
ventajas de su método, segun el punto de vista de Cauchy, es que ¢l puede “demostrar en
forma general la existencia de integrales o funciones primitivas™®’, de las cuales varias
propiedades pueden ser estudiadas solamente después de una prueba de existencia.

Después de definir su integral, Cauchy muestra la relacion entre la integral y la derivada,
mediante el Teorema del Valor Medio para el calculo integral.

Asi, con Cauchy se constituye un edificio formal, donde se definen los conceptos
necesarios, los elementos que utiliza, las estructuras proposicionales que son para ¢l
legitimas y son demostradas siguiendo los principios logicos impuestos por la comunidad
matematica de la época. Por esto, podemos afirmar que con los desarrollos de Cauchy la

integral alcanza el umbral de formalizacion.

1% Citado por (Hawkins, 1979, pag. 10)
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Esta etapa de formalizacion de la integral, desde Cauchy a Lebesgue, trae consigo un
variado abanico de apuestas teoricas, por lo que es necesario hacer un zoom dentro de este
umbral de formalizacion e identificar otra secuencia de umbrales que permita explicar los
finos cambios conceptuales que se dan al interior de esta etapa. Si bien a nivel macro
podemos detallar umbrales generales de desarrollo, en ocasiones, algunos de estos umbrales
exigen una mirada interna, con el propodsito de identificar elementos de ruptura, causalidad

y potencialidad que se dan de manera intrincada.

Los umbrales al interior de la etapa de formalizacion

La definicion de integral definida, introducida por Cauchy, permite ver que la existencia
de la integral no depende de la existencia de una ecuacion que defina la funcion a integrar.
Pero no resuelve completamente el problema general de la integral de las funciones
arbitrarias (discontinuas) planteado por Fourier, el cual, geométricamente, se relaciona con
la existencia de una medida para figuras geométricas de contorno no continuo. A partir de
aqui, los matematicos se dedicaran a buscar las condiciones que debe cumplir una funcion

para ser integrable.

A pesar de que en Cauchy encontramos una teoria de integracion, debidamente
formalizada, esta teoria se refiere a una clase de funciones muy restringida, funciones

. . , . . .. 200
continuas y funciones con un nimero finito de discontinuidades

. En el intento de ampliar
la clase de funciones integrables, la teoria de la integracion, y simultaneamente la teoria de
la medida, entrard en un nuevo umbral de positividad puesto que conceptos necesarios para
la teoria de integracion moderna, como son conjunto de puntos, medida, conjuntos
medibles, conjuntos de medida nula (que a su vez seran parte de la teoria de la medida), atin
no son identificados. Este es un momento en que el sistema de formacion de los enunciados
se transforma y entran en accion nuevas practicas discursivas, con nuevas nociones.

De acuerdo con Dirichlet, para que la funcidn sea integrable no es necesario que sea

continua, ni que el conjunto de puntos de discontinuidad sobre el intervalo de integracion

sea finito. Segun Dirichlet, una funcion con un nUmero infinito de puntos de

% La definicion de Cauchy se puede generalizar a funciones con un nimero infinito numerable de
discontinuidades en un intervalo finito a condicion que el conjunto de discontinuidades sea discreto.
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discontinuidades es integrable si el conjunto de los puntos de discontinuidad es un conjunto
diseminado™' (denso en ninguna parte); concepto que serd introducido posteriormente por
Hankel. Con los resultados de Dirichlet, con respecto a la integral moderna, fundamentados
en la teoria de la medida, la practica discursiva se transforma, adquiere un nuevo enfoque
fundamentado en las condiciones que deben cumplir los puntos de discontinuidad de la
funcidn para que sea integrable; por esto se regresa a un umbral de positividad.

Durante un largo periodo de tiempo, varios matematicos, entre ellos Lipschitz y Hankel,
seguiran convencidos de que la integrabilidad de las funciones discontinuas dependia de la
distribucion de los puntos de discontinuidad sobre el intervalo de integracion. Ademas
pensaban que al estar los puntos de discontinuidad diseminados sobre el intervalo de
integracion, esto puntos se podian “aislar” facilmente. En la actualidad se sabe que este tipo
de conjuntos son dificiles de tratar.

A partir de los resultados de Dirichlet, las cuestiones sobre representacion de funciones
en series de Fourier y la integracion de funciones discontinuas evolucionaran
paralelamente. Los trabajos relativos a la integrabilidad de funciones discontinuas se
concentraran en el analisis sobre la distribucion de los puntos de discontinuidad, lo que
llevaran a matematicos como Hankel y Cantor a comenzar un estudio detallado de los
conjuntos de puntos, ubicando en un umbral de epistemologizacién los desarrollos sobre la
teoria de conjuntos de puntos lineales, y por tanto, la teoria de la medida y la de la
integracion. Es asi como la cuestion de la representacion de funciones discontinuas
mediante series de Fourier se convertira en un elemento movilizador del desarrollo de la
teoria de integracion y la teoria de conjuntos.

Otro aporte importante de Dirichlet a la teoria de integracion, es que da respuesta al
interrogante planteado por Fourier respecto a la integrabilidad de funciones arbitrarias,
exhibiendo su funcién caracteristica, como ejemplo de una funcion arbitraria con infinitos
puntos de discontinuidad que no cumple su condicion de integrabilidad. Existen funciones
arbitrarias que no son Cauchy integrables.

A partir de Dirichlet queda abierta la pregunta en relacion con la exigencia que deberia

cumplir una funcion arbitraria para que ella fuese integrable ;Qué tan discontinua puede ser

201 . . . . . . . .
""Modernamente se dice que un conjunto es diseminado o denso en ninguna parte si el interior de su

cerradura es vacio, es decir su cerradura no contiene ningun intervalo abierto.
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la funcién para que sea integrable? ;Qué restricciones deben cumplir los infinitos puntos de
discontinuidad para que la funcidon sea integrable? Al intentar dar respuesta a estos
interrogantes, los trabajos de Riemann y Lipschitz franquean un umbral de
epistemologizacion de la teoria de la integracion en relacion con las condiciones de
integrabilidad, y en cuanto a la teoria de conjuntos de puntos y la teoria de la medida estos
trabajos siguen en un umbral de positividad.

Riemann incorpor6 una definicion de integral que acogia funciones arbitrarias altamente
discontinuas, basandose en las concepciones de Cauchy y Dirichlet. La definicion de la
integral de Riemann incluye funciones que tengan, en un intervalo finito, un conjunto denso
de discontinuidades. Riemann se plantea dos interrogantes con respecto a la definiciéon y a

las condiciones de posibilidad de la integral definida: ;Qué hay que entender por
f: f(x)dx? y (En qué casos admite una funcion integracion, y en cudles no? Para dar

respuesta al segundo interrogante presenta dos condiciones equivalentes, en términos de la
oscilacion de la funcion, que permite determinar si una funcion dada es integrable o no
sobre un determinado intervalo. La importancia de estos criterios radica en el hecho de que
su estudio llevo a caracterizar la integrabilidad de una funcion en términos del tamafio del
conjunto de sus discontinuidades. Pero a pesar de que su segunda condicion®” de
integrabilidad dejaba ver incipientemente que la nocion de "tamano" del conjunto de los
puntos de discontinuidad de la funcion tenia que basarse en el concepto basico de
"longitud", durante algunos afios se siguid intentando caracterizar a las funciones Riemann
integrables en términos del “tamafo topoldgico” del conjunto de sus discontinuidades. Este
hecho estuvo influenciado por la confusién que habia generado Dirichlet, al considerar que
los unicos conjuntos diseminados eran aquellos con un numero finito de puntos de

sy 2 r Ly . . . .
acumulacion.” Cuando se logrd distinguir entre los conjuntos diseminados y los de

2921 4 funcion fes integrable en el intervalo [a, b] si y solo si Ve > 0,Va > 0,3d > 0, tal que para toda
particion P, con ||P|| < d, se tiene que S(P,0) < ¢, donde S(P,0) = X;er Ax;, con T = {i: D; > o}. Criterio
que en términos de la teoria de la medida podemos enunciar como: f es Riemann integrable si y solo si el
conjunto de sus puntos de discontinuidad tiene medida cero.

293 Actualmente sabemos que la relacion de inclusion estricta entre los conjuntos de primera especie, los de

medida cero y los diseminados es la siguiente:

{A: A es de primera especie} c {A: A es de medida nula} c {A: A es diseminado}. Por ejemplo, el

conjunto de Cantor es de contenido cero pero no es de primera especie y el conjunto de Smith-Volterra-
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primera especie, y se introdujo el concepto de contenido nulo, se logréd transformar la
segunda condicion de Riemann en una caracterizacion de la integrabilidad de una funcion
usando una nocion de "longitud generalizada" o medida.

Con Riemann aparece ya el concepto de funcion integrable independientemente de
cualquier consideracion acerca de la continuidad de la funcidn, la existencia de la integral
solo depende de la existencia del limite de las sumas.

Una vez que Riemann ha establecido sus dos condiciones de integrabilidad, exhibe una
funcion Riemann integrable con un conjunto denso de discontinuidades en un intervalo
acotado. La idea de “condensacion de singularidades”, que Riemann empled en el ejemplo
de esta funcion, seria luego sistematizada y generalizada por Hankel y Cantor. A partir de
Riemann los trabajos relacionados con la integracion se dedicaran a buscar las condiciones
que debe cumplir la funcidn para que exista su integral.

Con el concepto de integral definida de Riemann, es posible integrar funciones que no
son la derivada de otra funcion e, incluso, funciones que para cualquier intervalo que se
considere no tienen primitiva. Es precisamente en este punto donde presenta problema la
concepcion de integral como primitiva. Parece estar claro que la integral como limite de
una suma surge dentro del contexto de la fundamentacién y no en el contexto de las
aplicaciones. Lo que replantea el problema fundamental del célculo integral: encontrar una
funciéon de la cual se conoce su derivada. En este sentido, con respecto al problema del
calculo de primitivas, la integral de Riemann estaria ubicada en un umbral de
epistemologizacion pues la teoria lo resuelve para una clase muy particular de funciones y
aln no se establecen condiciones generales para la existencia de primitivas.

En el intento de caracterizar los conjuntos de puntos de discontinuidad de las funciones
Riemann integrables, Lipschitz asume que todo conjunto diseminado tiene un conjunto
finito de puntos limite. Tal confusion serd aclarada posteriormente, con los trabajos de
Cantor sobre conjuntos derivados, al contemplar la existencia de conjuntos con infinitos
puntos limite, cuyos conjuntos de puntos limites también pueden tener infinitos puntos

limites y asi sucesivamente.

Cantor (fat Cantor set) tiene medida 2 y no contiene intervalos, es decir tiene medida no nula y es
diseminado (ver 1.9 de este trabajo).
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Con el andlisis de la distribucion de conjuntos infinitos, de discontinuidad o de extremos
relativos, asi como con la introduccion de los intervalos de primera y segunda especie,
podemos ver en los trabajos de Lipschitz los gérmenes de la teoria moderna de conjuntos
infinitos. EIl llamar la atencion sobre como la distribucion de puntos singulares afecta la
integracion, les permitird a sus sucesores aclarar la diferencia entre las propiedades
topologicas y las propiedades relativas a la medida de conjuntos infinitos de puntos. Estos
aspectos ubican los trabajos de Liptchitz, con respecto a la teoria de la integracion moderna,
la cual requiere de la teoria de la medida, en un umbral de epistemologizacion.

Dirichlet amplio la clase de funciones integrables a la clase de funciones discontinuas en
un conjunto diseminado de puntos. Para Lipschitz las funciones integrables son aquellas
funciones continuas excepto en un conjunto de primera especie. Asi la consideracion mas
importante que Dirichlet y Lipschitz hacen es que aunque los puntos de discontinuidad
formen un conjunto "infinito muy grande" la restriccion de que posean un numero finito de
puntos de acumulacion, los hace, a pesar de ser un conjunto infinito, estar lo
suficientemente dispersos. Con los trabajos de Dirichlet y Lipschitz se establecen ciertas
caracteristicas de los conjuntos de puntos lineales, determinados por las singularidades de
las funciones en cuestion. Dirichlet afirma que la condicion suficiente para que una funcion
sea representable en series de Fourier e integrable, es que los puntos de discontinuidad
constituyan un conjunto diseminado. Lipschitz, intentando justificar y complementar el
trabajo de Dirichlet, observa que para poder calcular la integral de una funcion con infinitas
singularidades sobre un intervalo dado, es necesario que el intervalo pueda dividirse en un
numero finito de subintervalos tales que algunos contengan infinitos puntos de singularidad
y su longitud sea arbitrariamente pequeia, y los otros subintervalos contengan sélo un
namero finito de tales singularidades; de esta manera el intervalo de integracion se divide
en subintervalos sobre los cuales existe la integral de la funcién, y la integral total se
obtiene mediante la suma de las integrales sobre los subintervalos. Pero, al parecer
Lipschitz estaba pensando en conjuntos cuyo conjunto de puntos de acumulacion es finito.

Estas caracteristicas permitieron posteriormente clasificar, respectivamente, los

conjuntos de puntos en conjuntos diseminados, conjuntos de medida nula y conjuntos de
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primera especie. Tales conjuntos no son equivalentes, pero para Lipschitz eran
caracteristicas equivalentes.

Con los trabajos de Hankel, y los primeros trabajos de Cantor, la teoria de conjuntos,
asi como la teoria de la medida, y en consecuencia la teoria de la integracion moderna
entran en un umbral de epistemologizacion.

A pesar de que Hankel da la definicion de conjunto diseminado, el tipo de ejemplos
estudiados y el primer criterio de integrabilidad de Riemann lo condujeron a pensar que los
conjuntos diseminados podian ser recubiertos por intervalos de longitud arbitrariamente
pequena, es decir los conjuntos diseminados eran para Hankel de medida nula. Esta
creencia de que las propiedades topoldgicas de los conjuntos de puntos de discontinuidad (o
en general de singularidades) eran determinantes para la existencia de la integral de una
funcion discontinua, se mantuvo hasta los afos 1880. Los trabajos de Hankel influenciaron
fuertemente a los matematicos alemanes, en particular a Cantor, quien introdujo los
conceptos de punto limite, conjunto derivado y conjuntos de primera y segunda especie.
Los trabajos sobre funciones discontinuas integrables de Dirichlet, Riemann y Lipschitz,
encontraran continuidad en los trabajos de Hankel. EIl concepto de oscilacion de una
funcion en un intervalo, introducido por Riemann, serd refinado con el concepto de
oscilacion puntual de Hankel, lo que le permitira diferenciar entre las funciones con
infinitos puntos singulares (puntos de discontinuidad, y puntos maximos y minimos) las
integrables y las no integrables.

Hankel, siguiendo las ideas de Riemann de relacionar la integrabilidad de la funcion con
su oscilacion, busca una condicion suficiente y necesaria que permitiera demostrar que la
funcion altamente discontinua definida por Riemann es integrable. Para ello establece el
concepto de salto de una funcidon en un punto, similar al concepto de oscilacion.

La idea de la teoria de la medida, implicita en la segunda condicion de la integrabilidad
de Riemann, permaneci6 oscurecida por la prominencia dada a las ideas topoldgicas que
eran aparentemente equivalentes. Sin embargo, por la introduccion de la nocion de salto de
una funcién en un punto, Hankel focalizo la atencion sobre las propiedades de los conjuntos
de puntos; todavia quedaba por reconocer que las propiedades de la medida de conjuntos

son cruciales para la teoria de la integracion. La bliisqueda de un procedimiento para medir
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las discontinuidades de una funcion, condujo a Hankel (1882) a introducir la nocién de
contenido. Sin embargo la nocién de contenido de Hankel consideraba recubrimientos
finitos, lo que influenciara a sus sucesores y los conducird a desarrollar una teoria de la
medida basada en recubrimientos finitos.

Es precisamente el método de “condensacion de singularidades” de Hankel que le sirve
de inspiracion a Cantor para fundamentar la existencia de los distintos niveles de las
singularidades condensadas y dar una demostracion rigurosa de su teorema de unicidad de
la representacion de funciones en series de Fourier. Cantor introduce el concepto de
Conjunto Derivado en 1872. Como se puede ver, en la descripcion de su método, de
condensacion de singularidades, los conjuntos de puntos que interesaban a Cantor, en
relacion con la representacion de funciones en series trigonométricas, eran los conjuntos
para los cuales existe un conjunto derivado con un nimero finito de puntos de acumulacion.
Sin embargo, en 1879 define los conjuntos de primera y segunda especie. Aunque Cantor se
inspiro en el trabajo de Lipschitz, sobre series trigonométricas, va mas alla al considerar la
posibilidad de que los puntos de acumulacién conformen un conjunto infinito. Cantor
observa que, mediante procesos inductivos, algunas propiedades de los conjuntos finitos
pueden trasladarse a los conjuntos de primera especie. De esta forma, se puede demostrar
que los conjuntos de primera especie son diseminados y pueden recubrirse por un nimero
finito de intervalos cuya longitud total puede hacerse arbitrariamente pequeia. Lo que
condujo a los matematicos, dedicados a estudiar las condiciones de integrabilidad de las
funciones discontinuas, a reafirmar la creencia de que los conjuntos diseminados tenian
medida nula, o que si el conjunto de singularidades de una funcién era diseminado entonces
podian ser “ignorados” al calcular la integral de la funcion.

En 1875, Smith expone dos métodos totalmente diferentes para construir conjuntos
diseminados; a partir de uno de ellos construye un conjunto diseminado con contenido
exterior positivo y por consiguiente su funcidon caracteristica no es Riemann integrable, lo
que refuta las afirmaciones de Hankel acerca de la integrabilidad de las funciones
puntualmente discontinuas y que todo conjunto diseminado tiene medida cero.

Dini, utilizando la clasificacion de conjuntos de primera especie dada por Cantor,

demuestra, entre otras cuestiones, que toda funcion acotada en un intervalo cuyo conjunto
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de discontinuidades es de primera especie, es integrable. Esto una vez ha probado que todo
conjunto de primera especie puede recubrirse por un nimero finito de intervalos de
longitud total arbitrariamente pequefia, es decir el conjunto tiene contenido nulo. Las
demostraciones realizadas por Dini siguen siendo validas sustituyendo los conjuntos de
primera especie por conjuntos que pueden ser recubiertos por un numero finito de
intervalos de longitud total arbitrariamente pequeia, aunque Dini no salié del contexto de
los conjuntos de primera especie, lo que no le permitié percibir el valor de una teoria del
contenido o de conjuntos de contenido cero. Por otra parte, Dini parece cuestionar ya la
identificacion entre los conjuntos de primera especie y los diseminados, segin se desprende
de sus dudas sobre la validez de la proposicion de Hankel.

En este sentido los trabajos de Smith y Dini, sobre integracion relacionados con el
problema de la primitiva, deberan ser ubicados en un umbral de positividad, pues hay un
interés particular por la construccion de funciones que cumplen ciertas caracteristicas, sin
que exista una clasificacion determinada.

Con DuBois Reymond se franquea un umbral de epistemologizacion, para la teoria de la
medida y la teoria de la integracion moderna, al introducir el término "conjunto integrable
de puntos" para referirse a conjuntos de contenido cero y distinguirlos de los conjuntos
diseminados. Pero es Axel Harnack quien ubica dichas teoria en el umbral de cientificidad
al introducir la nocion de conjuntos de contenido cero a principios de los afios1880.
Inicialmente, Harnack confundié los conjuntos de contenido cero con los conjuntos de
primera especie. Sin embargo en 1881, establecio la diferencia e introdujo el concepto de
conjunto discreto, que es equivalente al de conjunto de contenido nulo, y el concepto de
conjunto lineal, que es equivalente al de conjunto de contenido positivo. Posteriormente, en
1882, muestra que todo conjunto discreto es diseminado, y construye un ejemplo de un
conjunto diseminado lineal, es decir muestra que existen conjuntos diseminados no
discretos. De esta manera se evidenciaron los elementos de la teoria de la medida,
implicitos en la segunda condicién de integrabilidad de Riemann, y el falso teorema de
Hankel es rectificado por el enunciado “f(x) es integrable si y so6lo si para todo g, el

conjunto S,, de puntos donde la oscilacion de la funcion es mayor que o, es discreto”.
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Otto Stolz establece la primera definicion de contenido en 1884. En 1881 cuando
trabajaba en la definicion de la longitud de curva, Stolz observa que el area y el volumen
pueden ser definidos en términos de la integral. También en 1884, Cantor publica una
definicion equivalente de contenido pero en un espacio euclidiano n-dimensional. Cantor
define el contenido o volumen de P, I1(P), como:

1(P) = lim fn(p,r)(dﬁdxz o dxy)

Sin embargo, Cantor manifiesta que: "Esta nocion general de volumen o magnitud es
indispensable para mi en las investigaciones sobre las dimensiones de los conjuntos
continuos..."***. Cantor no parece estar interesado en el problema de la integracién, sélo la
usa para estudiar las propiedades de los conjuntos de puntos, que son su interés tal como ¢l
mismo lo manifiesta.

En 1875, Gaston Darboux redefine la integral de Riemann mediante sumas superiores e
inferiores. Entre las consecuencias de esta definicion, enuncia y demuestra el teorema
fundamental del calculo para funciones acotadas.

Retomando a Riemann, Darboux incorpora a partir de las nociones de limite maximo y
limite minimo el concepto de oscilacion.

Darboux enuncia un teorema que le permite dar cuenta de la integrabilidad de una
funcion dada, y con ello caracterizar de manera significativa las funciones discontinuas
integrables. Otro aporte importante de Darboux esté relacionado con el descubrimiento del
hecho de que la integrabilidad de Riemann no se conserva en el paso al limite. Darboux
demuestra que la convergencia uniforme es una condicion suficiente para conservar la
integrabilidad. Estos resultados de Darboux ubican la teoria moderna de la integracion en
un umbral de cientificidad, al introducir nuevas definiciones y demostrar teoremas que
seran generalizados por Lebesgue en su teoria moderna de la integracion.

El concepto de contenido, introducido independientemente por Stolz, Cantor y Harnack,
el cual corresponde a lo que hoy conocemos como contenido exterior, se relaciona con la
teoria de conjuntos discretos de Harnack y con el segundo criterio de integrabilidad de
Riemann; lo que permite que la integral moderna y la teoria de la medida franqueen un

umbral de cientificidad

2 Citado por (Hawkins, 1979, pag. 63)
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Sin embargo, ubicamos la teoria de la medida y la teoria moderna de la integracion en el
umbral de cientificidad principalmente a través de la obra de Camille Jordan, pues alli la
importancia de la nociéon de medida en la teoria de la integracion fue reconocida
explicitamente por primera vez. Con Peano se encuentra una actitud diferente hacia la
relacién entre estos conceptos. Peano observd que los resultados de la teoria dela

integracion podian ser simplificados al reconocer que las integrales superior e inferior,

b b : . e
fa fy fa f, pueden ser definidas respectivamente, como el extremo inferior de las sumas

superiores de Riemann y el extremo superior de las sumas inferiores. Ademas, critico el
hecho de que la existencia y definicion de la integral definida se fundamentara en el
concepto de area, no porque estuviera en contra del enfoque geométrico, sino porque el

concepto de 4rea alin no tenia una definicion precisa y suficientemente general.

Al parecer, la primera definicion formal de area se la debemos a Peano, retom6 como
punto de partida para su definicion, la idea de Eudoxo y su método de exhausion. Defini6 el
area interior a;(A) de A como la minima cota superior de las areas de todos los poligonos
contenidos en Sy el area exterior a,(4) como la maxima cota inferior de las areas de todos
los poligonos que contienen a 4. Es claro que a;(4) < a,(A4), cuando se cumple la
igualdad el valor comun corresponde al area de 4.

Las investigaciones de Cantor sobrelos conjuntos de puntos parecen haber
influenciado a Peano para presentar su concepto de area en el contexto de los conjuntos
totalmente arbitrarios. Peano reconocié que el area exterior de 4 es igual a la suma del area
interior de 4 mas el area exterior de la frontera de 4, y su implicacion de que 4 tiene area si
y solo si el contenido exterior de su frontera es nulo.

Esta ultima observacion muestra que el criterio de Peano para la existencia del drea fue
establecido por analogia con el primer criterio de integrabilidad de Riemann, a pesar de que
la definicién de contenido habia sido motivada por el segundo criterio de integrabilidad.
Asi podemos ubicar los trabajos de Peano, en relacion con el concepto de area, con la teoria
de la medida y con la teoria de integracion moderna, en un umbral de cientificidad.

A pesar de que Peano llama la atencion sobre la relacion entre la integral de la funcion y

el area del campo de integracion, serd Camille Jordan en 1892 quien hara explicita dicha
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relacion. El objetivo de Jordan es mostrar que a cualquier campo E le corresponden dos
nimeros, la extension interior y la extension exterior, y que si esos dos nimeros coinciden
se dira que E es medible y que su extension es ese nimero comun. Para que £ sea medible
es “necesario y suficiente que la frontera de E tenga extension nula”. Debido a este tipo de
conceptualizaciones la obra de Jordan ubica la teoria de la medida y la integracion moderna
en un umbral de cientificidad, pues hay explicito un discurso cientifico que conceptualiza
las nociones de integral y conjunto medibles, aunque no en un contexto suficientemente
general como lo hara posteriormente Lebesgue.

Por otra parte, los trabajos Borel, impulsado por las investigaciones realizadas en su tesis
doctoral (1894) sobre ciertas cuestiones relacionadas con las funciones analiticas, situa el
origen de las nuevas ideas sobre la teoria de la medida en la teoria de las funciones
complejas. Las demostraciones de algunos de estos resultados sugirieron a Borel la
necesidad de dar una primera definicion axiomatica de medida y una definicion de conjunto
medible que utilizase un nimero infinito de intervalos para cubrir el conjunto a medir. El
universo de los conjuntos medibles de Borel queda totalmente determinado a partir de los
intervalos, y las operaciones de uniéon numerable de conjuntos y diferencia de conjuntos.
Una vez ha establecido estos conceptos, Borel demuestra que un conjunto de medida cero
puede ser no contable y todo conjunto contable tiene medida cero. Ademas observa que un
conjunto puede tener medida nula y tener la potencia del continuo. Asi, con Borel aparece
la teoria de la medida en un umbral de cientificidad, e independiente de la teoria de la
integracion.

La teoria de la medida y la teoria de la integracion moderna, se ubican simultaneamente
en un umbral de formalizacion con los trabajos de Lebesgue. Con su tesis doctoral se
propone generalizar la nocion de integral con el objetivo de solucionar los problemas que
no pudieron resolver sus antecesores: el problema de la medida, el calculo de primitivas y
la convergencia de series trigonométricas. Lebesgue se apoya en el concepto de contenido
de Jordan y en la medida de conjuntos de Borel, brindando una salida conceptual al
problema de la medida y estableciendo una teoria de integracion mas general. Para ello,
Lebesgue reconoce que la medida de conjuntos es una generalizacion de la medida de los

objetos geométricos. Luego de considerar el esquema geométrico, lo adopta a un sistema
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analitico, con lo que logra dar una salida al problema de cuadratura de areas y de la integral
a partir de su teoria de la medida, regresando “a los métodos intuitivos anteriores a Cauchy,
pero la definicion de medida les da una fundamentacion 1ogica solida” (Lebesgue, 1927).

A pesar de que la integral surge como operacion del analisis, con el propdsito de
fundamentar la soluciéon propuesta desde el calculo al problema milenario de las
cuadraturas, Lebesgue nota que los problemas de la integral de Riemann no pueden
solucionarse desde el analisis matematico, sino a partir de la teoria de la medida abstracta;
sin embargo, la teoria abstracta de la medida hunde sus raices en la geometria. Lebesgue,
resuelve un problema del analisis matematico volviendo a los métodos de la geometria
euclidiana. Su siguiente paso es realizar el traslado de la interpretacion geométrica hacia el
establecimiento de una definicion analitica de la integral.

De esta manera, con Lebesgue la integral alcanza su forma mas general debidamente
fundamentada en la teoria de la medida®®’. Sin embargo, a pesar de que se reconoce que
Lebesgue logra darle un primer tratamiento axiomatico a la teoria de la integracion®, en
sus trabajos aun no podemos hablar de una teoria rigurosamente axiomatizada; sera
necesaria la teoria axiomatica de conjuntos para que la teoria de la medida y en
consecuencia la integral de Lebesgue alcance el umbral de formalizacion, en el sentido de
que se presente como un cuerpo teorico rigurosamente axiomatizado, de acuerdo a los
canones de rigor actualmente establecidos.

De esta manera, los cuatro umbrales establecidos por Foucault nos han servido como
Unidades de Analisis Historico para el proceso constructivo de la teoria de la medida y la
integral de Lebesgue, que es el objetivo de este trabajo. Sin embargo, no podemos ignorar
que a partir de la obra de Lebesgue se inicia una nueva etapa de abstraccion y
generalizacion de la medida y la integral. Si bien la obra de Lebesgue se constituye en un
punto cuspide de la teoria de la medida y de la integracion, alli no termina su desarrollo;
por el contrario, la obra de Lebesgue se convierte a su vez en un punto de partida para
nuevas teorias mas generales. Esto en concordancia con una etapa de cambios filosoéficos

que se dan a principios del siglo XX y que buscan grandes sintesis tedricas. Los origenes de

2%5En el sentido que bajo la definicién de integral de Lebesgue el dominio de las funciones integrables es més
amplio.
206 (Cavaillés, 1938, pag. 79)
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esta tendencia se pueden ubicar en la propuesta formalista de Hilbert, alcanzando un alto
grado de desarrollo en el estructuralismo bourbakista. El objetivo del grupo Bourbaki era
elaborar un compendio que abarcara las multiples disciplinas matematicas que
aparecian dispersas segun el tipo de objetos tratados. Las matematicas ya nos estarian
organizadas en teorias axiomaticas referidas a objetos particulares o conjuntos de
elementos, sino en grandes estructuras, donde lo importante son las relaciones en las que
intervienen los elementos y no su naturaleza. Bourbaki identifica tres tipos de
estructuras, que se conocen como “estructuras madre”: estructuras algebraicas,
estructuras de orden y estructuras topoldgicas.

Teniendo en cuenta que el umbral, como unidad de anlisis, podemos verlo como un
indicador de cambio de estado de los saberes, para incluir los nuevos desarrollos tedricos de
la medida y la integracion, tenemos que pensar en un nuevo umbral, al que podriamos
denominar wumbral de estructuracion. La introduccion de este quinto umbral de
estructuracion permite dimensionar de manera mas objetiva el aporte de Lebesgue. A pesar,
de que esto requeriria una nueva investigacion, nos atrevemos a describir de manera
superficial este nuevo umbral, y los desarrollos que ubican a la teoria de la medida en el

mismo.

Umbral de estructuracion

Una teoria franquea el umbral de estructuracion cuando se encuentra inmersa en una
estructura madre. Para el caso de la medida corresponde a la busqueda de una estructura
algebraica mediante la cual describir los conjuntos medibles. Veamos como la teoria de la
medida franquea este umbral.

Lebesgue, en su tesis doctoral resuelve el problema de la medida para subconjuntos
acotados de R, la cual se puede extender para algunos subconjuntos no acotados. Pero
queda abierta la pregunta sobre la existencia de conjuntos no Lebesgue medibles; el mismo
Lebesgue expresa en su tesis que en caso de que existan, ¢l desconoce su existencia, y en
(Lebesgue, Legons sur 1’intégration et la recherche des fonctions primitives, 1904) vuelve a

referirse a la posibilidad de su existencia:

. es sOlamente para estos conjuntos [L-medibles] que nosotros estudiaremos el problema de la
medida. Yo no se si se pueda definir, ni siquiera sé si existen otros conjuntos que los conjuntos
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medibles; si existen, sé¢ que lo dicho en el texto no es suficiente para afirmar o no que el problema de la
medida es posible, ni que sea imposible para estos conjuntos [...]. En cuanto a la pregunta de la
existencia de conjuntos no medibles, ella es apenas un adelanto después de la edicion de este libro.
Toda vez que esta existencia sea cierta para aquellos que admiten un cierto modo de razonamiento
basado sobre lo que se llama el axioma de Zermelo [axioma de eleccion]. Por este razonamiento,
llegamos a la siguiente conclusion: Si existen los conjuntos no medibles; mas esta afirmacion no se
debe considerar como contradictoria si logramos mostrar que ningin hombre serd capaz de encontrar
un conjunto no medible.

En 1905 Vitali en Sul problema della misura dei gruppi di punti di una retta, construye
un conjunto que pone de manifiesto que la medida de Lebesgue no cumple la aditividad
completa en (R), y que es imposible extenderla, es decir construir una medida sobre
#(R) que cumpla esta propiedad y que ademas sea invariante bajo traslaciones y asigne a
cada intervalo su longitud. La existencia de esta clase de conjuntos que no son Lebesgue-
medibles es consecuencia del axioma de eleccion.

Para la construccién de un conjunto de Vitali se considera la siguiente relacion de
equivalencia sobreR: x ~ y siy solo si (x — y)€Q. Haciendo uso del axioma de eleccion
se puede definir un conjunto A < (0,1), eligiendo un elemento en (0,1) de cada una de las
clases de equivalencia. Para cada x € (0,1), cuya clase es x + Q, hay un representante
a=x+qgenA. Sea N =QN(—1,1), como a,x € (0,1) se tiene que +q € N. Por lo tanto
se cumple la siguiente inclusion de conjuntos:

01) c U(q +4)c(-12)
qeN

Puesto que sip # q,(A+p) N (A+ q) = @, el conjunto del medio es union numerable
de conjuntos disjuntos. Luego, si se supone que A es Lebesgue medible, por la monotonia

de la medida se tiene la siguiente desigualdad:

m(,D) < m( | Jia+a) )= m(-12)

qeN
Por la aditividad numerable y la invariancia bajo traslaciones, se tiene que:
1< z m(A) <3
qEN
Si la medida de A es positiva, se tiene una contradiccion porque esta suma infinita no
puede ser acotada, y si la medida de A es nula se tiene que 1 < 0. Luego A no es Lebesgue

medible.
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Si bien no es posible extender la medida de Lebesgue a §(R), si es posible construir una
medida més general y abstracta sobre una estructura, de tal manera que la medida de
Lebesgue sea un caso particular de ella.

Se pretende entonces definir una medida con valores en RY U {0}, para ello es necesario
encontrar una estructura sobre (R) tipo algebra de Boole, es decir, que tenga como
elementos a @ y a R, y que sea cerrada bajo la diferencia y la union finita. (R) cumple
con estas caracteristicas, £ (R) es un algebra, pero se necesita la mayor estructura que de
cuenta de los Lebesgue medibles, por tanto se debe garantizar la propiedad de aditividad
numerable de la medida. Se necesita entonces una algebra <A que cumpla la propiedad
adicional de que si (A,),ey €s una familia numerable de elementos de A entonces
(Unen 4n) € A, a este tipo de algebras se les denomina g-algebra.

Por otra parte, si denotamos por B(R) al conjuntos de los borel medibles y por £ a los
Lebesgue medibles, se tiene la siguiente inclusidon de conjuntos B(R) c L c go(R).
Ademas B(R) es la menor g-algebra que contiene a todos los abiertos y §(R) es la mayor
o-algebra que contiene a los abiertos. Si bien, no es posible extender la medida de
Lebesgue a (R), manteniendo la invariancia por traslaciones, si se pueden obtener
extensiones de la misma.

Considérese la medida exterior de Lebesgue. No es posible demostrar que esta medida
es g-aditiva para cualquier sucesion (4,,),ey de subconjuntos de R; pero esta propiedad se
cumple cuando los elementos de la sucesidn pertenecen a una clase especial de
subconjuntos medibles. Constantin Carathéodory, utilizando la medida exterior de
Lebesgue, caracteriz6 estos subconjuntos medibles de la siguiente manera:

Sea m, la medida exterior de Lebesgue. Un subconjunto E de R es medible si y sélo si
dado cualquier otro subconjunto A de R, se cumple que:

m,(A) =m,(ANE)+m,(A—E)

Si E es medible entonces su medida de Lebesgue es su medida exterior: m(E) = m, (E).

Los conjuntos medibles en el sentido de Carathéodory forman una g-algebra X, de partes
de R, y la restriccion m de m, a ¥ es una medida. Los conjuntos Lebesgue medibles son

entonces los conjuntos medibles en el sentido de Carathéodory, respecto a la medida
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exterior de Lebesgue. Se tiene ademas que la o-algebra de Borel es una o-dlgebra propia de
las g-algebras de los subconjuntos medibles de Lebesgue.

Por otra parte, el problema de la medida se convierte en una cuestion de la teoria de
conjuntos, en el sentido de que la existencia de conjuntos no medibles es consecuencia de la
presencia, en la teoria de conjuntos del axioma de escogencia. Es decir, si a los axiomas de
la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel se afiade este axioma, entonces aparecen
subconjuntos en R que no son Lebesgue-medibles. Pero esto no significa que si se elimina
el axioma de eleccion se pueda demostrar que todo conjunto es medible. De hecho, si se
sustituye el axioma por la hipotesis del continuo, también se pueden construir conjuntos no
Lebesgue-medibles enR.

Teniendo en cuenta que, tal como lo advierte Foucault, la cronologia de estos umbrales
no es regular ni homogénea. Un analisis detallado debe establecer como se ubican en el
tiempo los diferentes umbrales, su sucesion, su desfase, su eventual coincidencia, la manera
en que puede gobernarse o implicarse los unos a los otros, las condiciones en las que
sucesivamente se instauran, etc. Ademas es importante tener en cuenta que estos umbrales
son relativos a la época en que se analicen, pues lo que puede ser riguroso y formal en una
época dada, puede pasar a ubicarse en el umbral de epistemologizacion o positividad en una
época posterior.

Por otra parte, debemos anotar que, como decia Leibniz, el gran reto del historiador es
inscribir el concepto en su red de conceptos significativos. Con frecuencia el tratamiento
epistemoldgico del desarrollo histérico de una cuestion se limita a considerar la regularidad
positiva de los conceptos. Este enfoque, en términos de umbrales, nos permite reconocer las
principales redes que subyacen a tales regularidades. Los siguientes cuadros ilustran esas
redes de problemas, técnicas y conceptos que historicamente conforman el armazon de la

teoria de integracion y la teoria de la medida de Lebesgue.
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C’roblema Geométrico 1: Medida de Magnitudes >

[ Euclides: técnicas de medida

~—

Cuadraturas de figuras rectilineas

Regla y compas

< AN

[ M¢étodo exhaustivo ]

Arquimedes: medida cuantitativa figuras curvilineas (cuadratura de figuras cuadraticas). Dos

intuiciones de area:

/

Método exhaustivo: divisibilidad infinita — presuncion

existencia del limite -vision atémica del espacio esnacio

Método Mecanico: indivisibles — vision continua del

'

[ Kepler, St. Vincent: Infinitos rectdngulos infinitamente pequefios. ]

Cavalieri: Cuadraturas mas generales

analitico

A 4

indivisibles

(no

infinitamente pequeilo)-Evita el paso al limite- Procedimiento

v

\

Wallis: Aritmetizacion de los indivisibles — division del area bajo la curva en elementos de area infinitamente
pequeiios. Area del rectangulo.

\4

¥

Problema 2: Hallar el area bajo la curva

v

Newton y Leibniz:. Establecimiento de la relacion inversa entre cuadraturas y tangentes. Algoritmos para célculos
de cuadraturas y anticuadraturas. Generalizacion y Sistematizacion — métodos infinitesimales

A

y

Newton: hallar la ecuacion de la curva que corresponde a la cuadratura de
otra curva. El drea es una cantidad matematica generada por el movimiento
de una ordenada, el 4rea de una region es una variable

calculo del area bajo una curva

Leibniz: define la cuadratura como una sucesion de ordenadas
equidistantes. Identificacion entre el proceso de sumacion y el

~

Problema 3: hallar la solucion de una ecuacion diferencial

/

Bernoulli: Incorporacién del nombre Integral, y definicion como inversa de la

derivada. La integral es una operacion sobre una férmula.

Fourier: Vuelve al problema del area bajo la curva e identifica la
integral con el area. Incorpora notacion para la integral definida.

~

v

v

@lema 4: (Qué tan discontinua puede ser una funcion para que se pueda integraD

v

Cauchy establece la primera teoria de integracion Integral
analitica.

Riemann: definicion de integral y criterios

Lebesgue: Teoria de integracion fundamentada en la medida

Figura 3.3 — Umbrales de la Integral y 1a medida

2 FORMALIZACION 2 CIENTIFICIDAD 2 EPISTEMOLOGIZACION 2 POSITIVIDAD 8



@)lema 4: (Qué tan discontinua puede ser una funcion para que se pueda integrar?

Cauchy: Formalizacion de métodos infinitesimales mediante la definicion del concepto de limite. Dirichlet: La funcién puede tener infinitos puntos
Definicién de la Integral como limite de sumas infinitas El area como interpretacion geométrica de de discontinuidad siempre y cuando formen un
conjunto diseminado

la integral definida. es concebida como un niimero.

~N

2

@a 5: ¢Qué restricciones deben cumplir los infinitos puntos de discontinuidad para que la funcién sea integraD

v

Riemann: Definicion de Integral que incluye funciones con un conjunto denso de C aclc
discontinuidades Condiciones de integrabilidad. discontinuidades.

A 4 Lipschitz: los diseminados tienen finitos puntos de
acumulacion. Tamaiio topoldgico del conjunto de

v v

Dinni, Volterra, Broden: Construccion de funciones
no Riemann Integrables. Integral y derivada no de sineularidades.

Hankel: Clasificacion de funciones integrables y no integrable. Condensacion

inversas.

Du Bois, Smith, Volterra, Cantor: construccion de

Smith: expone dos métodos para construir conjuntos diseminados, a partir de
uno de ellos construye un conjunto diseminado con contenido exterior positivo
y por consiguiente su funcion caracteristica no es Riemann integrable

conjuntos diseminados con contenido positivo.

A4

Problema 6: Calculo de Primitivas ) primera y segunda especie).

Cantor: Clasificacion de conjuntos de puntos (diseminados, conjunto derivado, conjunto de

Harnack: Conjuntos discretos (contenido nulo) y lineales (contenido positivo). Todo
conjunto discreto es diseminado, y muestra que existen conjuntos diseminados no
discretos. f(x) es integrable si y solo si para todo o, el conjunto S, de puntos donde la

Stolz: Definicion de contenido (exterior),
interpreta los conjuntos discretos en términos
de la medida. Area y volumen definidos en
términos dc la intcgrﬁl.

~

J

oscilacion de la funcion es mayor que o, es discreto.

r

Darboux: Integrabilidad en términos de integral superior e inferior. Limitacion del paso al limite en L

v Cantor: Definicién de Contenido (exterior) o
volumen en términos de la integral,
contenido es relativo a la dimension.

el

~

la integral de Riemann. Demostracion teorema fundamental del célculo para funciones acotadas.

Clasificacion de funciones integrables y no integrables.

Dinni: Demostracion del teorema fundamental en términos de las cuatro derivadas.

=~ Peano: Vuelve a Eudoxo y define
area (interior y exterior) La existencia
y del area es equivalente a la existencia
de la integral.

Necesidad de la condicion de integrabilidad. Resultado equivalente a ( f: f (s)ds) =
f(x) excepto en un conjunto de medida cero.

v

Borel: Definicion de medida en el marco de las funciones analiticas. Teoria
incipiente de la medida. Relacion entre la medida y la potencia de un conjunto.
Definicion axiomatica de medida.

Jordan: Reconocimiento
importancia de la medida en la teoria de la
integracion. Definicion de contenido (exterior e
inferior) y conjunto metiibl&

explicito

de

la

J

v v

v

Lebesgue: Vuelve a los métodos griegos. Definicion de medida de conjuntos como generalizacion de medida de magnitudes geométricas, Definicion
de conjuntos Borel medibles y Lebesgue medibles, definicion de integral en términos de la medida, relacion explicita entre el problema del area
(geométrico) y la integral (analitica). Planteamiento general del problema del area (no resuelto en su generalidad). Célculo de primitivas de funciones

con derivada acotada. Paso al limite. Pruebas de existencia pura.

Figura 3.4 — Los umbrales de la etapa de Formalizaciéon
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Para terminar de caracterizar la historia que consideramos pertinente para las
investigaciones didacticas de las matemadticas, resulta interesante citar los criterios que

Emmanuel Lizcano propone para una arqueologia de las matematicas:

Rechazar la bisqueda del origen de los objetos y resultados matematicos, como si hubiera un ‘lo
mismo' que estuviera ‘ya dado', dotado de una identidad oculta a la espera de ser des-cubierta. La
historia retroproyecta el presente en un pretendido origen, con lo que dota a las emergencias de un
destino que - como no podia ser de otro modo - las acabara llevando a ser lo que debian de ser. Toda
narracion de los origenes es narracion mitica.

No restablecer continuidades, desarrollos, evoluciones, acumulaciones... sino "mantener lo que paso -
y, afladiriamos, lo que pasa - en la dispersion que le es propia", con todos sus pliegues, fracturas,
puntos de inflexion, capas heterogéneas, sustituciones, desplazamientos (Canguilhem) y obstaculos
epistemologicos (Bachelard).

Evitar historizar pretendidas esencias matematicas que, de hecho, han sido construidas a partir de
materiales dispersos y, con frecuencia, extranos al ambito de objetos, conceptos o practicas cuyos
perfiles nitidos tan s6lo existen en el momento de historiarlos. Atender, por el contrario, a la pro-
liferacion y mezcla contra la que (gracias a la que) se ha conformado lo que se quiere presentar como
claro y distinto'. El matematico, como el cientifico, tiene mas de bricoleur (Lévi-Strauss) que de vigia
(Lizcano, 1992, pag. 504).

Lizcano nos propone una historia de las matematicas alejada de los productos acabados de
una ciencia inmaculada, habitando un mundo aparte inaccesible a los mortales. Con respecto a
la teoria de la integracion, hemos intentado identificar dentro de su génesis historica los
diferentes umbrales que establece Foucault, sin embargo para ubicar esta teoria dentro de un
campo de saber mas amplio seria necesario tener en cuenta estos criterios que nos propone
Lizcano para asi lograr una arqueologia de la integral, lo que constituiria un nuevo proyecto
de investigacion.

Hemos mostradoComo hemos visto a través del capitulo 1 y 2 la t de la integral com teoria

matematica sedesarrolla mas de 25 sglos, su form

3.3 Reflexiones sobre la ensefianza de la integral y la medida

Una de las caracteristicas principales de los conceptos matematicos que se consideran de
nivel superior es que requieren de conceptos previos para su conceptualizacion. En
matematicas avanzadas los conceptos se constituyen a través de una progresiva
matematizacion que exige abstraer, definir y formalizar conceptos de niveles previos. Tal
es el caso del concepto de integral de Lebesgue que involucra conceptos como area, limite

y medida.
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En la mayoria de los casos, la presentacion logica formal de los conceptos matematicos
aparece totalmente alejada de las intuiciones de los estudiantes, se afirma incluso que dicha
presentacion logica ofrece obstaculos cognitivos®”’. Esto conlleva la necesidad de un

5,208
proceso de “deconstruccion”

que permita al estudiante relacionar sus intuiciones con la
definicion logica del concepto, de tal manera que pueda experimentar los procesos de
generalizacion y abstraccion, antes de enfrentarse con los conceptos formalizados que, sin
una preparacion previa, dan la sensacion de unas matematicas sin contenido. En este
proceso de deconstruccion juega un papel primordial la historia y epistemologia de las
matematicas; en particular el establecimiento de los umbrales de la integral permiten
visualizar como se presentan y relacionan los diferentes procesos de generalizacion y
abstraccion que dieron lugar a la constitucion de la integral en sus diferentes etapas de
desarrollo histdrico.

Las investigaciones didacticas en ensefianza y aprendizaje del analisis matematico hacen
parte de los temas que integran lo que se ha llamado “Pensamiento Matematico
Avanzado™”’; en particular el concepto de integral definida se ubica dentro del
Pensamiento Matematico Avanzado.

Por otra parte, Dubinsnky*'® identifica el mecanismo de “encapsulacién” como un
elemento importante en el andlisis de la construccion de conceptos matematicos. Este

mecanismo consiste en la conversion de un proceso, que es de caracter dinamico, en un

objeto matematico, que es de caracter estatico.

27 Ver (Azcarate & Camacho, 2003)
208, .y . . . . .

La deconstruccién consiste en mostrar como se ha construido un concepto cualquiera a partir de procesos
histéricos y acumulaciones metaforicas (de ahi el nombre de deconstruccion), mostrando que lo claro y
evidente dista de serlo”...”Deconstruir consiste, en efecto, en deshacer, en desmontar algo que se ha
edificado, construido, elaborado pero no con vistas a destruirlo, sino a fin de comprobar como estd hecho
ese algo, como se ensamblan y se articulan sus piezas, cudles son los estratos ocultos que lo constituyen,
pero también cudles son las fuerzas no controladas que ahi obran”. Tomado del Diccionario de
Hemenéutica dirigido por A. Ortiz-Osés y P. Lanceros, Universidad de Deusto, Bilbao, 1998. edicion digital
de Derrida en Castellano. htt://pwww.jacquesderrida.com.ar/comentarios/peretti_2.htm
2®De acuerdo con David Tall el pensamiento matematico avanzado se relaciona con la introduccion de
definiciones formales y la deduccion logica. Sin embargo, se considera que el pensamiento matematico
avanzado trata de algo mas que la simple prueba formal. Su estudio también debe considerar la creacion de
nuevas teorias por parte de los matematicos. Incluye el ciclo completo de generar y usar matematica formal,
incluyendo solucion de problemas, técnicas para conjeturar, probar, modificar, y demostrar teoremas para
construir nuevas teorias matematicas.http://www.davidtall.com/

210 Citado por (Calvo, 2001, pag. 13)

258



En los cursos de calculo integral generalmente la integral indefinida se presenta una vez
se ha presentado la integral definida como el limite de sumas infinitas de areas de
rectangulos. Pasar de la integral definida a la integral indefinida, es equivalente a pasar de

un numero a una funcion; la integral indefinida es una integral definida cuyo extremo
. . t i .
superior es una variable, I(t) = fa f(x) dx. El proceso cognitivo necesario para acceder al

objeto estatico de la integral requiere primero convertir el proceso dindmico de calcular el
area bajo una curva mediante el paso al limite de una suma infinita de areas de rectangulos
en un objeto estatico, un numero, par ello debe realizarse un encapsulamiento, lo que

representa una seria dificultad para muchos estudiantes. Ademas, para conocer los valores
. . t .
funcionales del operador integral I(t) = fa f (x)dx no es suficiente conocer algunos

valores funcionales, la funcidn actia como uUnico objeto por lo que requiere ser

. . , x>1
encapsulada. Por ejemplo si f(x) = {xazc i <1

algunos estudiantes cometen el error de

considerar que para t>1, I(t) = fot xdx, en lugar de I(¢t) = fol x2dx +f1t xdx, por
falta de este encapsulamiento.

La distincion entre procedimientos y conceptos es importante en la construccion de
conocimiento matematico. Los simbolos matematicos se pueden interpretar de dos formas:

como representantes de un concepto y como indicadores de un proceso, por ejemplo

b ., ,
fa f (x)dx puede representar el proceso de sumacion o el nimero que es su resultado.

David Tall utiliza el término “procepto” para representar la amalgama de proceso y
concepto con un simbolo que opera dualmente. Estos proceptos representan una

ambigiiedad que los estudiantes deben aprender a manejar. De acuerdo con Calvo:

La formalizacion de la matematica conlleva la eleccion de definiciones precisas para cada uno de los
conceptos, lo cual esconde el uso ambiguo que los matematicos hacen de los proceptos. Esta practica
dificulta el ingreso de los novatos al Pensamiento Matematico Avanzado, donde la fuerza radica en
que bajo una definicion que otorga un preciso significado a un simbolo, se ocultan otros que permiten
manejarlo con flexibilidad. Con un enfoque estrictamente formal de la materia se puede estar
ocultando al estudiante los verdaderos caminos por los que opera la matematica (Calvo, 2001, pag. 23).

El papel del simbolo es fundamental en el momento de encapsular procesos, pues
permite sintetizarlo como un objeto que posteriormente hard parte de nuevos procesos. Sin

embargo, en la mayoria de casos, la notacion simbdlica no es significante para el estudiante
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y no le permite ir mas alld de una manipulacién mecanica. Para evitar esto, Harel y
211 . . . . , .

Kaput™ " recomiendan introducir las notaciones después de que los estudiantes construyan

sus correspondientes referentes mentales, asi mismo observan que no es conveniente

empezar a introducir técnicas algoritmicas que involucren estos simbolos. Por ejemplo, no
es conveniente introducir la notacion fa f(x)dx sin antes llamar la atencion sobre las

diferencias entre la integral definida y el concepto de drea sobre la curva, para que asi los
estudiantes puedan entender que la integral indefinida merece un nuevo nombre y una
notacion diferente porque se trata de un nuevo concepto. Tampoco es conveniente ensefar
técnicas de integracion antes de que el estudiante posea una estructura cognitiva asociada al
concepto de integral que le permita dar significado a las manipulaciones simbdlicas,

En esta perspectiva, Adquirir un concepto matematico consiste en construir un esquema

conceptual del mismo. Se entiende por esquema conceptual:

La estructura cognitiva de un individuo asociada a un concepto matematico y que incluye todas las

imagenes mentales, las propiedades y los procesos asociados al concepto; se construye a lo largo de los

afios a través de experiencias de todo tipo y va cambiando segun el individuo madura y halla nuevos
. 212

estimulos.

Por tanto, enunciar la definicion de un concepto no garantiza la comprension de su
significado. Comprender quiere decir tener un esquema conceptual de forma que se asocien
ciertos significados a la palabra que designa el concepto: imagenes mentales, propiedades,
procedimientos, experiencias, sensaciones. Sin embargo, en muchas ocasiones no se tienen
en cuenta estos aspectos al momento de ensefiar. De alli el conflicto entre la estructura de
las matematicas, tal como la conciben los matematicos profesionales, y los procesos
cognitivos de la adquisicion de conceptos. Debe tenerse en cuenta que el esquema
conceptual se construye a partir de la experiencia del estudiante, es decir a partir de
situaciones muy variadas.

Por otra parte, Azcarate y Camacho afirman que el caracter de las definiciones de los
conceptos matematicos marca una diferencia importante en el nivel elemental y el
avanzado. En el nivel elemental las definiciones se restringen a describir objetos ya

conocidos, mientras que en el nivel avanzado, mediante las definiciones, se construyen

*!Citado por (Calvo, 2001, pag. 24)
212 Citado por (Azcarate & Camacho, 2003)
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formalmente nuevos objetos. En las matematicas elementales las descripciones se
construyen sobre la experiencia (percepcion viso-espacial, interaccidn con proceptos
operacionales), mientras que en el mas alto nivel de las matematicas avanzadas
(conocimiento formal), las propiedades de los objetos se construyen a partir de
definiciones. Mdas precisamente, los objetos no se introducen a través de definiciones
esenciales, sino a partir de un sistema axiomatico mediante el cual cobran sentido los
objetos que, en un primer nivel, se han introducido de forma nominal.

Se evidencia entonces la necesidad de educar progresivamente los habitos de los
estudiantes, sobre todo de los que van a realizar estudios de matematicas avanzadas, de
manera que las definiciones formen parte de su experiencia y, por tanto, de sus esquemas
conceptuales. A este respecto es importante tener en cuenta los dos tipos de definicion que
establece Lebesgue para la integral y la medida. La definicion descriptiva, que es
equivalente a lo que conocemos como definicion axiomadtica, establece las propiedades que
debe cumplir el objeto; mientras que la definicidon constructiva se obtiene una vez se utiliza
la descriptiva para determinar un procedimiento de calculo. De esta manera las definiciones
constructivas de la integral y de la medida proporcionan el procedimiento o algoritmo para
obtener ese numero real que corresponde a la integral definida de la funcion o a la medida
de un conjunto; ademas son estas definiciones constructivas la que le permiten a Lebesgue
afirmar que el problema de hallar la integral es equivalente al problema de medir. Seria
entonces recomendable partir de las definiciones constructivas, las cuales se presentan
como mas naturales, para luego pasar a las definiciones descriptivas las cuales nos
proporcionan la certeza de que tal nimero es necesario y no arbitrario.

Lebesgue no se limita a establecer una teoria formal de la medida y la integral, sino que
se interesa por reflexionar sobre los procesos que lo condujeron a ello. Lo que representa un
importante aporte, pues podemos utilizar sus explicaciones para disefar situaciones
didacticas ttiles en los proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas. A través de
un analisis histérico que nos remonta a la antigiiedad griega, pero que no desconoce a sus
contemporaneos, Lebesgue establece definiciones axiométicas de la medida y de la integral.
Definiciones que denomina descriptivas. Sin embargo, estas definiciones son limitadas en

cuanto no proporcionan métodos para calcular la medida de cualquier conjunto o la integral
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definida de una funcién. Entonces se plantea la necesidad de una definicion constructiva,
mediante la cual se puede obtener un algoritmo de calculo. Una vez establecida la
definicion constructiva, la cual se delinea teniendo como referencia la descriptiva, hay que
verificar que los resultados obtenidos a partir de ella, efectivamente cumplen los
requerimientos de la definicion descriptiva.

Recordemos el planteamiento de Lebesgue sobre la necesidad de evidenciar los nexos
entre los origenes de los conceptos y las “definiciones abstractas 6 1ogicas”.?"® Dichos
nexos permitiran dar significado a las definiciones formales de los conceptos. Si bien
aceptamos que hay conceptos matematicos en los cuales parece imposible establecer dichos

nexos, estamos seguros que esto no sucede con el concepto de integral definida:

(No comprenderan los alumnos mas facilmente que al pasar de la Geometria Elemental al Analisis, lo
unico que cambia es el lenguaje, mas geométrico antes y mas analitico después? Y quizés sentirian
poco a poco el progreso realizado; siempre, en Matematicas, el punto de partida es concreto y el
lenguaje también es concreto, geométrico lo mas a menudo. Esto es favorable a la imaginacion;
demasiado favorable atn, pues la realidad es muy rica y demasiadas observaciones requieren la
atencion. También los primeros razonamientos so6lo tienen un alcance muy limitado, pues se apoyan en
muchas de estas observaciones particulares. Poco a poco se aisla cada cuestion de las otras; se
discierne de lo que es esencial para cada una y los razonamientos se hacen mas generales, al mismo
tiempo que el lenguaje se hace mas analitico y abstracto. Esta abstraccion no carece de contenido; al
contrario: el lenguaje s6lo se hizo abstracto para ser mas inmediatamente aplicable a multiples
realidades (Lebesgue, 1936, pags. 45-46).

El recorrido histdrico, presentado en el primer capitulo, muestra que para la instauracion
del concepto de integral, a través de una definicion abstracta y general, se vuelve al
problema original, es decir al problema milenario de la cuadratura de figuras planas,
encontrando en los métodos geométricos de Euclides y Eudoxo, la solucién a un problema
del analisis matematico. A pesar de que, afios antes, Cauchy presentd los conceptos del
analisis bajo una total independencia de la geometria; Lebesgue le muestra a los
matematicos del siglo XIX que la salida al problema general de la integral no se puede dar

en la negacion de la geometria, presentado un escenario de lo analitico descontaminado de

13 Se encuentran muchas similitudes entre estos planteamientos de Lebesgue y las posiciones de Frechét
sobre la desaxiomatizacion de la ciencia, en particular la que tiene que ver con la exigencia de evidenciar los
nexos entre las definiciones experimentales y las definiciones logicas; hemos visto, en el apartado 3.1 de este
capitulo, que Lebesgue considera que las definiciones geométricas se originan en los procedimientos de la
técnica, lo que se relaciona con las definiciones experimentales de las que hablaba Frechét. Ver (Arboleda L.
C., 2002)
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geometria, sino que es imprescindible volver a la geometria para resolver el problema
analitico.

Es muy sugerente el método de investigacion utilizado por Lebesgue para obtener la
definicién de integral definida partiendo de la definicion geométrica de area. Ademas,
Lebesgue nos muestra en la Medida de las Magnitudes que para introducir el concepto de
integral es necesaria una introduccion basica a la medida de magnitudes: medida de areas,
volumenes y magnitudes en general. Con respecto a esto, es interesante lo que plantea en la

introduccion del mencionado texto:

En los articulos siguientes se vera que me esforcé en tratar los temas de manera tan simple y concreta,
como fue posible, sin sacrificar por ello el rigor 16gico. Este ideal podra parecer un poco arcaico, en
esta época donde las consideraciones abstractas y doctas desempefian un papel capital, hasta en las
ciencias experimentales; sin embargo, a quienes se deben esas consideraciones han podido desplazarse
en la abstraccion y realizar, no obstante, una obra util, pues poseian un sentido particularmente agudo
de la realidad. Es este sentido el que es menester despertar en los jovenes; después, pero sélo después,
el paso a lo abstracto puede ser de utilidad, cuando bajo lo abstracto se siga viendo lo concreto y, en
general, todos los casos verdaderamente utiles (Lebesgue, 1936, pag. X).

En el capitulo sobre areas, Lebesgue inicia planteando un problema practico donde se

requiere embaldosar un piso y observa que:

Se concibe que esta cuestion practica — y otras analogas — haya conducido a ciertas nociones
matematicas, asi como la comparacion de un segmento con un segmento unidad condujo a las nociones
de longitud y numero (Lebesgue, 1936, pag. 25) .

Luego de este comentario, Lebesgue expone la manera de evaluar las longitudes de los
diferentes segmentos, para luego proceder de forma similar al calculo del area de un
cuadrado. Se toma como referencia un cuadrado C, y se cubre el plano con una red R de
cuadrados iguales a C, los cuales denominan cuadrados U. Se divide cada uno de los
cuadrados U en diez partes iguales obteniendo una red #; de cuadrados U;. De manera
similar se construye una nueva red R, de cuadrados U, (ver Figura 3.5) y asi sucesivamente
se construye una red total 7, deducida de C, formada por la unién de todos los cuadrados

anteriores.
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Figura 3.5 — Red de cuadrados

Y por comparacion con 7, Lebesgue define y evalua el area del dominio D en cuestion:

Contemos cuantos cuadrados U; hay formados completamente con puntos de D; sean ellos n;. Como
un cuadrado U; contiene 100 cuadrados U, 1, se tendra entonces

<M M s
=700 = 1002 = 100°

A todos estos numeros se les dice cuando mas iguales al area de D. Contemos cuantos cuadrados
U; hay, algunos de cuyos puntos pertenecen al dominio D; sean ellos N;. Se tiene, evidentemente,
Ni = ni, por la misma razon que antes,

N> Ny - N, - N3
~ 100 — 1002 — 1003
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Todos estos numeros, que son a lo menos iguales a los anteriores, se dice que son al menos iguales al
area de D (Lebesgue, 1936, pag. 26).

Finalmente el area del dominio D es el nimero determinado por las dos sucesiones,

i~ o

. N . . . .
respecto a la unidad U, cuando ST tiende a cero cuando i aumenta indefinidamente”.

Una vez se ha presentado esta definicion de area, que bien podriamos afirmar es una

“definicion experimental”, se procede a generalizarla para cualquier rectangulo:

De este modo, se ha demostrado que todo rectdngulo de lados paralelos a wx y wy posee un area que
se ha evaluado y, de la expresion obtenida, resulta que el area es la misma para dos rectangulos
deducidos uno del otro por traslacion; que el area de un rectangulo con lados paralelos a wx y wy.
formado por la unién de dos o tres rectangulos, tiene por drea la suma de las areas de estos otros dos
(Lebesgue, 1936, pag. 27).

Después de generalizar estos resultados para cualquier poligono, se llega a la nocion
general de area, enunciando dos propiedades, de las cuatro, que caracterizan no sélo el area
sino toda medida: la medida es invariante bajo translaciones y la medida de la union de un
namero finito o numerable de conjuntos disjuntos dos a dos, es la suma de las medias de los
conjuntos. De esta manera se parte de una nocion experimental para llegar a una definicion
formal y se va preparando el terreno para luego introducir conceptos mas generales y

abstractos:

Las propiedades del area, que acaban de demostrarse, estan perfectamente de acuerdo con los modos
de utilizacién del area en la practica y es precisamente por ello que se puede esperar traducir
matematicamente bien la nocioén vulgar de area. Empero, si hubiera otras maneras, distintas a las que
hemos considerado, de adjudicar a los dominios numeros que tuvieran también las propiedades que
acabamos de demostrar en los paradgrafos precedentes para los numeros que hemos llamado areas,
habria varias traducciones matematicas posibles de la nocion practica de area y se podria temer no
haber escogido la mejor. De manera que aun considerando las matematicas como una ciencia
experimental, es importante demostrar que “las areas que acabamos de estudiar quedan enteramente
determinadas por las condiciones siguientes.

A cada uno de los dominios de una familia de dominios, de la que forman parte todos los poligonos, se
le adjudica un niimero positivo, al que se le llama su area.

A un dominio formado por la reuniéon de otros dos, exteriores uno respecto al otro, se le atribuye como
area la suma de las areas de los otros dos.

A dos dominios iguales se les atribuyen areas iguales.

Adicionalmente, se vera que:

Estos nimeros 4reas estan completamente fijos, en forma numérica, cuando se conoce el area atribuida
auno de los dominios (Lebesgue, 1936, pag. 32).

Las tres primeras propiedades constituyen la definicion axiomatica del area, definicion
que en nuestro medio generalmente no es ensefiada, ni a nivel elemental, ni a nivel superior.
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Sin embargo, si se ensefiara seguramente los profesores partirian de esta definicion bajo la
creencia de que la nocidn matematica de area estd claramente establecida, puesto que se
considera que los axiomas son el principio de toda teoria, pero hemos visto como estos
axiomas se pueden presentar como la conclusion de un proceso logico constructivo.

Vale la pena aclarar que /a medida de las magnitudes es un texto para formacion de
maestros y Lebesgue es cuidadoso al afirmar que s6lo esta proponiendo un experimento.
Sin embargo, en los afios 90 empezaron a desarrollarse investigaciones didéacticas que
apuntan a estas formas de exposicion constructivas. Al respecto Turégano214 comenta que
actualmente la ensefianza del calculo no pasa por una fase previa de caracter experimental y
que, en consecuencia, los estudiantes deben asimilar al mismo tiempo los fendmenos
asociados al infinito, al limite y a los conceptos y teorias formales que los expresan y
desarrollan matematicamente.

Recordemos la forma como Lebesgue ha introducido el concepto de area, alli esta
involucrando la nocion de limite e infinito sin necesidad de formalizarlos. Si antes de
introducir el concepto de integral se hiciera experimentar al estudiante esta construccion del
concepto de area ya se tendria un camino recorrido y se prepararia al estudiante para pasar
paulatinamente del lenguaje geométrico al lenguaje analitico, de lo concreto a lo abstracto.
Algo similar puede hacerse con la presentacion de la definicion de medida, una vez se ha
llegado a la definicion axiomatica del area se puede pasar facilmente a la definicion mas
general de la medida de conjuntos en R o R" | para asi acceder finalmente a la medida
sobre una o- algebra.

En (Turégano P., 1998) se muestran las dificultades que implican para los estudiantes
la forma tradicional de ensefiar la integral de Riemann, en la cual el area ya no es definida
como un objeto geométrico, sino como el resultado de un calculo segiin un procedimiento
dado. Se propone una reconstruccion curricular y un cambio en el modo de transmision de
los contenidos matematicos. La hipotesis de trabajo es que los estudiantes pueden aprender
(de forma intuitiva) conceptos de calculo sin el dominio previo o simultaneo de las usuales

habilidades algoritmicas, utilizando la visualizacion a través del computador para dar

24Ver (Turégano P. , 1998)
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significado al concepto de integral definida y a sus propiedades mediante la idea de area
bajo la curva.

Estas investigaciones se fundamentan en el hecho de que los estudios historicos
permiten entender a profundidad los conceptos fundamentales de la matematica, en
particular el concepto de area y su relacion con la integral. Ya hemos visto en nuestro
analisis historico epistemologico como se presenta esta relacion reciproca y como
evolucionaron los dos conceptos. “Se pretende extraer de los estudios histdricos pistas de
reconstruccion del saber como objeto de comunicacion en los procesos educativos
actuales”*"

Tal como sucede en nuestro medio, en Espafia hasta 1990 el tratamiento que se le daba a
los conceptos de area e integral no permitian establecer una adecuada conexion entre ellos.

Esto se atribuye a que no se tenian en cuenta simultineamente las tres etapas que se

consideran clave en el aprendizaje:

Construir la nocion de area como magnitud autonoma.

Construir una aplicacion “medida” entre superficies y nimeros que se puedan extender al maximo de
superficies planas.

Construir el concepto de Integral partiendo del concepto de area (Turégano P., 1998, pag. 235).

De acuerdo con el resultado de estas investigaciones, se propone que el curriculo del
calculo y el enfoque de la integracion se disefien de acuerdo con la génesis historica. De
esta manera se iniciaria con la integracion independiente de la derivada y como primera
introduccion al concepto de limite. Teniendo en cuenta que historicamente el origen del
calculo integral esta en el problema del célculo de areas planas. Ademas, el concepto de
limite se vislumbra por primera vez en el método de exhaustivo utilizado para resolver
dicho problema. Vale la pena aclarar, que no creemos que el problema esté en el orden de
los contenidos, y que histéricamente no podemos afirmar que la integral anteceda a la
derivada. Lo que es cierto, es que la integral como concepto del analisis matematico, si
nace independiente del concepto de derivada y Lebesgue continia en esta linea de
desarrollo.

El modelo que se propone, para introducir la integral definida, estd basado precisamente

en la definicion geométrica de integral dada por Lebesgue:

2I5Filloy (1981) citado por (Turégano P. , 1998)
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Lo que hemos hecho ha sido traducirlo a un modelo asequible a los estudiantes de bachillerato para
que puedan entender que la nocion de integral va asociada a la idea de medir una region, y les hemos
proporcionado los medios para que la puedan medir sin recurrir al calculo de primitivas. En definitiva,
hemos retomado la primera imagen del concepto de integral, con la enorme ventaja que hoy
disponemos del ordenador para visualizar y realizar los tediosos pero necesarios calculos.

La idea es presentar la integral como una continuaciéon de la nocidén de drea, que los estudiantes
conocen desde los primeros dias de la escuela. Lo que empezd para los estudiantes de educacion
primaria con la medicion de 4reas de figuras en general, rectilinea o curvilineamente limitadas, debe
continuar en secundaria con el estudio de clases muy especiales: a saber, aquellas que estan limitadas
por una curva sélo por arriba o por abajo (Turégano P., 1998, pag. 236).

Por otra parte, el modelo de ensefianza propuesto por Lebesgue estd intimamente
relacionado con su método de investigacion, donde es evidente la estrecha relacion entre lo
geométrico y lo analitico. Esto nos muestra el importante papel que juegan los estudios
historicos-epistemoldgicos en la ensefianza, pues el poder caracterizar el pensamiento
implicito en el método de investigacién de quien construye tal o cual teoria matematica,
nos puede dar luces sobre la forma de ensefarla. Para el caso de la integral definida, el
identificar el paso de medir a integrar, como lo muestra Lebesgue en su tesis doctoral, nos
ayudard a conectar lo experimental con lo formal.

Dado que los procesos de deconstruccion no se establecen de forma inmediata, se
requiere de cierto entrenamiento por parte de los docentes. En este sentido no se pretende
que sean desarrollos en el aula de clase. Tampoco estamos argumentando que el alumno
deba conocer la génesis historica de los conceptos. Es el profesor quien debe conocer los
analisis historicos-epistemologicos, realizados por los especialistas, de tal manera que le
permita, por un lado, obtener un conocimiento mas alla de la manipulacion técnica y por
otro, obtener mas herramientas, ademas del texto guia, para disefiar su clase de tal manera

que le permita pasar de lo experimental a lo axiomadtico, conectar lo intuitivo con lo formal:

No creo que sea mucho exigir que los futuros profesores hayan adquirido una habilidad técnica y que
sepan aprovechar manuales; haria falta haberles demandado reflexionar largamente acerca de lo que
ensefaran, con un espiritu de critica loégica y pedagogica (Lebesgue, 1936, pag. 139).

La génesis historica de los conceptos, permite identificar los nexos entre las nociones
experimentales y las definiciones formales. Nexos que podrian utilizarse en el disefio de
estrategias didacticas, tal como lo hemos visto para el caso del concepto de area y el de la
integral. En (Bronislaw, 2001), por ejemplo, se muestra como las diferentes concepciones o
“intuiciones” de area que se han presentado a lo largo de la historia coinciden con las

concepciones o “intuiciones” de area que poseen los estudiantes, incluso después de que
268



han recibido alguna instruccion sobre el tema. Por tanto es aconsejable tener conocimiento
de esas intuiciones, 0 concepciones previas, para usarlas en el disefio de las clases; ya sea
para partir de ellas y conducirlos a una conceptualizacion formal o, por el contrario, para
cortar con ellas, ya que en determinados momentos pueden convertirse en un obstaculo para
acceder a conceptos mas generales y abstractos, tal como ha sucedido histéricamente.

En relacion al curso de andlisis real, dirigido a estudiantes de matematicas, es
importante observar la mala lectura que se ha hecho del analisis de Cauchy, que confunde
la exposicion del analisis matematico con su esencia, lo que conduce a que muchos
profesores privilegien un rigor que desecha todo referente geométrico, ignorando que el
analisis estd fundado sobre la recta geométrica. No reclamamos para el analisis matematico
una presentacion geométrica, sino utilizar lo geométrico como un primer acercamiento para
acercarse a las nociones propias del analisis, e ir acercandose paulatinamente al lenguaje
analitico, tal como sucedio historicamente. Esto preparard al estudiante para acceder a
conceptos mas generales y abstractos, al mismo tiempo que va desligindose de los
referentes geométricos, pues estos en determinado momento estos referentes también
pueden presentarse como obstaculo para acceder a ciertas abstracciones.

Con respecto a la ensefianza de la teoria de integracidon para niveles superiores, seria
interesante estudiar la posibilidad de organizar la ensenanza de la integral de Lebesgue,
tomando como referencia los umbrales que hemos establecido arriba, de tal manera que se
pueda justificar el por qué de las definiciones y axiomas. Explicar el por qué la integral de
Lebesgue permite resolver los problemas que no resolvia la integral de Riemann y por qué
es necesario definir la integral de Lebesgue en términos del concepto de medida. La
respuesta a éstos y otros cuestionamientos las podemos encontrar en la historia, lo que
proporciona argumentos para determinar la manera mas apropiada de introducir los
conceptos. Para el caso de la integral de Lebesgue (es apropiado empezar con la definicion
de sigma algebra? Tal como se hace en los textos modernos de teoria de la integracion, 6
,es mas apropiado ir del problema geométrico hacia la definicion analitica de integral? tal
como lo hizo Lebesgue.

En cuanto a la teoria de la medida, la siguiente es la presentacion que se hace en

(Restrepo, 1997), que es un texto muy usado en nuestra region: Se presenta el problema del

269



calculo de area de una figura plana y se muestra la necesidad de una definicién de area que
satisfaga la propiedad de la aditividad numerable, y que se pueda generalizar a cualquier
subconjunto de R? . Para dar respuesta a este problema se hace necesaria la introduccion de
una nueva estructura, una sigma algebra. Se introduce el concepto de conjuntos borelianos
en R", para luego pasar al concepto de medidas de Radon en R"™. Luego se define la
medida de Lebesgue en R, Ry R3, como caso particular de una medida de Radon.

Obsérvese que en esta presentacion, a pesar de que inicia llamando la atencion sobre la
la medida de magnitudes geométricas, inmediatamente se pasa a la definicién abstracta de
sigma algebra, esto rompe la conexion inicial del concepto de medida intuitiva con un
concepto mas general, por lo que la definicion de medidas de Radon aparecera como algo
artificial y vacio de todo significado para el estudiante. Mientras que si se presenta
inicialmente el area como una medida particular, se muestra geométricamente el significado
de la definicién axiomatica del area, luego se pasa a la medida de Lebesgue en R, R%y R3,
luego se justifica la necesidad de una medida mas general y el por qué esa nueva definicion
requiere de la introduccién de una nueva estructura. Asi se pasard de lo geométrico a lo
analitico, de lo particular a lo general y de lo concreto a lo abstracto, facilitando el proceso
cognitivo del estudiante, que ademas es muy similar al desarrollo historico del concepto de
medida.

Por ultimo veamos un ejemplo de como se presenta actualmente la teoria de integracion
de Lebesgue, en contraste con su desarrollo histdrico:

e Definiciones de algebra, o-algebra, espacio de medida y propiedades

e Definicion de funcion medible, funcidn caracteristica, funcion simple y
propiedades.

e Integral de funcion simple, y funcidn positiva.

e Teoremas de convergencia (monodtona y dominada) y lema técnico.

e Consecuencias de los teoremas de convergencia.

Espacios de medida: se generaliza la definicién de espacio de medida y se enuncia el
teorema de Carathéodory.

Medidas producto: se generaliza el concepto de integral a varias variables.

Teorema de Fubini: se enuncia y demuestra el teorema de Fubini para la integral de

Lebesgue.
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Medidas y derivadas: Finalmente se demuestra el teorema fundamental del calculo para
la integral de Lebesgue y el teorema de Radom Nikodym.

Mientras que ¢l orden historico de constitucion de la teoria de Lebesgue es el siguiente:

* 1901: Primera definicion de medida, conjunto medible, funcién medible y funcidén
integrable, construccion de la “forma especial” de integrar, ejemplo por el cual se

muestra que la integral de Riemann esta dentro de la integral de Lebesgue.

* 1902: Desarrollo de las ideas plasmadas en 1901, organizacion de las mismas. Nuevos
teoremas, Teorema de la convergencia dominada y consecuencias, primer intento de
demostrar el TFC, primer intento de demostrar el teorema de Fubini, Construccion de

las funciones meseta.

* 1906: Aporte de Fatou a la teoria de Lebesgue, se consigue probar el Teorema de la

Convergencia Monotona.

* 1908: Aportes de Fubini, demostracion del Teorema de Fubini con ayuda de los

espacios de medida de R? de Lebesgue.
* 1910: Creacion de la medida de Lebesgue-Stieltjes, inicio de la Probabilidad actual.
* 1913: Medidas de Radon.

* 1918: Demostracion del Teorema Fundamental del Célculo.

La relacion entre este orden de exposicion moderno de la teoria y su desarrollo historico,
hace parte de la transposicion didactica y debe ser objeto de investigacion, ademas de las
diferencias conceptuales que seguramente existiran. El profesor deberia conocer este tipo
de estudios historico—epistemoldgicos para tener criterios que le permitan cuestionar la
teoria tal como aparece en los textos, y poder asi ser parte activa de la transposicion al

interior del sistema educativo.
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