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1. DESCRIPCION

El trabajo pretende determinar el nivel de generalizacion (aritmética-algebraica) que
desarrollan los estudiantes de grado octavo del Colegio Entre Nubes Sur Oriental IED, al
enfrentarse a tareas de generalizacion de patrones de secuencias figurales, con el fin de
potenciar el pensamiento algebraico. Las tareas planteadas tuvieron la intenciéon que el
estudiante analizara la forma como cambia, es decir, la forma como aumenta o disminuye
los términos de la secuencia, en otras palabras, la estructura espacial y numérica; que los
lleve a conjeturar la forma de los siguientes términos; por dltimo, formular un procedimiento
que permita establecer el patrén de comportamiento, a través de una actividad conjunta en
diferentes grupos de trabajo, tomando como base la Teoria Cultural de la Objetivacion, en la
que se define el aprendizaje como “procesos sociales de toma de conciencia critica en los
que intervienen diferentes medios semidticos puestos en juego por los estudiantes (lenguaje,
gestos, simbolos, artefactos, etc.)” (Miranda, Radford, & Guzman, 2013)
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3. CONTENIDOS

Estd dividido en cinco capitulos, el primero nos acerca al problema de investigacion
teniendo en cuenta aspectos como: el objeto de investigacion, poblacidn y los objetivos. En
el segundo, se referencian los aspectos tedricos en torno al pensamiento algebraico y algunos
elementos tedricos de la Teoria Cultural de la Objetivacién. Un tercer momento permite el
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acercamiento a la metodologia multisemidtica, estableciendo las diferentes fases de la
investigacion, incluyendo los resultados del pilotaje realizado. El cuarto apartado permite
realizar el andlisis de la actividad realizada por los estudiantes a partir de las tareas que se
escogieron las cuales permiten establecer los tipos de generalidad desarrolladas por los
estudiantes. Por ultimo, se presentan conclusiones y resultados de la investigacidn.

4. METODOLOGIA

El proceso de investigacion se realiz6 bajo la metodologia denominada multi-semidtica
(Radford,2015), tomando como precedente que el aprendizaje como “procesos sociales de
toma de conciencia critica en los que intervienen diferentes medios semidticos puestos en
juego por los estudiantes (lenguaje, gestos, simbolos, artefactos, etc.)” (Miranda, et al., 2013,
p- 183), ésta nos lleva a la observacion de las diferentes interacciones dadas en aula donde
intervienen diferentes medios semidticos que llevan a procesos de objetivacion y
subjetivacion, a partir de los momentos descritos a continuacion:

Inicialmente se realizd un rastreo de tareas de secuencias figurales, las cuales debieron
contar con unos elementos bésicos para abordar las tematicas pertinentes y propiciar el
desarrollo del pensamiento algebraico, teniendo en cuenta que adquieran significado los
conceptos matematicos, por ultimo, organizadas secuencialmente de tal manera que se
lograra evidenciar una complejidad matematica creciente. Estas fueron sometidas a un
pilotaje, que permiti6 evaluar la pertinencia de las mismas y las posibles dificultades que se
podian presentar. No fue necesario realizar ajustes, las tareas cumplian los objetivos
propuestos.

Un segundo momento fue la implementacion de las tareas en el aula, éstas se
desarrollaron en diferentes momentos, y no necesariamente de forma lineal: presentacion de
la tarea, trabajo en pequefios grupos, discusion profesor-estudiantes, plenarias donde los
pequefios grupos presentan sus ideas y las defienden frente a los otros grupos, en los
diferentes momentos de discusidn la funcion del docente debe estar encaminada a orientar
el proceso, a partir de preguntas y realizar la retroalimentacién del proceso.

Durante la implementacion se recogi6 la informacion con diferentes medios, entre ellos,
grabacion de video y audio, tanto en las plenarias; hojas de trabajo, donde se evidencia el
trabajo individual y grupal de los estudiantes y notas realizadas en el tablero, en los
momentos de plenaria este puede ser uno de los recursos utilizados. Posteriormente, se
realiz6 el procesamiento de datos, donde se hizo la transcripcion de los didlogos hechos al
interior de cada grupo y en las discusiones generales, el andlisis interpretativo de la
transcripcion, estd se hizo Unicamente de aquellos segmentos donde se evidencian los
procesos propios categorizados en la teoria (objetivacion y subjetivacion) y las preguntas de
investigacion; de igual manera se escanearon las hojas de trabajo, con el objetivo principal
de dar cuenta tanto de los procesos que se evidencian desde la teoria, como desde la pregunta
de investigacion.

S. CONCLUSIONES

Teniendo como precedente que la actividad matematica es multimodal, durante el
desarrollo de las tareas evidenciamos la emergencia de diferentes medios semidticos
movilizados por los estudiantes que permitian denotar las relaciones establecidas entre los
elementos de las secuencias en su estructura espacial y/o numérica. Se evidencia la presencia
de conteos, signos indexicales, iconos (flecha), tablas, representaciones graficas
bidimensionales, gestos con las manos, sefialamientos (con dedos y objetos), frases
representativas y uso de simbolos.

Frente a los procesos de abduccién podemos inferir que en la mayoria de los casos los
estudiantes parten de la comunalidad encontrada en los términos dados inicialmente para
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proponer una regla o hipétesis que les permita relacionar la manera cdmo estos cambian,
generalmente a través de una relacion aditiva que les permite moverse entre términos
consecutivos (férmula de recurrencia). Asi mismo, encontramos evidencia de abducciones
analiticas, en estos casos la hipétesis planteada va més alla de determinar los términos de
forma secuencial (regla de recurrencia), la regla establecida permite establecer una relacion
entre el ndmero de la figura y la estructura numérica y/o espacial.

Durante las diferentes interacciones con los grupos de trabajo, en la mayoria de los casos
uno o dos estudiantes son los que toman la voceria para explicar los procesos realizados, la
actitud de los demads es atender a la explicacion y s6lo en casos que consideran necesaria su
intervencidn para aclarar o preguntar lo hace. En el interior de los grupos si se da la
participacion de todos los miembros del mismo.

Notamos a su vez que, en la generalizacion realizada por los estudiantes, una de las
mayores dificultades estd en la designacion simbdlica de lo indeterminado, si bien, es posible
encontrar una relacion entre los elementos de la secuencia y expresarlo en una frase
representativa usando como sujeto el nimero de la figura, el paso a la designacion simbolica
no se da.

En el anilisis realizado logramos evidenciar que el hecho que un estudiante realice
durante una tarea una generalizacién algebraica no implica necesariamente que en la
siguiente ocurrird lo mismo, en algunos casos por el contrario algunos pasaron a una
generalizacion aritmética, debido al grado de dificultad y de comprension que los estudiantes
hacian de esta.
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RESUMEN

En este trabajo se pretende determinar el tipo de generalizacion (aritmética-algebraica) que
desarrollan los estudiantes de grado octavo del Colegio Entre Nubes Sur Oriental IED al
enfrentarse a tareas de generalizacion de patrones de secuencias figurales, con el fin de
potenciar el pensamiento algebraico. Para lograr este objetivo, se plantearon una serie de tareas
de generalizacion de patrones desde la estructura propuesta por Radford (2013), en la que se
parte de términos particulares, desde los cuales se establecen algunas caractersticas que
permiten la extension a términos siguientes, pequefos (en un rango inferior o igual a 20) y
posteriormente grandes (mayores a 20), para finalmente determinar la generalidad de los
mismos, es decir, establecer la comunalidad de estos en terminos de la variacién que ocurre
tanto en la estructura numérica como en la espacial, proceso que implica un razonamiento
abductivo que nos permite determinar si se esta frente a una generalizacidn aritmética o
algebraica. “Cuando la abduccién es simplemente utilizada para pasar de un término al otro
(utilizando expresiones como hay que afiadir dos cuadrados), llegamos a una generalizacion
aritmética” (Radford, 2013, p.7), es decir, se establece una regla u operacion a partir de la
comunalidad encontrada entre los términos, que le permite extender a secuencia a términos
subsecuentes. En cuanto a la de tipo algebraico se da cuando “la abduccion serd utilizada ya no
como simple posibilidad, sino como principio asumido para deducir apodicticamente una
férmula que proporciona el valor de cualquier término” (Radford, 2013, p.7) establece una
expresion que permite develar la estructura numérica y espacial de cualquier termino. Asi
mismo, la generaizacién algebraica puede ser factual (la indeterminacia es expresada en
acciones concretas como sefialamientos, gestos, etc.), contextual (la indeterminancia se hace
explicita y realiza la descripcién del término general) o simbolica (frases claves son
representadas por simbolos alfanumericos). El proceso de generalizacion realizado por los

estudiantes es analizado desde la metodologia multi-semidtica, en la que se entiende el
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aprendizaje como una actividad multimodal evidenciada a través de los diferentes medios
semidticos que son movilizados por estos durante la actividad desarrollada en el aula. A partir
de ello evidenciamos que los procesos de generalizacion realizados por los estudiantes tendian
a ser de tipo aritmético o algebraicos contextuales, donde algunos de los recursos utilizados
fueron: la elaboracién de tablas, deicticos temporales, sefialamientos, entre otros., asi mismo,
unas de las mayores dificultades se dan en el paso a la designacion simbdlica de la caracteristica
encontrada, siendo pocos los casos en los que se realizd una generalizacion algebraica
simbolica.

Palabras claves: Pensamiento algebraico, generalizacion aritmética, generalizacion
algebraica, secuencias figurales.
ABSTRACT

In this paper we intend to determine the type of generalization (arithmetic-algebraic)
developed by the eighth-grade students of the Colegio Entre Nubes Sur Oriental IED when
confronting tasks of generalization of patterns of figurative sequences, to enhance algebraic
thinking. In order to achieve this objective, a series of generalization tasks were proposed from
the structure proposed by Radford (2013), which is based on particular terms, from which some
characteristics are established that allow the extension to the following terms, small (in a range
less than or equal to 20) and later large (greater than 20), to finally determine the generality of
the same, ie to establish the commonality of these in terms of the variation occurring both in
the numerical structure and in the spatial, process that involves an abductive reasoning that
allows us to determine if this is an arithmetic or algebraic generalization. “When abduction is
simply used to move from one term to another (using expressions as two squares must be
added), we arrive at an arithmetic generalization "(Radford, 2013, p.7), that is, a rule or
operation is established from commonality found between the terms, which allows it to be

sequenced in subsequent terms. As for the algebraic type, it is given that "abduction will no



VI

longer be used as a simple possibility, but as a principle assumed to deduce apodically a
formula that provides the value of any term" (Radford, 2013, p.7). numerical and spatial
structure of any term. Likewise, algebraic generalization can be factual (indeterminacy is
expressed in concrete actions such as signs, gestures, etc.), contextual (indeterminacy becomes
explicit and performs the description of the general term) or symbolic (key phrases are
represented by symbols alphanumeric). The generalization process performed by the students
is analyzed from the multi-semiotic methodology, in which learning is understood as a
multimodal activity evidenced through the different semiotic means that are mobilized by these
during the activity developed in the classroom. From this we show that the generalization
processes carried out by the students tended to be of arithmetic or algebraic contextual type,
where some of the resources used were: the elaboration of tables, temporary deictic, signs,
among others. of the greater difficulties are given in the step to the symbolic designation of the
characteristic found, being few cases in which a symbolic algebraic generalization was
realized.

Keywords: Algebraic thinking, arithmetic generalization, algebraic generalization,
figurative sequences.

RESUMO

Este trabalho tem como objetivo determinar o tipo de generalizacdo (aritmética-algébrica),
desenvolvido por alunos da oitava série do Colégio Entre Nubes Sur Oriental IED quando
enfrenta tarefas generalizacdo dos padrdes de seqiiéncias figurativas, a fim de promover o
pensamento algébrico. Para atingir esse objetivo, foram propostas uma série de tarefas de
generalizacdo a partir da estrutura proposta por Radford (2013), que se baseia em termos
especificos, dos quais sdo estabelecidas algumas caracteristicas que permitem a extensio aos
seguintes termos, pequenos (em um intervalo menor ou igual a 20) e mais tarde grande (maior

que 20), para finalmente determinar a generalidade deles, isto é, estabelecer a uniformidade
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destes em termos de variacdo que ocorre tanto na estrutura numérica Como em O Processo
espacial que envolve um raciocinio abdutivo que nos permite determinar se esta ¢ uma
generalizacdo aritmética ou algebraica. “Quando o abducdo € simplesmente usado para se
mover de um termo para outro (usando expressdes como dois quadrados devem ser
adicionados), chegamos a uma generalizacdo aritmética "(Radford, 2013, p.7), ou seja, uma
regra ou operacio € estabelecida de comum encontrado entre os termos, o que permite que ele
seja sequenciado em termos subsequentes. Quanto ao tipo algébrico, € dito que "o abdugdo nio
serd mais usado como uma possibilidade simples, mas como um principio assumido para
deduzir apodicamente uma férmula que fornece o valor de qualquer termo" (Radford, 2013,
p.7). estrutura numérica e espacial de qualquer termo. Da mesma forma, o generaizaciéon
algébrica pode ser de facto (a indeterminacia é expressa em medidas concretas como sinais,
gestos, etc.), contexto (a indeterminacdo explicitados e faz a descri¢io do termo geral) ou ponto
(frases-chave estdao representados por simbolos alfanumérico). O processo de generalizacdo
realizado pelos alunos € analisado a partir da metodologia multi-semidtica, em que a
aprendizagem € entendida como uma atividade multimodal evidenciada através dos diferentes
meios semidticos que sdo mobilizados por estes durante a atividade desenvolvida na sala de
aula. Desse modo, mostramos que os processos de generalizacdo realizados pelos alunos
tendem a ser de tipo contextual aritmético ou algébrico, onde alguns dos recursos utilizados
foram: elaboracgéo de tabelas, deictica temporaria, sinais, entre outros. das maiores dificuldades
sdo dadas no passo a designacdo simbdlica da caracteristica encontrada, sendo poucos casos
em que uma generalizac@o algebraica simbdlica foi realizada.

Palavras chave: Pensamento algébrico, aritmética generalizacdo, a generalizacdo

algébrica, seqiiéncias figurativas
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INTRODUCCION

El presente trabajo se da como resultado del proceso de investigacion realizado en el marco
de la maestria en educacion con énfasis en matematicas, en el cual se propone la generalizacion
de patrones como una forma de desarrollar el pensamiento algebraico en los estudiantes de
octavo grado de la Institucion Educativa Distrital Colegio Entre Nubes Sur Oriental (CENSO),
ya que a lo largo de la intervencién pedagdgica han quedado de manifiesto las dificultades que
éstos experimentan cuando requirieron integrar procesos que estin enmarcados dentro del
pensamiento algebraico.

En este sentido, es preciso mencionar que durante las ultimas décadas se ha venido
cuestionando sobre los diferentes momentos que se deben dar en el proceso de ensefianza y
aprendizaje de las matematicas, reflexion que podemos encontrar por ejemplo, en el documento
estandares de matematicas (MEN,2006) en su aparte “Potenciar el pensamiento matematico:
jun reto escolar!” en este exponen en primera instancia que la ensefianza de las matematicas
estaba ligada a la concepcidn que se tenia de estd como algo estable e infalible, por dicha razén
su aprendizaje se daba desde ejercitacion, la memorizacion de teoremas, propiedades, axiomas,
etcétera. De igual manera se planteaba que la ensefianza de la 16gica correspondia inicamente
a la matematica, pero se evidenci6 que el desarrollo del pensamiento ldgico es un eje trasversal
a las diferentes areas del conocimiento, sin embargo, esto no puede ser causal para desconocer
la importancia que tiene la matematica en los diferentes contextos, en tanto ofrece herramientas
para organizar y analizar informacion, establecer relaciones que permitan la toma de
decisiones, entre otras. A partir de estas reflexiones podemos inferir que los procesos de
ensefianza actualmente, aunque no se puede desligar de los conceptos propios de las ciencias,
deben estar encaminados a desarrollar los procesos de pensamiento (l6gico, cientifico,

matematico, entre otros).
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En segunda instancia, el documento precisa que el ser competente debe ir mas alla del saber
hacer en un contexto, definiéndose segtn los estdndares como: “el conjunto de conocimientos,
habilidades, actitudes, comprensiones y disposiciones cognitivas, socioafectivas y
psicomotoras apropiadamente relacionadas entre si para facilitar el desempeiio flexible, eficaz
y con sentido de una actividad en contextos relativamente nuevos y retadores” (MEN, 2006,
p-49) de alguna manera este es un llamado a cambiar las practicas de ensefianza e intentar
acercarnos a una educacion contextualizada, a una realidad particular, en las que estdn inmersas
unas culturas y problematicas propias, que pueden ser base en el desarrollo de capacidades y
habilidades propias de cada disciplina del saber, pero que a su vez preparen al educando para
enfrentarse a las diferentes exigencias del contexto donde interactie y asi poder lograr una
adaptacion.

En tercera instancia, el documento realiza un acercamiento histdrico y evolutivo de la
matemadtica se evidencidé que existian diferentes maneras de hacer matematicas, asociada al
ndmero, a la geometria, a la probabilidad, etc., y en la bisqueda de hacerse matematicamente
competente desde los lineamientos curriculares se plantea la posibilidad de subdividir el
conocimiento matematico en los cinco pensamientos, los cuales deben ser desarrollados a lo
largo de la educacién basica y media, estos son: pensamiento numérico (operaciones y
relaciones), espacial (objetos en el espacio, relaciones, transformaciones, etc.), métrico
(magnitud, patrones de medida, medicion), aleatorio (probabilidad y estadistica inferencial) y,
variacional (relacién, funcién, variacion, modelacién).

Es importante entonces iniciar procesos que permitan un aprendizaje significativo en los
estudiantes, los cuales encaminaran al logro de las metas propuestas desde los estandares,
permitiendo ademas que se un desarrollo desde la formacién social y critica del individuo, en
este sentido y teniendo de precedente las dificultades a lo largo del proceso de construccion del

pensamiento algebraico en los estudiantes del CENSO debido a que en la educacion primaria
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se da mayor relevancia a los procesos aritméticos, nos centraremos entonces en lo concerniente
al pensamiento variacional y los sistemas algebraicos y analiticos, que constituyen nuestro
interés de intervencion, apoyadndonos en procesos de generalizacion de patrones, identificado
como una de las formas mas importantes en el desarrollo del mismo, pues al ingresar a la
educacion bésica secundaria, especialmente en grado octavo cuando los requerimientos de su
aplicaciéon son mas puntuales, no existen las bases suficientes para adelantar de manera
adecuada los procesos.

En el primer capitulo se realiza una contextualizacion del problema, es decir, se explicara
por qué es importante realizar esta intervencion, desde un acercamiento a la realidad de la
institucién a partir los resultados obtenidos en las Pruebas Saber de grado noveno durante los
ultimos cuatro afios, asi mismo, algunas de las investigaciones realizadas en torno al desarrollo
del pensamiento algebraico y los procesos de generalizacion.

En el segundo capitulo se tratan los elementos tedricos desde los tres ejes fundamentales
de la investigacion, en primer lugar, una definicién de pensamiento algebraico, desde los
estandares de matematicas (MEN, 2006) y la teoria cultural de la objetivacién (TCO). En
segundo lugar, la generalizacién de patrones nuestro objeto de estudio, estableciendo los tipos
y niveles de generalidad (Radford, 2010), desde los cuales ubicamos al estudiante en una
categoria de acuerdo con los alcances de la actividad desarrollada, que se presenta como una
de las formas de desarrollar este tipo de pensamiento. En tercer lugar, se muestran los
principios tedricos de la TCO, frente a los procesos de ensefianza-aprendizaje haciendo un
acercamiento a los objetivos de la misma mencionados por Radford (2014) “comprension y
produccidn de saberes y subjetividades en el aula y la identificacion de formas pedagdgicas de
accion que permitan el desarrollo de acciones significativas” (p. 136).

En el tercer capitulo, se expone la metodologia utilizada denominada multisemidtica, la

cual es planteada en el marco de la TCO, cuyo objetivo primordial consiste en develar el
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proceso de toma de conciencia en los estudiantes, desde los diferentes medios semidticos que
son movilizados en el desarrollo de las tareas, a través de las actividades conjuntas que se
realizan en el interior del aula de clase. Se presentardn los elementos que caracterizan esta
metodologia, instrumentos de recoleccidon y proceso de analisis.

En el cuarto capitulo se presentan los anélisis de las tareas realizadas por los estudiantes,
teniendo en cuenta algunos principios tedricos de la TCO, la metodologia multisemidtica y la
pregunta de investigacion, destacando los hallazgos que permiten establecer el tipo de
generalizacion realizada por los estudiantes, lo que nos servird de insumo para presentar
algunas conclusiones de los resultados obtenidos.

Por ultimo, en el quinto capitulo se dan a conocer las conclusiones del proceso de anélisis
realizado desde las diferentes tareas planteadas y de las actividades realizada por los
estudiantes, destacando los hallazgos frente a los medios semidticos, los tipos de generalizacién
y algunas de las dificultades presentadas. También algunas consideraciones finales frente a

interrogantes que surgen de la investigacion.
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1. ANTECEDENTES Y PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En este capitulo se plantean algunos aspectos relevantes frente a la escogencia del
problema que se abordé. En primer lugar, acercandose a la realidad particular de la institucidon
educativa en cuanto al desempefio en pruebas externas (Pruebas Saber), asi mismo, en el
desempefio académico de los estudiantes particularmente de grado noveno. En segundo lugar,
se reportan algunas de las investigaciones realizadas en torno a la ensefianza del algebra,
especificamente sobre los procesos de generalizacion. En tercer lugar, se plantea tanto el

problema como los objetivos de la presente investigacion.

1.1. Antecedentes del problema

Al realizar un anélisis de los resultados de las Pruebas Saber de grado noveno y de las
evaluaciones internas del Colegio Entre Nubes Sur Oriental (CENSO), se ha encontrado una
coincidencia con respecto al bajo desempefio en el area de matemaéticas entendiendo que las
pruebas externas méas alld de evaluar los contenidos propios de las diferentes asignaturas, se
centran en identificar las competencias desde los diferentes componentes de las &reas
desarrolladas por los estudiantes al momento de enfrentarse a situaciones problema y con base
en ellas estar en la capacidad de resolverlas de la forma més adecuada haciendo uso de sus
capacidades.

Para nuestro caso esto pone de manifiesto la necesidad de modificar los procesos de
enseflanza-aprendizaje y dar paso a aquel que permita desarrollar los diferentes pensamientos
matematicos los cuales son definidos por los lineamientos y retomados por los estandares
como: el numérico, el espacial, el métrico o de la medida, el aleatorio o probabilistico y el
variacional (MEN, 2006, p. 56), pues de alguna manera esto garantizaria mejor desempefio no
sOlo a nivel de pruebas, sino en los diferentes campos de desarrollo y la vida diaria.

Teniendo en cuenta que uno de los instrumentos que nos permiten identificar el alcance de

los aprendizajes de los estudiantes son las pruebas externas, realizadas por el ICFES
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denominadas Pruebas Saber, las cuales evaldan las competencias de las areas de lenguaje,
matematicas y competencias ciudadanas, realizadas para los grados 3°, 5°, 7°y 9° a
continuacidn, se presenta algunos de los resultados de la institucion CENSO, especificamente
para grado noveno durante los afios 2013, 2014, 2015 y 2016 en el drea de matematicas,
centrando nuestra mirada en los obtenidos en el componente numérico-variacional, que como

veremos mads adelante se relaciona con las competencias del pensamiento algebraico.

22 . Camponantas avaluadaos. Matamaticas - grada novaena

Foitalezs

Db linades

Mumérico-variacional Geométrico-métrico Aleatorio

Lectura de resultados

En comparacidn con los establecimientos que presentan un puntaje promedio similar al suyo en el Grea y graco
evaluado. su establecimiento es:

- Déhilen el componente Mumérico-variacional

= Similar en el componente Geométrico-métrico, representacién y modelacidn
- Fuerte ern el componente Aleatorio

32 Campanantas avaluados. Matamarticas - grada novana

Fortalerzs

[izhlidades

Mumérico-variacional Geométrico-meétrico Aleatorio

Lectura de resultados
En comparacidn con los establecimientos que presemntan un puntaje promedio similar al suyo en el drea v grado
evaluado. su establecimiento es:

= Débil en el componente Numérico-variacional
- Fuerte en el componente Geométrico-métrico. representacidn ¥y modelacian

- Fuerte en el componente Aleatorio




3Z2. Campanantas avaluados. Matamaticas - gradao novena

Fortalezss

[ishilidaies

Mumérico-variacional Geomeétrico-métrico Aleatorio

Lectura de resultados
En comparacidn con los establecimientos que presentan un puntaje promedio similar al suyo en el &rea ¥y grado

evaluado, su establecimiento es:

- Déhil en el componente Mumérico-variacional
Similar en el componente Geaométrico-métrico, representacién y modelacién

Fuerte en el componente Aleatorio

32 . Campntantas avaluados. Maramarticas - grado noveno

Fortalezss

- - - ()]

Danilicades

Mumeérico-variacional Geamétrico-métrico Aleatorio

Lectura de resultados
En caomparacidn con los establecimientos que presentan un puntaje promedio similar al suyo en el Sreay grado
evaluado, su establecimiento es:

Similar en el componente Mumérico-wvariacional
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Fuerte en el componente Geométrico-métrico. representacidn y modelacian
Déhil en el componente Aleatorio

Figura 1. Resultados Pruebas Saber noveno CENSO 2014-201 6!

Segun los lineamientos establecidos en la aplicacion de las Pruebas Saber, se definen tres

componentes, numérico-variacional, geométrico- métrico y aleatorio, nos enfocaremos en el

componente numérico-variacional, que constituye el marco de la investigacion, segin los

lineamientos de las pruebas:

Corresponde a aspectos asociados a los niimeros y la numeracion, su significado y la

estructura del sistema de numeracion; las operaciones, sus propiedades, su efecto y las

'Tomado de http://www?2.icfesinteractivo.gov.co/ReportesSaber359/consultaReporteEstablecimiento.jspx)
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relaciones entre ellas; el reconocimiento de regularidades y patrones, la identificacion de
variables, la descripcion de fenémenos de cambio y dependencia; conceptos y
procedimientos asociados a la variacién directa, a la proporcionalidad, a la variacién lineal
en contextos aritméticos y geométricos el lenguaje simbodlico (algebraico), a la variacion
inversa y el concepto de funcién. (MEN, 2015, p. 72).

En este componente se encuentra inmersos los procesos propios del pensamiento
algebraico, se tomaron para el andlisis el reporte por componentes de los ultimos cuatro afios,
donde se compara con respecto a las instituciones que obtuvieron un puntaje similar, cuya
escala de comparacion desde la media establece que: es débil cuando se encuentra por debajo,
similar cuando se encuentra en la media y fuerte cuando estd por encima de la media, en los
anos 2013, 2014 y 2015 se encuentra por debajo, es decir, se clasific6 como débil en este
componente, y en 2016 se muestra una leve mejoria ubiciAndose en un nivel similar.

En relacion con el componente Numérico-Variacional, desde dicha prueba se evaldan tres
tipos de competencia: (1) Comunicacion, representaciéon y modelacion, (2) Razonamiento y
argumentaciéon y (3) Planteamiento y resolucidon de problemas; evaluadas a través de unos
indicadores para cada una de estas competencias. Estableciendo que el estudiante, cuando llega

a grado noveno esta en capacidad de:

Tabla 19. Competencia: comunicacién, representacién y modelacidn
Componente l Afirmacion: El estudiante...
1. ldentifica caracteristicas de gréficas cartesianas en relacidn con la situacidn que representan.
2. ldentifica expresiones numéricas y algebraicas equivalentes.
Numérico-variacional = 3. Establecerelacionesertre propiedades de las gréficasy propiedades de las ecuaciones algebraicas.
4, Reconoce el lenguaje algebraico como forma de representar procesos inductivos.
| 5. Describe y representa situaciones de variacion relacionando diferentes representaciones.

Tabla 20. Competencia: razonamiento y argumentacién

Componente Afirmacion: El estudiante...

1
2
3
4
S
6

. Reconoce patrones en secuencias numeéricas.

. Interpreta y usa expresiones algebraicas equivalentes.

. Interpreta tendencias que se presentan en un conjunto de variables relacionadas.

. Usarepresentaciones y procedimientos en situaciones de proporcionalidad directa e inversa.

. Reconoce el uso de propiedades y relaciones de los ndmeros reales.

. Desarrolla procesos inductivos y deductivos con el lenguaje algebraico paraverificar conjeturas
acerca de los nameros reales.

Numérico-variacional
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Tabla 21. Competencia: planteamiento y resolucién de problemas

Afirmacidn: El estudiante...

1. Resuelve problemas en situaciones aditivas y multiplicativas en el conjunto de los nimeros reales.

2. Resuelve problemas que involucran potenciacidn, radicacidn y logaritmacidn.

3. Resuelveproblemas en situaciones de variacion y modela situaciones de variacidn con funciones
polindmicas y exponenciales en contextos aritméticos y geométricos.

Numérico-variacional
Figura 2. Competencias evaluadas en el componehte numérico-variacional

Como observamos en la figura anterior, algunas de las competencias de los estudiantes
estan relacionadas con los procesos de generalizacion y con los usos del lenguaje algebraico, a
partir de andlisis de procesos de variacidon. Igualmente encontramos la importancia de
desarrollar este tipo de actividades con el fin de afianzar los procesos del pensamiento
algebraico. (MEN, 2015, pp.76-77)

Por otra parte, en las tareas realizadas durante la clase de mateméticas se ha logrado
identificar que, a lo largo de su proceso de formacion, los estudiantes experimentan dificultades
asociadas a los procesos propios del algebra (generalizacion, modelacion, resolucién de
ecuaciones, etc.). Unido a lo anterior, la practica de estrategias como la mecanizacién de
procesos, a través de realizacion de ejercicios tipo “la practica hace al maestro” colocando
ejercicios muy similares a los utilizados en el ejemplo los lleva a la simple repeticion,
impidiéndoles realizar andlisis y por ende obtener aprendizajes significativos. Lo anterior es
evidente, cuando se cambian las dindmicas de clase y por ejemplo, se inicia proponiéndoles
solucionar una situacién problema previa al desarrollo de una tematica especifica, que les
permita reflexionar y traer aquellos elementos o conceptos trabajados con anterioridad, en este
caso, se evidencia que ellos esperan que el docente de la respuesta del ;qué hacer? y ;cémo
hacerlo?, pues manifiestan no estar preparados, mas atn, si se encuentran que el docente no da
solucidn y al contrario continua indagandoles con el fin de encaminarlos para que por si mismos
encuentren una solucién adecuada, esto les genera tension y en algunos casos desinterés. En
trabajos como el realizado por Kieran (1989, citado por Rojas y Vergel 2013) se evidencia que

una dificultad asociada especificamente con el proceso de aprendizaje del dlgebra escolar tiene
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que ver con el cambio de las convenciones respecto al trabajo previo que venian realizando en
aritmética, de lo cual se puede deducir que el distanciamiento procedimental entre la bésica y
la media escolar impide la superacidon dificultades y el mejoramiento del desempeifio escolar,
no sdlo en el drea de matematicas sino en procesos asociados a otras areas del conocimiento.

1.1.1. El pensamiento algebraico.

Durante las dltimas décadas ha existido una gran preocupacién por el desarrollo del
pensamiento matematico esto ha llevado a realizar diversas investigaciones en este campo.
Alrededor del proceso ensefianza aprendizaje del pensamiento algebraico Génzalez (2013)
realiza un estudio donde hace un acercamiento a la conceptualizacién de pensamiento
algebraico manifestando que “Pensar algebraicamente esti relacionado con un uso eficaz del
lenguaje algebraico caracterizado por la introduccién de tales simbolos, un mismo objeto puede
representarse de formas diversas y es usual que una notacidn particular tenga distintos
significados” (p. 1164) , ademaés se refiere a las dificultades presentes en el transito entre la
educacion basica y la media, siendo una de estas el enfrentarse a esa nueva matematica, donde
la indeterminancia se hace presente, expresada a través de un lenguaje propio (simbolos
alfanuméricos), asi mismo reporta que los textos escolares usados por los maestros no aportan
al desarrollo de pensamiento algebraico.

Por otra parte, Serres (2011) realiza un anélisis sobre lo que se entiende por dlgebra escolar,
pues el proceso de ensefianza se ve permeado por las concepciones que el maestro de la misma.
Determina que en la mayoria de los casos ésta es entendida como una actividad, como una
accion, Kieran (2004, citado por Serres, 2011) plantea la existencia de tres tipos de actividades
del 4algebra escolar: generacionales relacionadas con las formas de expresion,
transformacionales relacionadas con las operaciones entre expresiones algebraicas y de
global/nivel donde es utilizada como herramienta para la modelacion, generalizacion, estudios

de cambio, entre otras. Asi mismo, refiere que el objetivo del 4dlgebra escolar “consiste en un
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proceso de generalizacion para formular expresiones algebraicas o patrones, ecuaciones y
funciones, el cual utiliza el lenguaje algebraico y su simbologia en busca de precision; para
luego resolver problemas y disefiar modelos matematicos” (Serres, 2011, p.126). Entre las
conclusiones establece que procesos de generalizacidon se hacen necesarios e importante en la
introduccioén al estudiante al dlgebra, determinando también permiten un acercamiento natural
al lenguaje algebraico; por otra parte, la importancia de recurrir a la discusién dentro de aula
como una forma de identificar las fortalezas y limitaciones presentes en los estudiantes.

Por su parte, Vergel (2014) nos presenta un estudio titulado formas de pensamiento
algebraico temprano en alumnos de cuarto y quinto grados de Educacién Basica Primaria,
donde realiza varios andlisis sobre los procesos realizados por los estudiantes desde los
principios tedricos y metodoldgicos de la teoria cultural de la objetivacion, basandose en tareas
de generalizacién desarrolladas por los estudiantes. En ella se advierte de la importancia que
tiene la observacion y andlisis de la emergencia de medios semidticos usados por los
estudiantes en el desarrollo de la actividad, estos permiten evidenciar la generacién de
pensamiento algebraico, aunque no siempre ligado al lenguaje alfanumérico, asi mismo
establece que este tipo de intervenciones en el aula aportan a que se logren ver las matemaéticas
mas allad de procesos con los que siempre se ha asociados (memoristicos, mecanicos, entre
otros).

A partir de lo anteriormente expuesto notamos que existe una estrecha relacién entre el
pensamiento algebraico y el lenguaje algebraico, pero la existencia de uno no implica la
existencia del otro. Pensar algebraicamente implica procesos de generalizacion, modelacion,
etc., mientras que usar el lenguaje algebraico involucra hacer uso de simbolos alfanuméricos
desde sus diferentes significados y operar con ellos, no quiero decir que no es importante el

uso del lenguaje en los procesos de pensamiento algebraico, sino que este puede desarrollarse
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aun cuando no se tenga evidencia del lenguaje, pues pueden emerger otros medios semidticos
que permitan designar y expresar la relacion establecida.

1.1.2. Generalizacion de patrones.

Como se afirm6 anteriormente una de las tareas que permite el desarrollo del pensamiento
algebraico es la generalizacion de patrones. Radford (2013) establece que los procesos de
generalizacion se dan desde tres campos: lo fenomenolégico, epistemoldgico y lo semidtico.
En el campo de lo fenomenoldgico, donde se pone en juego la percepcion que se tiene acerca
de la secuencia, es decir, la forma como establece las caracteristicas que hacen comun las
figuras de las secuencias dadas; luego pasa a lo epistemoldgico, donde se hace una
extrapolacion de las caracteristicas encontradas para extenderla a otros términos; por dltimo,
lo semidtico relacionado con la forma de denotar la generalidad encontrada. Asi mismo,
establece un camino que permite llevar al estudiante a realizar procesos de generalizacion.

La generalizacion de patrones es una estrategia que se puede utilizar con estudiantes de
corta edad, lo que hoy en dia conocemos como algebra temprana, introduce a los nifios en este
campo del saber de una forma natural y principalmente se realiza desde la generalizacion, una
de las bondades que nos presenta el trabajo realizado por Vergel (2014), donde las tareas son
realizadas por un grupo de estudiantes de grado cuarto y quinto de educacién basica primaria,
exponiendo la forma como en dichos niveles hay evidencia de procesos de generalizacion
algebraica, aclarando que quizds no hay una aparicion del lenguaje algebraico desde lo
alfanumérico lo cual no significa que no se empiecen a mostrar los primeros rasgos de un
pensamiento algebraico. Con base en lo anterior, podemos deducir que “usar el lenguaje
algebraico no es sindnimo de pensar algebraicamente”, pensar algebraicamente los patrones
nos permite la posibilidad de ese desarrollo, pero como se hace evidente este proceso, a través
de los medios semidticos que son movilizados por los estudiantes en el desarrollo de la

actividad, en interaccién con otros.
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El trabajo de Rojas & Vergel (2013) sobre los procesos de generalizacién y pensamiento
algebraico mencionan algunas de las dificultades encontradas en la transicién de la aritmética-
algebra, donde se referencian el resultado de investigaciones de Kieran (1989) y el Grupo
Pretexto (1990), entre las cuales cabe resaltar la concatenacidn de simbolos, uso de paréntesis,
usos del signo igual, interpretacion de la letra en contexto matematicos, nocién de variacién y
concepto de variable; también resaltan la generalizacién de patrones como un camino para
abordar este proceso desde temprana edad, facilitando a los estudiantes el desarrollo del
pensamiento algebraico.

De igual manera, en otros trabajos desarrollados se muestra la importancia de realizar
actividades a partir de secuencias figurales, Radford por su parte ha llevado a cabo varias
investigaciones en torno al desarrollo del pensamiento algebraico desde los procesos de
generalizacion, donde ademas se han logrado establecer o tipificar las clases de generalizacion
realizadas por los estudiantes, de acuerdo con las caracteristicas de las producciones realizadas,
pudiendo ser de tipo aritmético o algebraico. “Cuando la abduccién es simplemente utilizada
para pasar de un término al otro (utilizando expresiones como hay que afadir dos cuadrados),
llegamos a una generalizacidn aritmética” (Radford, 2013, p. 7), es decir, se establece una regla
u operacion a partir de la comunalidad encontrada entre los términos, pero no una expresion
que permita develar la estructura numérica y espacial de cualquier término. En cuanto a la de
tipo algebraico se da cuando “la abduccién sera utilizada ya no como simple posibilidad, sino
como principio asumido para deducir apodicticamente una férmula que proporciona el valor
de cualquier término” (Radford, 2013, p.7), la relaciéon encontrada permite extender la
secuencia no solo a los términos subsecuentes, sino a cualquier término de la secuencia, es
decir, se ha establecido una regla general.

Villa (2006) realiza una reflexion en relacion con la generalizacion de alli cabe anotar que

se evidencian muchas de las bondades que trae el desarrollo de este tipo de tareas en el aula de
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clase, en cuanto al desarrollo del algebra escolar, también establece la importancia de la
reflexion desde los procesos realizados por los estudiantes a partir de gran variedad de
respuestas y de expresiones que surgen al generalizar de forma simbdlica un patrén.

Callejo (2015) hace una reflexién frente a la forma como cominmente esta disefiado el
curriculo de mateméticas, fraccionando y privilegiando algunas de sus ramas, entre ellas la
aritmética, desconociendo la importancia que a nivel histérico y en proceso ensefianza-
aprendizaje tienen las generalizaciones, en este también define generalizacion como el proceso
en el cual en primer lugar, se identifica la comunalidad de los elementos conocidos,
posteriormente extiende un razonamiento que le permite establecer los elementos mas alla del
rango establecido y por ultimo se puede obtener un resultado general que permite determinar
casos particulares, ademas hace referencia a varios autores que de una forma u otra han dado
aportes desde los trabajos realizados a nivel de procesos de generalizacion y reflexiona sobre
la importancia que tiene la revision de las practicas educativas que se deben dar en la educacion
matemaética.

1.2. Planteamiento del problema

Documentalmente existen algunos trabajos de investigacion donde se trata el problema de
la generalizacion, también es conocido que en los resultados de pruebas nacionales como las
Pruebas Saber 9 (fig. 1), los niveles de comprension de problemas asociados al desarrollo del
pensamiento variacional han arrojado en general bajos desempefios, relacionados con los
problemas existentes en tareas de generalizacion, modelacion, entre otras. En este sentido, es
posible pensar que una de las condiciones que generan estas dificultades pueden estar asociadas
a las tendencias didacticas tradicionales centradas en el conocimiento, cuyo poseedor y
transmisor es el docente, donde la participacion de los estudiantes es limitada y la evaluacion
esti sujeta a la memorizacidn, situacion que obstaculiza el desarrollo del pensamiento. De

alguna manera podriamos afirmar que se desconocen las propuestas didacticas que actualmente
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encontramos para abordar la ensefianza, enmarcadas dentro de los lineamientos, estandares
curriculares y diversas investigaciones que se han llevado a cabo en relacion a los procesos de
enseflanza-aprendizaje de diferentes objetos mateméticos. En el ejercicio de la practica docente
me he enfrentado a otra dificultad asociada a el paso de lo concreto (juego, material didactico)
a la abstraccion de los conceptos relacionados, que conllevan un aprendizaje, pues el estudiante
centra su atencion en el material, pero se le dificulta relacionarlo con conceptos matematicos.

Teniendo en cuenta lo mencionado, es preciso anotar que los estudiantes de grado octavo
de la CENSO presentan bajo rendimiento académico en el drea de matemaéticas, debido a
razones como: la predisposicion frente al trabajo especifico de la asignatura, falta de
motivacion por el aprendizaje debido a la carencia de sentido que ellos le encuentran a los
procesos realizados, entre otros; lo anterior permite reflexionar sobre las practicas educativas,
pero también motiva interrogantes como: ;de qué manera han sido abordados los cinco
pensamientos en los ciclos anteriores de su proceso, en especial el pensamiento algebraico?,
(como se ha trabajado el problema de la variacidon?, ;qué procesos de generalizacion se han
utilizado?, ;cudl ha sido el lenguaje algebraico utilizado?, al parecer como se ha hecho
tradicionalmente se deja el abordaje del 4lgebra de manera formal en grado octavo,
desconociendo que el desarrollo de los cinco pensamientos se debe dar a lo largo del proceso
educativo en la escuela.

Desde la TCO se propone que los procesos de ensefianza — aprendizaje de las matematicas,
se basan en dos dimensiones: la del ser y la del saber, desde una postura sociocultural donde
“concibe la educacién matematica como un esfuerzo politico, social, histérico y cultural cuyo
fin es la creacion de individuos éticos y reflexivos que se posicionan de manera critica en
préacticas sociales constituidas histérica y culturalmente” (Radford, 2014, pp. 135-136), asi
mismo, los principios tedricos de la TCO nos hace un llamado a observar otros elementos que

se dan dentro de este proceso los cuales dentro del aula hemos desconocido o despreciado, pues
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en general siempre se ha dado un valor importante a los ejercicios realizados usando 1apiz y
papel. Define entonces el aprendizaje como “procesos sociales de toma de conciencia critica
en los que intervienen diferentes medios semidticos puestos en juego por los estudiantes
(lenguaje, gestos, simbolos, artefactos, etc.)” (Miranda, Radford, & Guzman, 2013, p. 183), la
observacion de estos otros medios usados por los estudiantes en el desarrollo de una
determinada tarea, permiten evidenciar la adquisicién de saberes y la transformacion del ser,
esto apoyado también en lo que se ha evidenciado en “las nuevas teorias del aprendizaje, es
que pensamos no so6lo con la ayuda del lenguaje y de los simbolos, sino también a través de los

sentidos (Radford, 2009, p.244).

1.2.1. Objeto de estudio y pregunta de investigacion.

Radford (2010) sostiene que la generalizacién de patrones es una manera de desarrollar el
pensamiento algebraico, entendiéndose la generalizacién como “un proceso que involucra el
reconocer en diferentes patrones (aritméticos y geométricos), una serie de relaciones de
variantes e invariantes entre los diferentes términos y un modo sucinto para expresarlo” (Villa,
2006, p.141), este se puede dar en dos niveles diferentes los cuales dependen de la abduccion
realizada siendo de tipo aritmética o algebraica; en este proceso se generan una serie de
hipétesis desde las caracteristicas observadas de los elementos dados, a partir de establecer las
relaciones de comparacion (diferencias, similitudes), estas hip6tesis hacen parte de un procesos
abductivo, el cual puede permitir en primer lugar pasar de un término a otro consecutivo
(relacién aritmética), ddndose una generalizacion de tipo aritmético, o en segundo lugar, dada
desde una abduccidn analitica en la que se genera una relacion que es asumida como principio
la cual permite determinar cualquier término de la sucesion. Partiendo de lo anteriormente

mencionado, se ha llegado a la siguiente pregunta la cual orienta el trabajo de investigacion:
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(Qué tipo de generalizacion (aritmética-algebraica) desarrollan los estudiantes de octavo
grado del Colegio Entre Nubes Sur Oriental IE, al realizar tareas de generalizacion de patrones
de secuencias figurales?

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general.

Identificar el tipo generalizacion (aritmética-algebraica) que desarrollan los estudiantes de
grado octavo del Colegio Entre Nubes Sur Oriental IED al enfrentarse a tareas de
generalizacion de patrones de secuencias figurales.

1.3.2. Objetivos Especificos.

* Identificar y describir los recursos semidticos de objetivaciéon que movilizan los

estudiantes al realizar tareas de generalizacion de patrones.

* Caracterizar los medios semidticos de objetivacion identificados.

* Describir la naturaleza del proceso abductivo desarrollado por los estudiantes cuando

abordan tareas de generalizacion.
1.4. Justificacion

El estudio de las Ciencias y en especial de las matematicas se ha desarrollado de forma
exponencial a lo largo de la historia, quiza porque ha estado ligado con la capacidad inherente
del ser humano para imaginar. En este sentido, podriamos afirmar que el hombre empez6 a
hacer matemadticas cuando intentd realizar tareas como ordenar, sintetizar, esquematizar,
analizar y simbolizar, de ahi en adelante sus aplicaciones y aportes han sido valiosos, en
especial en el campo de la bélica, la agricultura, la arquitectura, la economia, la navegacion, la
ingenieria y la mecénica entre otras.

Con base en lo anterior, es preciso mencionar que el pensamiento matematico ha sido
esencial para el desarrollo de la ciencia y la tecnologia y ha mantenido un estrecho vinculo con

el surgimiento y evolucion del lenguaje, aunque su ensefianza se haya visto limitada a los
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contenidos, creyendo que a través de la repeticion sistémica de ejercicios y problemas los
individuos logran ser mas competentes.

Por otra parte, es evidente que asi como el desarrollo de las matematicas ha servido como
fuente e indicador de progreso, también han estado presentes en el desarrollo de conflictos
sociales tales como guerras, crisis econdmicas, etc., lo cual ha llevado a la reflexién en torno a
que no sélo deben ensefiarse como un conjunto de conocimientos tedricos, sino también
enseflarse como utilizarlos, relacionarlos y multiplicarlos en beneficio de la sociedad; en
definitiva no solo saber-ser, también saber-hacer en todos los contextos.

Asi las cosas, se notd que cuando se cambiaba el esquema tradicional de los problemas, la
mayoria de los estudiantes que hicieron parte la presente investigacion no sabian cémo dar
respuesta a los mismos, dando lugar a preguntas como: “Profe: ; Qué tenemos que hacer?, ; Qué
operacidén hago?, ;Cémo la hago?”, o simplemente la tendencia a realizar una operacién
aritmética al azar, atn si entender el requerimiento del problema o no resolverlo.

Todo lo anterior, ha causado que la preocupacion actual frente a la ensefianza de las
matemadticas haya cambiado, lo cual no significa que se debamos abandonar el aprendizaje de
procesos algoritmicos (suma, resta, multiplicacién, divisién) por el contrario, se debemos
propender por el desarrollo del pensamiento matematico, pero ya no como simple ejercicio de
repeticion, y enfocarnos en el desarrollo y potencializacion de los tres saberes (hacer, saber y
ser), pues como seres integrales no podemos ni debemos desprendernos de ninguno de éstos,
en este sentido se proponen los principios de la Teoria Cultural de la Objetivacion, que hacen
se referencia al desarrollo de los procesos de ensefianza- aprendizaje, donde se ponen en juego
seres y los saberes, y se le resta importancia a la adquisicion de conocimientos que suelen ser
poco o nada importantes para los jovenes en edad escolar y para gran parte de la comunidad

educativa, reconociendo que todo el conocimiento se fundamenta y tiene validez y por tanto
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aplicabilidad dunicamente en la interaccidon continua de seres histéricamente constituidos y en
constante transformacion.

De esta forma, las matematicas han tomado un papel protagdnico cuando se trata de
explicar cientificamente la realidad, pero ademads por su aporte en la solucién de problemas
concretos como los presentados por las ciencias naturales entre otras. En este sentido, las
matematicas a través del tiempo han tomado un rumbo diferente al puramente explicativo
deductivo, pues cada vez estin mas atadas a la manipulacion y transformacién de la realidad
fisica y se han desligado de la especulacion propia de la contemplacion y del mero
planteamiento de hipdtesis.

En suma, al trabajar la Teoria Cultural de la Objetivacion, se intenta segtin Radford, (2014)
“entender el problema del papel de la cultura, de la historia y de la sociedad en el aprendizaje
del alumno” (p.133), para lo cual es necesario identificar y entender el papel que jugado y juega
el lenguaje en las dindmicas que al interior de la escuela se desarrollan y que estdn inmersas en
los procesos de ensefianza-aprendizaje, con el fin de promover el saber-ser y el saber-hacer,
partiendo observacion (comunicacidon, representacion y modelacién), pasando por el
razonamiento y la argumentacion y llegando al planteamiento y resolucién de problemas

concretos.
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2. MARCO TEORICO

En este capitulo se trabajaran los tres aspectos tedricos fundamentales de la investigacion.
En primer lugar, el pensamiento algebraico desde un acercamiento a algunos elementos
histéricos y a los procesos que favorecen su desarrollo, enfocandonos en la generalizacion de
patrones. En segundo lugar, algunos elementos tedricos de la TCO la cual representa en la
presente investigacion el fundamento tedrico.

2.1. Sobre el pensamiento algebraico

Durante el proceso histérico de la matematica, surge el algebra definida como:

La palabra «algebra» es de origen arabe, deriva del tratado escrito por el matematico persa
Muhammad ibn Musa al-Jwarizmi, titulado Kitab al-yabr wa-I-mugabala (en arabe <US
Adly sl (que significa "Compendio de célculo por el método de completado y
balanceado"), el cual proporcionaba operaciones simbdlicas para la solucién sistematica
de ecuaciones lineales y cuadraticas. Etimologicamente, la palabra «algebra» [ (yabr),
proviene del arabe y significa "reduccién”. (Wikilibros, 2015).

En el proceso histdrico del dlgebra, primitivamente se desarroll6 en una etapa conocida
como retorica, esta se caracteriza por la descripcion en lenguaje natural de los problemas y sus
soluciones, en ella no existia aun el uso de simbolos y operaciones, asi mismo se realiz6 un
acercamiento al significado de variable. Posteriormente, la etapa sincOpala las cual se
caracteriza por el uso de abreviaciones para enunciar incognitas o valores desconocidos, de
igual manera siguen utilizando la descripcién de los procesos. La ultima etapa es conocida
como simbolica, en esta etapa se comienzan a utilizar simbolos alfanuméricos para expresar
cantidades y los signos para las operaciones. Proceso histdrico que duro varios siglos hasta
llegar a lo que hoy en dia conocemos como algebra.

El proceso histérico referido anteriormente no tuvo como punto de partida el uso del
lenguaje alfanumérico, surge del planteamiento de diversas situaciones problemas, con el fin

de lograr expresar las soluciones encontradas, pero durante mucho tiempo en los procesos de
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enseflanza del algebra se realizd desde curriculos cuya pretension estaba enfocada en la
mecanizacion y repeticién de operaciones donde el inico cambio aparente que se tenia era la
aparicion de letras combinadas con nimeros. Algunos hasta “aprendimos” que S5m+3m=8m,
asociandolo a expresiones como ““5 manzanas mas 3 manzanas es 8 manzanas” (letra como
objeto), pero no la existencia de una relacién multiplicativa “5 veces m”, de alli se derivaron
muchas de las dificultades que presentaron en el aprendizaje de esta “nueva” asignatura, pues
ella exige tres cambios significativos: (1) la concatenacion de simbolos, (2) uso de paréntesis
y (3) usos del signo igual Kieran (1989 citado por Rojas & Vergel, 2013), ademas de las
diferentes interpretaciones asociadas a la letra en contexto algebraicos dadas por los
estudiantes: (1) letra evaluada, (2) letra no usada, (3) letra como objeto, (4) letra como
incognita,(5) letra como numero generalizado y (6) letra como variable (Kiichemann, 1978,
citado por Rojas, et al., 1999, pp.31-32).

Surge entonces el pensar el dlgebra méas alld del uso de un lenguaje orientado desde los
diferentes procesos de pensamiento, en Colombia se desarrolla una propuesta que de la mano
de los lineamientos curriculares y que trazan un camino que busca organizar los diferentes
procesos mateméticos que el nifilo debe desarrollar durante su vida escolar denominado
estindares de matematicas, uno de los ejes planteados en esta propuesta es el pensamiento
variacional y los sistemas algebraicos y analiticos, relacionado con procesos como:

Este tipo de pensamiento tiene que ver con el reconocimiento, la percepcion, la
identificacion y la caracterizacion de la variacion y el cambio en diferentes contextos, asi
como con su descripcion, modelacion y representacion en distintos sistemas o registros
simbdlicos, ya sean verbales, iconicos, graficos o algebraicos. (MEN, 2006, p. 66)

el cual debe ser desarrollado con el fin de potenciar el aprendizaje de las funciones y de
sistemas analiticos, ya que este pensamiento cumple un papel importante en la compresién y
andlisis de situaciones de variacién y cambio, asi como la modelacion de procesos que se dan

la vida cotidiana, a nivel no solo de las matematicas sino de otras ciencias como las naturales
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y sociales. De alguna manera esta definicion nos hace pensar que es necesario volver a lo
esencial, al pensar el dlgebra como un proceso cuya finalidad debe estar encaminada en dar
solucién a problemas desde la generalizacidn, la modelacidn, entre otros. Donde lo simboélico
no deja de ser importante pero ya no es lo primero.

En Vergel (2015) encontramos que se asume “el pensamiento algebraico como una forma
de reflexionar matematicamente” (p. 78), el cual se distingue por tres vectores o componentes
analiticos: la indeterminancia, la analiticidad y la designaciéon simbdlica, los cuales son
evidenciados a través de las acciones de los estudiantes, teniendo que cuenta que la actividad
matematica es multimodal. En cuanto a la indeterminancia se asocia aquello contrario a la
determinancia, siendo algunos objetos basicos como las incégnitas, variable, entre otros, siendo
denotadas por los estudiantes a través de diferentes medios semidticos como los sefialamientos,
signos indexicales, deicticos, etc... El segundo, la analiticidad, como la forma de trabajar los
objetos indeterminados, se establece el caracter operatorio de los objetos basicos, y por ultimo
la designacidn simbdlica o expresion semidtica como la forma de nombrar o referir los objetos.
En el desarrollo de este pensamiento se hace uso de las regularidades las cuales se encuentran
en sucesiones y en secuencias, a partir de analizar la forma como cambia, es decir, aumenta o
disminuye, la forma de la secuencia, en otras palabras, la estructura espacial y numérica, asi
como conjetura la forma de los siguientes términos, por ultimo, intentar formular un
procedimiento que permita establecer el patrén de comportamiento. Resaltando la importancia
de este tipo de actividades.

Las actividades de generalizacién de patrones numéricos, geométricos y de leyes y reglas
de tipo natural o social que rigen los nimeros y las figuras involucran la visualizacion,
exploracién y manipulacion de los nimeros y las figuras en los cuales se basa el proceso

de generalizacién. (MEN, 2006, p.67).
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La generalizacion de patrones permite abonar el camino hacia la configuracion de sistemas
algebraicos, asi como también el uso del lenguaje alfanumérico propio de esta rama de las
matematicas.

Teniendo en cuenta los procesos que se desarrollan en a nivel del pensamiento algebraico,
se establecen tres niveles o estratos de pensamiento algebraico: factual, contextual y simbdlico,
cada uno de ellos definido a partir de los medios semi6ticos movilizados por los estudiantes en
una actividad reflexiva; Radford (2010, citado por Vergel, 2015) define el pensamiento
algebraico factual, como la capacidad de movilizar medios semi6ticos como gestos, ritmos, y
demas actividades perceptuales, dando lugar a la indeterminacia que hace su aparicién de forma
implicita, es decir, no forma parte del discurso, pero se reflejada a través de acciones concretas,
considerando que la actividad matematicas es multimodal. En cuanto al pensamiento
algebraico contextual, hacen su aparicion frases representativas (dos veces el nimero de la
figura mas uno), en ellas se refiere a lo indeterminado de manera explicita, en otras palabras,
realiza una descripcion del término general. En el pensamiento algebraico simbolico las frases
claves son remplazadas por simbolos alfanuméricos.

2.1.1. Sobre la generalizacion de patrones.

Dentro de los lineamientos y estandares de matematicas (MEN, 2006) se establecen cinco
pensamientos: numérico, pensamiento espacial, métrico, aleatorio y variacional, los procesos
de generalizacidon estin enmarcados dentro del pensamiento variacional y los sistemas
algebraicos y analiticos, cuya finalidad es “analizar, organizar y modelar matematicamente
situaciones y problemas tanto de la actividad practica del hombre como de las ciencias y de las
propiamente matematicas donde la variacion se encuentra como sustrato de ellas” (MEN, 1998,
p-49) con respecto a las actividades que favorecen se encuentran: los diferentes tipos de

representacion, la introduccion al concepto de funcion y plantea como herramienta necesaria
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el uso de patrones, a partir de escenarios geométricos o numéricos para reconocer y describir
las regularidades o patrones con variaciones de tipo aditivo y multiplicativo.

Cuando los estudiantes realizan tareas referentes a la solucién de problemas, donde se hace
necesario operar con objetos indeterminados presentan dificultades que podria ser subsanadas
si desde temprana edad se hiciera un trabajo consiente y consistente con ellos, donde una de
las posibles tareas podra ser la generalizacion de patrones como una herramienta para lograr
este objetivo, que consiste en establecer las caracteristicas (cualidades) de un objeto o de un
conjunto de objetos, identificando lo que tienen en comun, pero también lo que los hace
particulares o diferir entre si, lo cual permite extenderlo a un conjunto mayor, este proceso se
da a nivel general en las diferentes ciencias, pues permite conjeturar sobre diferentes casos a
partir de pocos ejemplos.

En cuanto a la generalizacién de patrones Radford propone la siguiente definicion:

Generalizar un patrén algebraicamente descansa en la capacidad de notar una comunalidad

sobre algunos elementos de una secuencia S, siendo conscientes de que esta comunalidad

se aplica a todos los términos de S y ser capaz de usarla para proporcionar una expresion

directa de cualquier término de la secuencia S (Radford, 2010, p. 42)
con base en lo anterior, es posible entender que la generalizacién de patrones nos permite
desarrollar las capacidades de abstraccidn (particularizar) y extrapolacion (universalizar) sobre
todo aquello que encontramos, a partir de un(os) término(s) o a un conjunto de ellos.

Radford (2010) advierte que no siempre va a ser posible llegar a una generalizacion
algebraica y que nos podemos enfrentar con otros tipos de generalizacién, denominados
induccién ingenua y generalizacion aritmética, éstos dan cuenta de la abstraccion que tiene el
estudiante frente a la tarea propuesta. Determinados a través de la abduccion realizada desde
las observaciones de las caracteristicas comunes de los términos dados.

En otras palabras, podriamos decir que la generalizacion de patrones requiere un tipo de

razonamiento abductivo, definido como:
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Si en presencia de ciertos elementos observables de un fendmeno no manifiesto en toda su
dimension, se concluye que éstos pertenecen a una clase particular de objetos, se estara en
presencia de otra clase de inferencia a la que Peirce denominé abduccién o hipétesis, la
que se presenta como la inferencia de un caso a partir de la regla y el resultado (Bar, 2001,
pp-169-170).

Podemos afirmar que durante el desarrollo de la tarea los estudiantes generan hipétesis las
cuales son puestas a prueba para determinar el patrdn de la secuencia. Desde la cual podemos
caracterizar el proceso realizado por ellos. Se establece que existe una induccidon ingenua
cuando se llega a otros términos de la secuencia a través del ensayo-error o por una simple
casualidad; cuando la hipétesis planteada se caracteriza por generalizar una coincidencia local,
la cual le permite pasar de un término a otro siguiente, podriamos determinar que la
generalizacion realizada es aritmética; cuando la hipbtesis establecida es asumida como
principio y permite generar cualquier término de la secuencia estamos frente a una
generalizacion algebraica. La generalizacién algebraica a su vez puede ser factual (la
indeterminacia es expresada en acciones concretas como sefialamientos, gestos, etc.),
contextual (la indeterminancia se hace explicita y realiza la descripcion del término general)

o simbolica (frases claves son representadas por simbolos alfanumericos).

2.1.2. Sobre los estratos de generalidad.
A partir del acercamiento al concepto de generalizacidn establecemos el siguiente esquema
el cual nos permite visualizar los tipos de generalizacidn propuestos por Radford (2010) desde

de los procesos mentales y de la emergencia de medios semidticos.
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GENERALIZACION

RAZONAMIENTO ABDUCTIVO!

ALGEBRAICA

ABDUCCION ANALITICA

ABDUCCION

SIMBOLICA

CESTOSRIIMO, FRASE REPRESENTATIVA, EXPRESION SIMBOLICA

INDEXICALES,ETC.

ICONTRACCIéNSEMIC)TICA | ‘CONTRACCI('DNSEM]C’)TICA |

Esquema 1.Generalizacion .

Los estratos de generalidad o tipos de generalizacién (Radford, 2010), son evidenciados a
través de los procesos realizados por los estudiantes al enfrentarse a tareas como secuencias
figurales, secuencias numéricas, etc., en ellas es necesario en primer lugar, percibir las distintas
relaciones tanto de forma como de cantidad que se dan entre los elementos de la secuencia,
proceso que se realiza en el campo de lo fenomenolégico, lo cual permite generar las figuras
siguientes a la secuencia dada, este anélisis puede llevar a una generalizacion aritmética,
estableciendo el tipo de abduccidn realizado, siendo esta utilizada inicamente con la finalidad
de pasar de un término a otro consecutivo, desde una relacion aritmética.

En tanto a la generalizacion algebraica de secuencias figurales Radford (2013) sugiere que
se desarrolla en tres momentos o fases, inicialmente en la toma de conciencia de las propiedades
en comun, la cuales se establecen a partir de los casos particulares, en segundo lugar, la
posibilidad de extender la propiedad a los términos subsecuentes y por dltimo, la capacidad de
deducir una expresion la cual permita establecer cualquier término de la secuencia. En este
caso y para que la generalizacion sea algebraica se debe tener en cuenta que la abduccion

realizada por los estudiantes sea analitica, es decir, no se llega a la generalizacién desde el
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ensayo-error, sino desde el decubrimiento de las caracteristicas de la secuencia desde la
estructura numérica y la estructura espacial.

En cuanto a la generalizacion algebraica ésta se desarrolla a su vez en tres niveles: factual,
cuando logra encontrar una comunalidad de los términos que permitan relacionar y establecer
la cantidad de elementos de cualquier figura, expresada en acciones concretas. Contextual,
cuando recurren a mostrar la generalidad a través de la comunalidad encontrada en los
términos, indicacion para encontrar cualquier figura, es decir, se construye una frase
representativa de los términos de cualquier figura de la secuencia y, por ultimo, la
generalizacion algebraica simbodlica cuando se presenta la aparicion de simbolos
alfanuméricos, existiendo contraccién semidtica donde se cambia la frase “cualquier figura”
por la n. Cabe resaltar que no siempre la aparicién de simbolos alfanuméricos nos garantiza la
existencia de una generalizacion algebraica.

2.2. Sobre la Teoria Cultural de la Objetivacion - TCO

La teoria cultural de la objetivacion surge a través de la necesidad de acercarse a los
elementos cognitivos y sociales que permean el aula en el proceso de ensefianza-aprendizaje,
teniendo en cuenta que en dicho proceso no solo interviene el objeto matematico en si (el
saber), sino que también seres social y culturalmente constituidos y activos (el ser), en otras
palabras “el saber es generado por los individuos en el curso de las practicas sociales
constituidas histérica y culturalmente” (Radford, 2011, p. 43) por naturaleza somos seres
sociales, nuestras costumbres y en general nuestra cultura ha surgido y se han robustecido a lo
largo del tiempo, permitiéndonos descubrir y enfrentarnos a nuevos retos, conocimientos y
formas cada vez mas civilizadas de relacionarnos de una manera particular con el medio y con
los demaés, sin olvidar que las sociedades nunca son estdticas y que por el contrario se
transforman a partir de diferentes interacciones cada vez mas complejas en torno a lo escolar,

familiar, social, afectivo, etc., y en general en todos los &mbitos de la vida.
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Con base en lo anterior, la educacion se erige como un ejercicio de transformacion del
individuo y como un elemento constitutivo de las practicas e identidad social.
La Teoria de la Objetivacidn parte de una posicion politica — conceptual que reposa en una
idea general acerca de la educacién y que puede explicarse de la siguiente manera: la
educacién en general y la ensefianza y aprendizaje en particular no tratan de saberes
unicamente, tratan de saberes y de seres. (Radford, 2014, p.135).

En este sentido, debemos replantear la idea con base en la cual, la educacién es considerada
como la accién de acercar al estudiante a la aprensién y memorizaciéon de multiples
conocimientos tedricos (conceptuales) que muchas veces nunca se llevan a la practica en el
desarrollo de la cotidianidad y recordar que educar hace referencia a la accién de criar y
alimentar, pero también al ejercicio de llevar, conducir, sacar, es decir permitir el paso de un
estado de pasivo ideal a otro activo experimental. Parafraseando al filosofo ateniense Platon
quien concibe la educaciéon como un proceso de perfeccionamiento y embellecimiento del
cuerpo y el alma, podemos concluir que méas alla de educarnos para el conocimiento, debemos
prepararnos para la vida.

Retomando la Teoria Cultural de la Objetivacion que desarrolla Luis Radford, y que surge
como respuesta a grandes interrogantes sobre el papel que juega la cultura y la sociedad en el
aprendizaje y aplicabilidad de los conceptos matematicos y recordando que dicha teoria a su
vez se basa en el trabajo sociocultural de Vygotsky y el materialismo dialéctico, es preciso
intentar darle una vision diferente a la ensefianza y aprendizaje de las matematicas, entendiendo
que tanto ensefianza como aprendizaje deben fundamentarse en las interacciones y
construcciones de conceptos que se dan a partir de una labor conjunta (no aislada) entre
maestros y estudiantes, centrada en dos elementos importantes que interactian y se construyen
mutuamente seres-saberes, de ésta forma, el aprendizaje como “procesos sociales de toma de
conciencia critica en los que intervienen diferentes medios semi6ticos puestos en juego por los

estudiantes (lenguaje, gestos, simbolos, artefactos, etc.)” (Miranda, et al., 2013, p. 183). En
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esta teoria aparecen dos objetivos principales, “la comprension y produccién de saberes y
subjetividades en el aula, asi como la identificacién de formas pedagégicas de accidn que
conllevan a una enseflanza y aprendizaje significativos” (Radford, 2014, p. 136). El
conocimiento aparece como algo que esta en constante movimiento que se codifica a través de
las interacciones de y con los otros y con el mundo, el cual es actualizado a partir de la
actividad.

En este punto, y con el fin de entender la relacién entre la TCO y el Materialismo
Dialéctico, es preciso recordar que este ultimo fue desarrollado de manera conjunta por
Friedrich Engels y Karl Marx en su preocupacién por entender de una manera filosofica el
mundo (naturaleza, la sociedad humana y el pensamiento) y que surgi6 en la década de los
cuarenta del siglo XIX, en continua interrelaciéon con las practicas del movimiento obrero
revolucionario de la época y que propendid por introducir a las practicas educativas los
conceptos de ser y hacer, la idea materialista dialéctica del conocimiento se basa en la distincién
entre el potencial (algo que puede suceder, es decir, posibilidad) y el Actual. Radford (2014)
en referencia al materialismo dialéctico afirma el conocimiento no es algo que se posea, este
se adquiere o construye desde las diferentes acciones personales, no es una entidad psicoldgica
o mental, basandose en la distincion entre lo que se considera potencial y lo real.

La TCO nos ofrece una posibilidad distinta de entender los procesos de ensefianza-
aprendizaje, desde una postura sociocultural, en la que se hacen importantes las diferentes
interacciones que se dan a interior de las aulas que permiten a los estudiantes la adquisicién de
saberes y la transformacion del ser. Asi mismo, pone de manifiesto que la actividad matematica
es multimodal, llevindonos a reflexionar sobre las diferentes formas de expresiéon que son
utilizadas por los estudiantes mas alld de lo observado cominmente en las producciones
escritas, pues ellos utilizan diferentes recursos semiéticos los cuales les permiten objetivar

“traer al frente” el conocimiento.
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Desde los objetivos del presente trabajo se pretende identificar y describir los medios
semidticos que emergen durante el desarrollo de tareas de generalizacion de patrones, teniendo

como precedente los principios tedéricos mencionados anteriormente.
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3. METODOLOGIA

En este capitulo trataremos especificamente lo concerniente a la metodologia utilizada en
el proceso de investigacion en el aula, denominada multi-semidtica. Asi mismo, los elementos
que se tuvieron en cuenta para determinar las tareas que se iban a proponer desde lo tedrico y
los resultados del pilotaje.

3.1. Diseiio metodologico

Radford (2015) establece que una metodologia, debe estar estrechamente relacionada con

algunos principios tedricos y estos a su vez con la o las preguntas de investigacion, afirmando:
una metodologia, M, estd siempre en relacién con algunos principios tedricos, P. Estos
principios tedéricos no s6lo proporcionar el soporte conceptual de concebir hechos y a la
metodologia con su convincente dimensién epistemolédgica, pero también nos permiten

formular de manera especifica las preguntas de investigacion. (Radford, 2015, pp. 548-

549) [Traduccién del autor]

con el objetivo de precisar la metodologia planteada realiza el siguiente esquema:

Research Questions
Q)
~7‘T

Methodology \i/ \‘f Theoretical
(M) *\ /" Principles
X B )

Esquema 2. Relacion dialdgica principios tedricos, metodologia y pregunta de investigacion (Radford, 2015)

En el esquema notamos la dependencia que existe entre los tres elementos, los principios
tedricos, es decir, en particular dentro de la TO, distinguimos los procesos de objetivacion y
subjetivacion , como inherentes al proceso de ensefianza- aprendizaje, partiendo del hecho de
que el aprendizaje se da desde la interaccion que se originan en los diferentes espacios, la cual
se hace evidente desde los medios semidticos que son movilizados, de la misma manera
concibe la actividad no como simplemente hacer algo, sino como las diversas acciones que se

realizan en pro de dar una solucién adecuada a la situacién presentada o la contribucién a la
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satisfaccion de necesidades colectivas constituyéndose como la unidad minima de anilisis. “La
actividad matemaética es, esencialmente, una actividad simbdlica” (Radford, 2006, p. 7), es
decir, se hacen importante las formas de representaciéon de los objetos de estudio, pues se
considera el lenguaje de las matematicas un lenguaje universal, por tanto, los signos son
dotados de sentido y significado. Cobrando una gran importancia hablar de semidtica en la
educacion matematica y de las ciencias. La semiltica es entonces la ciencia encargada del
“estudio de los signos, de las estructuras y de los procesos significativos”, de esta manera se
hace comprensible que la metodologia planteada desde la TO sea denominada multisemidtica,
se suma a los esfuerzos por comprender y de alguna manera dilucidar a través de los medios
semidticos movilizados por los estudiantes el proceso de aprendizaje de un objeto determinado.
A su vez ligado, a la pregunta de investigacion, en este caso, determinar los tipos de
generalizacion realizada por los estudiantes al resolver tareas de patrones figurales. Por lo tanto,
es necesario a su vez referirse al signo.
Los seres humanos estamos dotados de esa facultad que nos permite crear, adquirir,
aprender y usar cddigos constituidos por signos. La comunicacién humana esta,
precisamente, ligada a esa capacidad de interpretar unos sonidos, unos gestos, unas
imagenes y unas marcas, como signos de otras realidades acerca de las cuales un
interlocutor quiere llamar nuestra atencién. (Rincén, 2016, p.2).

Podemos entonces decir que nuestro papel de docente-investigador esté en el interpretar el
proceso y comprension de los estudiantes frente al objeto de estudio a través de los signos que
son utilizados en la actividad matematica.

De este modo es importante destacar la siguiente clasificacion realizada por Rincén (2016)
en la cual afirma que no es posible realizar una general y tinica argumentando la existencia de
diversos criterios que se entrecruzan. Inicialmente realiza una primera clasificacion a partir de
interprete que puede ser humano o no humano, relacionando estas a la capacidad de creacion

de otros lenguajes como la musica, las sefiales de transito, etc., creadas y utilizadas por el
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hombre, y las otras utilizadas por los animales, dotadas de sentido a través de la naturaleza; en
segundo lugar, seglin el ambito en el que se dan, naturales y culturales, en la primera
manifestando la capacidad de significar propio de la naturaleza y la otra, desde las creaciones
culturales del hombre, que adquieren un significado particular desde los acuerdos establecidos
entre grupos de personas; en tercer lugar, segin su estructura, verbales entre las que
encontramos lo oral y lo escrito, y no verbales, como la musica, las sefias utilizadas por los
sordomudos, entre otros; por ultimo, segln su relacion con el significado haciendo referencia
la clasificacion hecha por Pierce, en iconos, los cuales tienen una semejanza figurativa, indices
o signos deicticos, los cuales guardan una relacion fisico-espacial y los simbolos, los cuales
son una representacion netamente convencional. Finalmente presenta el siguiente esquema, en
el podemos notar como se interrelacionan las clasificaciones dadas, como afirma inicialmente
el autor. Dentro del andlisis de multisemidtico, denotamos entonces la gran importancia que
tiene los signos desde sus diversas perspectivas y formas de clasificacion.

-

NO humanos m——— - NatUrales s———-— NO verbales s [conos

N

SIGNOS< indices

Humanos m— |t rales m—\orh g e s m—Cimbolos

.
Esquema 3. Clasificacion de los signos (Rincon Castellanos, 2016, p.6)

3.1.1. Fases del diseiio.

Inicialmente se realiz6 un rastreo de trabajos que se han desarrollado en torno a la
generalizacion de patrones (Vergel 2014, Moreno 2014, Callejo & Zapatera 2014, Chalé Can
2015, Guzméan 2013), de alli se establecieron algunas de las tareas, fijaindose principalmente
en la forma de las secuencias figurales presentadas en estos documentos. Para las preguntas se

tiene en cuenta que ellas permitan seguir el camino propuesto hacia la generalizacion.
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Términos dados 0 Determinaciones 0 Caracteristica com(n
PPy Py sensibles C

Aplicacion a Abduccién analitica

Deduccién de la términos no dados
formula 0 (C se convierte en H)
Pk+1: Pk+2:

Esquema 4. Estructura de la generalizacion de secuencias figurales (Radford, 2013)

El esquema anterior nos muestra la estructura de la generalizacion de secuencias figurales
(Radford, 2013), por tanto, en las tareas se tiene en cuenta que las preguntas elaboradas y/o
tomadas de los documentos permitan que el estudiante realice dicho proceso, por esta razén
son organizadas asi: las primeras preguntas tenian como finalidad descubrir las caracteristicas
comunes de los términos dados, que permitieran extender los términos subsecuentes, desde la
estructura espacial y la estructura numérica, las siguientes hacia encontrar términos mas
grandes, con el fin de establecer algunas hipdtesis sobre el comportamiento de términos
particulares y las ultimas determinar el comportamiento de cualquier término de la secuencia.

Estas tareas inicialmente fueron objeto de un pilotaje, éste se desarroll6 con 4 estudiantes
de grado octavo (802) del CENSO, cuyas edades oscilan entre los 13 y 16 afios, se realiza la
invitacidn a participar a 6 estudiantes, con desempefios académicos alto, basico y bajo, teniendo
en cuenta la escala de valoracion adoptada por la institucién CENSO, dos de cada uno de los
niveles mencionados, pero en el momento de iniciar la implementacion de las tareas solo cuatro
de ellos contaban con el permiso de los padres. El pilotaje se hizo con el fin de comprobar si
las tareas eran apropiadas para la edad de los mismos, y evidenciar si en los procesos realizados
por estos estudiantes era posible establecer los tipos de generalizacidn, desde los diferentes

medios semioticos utilizados durante la actividad.
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Se implementaron tres de las tareas que se habian seleccionada para realizar la
investigacion, dos de ellas eran secuencias lineales y una cuadratica, dadas a partir de las

siguientes figuras:

o 0
. - . . T
A .. NI S o ol
0 00 000 0000 EEE l ] [ N ..
Fgl 2 3 4 e i S Fig 1 Fig2 Fig.3 Fig. 4
4 palas 7 palos 10 pales
Secuencia 1 Secuencia 2 Secuencia 3

Figura 3. Secuencias utilizadas en el pilotaje

Las preguntas que se utilizaron estaban acorde con la estructura planteada por Radford
(2013) las primeras orientadas a determinar las figuras subsecuentes, cuya finalidad es
establecer la comunalidad desde la estructura numérica y espacial, posteriormente términos
especificos pero ya no consecutivos, por ultimo llegar a una expresiéon que permita encontrar
cualquier término, de tal manera que estas permitan ir vislumbrando los diferentes tipos de
pensamiento algebraico desarrollados por los estudiantes.

Durante el pilotaje se recogieron datos de audio, video y hojas de trabajo, los cuales fueron
analizados, desde los elementos tedricos de la TCO, en ellos se encontrd que los estudiantes
durante el proceso de generalizacion inicialmente hacen uso de medios semidticos como
seflalamientos y conteos, lo que les permite determinar algunas caracteristicas comunes de los
elementos de la secuencia; también se observé que al realizar la representacion de las figuras
siguientes entre las condiciones que los estudiantes establecen como relevantes fue la cantidad,
o0 sea, la estructura numérica, tres de ellos se fijaron también en la estructura espacial, la forma
como estaban dispuestos espacialmente los circulos que componian la figura, solo en uno de
los casos encontramos que el argumento utilizado para la representacion fue: “aumenta dos de
una figura a otra”, sin tener en cuenta que unas estaban dispuestas de forma horizontal y las

otras vertical, llegando a la representacién que se muestra a continuacion:
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Figura 4. Representacion preguntas 5 y 6 realizadas por Fabidn

Otro de los recursos utilizados para determinar la cantidad de elementos de otras figuras
de valores no consecutivos fue la elaboracién de tablas, donde asume como principio la formula
de recurrencia en la que la figura siguiente estd formada por la cantidad de circulos de la
anterior aumentada en dos, desde la regularidad encontrada (en particular para la primera
secuencia +2) construyen la siguiente tabla:

En la primera columna aparece el nimero de la
figura, a partir de la 7, pues graficamente ya tenia
la representacion hasta la figura 6, y en la segunda
establecen la cantidad de circulos de cada figura, a
partir de la relacion aritmética (+2) establecida

entre las figuras.

Figura 5. Recurso semiotico utilizado por los estudiantes para hallar términos subsecuentes

La tabla les permite dar respuesta a la cantidad de elementos (circulos) que componen las
figuras de la secuencia pequefias no consecutivas. En este sentido y teniendo en cuenta las
producciones de los estudiantes (Fig.6) podemos inferir que la generalizacion realizada en esta
primera tarea fue de tipo algebraica contextual, donde utilizan una frase representativa, la cual
es construida a partir de la comunalidad encontrada y la relaciéon que determinaron entre el
ndmero de la figura y la cantidad de circulos que la componen. Una de ellas fue: “nos pudimos
dar cuenta que en la forma vertical podemos poner el niimero de la figura pero en circulos y
en la forma horizontal es la misma cantidad -17, las otras producciones son similares,
expresadas a través de la relacion de cantidad de la figura y la disposicién de los circulos tanto
horizontales como verticales, asi mismo para ellos se hace importante afianzar este proceso de

generalizacion a través de ejemplos que permiten comprobar la hipdtesis realizada, la cual es
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asumida como un principio o regla general, en este sentido, deducimos que los estudiantes han
realizado una abduccidn analitica. Asi mismo, se evidencio el uso de signos como flechas para
relacionar la estructura espacial con la estructura numérica de las figuras. El uso de simbolos
alfanuméricos no es muy claro ain, aunque uno de ellos hace uso de estos para expresar la

relacion.

Figura 6. Produccion de los cuatro estudiantes pregunta 5(; Como podrias hacer para encontrar la cantidad de
circulos de cualquier figura? Explica tu respuesta)

En la segunda tarea realizada existian dos relaciones diferentes las cuales se solicitaba
generalizar separadamente, la primera figura-cantidad de bolas y segunda figura-cantidad de
palos. En este caso existian una informacion adicional en la presentaciéon de la secuencia
(cantidad de bolas y palos de las primeras figuras), a partir de esta informacion ellos establecen

que entre una figura y otra consecutiva habia un aumento de dos bolas y tres palos, esto les

permitié facilmente determinar las cantidades de las figuras siguientes.




Figura 7. Produccion de los estudiantes pregunta 1, secuencia 2

Al indagar por las otras figuras, lo hicieron a partir de la relacién aditiva encontrada, mas
dos (+2) en relacion a las bolas y mas tres (+3) en relacion a los palitos, en este caso nos
encontramos frente a una generalizacién de tipo aritmética, pues la hipdtesis planteada permite
pasar de un término a otro teniendo como precedente la relacion aditiva encontrada, pero esta
no es util cuando se trata de cualquier figura, asi mismo, una de las estrategias utilizadas para
dar solucién fue la composicidén de las figuras dadas, por eso otra relaciéon que ponen de
manifiesto es que al unir dos cuadrados estos comparten un palo y dos bolas, a continuacidn,

se presentan dos de las soluciones dadas por los estudiantes.

Figura 8. Produccion de los estudiantes preguntas 4y 5.

En Ia tercera tarea resultd ficil establecer la relacion entre la figura y la cantidad de
cuadrado a partir de la estructura espacial, a continuacion, se presenta una de las producciones
de los estudiantes, las respuestas dadas por el grupo son similares, debido a que estas se dieron

a partir de la interaccién entre ellos.
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Figura 9. Produccion tercera tarea

En esta se evidencia que se ha establecido la comunalidad de los elementos de la secuencia
a partir de la relacion con la estructura espacial, ellos notan que en el centro de las figuras se
forma un cuadrado cuyo lado corresponde al nimero de la figura y adicionalmente en cada lado
hay un cuadrado de 1x1, lo cual hace que ellos determinen la cantidad de cuadrados de
cualquier figura a partir de la relacion “multiplicar el niimero de la figura por el mismo y le
sumaria 2”, la cual fue usada para dar respuesta a las preguntas 3 y 4. Podriamos en este caso
determinar segun la evidencia descrita anteriormente la existencia de una generalizacién
algebraica de tipo contextual.

En las tres secuencias presentadas a los estudiantes se evidencid el uso de diferentes
recursos semioticos entre ellos los conteos, los sefialamientos, el uso de otros signos como las
flechas para indicar la estructura espacial de las figuras de las secuencias y de esta manera
relacionar con la estructura numérica, elaboracion de tablas, entre otros. De igual manera,
evidenciamos que el uso de simbolos alfanuméricos fue escaso, solo se dio en la primera
actividad y las relaciones esencialmente se da en términos de frases representativas, las cuales
nos dan indicios de generalizaciones de tipo algebraico contextual. En este sentido podemos

afirmar que efectivamente las tareas propuestas, son adecuadas para dar respuesta a nuestra
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pregunta de investigacion, asi mismo las preguntas fueron claras para los estudiantes, por tanto,
la decision que se tomo fue utilizar todos los instrumentos planeados sin realizar
modificaciones y ajustes a los mismo.

3.1.2. Fase de implementacion.

Partiendo de la importancia que tiene en la actividad del hombre la interaccidn con otros
en la construccidn del conocimiento, se establecen grupos de trabajo dentro del aula, los cuales
no tienen ningtn tipo de condicionamiento. Durante la implementacion de las tareas en el aula,
estas se dan en diferentes momentos, los cuales no necesariamente son desarrollados de forma
lineal: presentacion de la tarea, cuyo responsable es el docente, trabajo en pequefios grupos,
discusion profesor-estudiantes, plenarias donde los pequefios grupos presentan sus ideas y las
defienden frente a los otros grupos, en los diferentes momentos de discusién la funcién del
docente debe estar encaminada a orientar el proceso, a partir de preguntas y realizar la
retroalimentacion del proceso, como muestra la figura 10. Cada sesién de trabajo tuvo una
duraciéon de noventa (90) minutos. En total se realizaron 6 (seis) sesiones de trabajo,
unicamente se aplican las seis primeras tareas planteadas debido también a que la disposicion

de grupo fue disminuyendo en su interés.

Small group work

{ !
Presentation of the activity
by the teacher

Teacher-students
discussions

Genaral disoussion

Figura 10. Actividades de clase como un sistema emergente (Radford, 2015. p.556)
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3.1.3. Fase de recoleccion.

Durante la implementacién se recoge informacién desde diferentes medios, entre ellos,
grabacion de video y audio, dentro de los pardmetros establecidos por esta metodologia se hace
importante recoger los registros visuales a través del video, que permiten observar medios
semidticos como gestos, seflalamientos, entre otros, y registros de audio los cuales deben
hacerse en las mesas de trabajo, tanto como en las plenarias, las cuales permiten tener evidencia
de las discusiones dadas al interior de cada grupo, asi como también los conteos y ritmos
utilizados al desarrollar la actividad; hojas de trabajo, donde se evidencia el trabajo individual
del estudiante, en este se registran las operaciones realizadas, las conclusiones y respuestas
dadas a la actividad; notas de campo, son audios que realizan los observadores y/o el docente,
contiene observaciones sobre lo que sucedid en el aula, estas pueden ser desde la dimension
ética o aportes desde el proceso matematico realizado; y notas realizadas en el tablero, en los
momentos de plenaria uno de los recursos que se puede utilizar es el tablero, por tanto se hace

importante tener un registro de lo realizado en este.

3.1.4. Fase de procesamiento de datos.

En esta fase se realiza la constituciéon de los datos, a partir de elementos como la
transcripcion de los didlogos hechos al interior de cada grupo, estos no se realizan de la
totalidad de los audio y/o videos, sino de aquellos episodios donde la actividad desarrollada
por los estudiantes arrojan elementos de procesos propios categorizados en la teoria
(objetivacion y subjetivacidon) y las preguntas de investigacion, haciéndose evidentes otros
momentos del didlogo como pausa, vacilaciones verbales, aparicion de gestos, entre otras; de
igual manera se escanean las hojas de trabajo realizadas de forma individual y grupal realizados
por los estudiantes, las notas de campo, y demas recursos utilizados en la observacién, como
el objetivo principal de dar cuenta tanto de los procesos que se evidencian desde la teoria, como

desde la pregunta de investigacion.
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4. ANALISIS MULTI SEMIOTICO

En este capitulo describiremos la forma como fueron constituidos los datos a partir de los
principios tedricos, metodologia y la pregunta de investigacion. Asi mismo, desarrollamos
algunos andlisis de las actividades matematicas desarrolladas en torno a las tareas propuestas,
las cuales nos permiten realizar un acercamiento al tipo de generalizacién realizado por los
estudiantes.

4.1. Descripcion

En el capitulo anterior se traté de explicar la importancia que tienen los diferentes medios
semidticos movilizados por los estudiantes en el proceso ensefianza-aprendizaje, puesto que
ellos permiten evidenciar la compresion que se tiene del objeto de estudio. Partimos entonces
del hecho que los signos segtin su relacién con el significado se pueden clasificar en iconos,
indices y simbolos, por lo que cobra gran importancia la recoleccién de la informacién desde
diferentes medios, entre los cuales tenemos: escrito (hojas de trabajo), audio-video (registro
tomado de los videos).

La informacién recolectada fue almacenada en varias carpetas digitales, en la primera se
encuentran las producciones individuales clasificadas por estudiante y por grupo (hojas de
trabajo), en una segunda, se almacenaron los videos los cuales se clasificaron por tareas, a su

vez, estos se identificaron de acuerdo con los grupos de trabajo.

Estudiante 1

~| Individuales |—

1

Estudiante 2

Estudianten

Heojasde Trabajo

Grupo 1

Grupo2

informacion

Tareal Grupon

Almacenamientode
i .

Tarea2

1 T

Grupales |—
Videos |» |

Tarean

Figura 11. Estructura del almacenamiento
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La recoleccién de la informacién se realizé con el grupo 801 del CENSO, formado por 33
estudiantes, cuyas edades oscilaban entre los 13 y 17 afios, se aplicaron seis de las siete tareas
inicialmente planteadas, debido a que en el desarrollo de la tarea seis los estudiantes mostraron
poca disposicidn para continuar con el trabajo. A su vez los estudiantes fueron organizados en
7 grupos de 4 estudiantes y un grupo de 5, los cuales ademas de las hojas individuales de trabajo
debia realizar otra que correspondia a las respuestas que en consenso en el grupo construian,
después de hacer el trabajo individual, es decir, contamos con 198 hojas de trabajo individual
aproximadamente, teniendo en cuenta que en algunas sesiones de trabajo no asistieron todos
los estudiantes y 48 hojas de trabajo grupal. Asi mismo, contamos con los videos registrados
por sesion de las actividades de los diferentes grupos y de las plenarias. Teniendo en cuenta la
informacidn recolectada, se realizard la constitucién de los datos, a partir de los elementos
tedricos de la TO y de la pregunta de investigacion.
4.1.Andlisis de la actividad matematica

El andlisis de la actividad se realiza a partir de la informacion recolectada en las hojas de
trabajo tanto individuales, como grupales realizadas por los estudiantes, asi como también los
registros audiovisuales de las actividades, inicialmente se dedica un tiempo a revisar uno a uno
los videos de las sesiones de trabajo, con el fin de establecer aquellos episodios donde se
evidencia, en primer lugar, los procesos llevados por los estudiantes camino a la generalizacion,
a través de los signos verbales y no verbales utilizados durante la actividad matematica
(proceso de objetivacion), asi mismo como aquellos que dan cuenta de la subjetivaciones o
procesos asociados al volverse en.

Después de establecer los episodios se realiza la transcripcion de los didlogos realizados
en dicho episodio, sefalando a su vez signos no verbales utilizados, como los gestos, signos

indexicales (espaciales y temporales) y se compara con lo realizado en las hojas de trabajo. A
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partir de la contrastacion de estos elementos y los fundamentos teéricos sobre los procesos de
generalizacion, se realiza el andlisis con el fin dar respuesta a la pregunta de investigacion.

4.2.1. Tarea 1.

La primera indicacion que se les da a los estudiantes antes de desarrollar la tarea planeada
es que se organicen en grupos de 4 estudiantes, estos no tienen ningin tipo de
condicionamiento, simplemente ellos eligen entre si con quienes van a trabajar, teniendo en
cuenta que, dentro de la TO, el saber se da a través de la interaccién con otros. En esta primera
sesion de trabajo se pretende que los estudiantes se familiaricen con este tipo de tareas y al uso
de la camara en el aula.

Se presenta la tarea a trabajar, inicialmente desde la pregunta qué entienden ellos por una
secuencia, a lo cual responde que es algo que sigue, que se comporta de la misma manera, sin
ahondar en la respuesta se solicita que trabajen de manera individual y posteriormente
compartan las respuestas obtenidas en los grupos formados.

La primera tarea es de la forma 2n-1, con n=1, 2, 3, ..., expresada a través de la siguiente
secuencia:

1. Dibuja las figuras 5y 6
a. (Cuantos circulos hay en la figura 5?7
b. (Cuantos circulos hay en la figura 6?
2. ;Hay alguna manera de encontrar los circulos de la

8 figura 15, sin construir la figura? Explica tu respuesta

o OOO 08 o O OOO o 3. Juan quiere constryir la figura 20, explica lo que debe
hacer para construirla.

Fig1 2 3 4

4. Santiago tiene una figura de esta secuencia. El usé
exactamente 25 circulos. ;A qué nimero de la figura
corresponde? Explica la manera en que procediste para
encontrar la respuesta.

5. (Como podrias hacer para encontrar la cantidad de

circulos de cualquier figura? Explica tu respuesta.
Figura 12. Tarea 1 (secuencia y preguntas)

La estructura de las tareas en general tienen la intencionalidad de permitirnos ver el proceso
de generalizacién de los estudiantes desde los tres vectores, inicialmente identificar la

caracteristica en comun de los elementos de la secuencia, que les permitird construir los
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términos siguientes (pregunta 1), luego, poder extender esas caracteristicas encontradas para
establecer tanto la estructura numérica como espacial de algunos términos no consecutivos de
la secuencia (preguntas 2, 3 y 4), por ultimo establecer el término general de la secuencia
(pregunta 5).

A continuacién, se presentan algunas de las respuestas dada por uno de los grupos. Este
grupo estd formado por Vanessa (V), Yuli (Y), Erika (E) y Carol (C). Ellas deciden presentar
por separado la forma en la que realizaron la actividad, si bien se propuso un trabajo grupal, se
les permitié que ellas realizaran su presentacion individual, pues habia realizado procesos
diferentes y habian establecido atin acuerdos.

El siguiente didlogo pertenece a la intervencion realizada por la estudiante Carol

L1. P: ;Qué hicieron?

L2. [Toma la voceria Carol]. Pues yo iba sumando una (+1) a los circulitos de abajo y una (+1) a los
circulitos de arriba

L3. Explicame en la figura como quedaron

L4. C: Pues quedaron 5 abajo que es el niimero de la figura [sefiala los cinco circulos y luego encierra
entre sus dedos el nimero 5] y cuatro arriba y asi en la seis

L5. P: O sea que, ;coémo hiciste para la figura 15?

L6. C: Para la figura quince, pues iba sumando de a dos por cada uno, entonces em la 7 es 13, en la
8 es 15 y asi sucesivamente hasta llegar a la quince.

L7. P: {Es necesario siempre ir sumando los dos para poder saber cuantos hay en cada secuencia?

L8. C: No, porque me di cuenta de que ehh que la figura decia 5, entonces abajo van 5 circulos y
arriba van menos 1 y asi se suma.

L9. P: ;O sea que en la figura cien qué pasaria?

L10. C: Serian cien nimeros abajo. Cien circulos abajo (juntamente con la profesora). Y serian 99
arriba, serian pues 199

Cuando se indaga por el proceso realizado inicialmente quien toma la voceria es la
estudiante Carol la cual narra lo que ella particularmente realiz6 para dar respuesta a cada uno
de los requerimientos de la tarea. Durante su intervencion hace uso de diferentes medios
semidticos como gestos con las manos para denotar la disposicion horizontal y vertical de los
circulos, igualmente usa sefialamientos para relacionar estructura numérica y espacial, entre
otros. Inicialmente explica que la forma como percibid la secuencia fue a través del aumento
de cantidad de circulos arriba y abajo, estrategia que utiliza para graficar las figuras siguientes,

es decir, las figuras 5 y 6, expresandolo en L2 “Pues yo iba sumando una (+1) a los circulitos
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de abajo y una (+1) a los circulitos de arriba”, 1a cual es utilizada para extender la secuencia
a las figuras siguientes, es decir, figuras 5 y 6. Posteriormente cuando se pregunta por la figura
15, afirma: “Para la figura quince, pues iba sumando de a dos por cada uno, entonces en la 7
es 13, enla 8 es 15y asi sucesivamente hasta llegar a la quince”, es decir a partir de 1a relacién
+2, en este momento ha asumido esta como principio, lo cual nos permite afirmar que hasta
este momento ella realiza una generalizacién aritmética, que le permite establecer la cantidad
de elementos de figuras pequefias.

Es importante tener en cuenta que en este primer didlogo la estudiante menciona otra
relacion entre el nimero de la figura y la cantidad de circulos acomodados horizontalmente,
como se evidencia en L4: “Pues quedaron 5 abajo que es el nimero de la figura [seiiala los
cinco circulos y luego encierra entre sus dedos el niimero 5] y cuatro arriba y asi en la seis”,
durante esta explicacion la estudiante se apoya en sefialamientos (Fig.13), evidenciandose la
convergencia de medios semidticos para expresar una idea sobre el comportamiento de la

secuencia, la cual le puede dar indicios sobre el comportamiento general de la secuencia

Figura 13. Sefialamientos utilizados por Carol para explicar la comunalidad establecida

<

Se continda con la indagacidn a partir de la pregunta entonces: “;es necesario siempre ir
sumando dos (+2) para saber cudntos hay en cada figura?”’, a lo que ella responde: “No,
porque me di cuenta de que ehhh, la figura decia 5, entonces abajo van cinco y arriba va menos

1, y asi se suma”, se apoya en gestos con las manos (figura 14 imagenes centro e izquierda)

para denotar la relacion entre la estructura numérica y la espacial. Cuando se le solicita la
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cantidad de circulos de la figura 100, nuevamente a través de los gestos ella indica la forma
como espacialmente estan organizadas las figuras indicando que horizontalmente la cantidad,
es igual al nimero de la figura y verticalmente corresponde a la misma cantidad -1, siendo
necesario para ella el uso de valores determinados para explicar el comportamiento de la
secuencia, la propiedad comiin que establece la estudiante es usada para determinar cuantos
circulos componen cada figura. Para este momento ella muestra evidencias de haber alcanzado
una generalizacién algebraica, en tanto realiza una abduccién analitica, asumiendo como
principio la regla establecida entre el nimero de la figura solicitada y la cantidad de elementos
que la componen como la suma de los circulos acomodados de forma horizontal y vertical,
pero siempre lo hace mediante valores determinados, evidenciado en la forma como responde
a la pregunta 5.

5. {Coémo podrias hacer para encontrar la cantidad de circulos de cualquier figura? Explica

tu respuesta.

Figura 14. Produccion Carol-Gestos utilizados para exponer la solucion de pregunta 5

Existe aqui una evidencia de que la estudiante encontré una comunalidad que le permite
establecer la estructura numérica - espacial de cualquier los elementos de la secuencia, pero
aun no alcanza el nivel de enunciacién a través una frase representativa de cualquier término o
el uso de simbolos alfanuméricos, es decir, operar con lo indeterminado, por lo tanto podriamos
concluir que en esta primera actividad ella realiza una generalizacion algebraica de tipo factual
(acciones), en ella “hay evidencia de una generalizacién de acciones en la forma de esquema

operacional, esquema que permanece ligado al nivel concreto de uso de simbolos numéricos, a
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términos deicticos, gestos de actividad perceptual” (Vergel, 2015, p. 198), en este tipo de

generalizacion lo indeterminado no hace parte del discurso.

Figura 15. Produccion de Erika tarea 1

En el caso de Frika, ella establece una relacién que le permite determinar la cantidad de
circulos (estructura numérica) y su disposicidon horizontal y vertical (estructura espacial),
basandose en la relacion “sumando 1 arriba 1 abajo”, usa como recurso semidtico la
construccién de una tabla que le permite determina la estructura numérica, pero la hace
adicionando 2 de un término al otro, para responder a la pregunta 5, lo hace desde la
comunalidad y la relacién aditiva encontrada entre figuras consecutivas (Fig.15), es decir desde
la relacion aditiva +2, lo que nos lleva a concluir que la generalizacién realizada por esta
estudiante es de tipo aritmética, pues la hip6tesis planteada estd dada a través de la recurrencia
entre los términos. El didlogo con esta estudiante fue muy corto, ella comenta que al principio
fue un poco dificil encontrar la relacion pero que fue ayudada por Carol, que le explico, pero
no da mayor detalle de ello, podriamos notar de esta manera la importancia que tiene la
interaccion entre los diferentes miembros del grupo, pues esto permite que los estudiantes con
dificultades puedan iniciar su proceso de comprension frente a las relaciones entre los términos

de las secuencias.
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Figura 16. Produccion de Yuli tarea 1

En el caso de Yuli ella recurre inicialmente al uso de la representacion grafica (estructura
espacial) a partir de la relacién encontrada, adicionando un circulo horizontal y uno vertical
(primera determinacién realizada por la estudiante), para desde alli, establecer la cantidad de
circulos de cada figura (Figura 16), esto le permiti6 dar respuesta a la estructura numérica de
los términos subsecuentes (pequefios) y de esta manera responder a la solicitud de las preguntas
2, 3 y 4, aunque también notamos que en las figuras realizadas hay un salto de la figura 20 a la
25, lo que nos lleva a suponer que la estudiante ha establecido una comunalidad entre los
elementos de la figura. Posteriormente se indaga si para ella se hace necesario el manejo de lo
concreto, como lo evidencio en las soluciones anteriores, se sostuvo el siguiente dialogo con la
estudiante:

L1: Y: Yo en vez de hacer la tabla hice las figuras

L2: P: Td hiciste las figuras. ;Y qué pasaria entonces con la figura cien, tendrias que hacer todas las
cien figuras para saber cuantos circulitos son?

L3: Y: No, no necesariamente tengo que hacer las figuras

L4: P: ;Entonces?

L5: Y: Puede hacer los 100 circulitos (sefialando una de las figuras en la acomodacién horizontal) y
arriba los 99 (muestra la secuencia realizada en el cuaderno)

L6: P: ;Y como sabes que es asi?

L7: Y: Porque...porque yo entendi aqui (sefialando de la figura 2 de la secuencia), que aqui abajo va
el numerito y arriba va (gestos refiriéndose anterior), algo asi entendi

L8: P: ;Qué abajo iba cual?

L9: Y: El dos... y arriba va el uno, y asi sucesivamente, como decir aqui abajo van tres y aqui arriba
van dos, aqui abajo van cuatro y acé arriba van tres. (utiliza signos indexicales sobre las figuras, para
indicar la cantidad a medida que los menciona)

L10: P: O sea que en la quince cémo te quedaron

L11:Y: En la quince yo hice los de abajo los quince circulitos y arriba los catorce

L12: P: Ah, ok. Entonces por eso sabes que serian 199 en la figura cien

L13:Y: Si sefiora
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Como se muestra en la transcripcion (2), aunque no expresa de manera escrita la estructura
especial y numérica de las figuras de la secuencia, al movilizar otros medios semidticos
evidencia tanto en los sefialamientos como en la explicacién verbal, que reconoce la estructura
de la secuencia y que esa comunalidad que ella encontré le permite establecer para cualquier
figura la cantidad de circulos que la componen.

Por ejemplo en L.9: “Yuli: el dos... y arriba va el uno, y asi sucesivamente, como decir aqui
abajo van tres y aqui arriba van dos, aqui abajo van cuatro y acd arriba van tres”(figura 17),
utiliza sefialamientos que permiten relacionar la forma o estructura espacial de las figuras de
la secuencia, asi como también la relacién numérica entre los circulos que se encuentran
organizados de forma horizontal con el nimero de la figura y de estos la relacioén -1 con los
circulos organizados de manera vertical.

La comunalidad encontrada, le permite establecer la cantidad de circulos de cualquier
figura, es decir, realiza una abduccién analitica, la cual se reafirma cuando la estudiante hace
uso del deictico “y asi sucesivamente”, este nos indica que Yuli interpreta que el
comportamiento de la secuencia permanece de la misma manera, en otras palabras, mediante
esta frase indica que se ha establecido el comportamiento de todos los términos de la secuencia,
lo que nos lleva a deducir que en este caso que Yuli, a través de esta primera tarea demuestra
haber alcanzado una generalizacién algebraica factual, pues aunque tiene la capacidad de
establecer la estructura espacial y numérica de cualquier figura, estd debe ser para un valor

determinado, es decir, aun no aparece la forma de nombrar lo indeterminado.

Figura 17. Secuencia de gestos donde Yuli muestra a través de las figuras inicialmente dadas la relacion entre la
cantidad de circulos horizontales y verticales, asocidndolo también con la figura solicitada en el item 3 (15)
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En el caso de Vanessa su trabajo se centra en la realizacion de otro tipo de registro,
recurriendo a la tabulacion, pues el hallazgo que ella hace frente a la secuencia es que, entre
una figura y otra consecutiva existe un aumento de dos (+2), tanto en las preguntas sobre
figuras especificas como en la dltima pregunta donde se le pide para cualquier figura, ella

establece la misma relacion aritmética de ir sumando dos.

Figura 18. Produccion de Vanessa tarea 1.

Evidenciado en las producciones realizadas por la estudiante, esto nos lleva a pensar que
la relacién que se hace es netamente numérica, no se alcanza un nivel de enunciacién de la
generalidad, que permita establecer la cantidad de elementos para cualquier figura sin realizar
la tabulacién podria decirse que se trata de una generalizacidn de tipo aritmética, pues esta solo
le permite pasar de un término a otro consecutivo.

En la produccion grupal ésta se limita a explicar la generalidad de los términos a través de
un ejemplo para un caso numérico concreto, es decir, notamos que aun para ellos es necesario
trabajar desde valores especificos, la indeterminancia no hace parte atin del discurso de este
grupo. De igual manera en el cierre de la actividad este grupo hace énfasis en que una de las
dificultades esta en expresar la forma como ellos estan pensando las secuencias. Asi mismo, se
evidencia el uso de recursos semioticos como los sefialamientos, deicticos, tablas, entre otros.

Grupo Haile, Omar, Cristian y Robinson

Al acercarse a otro de los grupos se encuentran las siguientes respuestas sobre el trabajo

realizado, en torno a la tarea planteada:
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Figura 19. Produccion del grupo Haile, Cristian, Omar y Robinson.

Intervencién de Omar (O) y Cristian (C)

L1.
L2.
L3.
L4.

L5.
Le6.

L7.
L8.
L9.

L10.
L11.
L12.
L13.
L14.

Figura 20. Serie de sefialamientos utilizados por Omar y Cristian.

C: Nosotros estamos haciendo asi

0O: Oseaes que...

C: Sien el 4 [sefnala en la hoja la figura 4 de la secuencia]

O: Sumamos dos veces el nimero, o sea, digamos va en orden, jcierto! [sefiala con el esfero
desde el 1 hasta el cuatro], entonces sumamos dos veces el 4, si [sefiala la figura 4, en el
numero|

C: Entonces el cuatro da 8

O: Al sumar ese cuatro da 8, y a ese 8 se le resta 1 para quede el nimero de circulos y dan 7
[sefiala la figura completa]

C: Uno para que den 7, y asi sucesivamente

O: Y asi sucesivamente

C: En el cinco, nos dio [destapa el cuaderno donde hizo la figura y sefiala la figura]

O: Pues 10, o sea 5+5 da 10 y ahi son...

C: 9 circulos, 10 menos 1, nueve y asi sucesivamente

O: Y asi continda hasta...

C: Hasta infinito

0O: Y asi lo utilizamos para el resto

Se evidencia una toma de conciencia de la propiedad en comun frente a la estructura

numérica, a través de la similitud que establecen entre el nimero del término de la secuencia

con la cantidad de elementos que se ubican en la parte horizontal, en L4 cuando Omar afirma:

“digamos va en orden” mientras indica a partir de sefialamientos con el esfero los nimeros de
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los términos de la secuencia dada (fig. 20), esto evidencia que una de las determinaciones
encontradas es el orden en el que las figuras estdn organizadas, luego dicen que se debe sumar
el mismo ndmero y restarle uno, pues notan que en la parte vertical siempre hay uno menos.
Podemos decir que en este momento los estudiantes han realizado una generalizacion a partir
de las propiedades en comtn de los términos dados, los cuales permiten contestar a la pregunta
sobre cuantos y como estan acomodados, realizan una abduccidén la cual es puesta a prueba
mediante la ejemplifican con el término 4 el cual estaba dado inicialmente y les sirve para
confirmar esta relacion, luego realizan la misma accién para extender la secuencia a partir del
hallazgo realizado.

Posteriormente, los dos estudiantes afirman que continda comportindose de la misma
manera, haciendo uso del deictico espacial y asi sucesivamente, lo que nos lleva a concluir que
los estudiantes han interpretado que el comportamiento a lo largo de la secuencia es el mismo.
Afirmacién que es confirmada cuando utilizan la relaciéon encontrada entre el nimero de la
figura y la cantidad de elementos que la componen para establecer la forma y nimero de
cualquier figura particular (respuesta 2, fig. 19), es decir, realizan una generalizacion algebraica
de tipo contextual. Donde asumen como principio la relacién encontrada, en otras palabras,
realizan una abduccién analitica, la cual es un elemento esencial para establecer cuando una
generalizacion es algebraica.

Cuando se indaga por el general, es decir, para un n cualquiera, donde se les induce a
concluir preguntando especificamente por n, afirmando que este representa cualquier cantidad.
A continuacion, se presenta el didlogo entablado con el grupo, donde Cristian toma la voceria:

L1: P: Si decimos para un nimero cualquiera, por ejemplo, n, ;cémo seria?
L2: C: n+n menos, menos, pero ahi ... ;qué se le resta?

L3: P: ;Cuanto le restarias?

L4: C: Pues 1, pero como n no tiene nimeros

L5: P: (No?, pero ;como seria?

L6: C: Digamos n+n-m da un p

L7: P: ;Menos cuanto?, ;m un nimero cualquiera, o0 menos una cantidad fija?
L8: C: Tocaria ordenar de la a a la z, por nimeros para poder restarlos

L9: P: ;Cémo de la a ala z? no entiendo, o sea, ;/la a seria 1?
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L10: C: La a seria 1, la b seria 2, asi hastala z

L11: P: Para poder saber cudnto es m

L12: C: Si seria, ahi seria asi y el proceso seria n+n-a para que le dé la cantidad que es
L13:P:;j-a0-1?

L14: C: -a porque estamos hablando de letras

Durante el primer didlogo con este grupo los estudiantes establecen una relacion entre el
ndmero de la figura y su estructura numérica, entonces se intenta llevarlos la construccion de
una expresion simbdlica de la forma n+n-1, partiendo de la pregunta por un nimero cualquiera,
designado por n, lo cual causa en ellos tension, pues asocia este requerimiento con tener que
dar una expresion usando exclusivamente letras, afirmando: “estamos hablando de letras”
(L14), de esta manera notamos que la asociaciéon que hace el estudiante para designar
numéricamente una letra es a través del orden lexicografico (L10), de alli que transforme la
expresion en n+n-1 en n+n-a. Aqui el problema de la generalizacion transciende otras fronteras,
frente a la interpretacion de la letra en contextos algebraicos, Rojas et al., (1999) establecen
que una de ellas es como letra evaluada, es decir, asocian esta con valor numérico especifico
como ocurre con estos estudiantes cuando definen el valor de la letra asociado al orden
lexicografico, a su vez este también es relacionado con niveles de desarrollo de los estudiantes,
ubicandolos en este caso en un estadio inicial de operaciones concretas, donde la tendencia es
a considerar la letra como un determinado nimero.
Grupo loveth, Juliana, Yuliana y Romero
En este grupo toman la voceria las estudiantes Ioveth (I) y Juliana (J). Se inicia indagando
por el proceso realizado en la tarea, veamos un apartado del didlogo establecido con las
estudiantes:
L1. P: ;{Qué hizo?, y ;coémo lo hizo?
L2. J: Aqui puse cinco, aca puse los cuatro, aca abajito puse los seis [sefiala las figuras 5 y 6],
cuatro y aqui escribi que tenia... que la figura 5 tiene 9

L3. P: Y ;como sabes?, ;como llegaste a que era de esa manera?

L4. J: Suméndolos. [utiliza sefialamientos, desplazandose con el dedo indice para relacionar
nuimero de la figura y cantidad de circulos horizontales], aca hay uno y aqui comenzaron a
ser 2, 3, 4 después 5 y después 6.

L5. P: Y ;como sabes los que van hacia arriba?, ;co6mo son?
L6. J: Porque va
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L7. I: Son el nimero anterior

L8. P: Son los del nimero anterior, ;cémo seria entonces?
L9. I: Entonces aqui daria como es la 4, entonces son 3
L10. P: En el cinco entonces irfan jcuantos?

L11. I: En el 5, podrian ser cuatro

L12. P: (En el seis entonces?

L13. I: Cinco

L14. J: Cuatro

L15. I: Cinco, porque es el nimero anterior

L16. J: Entonces me hace falta uno

Figura 21. Serie de seiialamientos utilizados por la estudiante Juliana para explicar la acomodacion horizontal de los
circulos de la secuencia.

Podemos notar que inicialmente las estudiantes establecen una relacion entre los circulos
acomodados de forma horizontal y el nimero de la figura, esta les permite representar
graficamente las figuras 5 y 6, que corresponden a la solicitud de la primera parte de la tarea,
para esta explicacion la estudiante realiza una serie de sefialamientos, mientras verbaliza como
se muestra en L4b: “acd hay uno y aqui comenzaron a ser 2, 3, 4 después 5 y después 6” hace
énfasis en la construccién propia cuando en el conteo realizado utiliza la palabra “después”
para indicar que son las nuevas figuras solicitadas, pero en la produccién de Juliana se puede
notar que tanto en la figura 5 como en la 6, ha establecido que van 4 circulos en la posicién
vertical, se procede a realizar unas preguntas que le permitan reconocer la relaciéon con los

circulos en posicion vertical.

Figura 22. Serie de sefialamientos por loveth para explicar la cantidad de circulos acomodados de forma vertical

En esta indagacion interviene la estudiante Ioveth quien afirma: “Son el niimero anterior”,
a partir de esta relacion ella explica usando como ejemplo la figura cuatro la cantidad de
circulos de la posicién vertical, L9: “Entonces aqui daria como es la 4, entonces son 3” hace

uso de sefialamientos para indicar la relacion entre los circulos verticales y la figura anterior,
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esta relacion y la explicacion dada por la estudiante le permite reconocer a Juliana que en la
figura 6 le hacia falta un circulo. Hasta este punto podemos reconocer que las estudiantes han
encontrado una relacidon que les permitié establecer la cantidad de circulos de las figuras
siguientes, se continda con el didlogo con fin de saber si la relacién es asumida como principio
para cualquier figura, o simplemente utilizada en esta primera parte de la tarea.

L17. P: Si quiero la figura 100, ;cémo hago?

L18. I: Depende de la base, serian aqui 100 [hace gestos para indicar que es horizontal]

L19.Y:Y arriba 99

L20.1: 99

L21.P: Y sies la figura 1000

L22.Y: Abajo serian 1000 y arriba 999

L23. P: Y cémo seria para cualquier figura

L24. T: Pues se pone el nimero al que se le va... como decirlo, la base son los circulos de abajo y lo
de arriba es el nimero anterior.

En esta segunda parte del didlogo intervienen las estudiantes Yuliana e Ioveth, podemos
establecer que la relacidn es asumida como principio por todos los integrantes del grupo, pues
no solo les permite establecer la cantidad de circulos para un nimero determinado, sino que lo
asumen como una regla general, realizando una generalizacion de tipo algebraica contextual,
pues se hace una descripcion del término general a través de una frase, como notamos en .24
cuando se afirma: “la base son los circulos de abajo y lo de arriba es el mimero anterior”, la
base hace referencia al numero de la figura.

Durante la plenaria realizada al finalizar, se pide a los estudiantes que expresen sus
opiniones sobre el trabajo realizado, en virtud de lo anterior éstos comentan que la tarea fue
algo novedoso, aunque manifiestan haber tenido dificultades al momento de tratar de explicar
los procesos realizados en cada uno de los puntos. Algunos se muestran bastante timidos y no
quieren ser grabados, con ellos se intenta entonces captar algunos de los gestos utilizados solo
hasta donde ellos lo permiten para no condicionar la actividad.

4.2.2. Tarea 2.

Esta tarea es de la forma 2n+3, con n=1, 2, 3, ... expresada a través de la siguiente

secuencia:
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1. Dibuja las figuras 4 y 5
a. (Cuantos circulos hay en la figura 4?

OQ\OO OOAO,\OO OO OO Do b. | (Cuantos circczlulos ha}; en 1la fi%uraIS?d o
U U 0 OO OO O . (Hay alguna manera de encontrar los circulos de la figura

20, sin construir la figura? Explica tu respuesta
ﬂg | f|92 ﬂg 3 3. Juan quiere construir la figura 100, explica lo que debe
hacer para construirla.

4. Santiago tiene una figura de esta secuencia. El usé
exactamente 63 circulos. (A qué ntimero de la figura
corresponde? Explica la manera en que procediste para
encontrar la respuesta.

5. (Cémo podrias hacer para encontrar la cantidad de

circulos de cualquier figura? Explica tu respuesta.
Figura 23. Tarea 2 (secuencia y preguntas)

Grupo Diana, Kimberly, Ana y Valentina

Cuando se indaga por el proceso realizado en el grupo para dar respuesta a la tarea
asignada, en primer lugar refieren no tener dificultad en representar la figura 4 y 5, pues al
observar las figuras dadas de la secuencia encuentran que tanto en la fila inferior como en la
superior hay un aumento de una circunferencia, pero cuando intentan responder lo que ocurre
en la figura 20, Diana y Ana discuten la forma como cada una de ellas llegan a la solucién, se
evidencia que la forma como perciben la secuencia es diferente, a continuacidn, se presenta un
apartado del didlogo sostenido entre estas compaferas.

L1. D: En la otra actividad estaba mas sencillo, pero esta estd un poco mas dificil, pero entendible,
s6lo que no compartimos las mismas respuestas

L2. P: Pero ;por qué no las comparten?, ;en qué esti...

L3. D: Ellas piensan una cosa y nosotras otra

L4. A: Aja

L5. P: Ustedes piensan que ;qué?

L6. A: Ellas piensan una cosa y nosotras otra. O sea, Yo pienso que se suman dos y ellas que se suma
uno

L7. K: Si, porque es que vea (tomando la hoja), en la 1 hay tres, [sefialando la figura 1], acd hay 3 y
le suma 1 al dos [sefialando la figura 2], si me entiende

L8. A: (qué?

L9. K: Por eso le suma uno

L10.V: Es lo mismo que estés diciendo

L11.K: Ella le dicen que suman dos y es una no mas

L12.A: No pueden sumar una no mas

L13.P: jPor qué td dices que suman dos?

L14.D: Y nosotras decimos que en la figura 20, abajo hay 21 y arriba hay 20

L15.P: ;Por qué td dices que suman dos?

L16.A: Porque por cada fila se suma una

L17.P: ;Qué pas6? [Dirigiendo la pregunta a Diana, que muestra no estar de acuerdo]

L18.D: Nada profe
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L19.P: ;Por qué ti dices que no? Ella esta diciendo que en cada fila se estd sumando uno, ¢eso es
cierto o no?

L20.K: Si

L21.D: Uno no, profe

L22.A: En cada fila se suma 1, por eso

L23.D: Acé se le suma, se suman, se le suman dos [sefialando la figura 1, fila de abajo] y cada se le
va a sumar 1 siempre [sefialando la figura 1, fila de arriba]

L24.A: Por eso

L25.D: ;Si me entiende?

L26.A: Por eso

L27.P: Y entonces, ;cudl es la discusion de la figura 20?, ;como dices ti que quedaria? [dirigiéndose
a Diana], segtn lo que acabas de explicarle a ella ;como quedaria?

L28.D: Quedaria 22 y 21 arriba, 22 abajo y 21 arriba [hace gestos con las manos indicando la
acomodacion espacial]

L.29. A: Entonces si nos da lo mismo

L.30.V: Si, solo que los dos entendieron de manera diferente [ Ana asiente con la cabeza]

L31.P: O sea, a ti también te dan 22 y 21

L32.A: Aja

L33.P: Lo que pase es que una lo estd pensando de que esta sucediendo entre una figura y otra
consecutiva, para ti estd aumentando uno y uno en cada fila. En cambio, cuando ella lo compara,
lo compara es con el nimero de la figura, segin el ndmero de la figura, mira que en la figura 1,
en la parte de abajo comparandolo con 1 aument6 dos, mira aqui [sefialando la figura 1 en la
hoja] hay 1, 2 y 3 y lo mismo estd ocurriendo con la figura 2, como es figura 2 para ella esta
aumentando 2 abajo, pero estan interpretandola de forma valida las dos.

L34.D: Ya voy entendiendo

L35.A: Pero da lo mismo

Durante el didlogo de las estudiantes se evidencia que, inicialmente la relacién que
establecen es aditiva, en tanto se fijan que entre una figura y otra existe una diferencia de dos
circunferencia, Kimberly y Diana ven la relacion desde lo que aumenta cada fila (L7 y L9),
mientras que Valentina y Ana lo estdin comparando con el total de circulos que aumenta de una
figura a la otra. A partir de este didlogo podemos inferir que en ambos casos las estudiantes
alcanzan una generalizaciéon de tipo aritmética, ya que la abducciéon realizada le sirve
Unicamente para pasar de un término a otro consecutivo. En medio de la discusién Diana se
muestra pensativa y poco convencida de las respuestas dadas, cuando nos remitimos a .14,
notamos que la respuesta inicial de Diana esta dada a través de la relacién aumenta 1, afirmando
“y nosotras decimos que en la figura 20, abajo hay 21 y arriba hay 20, es decir, la relacion
encontrada no le permite tener claridad sobre la cantidad de circulos de la figura 20, pero mas
adelante y después de la intervencion de sus compafieras percibe una nueva relacion entre el

ndmero de la figura y la cantidad de circulos que posee, en L25 “acd se le suma, se suman, se
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le suman dos [sefialando la figura 1, fila de abajo] y cada se le va a sumar 1 siempre
[sefialando la figura 1, fila de arriba]”, esta nueva relacion la asume como principio afirmando
que siempre se va a realizar asi, en L28 determina entonces que la cantidad de circulos a través
de esta relacion “Quedaria 22 y 21 arriba, 22 abajo y 21 arriba [hace gestos con las manos
indicando la acomodacion espacial]”. Esta es asumida por todos los integrantes del grupo y de
esta manera dan respuesta a las preguntas 2 a la 5 (figura. 6.1), en un didlogo posterior

reafirman la conclusion establecida anteriormente.

Figura 24. Produccion grupo de Diana, Kimberly, Ana y Valentina.

Frente a las dificultades encontradas el grupo refiere que cuando lograron ponerse de
acuerdo con la figura 20, pudieron relacionar méas ficilmente el niimero de circulos de cada
figura.

L1. P: ;Qué dificultades encontraron?

L2. D: Solamente una dificultad en la 20 (refiriéndose a la figura 20 del punto 2), porque no nos
poniamos de acuerdo y ya después que resolvimos este punto, todas logramos entender mejor y
ponernos de acuerdo en los resultados de cada pregunta.

Finalmente podemos establecer que la generalizacion realiza por este grupo es algebraica
contextual, donde se asume como principio la relacién encontrada entre el nimero del término
como se evidencia en la respuesta 5, donde afirman que: “sumando dos circulos mds del
nimero de la figura en la parte inferior y en la parte superior uno”, es decir, se hace uso de
una frase representativa en la que se expone dicha relacion, pero atin no existe evidencia del

uso de simbolos alfanuméricos.
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Grupo Haile, Omar, Cristian y Robinson

Se inicia el didlogo con el grupo, a partir de la pregunta que realiza el estudiante Haile
sobre si la figura 100 tendria 232 bolitas, para responder se les pide que regresen a la secuencia
dada inicialmente, a continuaciodn, se presenta un apartado del didlogo:

L1. P: Vuelvan a la secuencia inicial

L2. C: 5 bolitas

L3. P: ;5 bolitas qué?

L4. C: Hay en la primera figura

L5. P: ;Cémo estan acomodadas esas 5 bolitas?

L6. C: Pues hay tres abajo y dos arriba

L7. P: Listo, jen la figura dos qué pasd?

L8. C: Se le sumaron dos, una abajo y una arriba

L9. P: Y ;como quedd entonces?

L10. C: Cuatro abajo y tres arriba

L11. P: Listo,

L12. O: En la figura tres sigui6 el mismo proceso, siguié aumentando

L13. H: Asi hasta llegar a la figura cinco, que dieron siete abajo y seis arriba, en la figura 5

L14. P: Ok, listo, en la figura 20 ;c6mo hicieron para saber?

L15. O: Nos imaginamos el nimero de la figura en la que vamos y vamos aumentando de dos
en dos, o sea, dos bolitas

L16. H: Asi hasta llegar a 20

L17. P: ;Hicieron alguna tabla para llegar ahi? [Omar niega con la cabeza] o solo en la cabeza

L18. H: Sélo en la cabeza

L19. O: A mi en mi cabeza me dio 43 bolas

L20. P: Bueno, entonces ;qué pasa en 100?

L21. O: Eso es lo que estamos pensando, es que yo me pongo a pensar que debe haber un proceso
mas rapido porque no van a poner a Juan a contar de dos en dos, tiene que haber un proceso
mas rapido para llegar a esta figura

L22. H: Yo digo que ese proceso es este, jno profe?

L23. P: Tu dices que el proceso mas rapido es este [indicando la respuesta dada por Haile],
bueno

L24. H: Pues si

L25. P: Entonces, la idea es

L26. O: Pero lo que yo pienso es que primero que todo no puede ser pares los nimeros, la
secuencia va impar, impar, impar, ;si?, por ejemplo, aqui nos habian dado 46 y me puse a
pensar y no puede ser par, debe ser impar porque toda la secuencia va sumando de dos en
dos.

L27. P: Listo, entonces, la idea es que hay que comparar el comportamiento de cada una de las
filas con el nimero de la figura, si, miren la figura 1, ;ya?, ;cuéntas bolitas hay arriba?

L28. Cy O: Dos [al unisono]

L29. P: Ahora miren la figura 2, ;cudntas bolitas hay arriba?

L30. Cy O: Tres [en unisono]

L31. P: En la figura tres, ;cuantas bolitas hay arriba?

L32. Cy O: Cuatro [en unisono]

L33. P: En la figura 20, entonces ;cudntas bolitas habria arriba?

L34. O: 20, ano, 40

L35. P: ;Por qué?, comparen ;cOmo estd aumentando ahi?

L36. C: En la figura 20 habria 21 bolitas arriba

L37. P: ;Por qué?

L38. C: Porque si en la tres hay cuatro, entonces 20 seria 21, porque se esta sumando de a uno
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L39. P: Y, ;cuantos habria entonces en la parte de abajo?

L40. C: 22

L41. P: O sea que en la figura 20, /cuéntas bolitas hay?

L42. H: 43

L43. P: Y, ;cuantas habian colocado?

L44. C: 43

LA45. P: O sea que esté correcto, ahora ;qué pasa en la 100?

L46. C: 101 arriba y 102 abajo, entonces serian 203 bolitas en total
L47. H: ;203 bolitas dan!

A partir de este didlogo, podemos notar varias cosas, inicialmente afirmar que la relacién
establecida por ellos sobre el comportamiento de la secuencia les permitié afirmar que entre
una figura y otra consecutiva habia un aumento de dos bolitas, esta relacion aditiva es usada
como principio para hallar la cantidad de elementos de figuras pequefias haciendo los conteos
de 2 en 2, en este sentido podemos inferir que la generalizacion realizada es aritmética, en
tanto, la abduccion realizada solo les permite pasar de un término a otro consecutivo.
Posteriormente realizan otra determinacién que, aunque no les permite establecer el general si
una caracteristica de este, la cual les sirve para elegir que valores pueden o no servir, notan que
la cantidad de elementos de las figuras debe ser siempre impar.

Posteriormente y a través de una serie de preguntas realizadas por la profesora, se intenta
llevar a los estudiantes a una toma de conciencia sobre el comportamiento general de la
secuencia, estableciendo la relacion entre los elementos de cada fila con respecto al nimero de
la figura, pues estaban enfrascados en cémo determinar la cantidad de elementos de la figura
cien, finalmente el didlogo les permiti6 explicar lo que debe hacer Juan para construir la figura
100 (Numeral 3) y determinar que los procesos realizados por Haile eran incorrectos. Asi
mismo, cuando se enfrentan a la pregunta sobre cualquier figura, aunque entienden que hay
una dependencia entre el nimero de la figura y la cantidad de elementos, afirmando en L21c:
“tiene que haber un proceso mds rdpido para llegar a esa figura” generalizan a partir de la
relacion +2 y determinan como una caracteristica importante que la cantidad de circulos debe

ser impar.



Figura 25. Produccion escrita del grupo a la pregunta 5.

Grupo de Carol, Erika, Vanesa, Valentina
En este grupo hace aparicion el uso de simbolos alfanuméricos para expresar el general, a

continuacidn, se presenta la produccién escrita:

Figura 26. Produccion escrita grupo Carol, Erika, Vanesa, Valentina.

Teniendo en cuenta esta produccion podriamos partir de la afirmacion de la existencia de
una generalizacion algebraica simbdlica, veamos algunos elementos que evidencian esta
deduccioén, que dan cuenta del proceso realizada, en la pregunta dos encontramos una relacién
aritmética utilizada para determinar la cantidad de elementos de la figura 20, ademas de una
justificacion a partir de una frase representativa de la relacion desde la justificacion dada a la
respuesta, “si la hay es 20 x 2 = 40 + 3 = 43 porque es el niimero dos veces y arriba +1 'y
abajo +2”, podemos decir que las estudiantes han encontrado una comunalidad de los términos
de la secuencia, al establecer que con respecto al nimero de la figura hay uno més arriba y dos
mas abajo, esta es asumida como principio y es usada para contestar la siguiente pregunta, es
decir realizan una abduccion, notamos en esta segunda tarea existe una reduccion de recursos
semidticos, en el paso de la pregunta 2 a la 5, donde simplemente se limita a expresar mediante
simbolos alfanuméricos la relacion encontrada, la cual es utilizada para dar respuesta a las

preguntas 3 y 4.
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Esta tarea es de la forma 2n+1, con n =1, 2, 3, ...expresada a través de la siguiente

secuencia:

Figura1

Figura2

Figura$

Figura 27. Tarea 3 (secuencia y preguntas)

Grupo Oswaldo, Ronald, Harley y Dinael

Dibuje la figura 5 de la secuencia

(Cuantos palillos hay en la Figura 9? Explica
(Cuantos palillos hay en la figura 100?
Explica

Explique un procedimiento para calcular el
nimero de palillos para wuna figura
cualquiera

Inicialmente encuentran una comunalidad que les permite establecer una relacién entre el

numero de la figura y la cantidad de tridngulos de esta, relacién que es usada para representar

la figura 5.

Figura 28. Secuencia de sefialamientos utilizada por Ronald.

El estudiante hace uso de signos indicales para mostrar la comunalidad encontrada

mientras se desplaza entre las figuras y comenta la relacién entre nimero de figura y cantidad

de triangulos en cada posicion L.3.” R: porque acd lo que dice la secuencia, acd la figura 1pues

es 1, pues acd ya a la 2 se le suma otra, la tres se le suma otra y a la cinco ya se le suman 2 y

asi queda asi, vea”, siendo esta la primera caracteristicas determinada desde la cantidad de

tridngulos que forman cada figura, esto permite dar respuesta a la solicitud dada en la pregunta

1, el siguiente es el didlogo sostenido con el estudiante en este primer acercamiento a la tarea:

L1. R: ;Asi queda profe?

L2. P: ;Por qué?
L3. R: Porque acé lo que dice la secuencia, acé la figura 1pues es 1 [sefialando el tridngulo de la
figura 1], pues aca ya a la 2 se le suma otra, la tres se le suma otra y a la cinco ya se le suman 2
y asi queda asi, vea [desplaza los dedos indicando el nimero de la figura en relacién con el

ntimero de tridngulos]
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Como podemos notar hasta este punto no existe ningin inconveniente frente a la relacion
figura cantidad de tridngulos, pero en la segunda parte de la tarea hay un cambio de variables
pues ahora se debe determinar la cantidad de palillos que contiene cada una de las figuras,
inicialmente y mediante los didlogos establecidos con el grupo, ellos intentan solucionar a
través de relaciones proporcionales la cantidad de palillos de la figura 9, estableciendo la
relacion si en la figura 3 hay 7 entonces en la figura 9 hay 21, posteriormente construyen la
figura y constatan la informacién, determinando que no era posible realizarlo de esa manera.
Ahora se enfrentan a la figura 100, ;Cuantos palillos tiene?, durante la intervencion del grupo
dos de sus integrantes tiene una discusion, uno de ellos sostiene que como en la figura 10 hay
21 palillos, 1a 100 debe tener 210, esta relacion la hace a partir de la suma reiterada de 21, el
otro estudiante refiere la situacién comentada anteriormente con respecto a la figura 9, pero no
encuentra como establecer la relacion, veamos un apartado del didlogo entre los estudiantes:

L1. R: Aca dice ;cuantos palillos hay en la figura 100?, pues explicarlo...Pues ac4d tomando en
cuenta la figura 10 hay 21 palillos, y a la 100 seria sumar 21 diez veces, ahi da el resultado
de palillos que hay

L2. P: O sea si la figura 10 tiene 21 palillos la figura 100 tiene

L3.R: 210

LA4. P: ;Por qué seria 10 veces la de 10?

L5. A: No, no, no,

L6. P: ;Por qué?

L7. A: Porque estaba haciendo la cuenta, porque toca contar los palillos, y mire acd hay dos
tridangulos [sefialando la figura 2 de la secuencial]y mire hay 1, 2, 3, 4, 5 palillos, ..., la cuenta
no se puede hacer asi porque queda mal porque también toca que restarles

L8. R: ;Qué le va a restar?

L9. A: No ve que también se les est restando

L10. A: No se acuerda que con la nueve yo hice lo mismo y dio 21, y la 9 es 19, si usted lo hace
asi le va dar 21

L11. R: La 10 da 21 palillos

L12. A: Silo hacemos, asi como usted esta diciendo la 9 da 21 palillos, pero si lo hacemos, asi

como es la9da 19

Uno de los elementos que llaman la atencién es el uso de un procedimiento en que asumen
una relacién proporcional no existente para intentar dar respuesta a figuras grandes, pero no
asociado al ndmero de la figura versus cantidad de elementos, es decir, la hipdtesis planteada
por los estudiantes esta orientada desde la pregunta: ;cuintas veces mas es una figura de la

otra?, desde una relacién multiplicativa, los estudiantes realizan el conteo de palitos de la
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figura 3 formada por 7 palitos, de esta manera y usando la relacién 3 es a 7 como 9 es a ...,
entonces en la figura 9 debe haber 3 veces lo que hay en la figura 3, concluyen entonces que
figura 9 contiene 3x7= 21 palitos, se intent6 retomar la secuencia para que ellos verificaran
esta hipdtesis a partir de la comprension de la secuencia, pero no muestran tener claridad en el
comportamiento de la misma, ni numérica ni espacialmente, pues en la representacion grafica
también utilizan las agrupaciones sin tener en cuenta por ejemplo, en el numeral 3 que al no
acomodar de forma lineal se terminan contando dos veces los palillos de la intercesion de cada
serie. No podriamos hablar de una generalizacion, pues el proceso realizado hasta aqui esta
asociado al uso de una relacién proporcional inexistente en cuanto a cantidad, a pesar de las
dudas del estudiante Arley frente al trabajo hecho y de las preguntas utilizadas por la profesora
para intentar orientar al grupo, ellos mantienen la idea que inicialmente plantearon.

Grupo Vanessa, Yuli, Erika y Carol

Figura 29. Produccion estudiante Carol.

Se encuentran grandes fortalezas en el proceso de generalizacién de la estudiante Carol la

cual empieza hacer uso del lenguaje alfanumérico para intentar proponer el cémo
determinar la cantidad de elementos de cada figura, una posible solucién donde inicialmente
cuenta la cantidad de tridngulos arriba y abajo (descompone la figura en los tridngulos de abajo
y los triangulos de arriba), en la figura uno hay un solo tridngulo, en la figura 2 uno hacia
arriba y uno hacia abajo, en la tres dos hacia arriba y uno hacia abajo y asi sucesivamente,
entonces propone dos relaciones, una cuanto la figura es par y otra para cuando la figura es

impar (Fig. 29). En este caso podemos establecer que hace aparicién en los procesos de la
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estudiante la designacion simbodlica del general, pero para la explicacion del procedimiento que
se debe efectuar en los casos propuestos (par e impar), utiliza ejemplos numéricos (figura
derecha).

Durante la plenaria ella muestra a sus compaiieros el proceso realizado, igualmente lo
separa en pares € impares, la Unica intervencion que hacen sus compaferos es para preguntar
por qué divide entre dos, en la secuencia de imagenes, en la tercera vemos que para dar
respuesta a esta pregunta ella borra la linea de la parte superior para indicar que los tridngulos
de abajo corresponden a la mitad de los tridngulos de la figura, los cuales quedan completos y
por eso ella multiplica por tres, en los dos casos, utiliza una linea para indicar que al final suma
lo que dio del resultado de la division, en la cuarta se muestra como hace para establecer la
cantidad de palos de la figura 4, pero inicamente va colocando los resultados mientras expresa

el proceso realizado.

Figura 30. Secuencia de explicacion término general- plenaria.

A partir de la tarea 2 la estudiante empieza a realizar generalizaciones algebraicas
simbdlicas, vemos la persistencia de la mayoria de los estudiantes en el uso de frases
representativas tinicamente, por ejemplo, en la figura 31 en la parte superior encontramos que
el general es expresado en términos de la relacion que se asume para todos los elementos, es
decir, la existencia de una generalizacién algebraica contextual. En la segunda, que
corresponde al grupo de Oswaldo, Ronald, Harley y Dinael, nuestra que para ellos a pesar de

la discusién sostenida no fue posible establecer la regla general que asocia la cantidad de palos
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utilizados en cada figura, concluyen estableciendo la necesidad de partir de la representacion

grafica para realizar los conteos.

Figura 31. Produccion grupo Oswaldo, Ronald, Harley y Dinael.

4.2.4. Tarea 4.

En esta tarea refiere a dos relaciones, la primera cantidad de cuadrados con bolas utilizadas,
de la forma 2(n+1), paran=1, 2, 3, ... y la segunda cantidad de cuadrados con palos utilizados,

de la forma 3n +1, paran=1, 2, 3, ...

b 1. (Cuantas bolas y palos se necesitaran para

construir una figura de 4 cuadrados? Explica tu

L respuesta

2. (Cuantas bolas y palos se necesitaran para

L construir una figura de 6 cuadrados? Explica tu

respuesta

L 3. (Cuantas bolas y palos se necesitardn para

4 bolas 6 bolas 8 bolas construir una figura de 20 cuadrados? Explica tu

ipde | Thels 0paiow. respuesta

4. Expresa una regla que relacione el nimero de
cuadrados y el nimero de bolas

5. Expresa una regla que relacione el nimero de
cuadrados y el nimero de palos

Figura 32. Secuencia 4 'y preguntas de la tarea
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En el planteamiento de esta tarea como se comento en el pilotaje, se dio una informacion
adicional, ademéas de contar con la representacion grafica tenian el conteo de palos y bolas de
las figuras dadas.

A continuacion, se presentaran algunas de las producciones de los estudiantes:

Grupo Carol, Erika, Yuli y Vannesa

Este grupo evidencia que entre una figura y otra existe un aumento de 2 bolas y tres palos,
pero la Unica diferentes es la primera cuyos palos y bolas se cuentan completos, a partir de esta

relacion establecen las siguientes respuestas:

Figura 33. Produccion del grupal Carol, Erika, Vanesa y Yuli.

Como se coment( anteriormente este es el tinico grupo que da evidencia de la designacion
simbdlica para establecer la relacién entre la figura y la cantidad de elementos, en este caso
presenta dos posibles soluciones dadas a partir del anilisis de la forma como cambiaban las
figuras. Generalmente es Carol quien toma la voceria del grupo para explicar los resultados
obtenidos, inicialmente explica como llego a la primera designacion.

L1. C: Entonces para la primera férmula entonces es a-1 porque la primera figura tiene cuatro
[indica con los dedos la cantidad 4] en vez de tener los tres [indica con los dedos la
cantidad], entonces a-1 x 2, porque son dos bolas y mas cuatro, para sacar las bolas y
para los palos, es a-1x3+4, y asi, pero hay otra formula que creo que es mas facil, pero

yo me puse a hacer esta, entonces ax2+1 y ax3+1 y pues ya esas son las dos férmulas
que tenemos

También se evidencia que la estudiante ha logrado asimilar el proceso establecido para
generalizar cualquier secuencia, desde una abduccién analitica, a través de una hipétesis

generada al establecer la comunalidad de los términos en cuanto a su estructura numérica y
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espacial, asi como la asociacidn de la forma como varian estos en relacién con el ndmero de la
figura, eso hace que al interior del grupo ella sea quien toma el liderazgo y jalona los procesos
de sus compafieras. Asi mismo, destacamos que en las producciones individuales Yuli continta
haciendo uso de la representacién grafica como un elemento importante para establecer la

cantidad de elementos.

Figura 34. Produccion de Yuli

Grupo de Santiago, Duvan, Dinael y Sergio

En este grupo se evidencia tanto en la produccion escrita como en el didlogo sostenido que
realizan la construccidon de las figuras para a partir de los conteos establecer la cantidad de
elementos de cada figura, asi mismo perciben que la variacién existente entre los términos
consecutivos de la secuencia es de dos bolas y tres palos. Esta relacion aditiva es asumida por
ellos como regla general, siendo la forma como expresan la cantidad de bolas y palos. En este
sentido podriamos deducir que estamos frente a una generalizacion aritméticas, ya que la

hipdtesis establecida solo permite pasar de un término a otro consecutivo.
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Figura 35. Produccion grupo Santiago, Duvan, Dinael y Sergio.

Grupo Haile, Omar, Cristian y Robinson

En este grupo se evidencia que para responder a la solicitud de las primeras preguntas los

estudiantes hacen uso de la relacidon encontrada entre los términos consecutivos, donde

establecen que existe un aumento de +2 en las bolas y +3 en los palos, cuando se indaga por el

término 20, explican que la operacién que realizaron fue 20+20+2=42, se solicita que explique

porque el +2 y esta fue la respuesta que obtuvimos:

L1.

L2.
L3.

LA.
L5.
L6.
L7.
L8.

O: Porque ya habiamos hecho varias cuentas, incluso habiamos hecho aqui esta cosa [muestra la
construccion de la figura] y nos daba el 42, hicimos varias operaciones y nos dio el mismo 42,
entonces al ver que me daba 40 se le agregaban 2

P: Llegaron a la conclusién

O: De que era 42, entonces yo pensé que con el 100 se hacia lo mismo, ;si?, se suma dos veces
el 100 y se le agrega dos

P: Entonces aqui le estan preguntando para cualquier figura

O: Pues depende de la figura

P: {Qué hago con la figura?

O: Se le suma, se suma dos veces el nimero de la figura

C: Por ejemplo, la figura 13, se le suma 13+13 y se le suma 2

Como se puede evidenciar los estudiantes establecen hipdtesis a partir de lo encontrado en

un caso particular, pero esta a su vez es asumida como principio para establecer la cantidad de

bolas de cualquier figura. Se aseguran de que esta relacion sea la correcta haciendo la

representacion grafica y ademads utilizan el ejemplo para apoyar su argumento. En este caso

teniendo en cuenta el didlogo y la produccién escrita de los estudiantes que estamos frente a

una

generalizacion de tipo algebraica contextual.
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Figura 36. Produccion grupo Haile, Omar, Cristian y Robinson, representacion fig. 20.

Grupo Ronald, Oswaldo, Arley

Este grupo inicialmente parte de la relacion aditiva entre las figuras consecutivas, para dar
respuesta a las figuras 4 y 6, continuando el conteo de dos en dos y de tres en tres en el caso de
los palos, asi mismo recurren a la elaboracién de una tabla a partir de la relacion establecida
para determinar la cantidad de elementos de la figura 20.

L1. O: En la primera pregunta, si la figura 3 tiene 8 bolas y 10 palos [sefala la figura 3] y la figura 2
[sefiala la figura]tiene 7 palos, o sea las bolas se van sumando de dos en dos, entonces serian 10
bolas, y los palos se van sumando de tres en tres, entonces serian 13 palos.

L2. P: En el segundo

L3. O: En la figura 6 serian, si en la figura 4 son 13, en la figura 5 16 y en la figura 6 serian 19 y las
bolas en la figura 4 son 10, en la figura 6 serian 14.

L4. R: Aca més o menos intentamos calcular para sacar la respuesta de la figura 20 [sefiala la tabla
elaborada], en la figura 20 se necesitan 58 palos y 40 bolitas, sumando de dos en dos hacemos,
sumando de dos bolitas y de tres palos

Cabe resaltar que en la tabulacién realizada no tuvieron en cuenta la
correspondencia que debia existir en cada una de las lineas, es asi como
omiten uno de los valores y por ello no coincide con las cantidades de
bolas y palos.

Figura 37. Recurso tabla utilizado por el grupo.

Nuevamente usa como recurso para dar respuesta a las figuras grandes una relacion

proporcional no existente, cuando se cuestionan al respecto vuelven a la relacion encontrada
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inicialmente a partir de la variacion entre una figura y otra, para dar respuesta a las otras figuras
solicitadas.

L1. O: Si en la figura 3 hay 4 lineas de la mitad, entonces seria la figura 100, 101 lineas porque se
suma una mas.

L2. P: Estamos hablando de la figura 100, en la figura...

L3. O: En total cuantas, a mi medio 290 lineas

LA4. P: En la cien te dio 290 lineas

L5. O: Si, porque multipliqué el resultado de la figura 20 por cinco, y también lo hice con los puntos

L6. P: Y, ;al multiplicar tuviste en cuenta que se comparten elementos?, entonces como hacemos
para multiplicar

Frente a la dltima pregunta L6, se evidencia que no hay claridad en ellos, en cdmo
establecer una relacion para las figuras grandes, asi que nuevamente recurren a la relacion
inicial. En este caso les resulta mas sencillo pensar el general desde la relacion aditiva que es
en este momento la dnica hipdtesis que han establecida como cierta, esto nos da cuenta de una
generalizacion de tipo aritmético.

En la plenaria realizada la presentacion que se hace de las dos ultimas preguntas,
relacionadas con establecer la relacion general de las bolas y los palos, la persona que pasé a
hacer dicha explicaciéon fue Carol, quien muestra tener claridad frente a los procesos de
generalizacion y a través de la designacion simbolica. Asi mismo, mediante el testimonio de
otra estudiante se mostré que una de las estrategias utilizadas para establecer la cantidad de
elementos de las figuras grandes es quitar el primer cuadrado, que varia de forma diferente con
respecto a las demas figuras.

4.2.5. Tarea 5.

La quinta tarea es de la forma n?+2, donde n=1, 2, 3, ...

1. (Qué figura sigue en la secuencia?

2. (Qué se hace para pasar de una figura a la
HE siguiente?
I [ I .. 3. Dibuja la figura que ocupa la posicién 10
Fig.1  Fig.2 Fig.3 Fig.4 4. (Cuéntos cuadritos forman la figura 20?

5. (Coémo podrias hacer para encontrar la cantidad de
cuadritos de cualquier figura? Explica tu

respuesta.
Figura 38. Tarea 5 (secuencia y preguntas)
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En esta tarea se cambia de secuencias cuyo término general es una relacion lineales a una
relacion cuadraticas, en este caso se espera que la estructura espacial permita establecer mas
facilmente la relacion, teniendo en cuenta que en centro se forma un cuadrado de lado igual al
ndmero de la figura y a los dos costados de este se adiciona un cuadrado, a continuacion, se
presentan algunas de las producciones realizadas por los estudiantes.

Grupo Karen, Natalia, Vanessa y Nayerly

En esta tarea evidenciamos que la percepcion que algunos estudiantes tiene de la secuencia
difiere en gran medida a la que inicialmente se creia que podia darse desde los resultados del
pilotaje, pues una de las relaciones que ellos establecen es a partir de la variacion vista desde
la filas y las columnas, por ejemplo, en este grupo la primera relacion que establecen es la
estructura numérica de las figuras dadas, lo cual para ellos hace confuso el establecer como es
la figura siguiente, a través de algunas preguntas realizada por la profesora llegan a una nueva
relacion, notando que la forma de las figuras de la secuencia se asemeja a un sombrero y que
cada sombrero es de un tamafio mayor al anterior, posteriormente relacionan la variacién entre
la cantidad de filas que existen y de esta manera dan solucién a la pregunta 1. A continuacién
se presenta un apartado del didlogo sostenido con el grupo:

L1. P: {Cémo estan acomodados los cuadrados?

L2. N: Aca hay tres cuadritos solos, y aca va aumentando el nimero aca arriba, pero solo...[pausa],
0 sea es como..., eso parece como sombreritos ahi chiquitos [sefala la figura2], mediano
[sefiala figura 3] y pequefio. Va aumentando una escala mas

L3. P: ;Coémo es esa escala que va aumentando?

L4. K: La siguiente no seria 7 abajo

L5. O: Y cinco arriba

L6. N: En la primera figura hay 1, una escala no més de cuadritos, acé en la siguiente dos, y aca
tres y asi van aumentando

L7. P: Bueno, ;qué figura sigue?

L8. N: La cinco. Siete abajo, y espere... seria 7 abajo y 4 columnas de 5 cuadritos. Listo profe, ya
entend{

A partir del didlogo y de las nuevas determinaciones que se generaron a partir de éste las
estudiantes establecen una relacidn entre la estructura numérica y espacial de los siguientes

términos, asi mismo determinan como regla general: “solo es multiplicar los cuadritos de
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arriba con la suma de los del lado, cuando ya se tiene el resultado se le suman los 2 cuadritos
que estdn por fuera. O también solo contando” (fig. 39). Asi mismo, se evidencia el uso de
flechas para indicar la cantidad de elementos de las filas y columnas de la figura, relacionado

con ejemplo de una figura especifica.

Figura 39. Produccion de Karen, Natalia, Vanessa y Nayerly

En este caso, podemos afirmar que existe una generalizacion algebraica, donde se utiliza
una frase representativa para dar cuenta de la estructura numérica de la secuencia, asi mismo
notamos una de las formas de reafirmar esta relacion es a través de la ejemplificacion de un
caso especifico.

Grupo Carol, Erika, Vanessa, Erika Y Angie

En este grupo nuevamente evidenciamos a través de la produccion escrita realizada la
existencia de una generalizacion algebraica simbdlica, sin embargo, en este caso la expresion
utilizada es de la forma axa+2, no existe evidencia de reduccidn de términos, en particular el
uso de potenciacion, asi mismo, el uso que se le da al igual como una manera de establecer el

orden de las operaciones.
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Figura 40. produccion del grupo Carol, Erika, Vanessa, Erika Y Angie

Este grupo continda realizando el mismo tipo de generalizacion, siendo uno de los mas
avanzados de la clase, sin embargo, en las participaciones de las plenaria ha empezado a
inquietar a los otros frente a la designacion simbdlica realizada. Por ejemplo, en la plenaria de
esta tarea el estudiante Oswaldo, aunque en la produccion (Fig. 41 parte superior) no existe una
claridad frente a la forma como determinar el nimero de cuadritos de cualquier figura, presenta

la siguiente relacion (Fig. 42 Parte inferior).

Figura 41. Produccion Oswaldo plenaria

Cuando se le solicita que realice la explicacidn, aunque establece la relacion para cualquier
figura se apoya en el ejemplo de un caso particular, hablar de lo indeterminado aun presenta
dificultades en la instanciacién como parte del discurso del estudiante. Utilizando un ejemplo,
es decir, valores determinados para explicar la regla escrita. Ademés evidenciamos que utiliza
el signo = (igual) para establecer el orden de las operaciones, no como una relacién de

equivalencia.
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L1. O: Pues A es una figura cualquiera, voy a hacer el ejemplo més bien. Seria 5, esta es la figura
5, entonces seria 5x5=25+2=27
L2. C: La férmula para hallar cualquier figura

De igual manera observamos que el estudiante hace uso del signo igual para dar orden a
las operaciones y que los demas compaifieros se refieren a la respuesta del estudiante como la
férmula para cualquier término.

4.2.6. Tarea 6.
La sexta tarea es de la forma n2, con n=1, 2, 3, ...

Dibuje la Figura 4 de la secuencia
(Cuantos cuadrados hay en la Figura 9?
(Cuantos cuadrados hay en la Figura 100?

ﬁ % £ é nimero de cuadrados para una Figura

-lkwl\)[—‘

Explique un procedimiento para calcular el

Figura 1 Figura2 Fiqura3 Fiqura4 .
cualquiera.

Figura 42. Tarea 6 (Secuencia y preguntas)

Esta tarea genero varias dificultades inicialmente en cuanto a la representacion de la figura
puesto que a diferencia de las otras secuencias en esta es una figura en tres dimensiones. A
continuacién, mostramos una de las representaciones de la figura 5, realizada por un grupo de

estudiantes:

Figura 43. Figura 5 de la secuencia elaborada por un estudiante

Se evidencia que la representacion realizada solo cuenta con dos dimensiones, asi mismo
en los conteos que los estudiantes realizaban omitian los cubos que se encontraban en la parte
de atras de la figura.

Grupo José, Marlon, Duvan y Daniel

La primera relacién encontrada por los estudiantes de este grupo les permite determinar

que el paso entre una figura y otra es el aumento de una nueva fila en la parte inferior, la cual
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tiene dos cubos mas que la fila inferior de la figura anterior, de esta manera realizan la
representacion grafica de la figura 5

Posteriormente apoyados en un dibujo de dos dimensiones establecen la cantidad de cubos
que forman la figura 10. En este caso uno de los estudiantes explica que en la figura 10, la
columna mas alta tiene 10 cubos y se le va bajando de uno, de 10 a9, de nueve a 8§,de 8a 7y
asi sucesivamente, a excepcion de la primera fila cuanto todas de a dos, teniendo en cuenta los

dos lados de la figura (Fig. 44).

Figura 44. Construccion de apoyo para el conteo

Esta generalidad es utilizada por ellos para determinar que el nimero de cubos de la figura
10 es 100, posteriormente cuando se enfrentan a la pregunta de la figura 100, intenta asociarlo
a lo realizado anteriormente, determinando que se debe multiplicar por 10 y sumar el nlimero
de la figura, 100x10+100=1100.

Cuando se solicita que expliquen lo que realizaron en este caso en particular se intenta
llevarlos a concluir que el procedimiento utilizado no es correcto, pero ellos contindan
afirmando lo mismo, es decir, que el total es 1100. Podemos establecer que la abduccién
realizada por este grupo solo les permite moverse en valores pequefios, partiendo de una
relacion aditiva.

Grupo Oswaldo, Ronald, Santiago y Arley

En el trabajo realizado por este grupo, observan que la estructura numérica es posible
establecerla a través de la suma de la cantidad de cubos de cada una de las filas, para ello

utilizan como instrumento la calculadora
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45+40+40 | |
=125 & Wm Q A" fetn

1253

~ =41.666666667
9+8 +7+6+5+4+3&2+1+817+
6+5+4+3+2+7

=81

Figura 45. Produccion del grupo Oswaldo, Ronald, Santiago y Arley

En particular estd mostrando la operacién realizada para obtener la cantidad de cubos de la
figura 9, establece que la cantidad de cubos de las filas de los lados tienen la misma cantidad.
A partir de esta relacion intenta dar respuesta a la figura 100, usando nuevamente la calculadora
para facilitar los calculos, pues la operacion resulta un poco extensa, comienza a realizar la
suma desde 100 hasta 1 y establece que ese resultado se multiplica por dos y posteriormente se
le deben restar 100 de la columna maés alta. A continuacidon, mostramos un apartado del didlogo
con el estudiante:

L1. O: Facilmente, como si fuerala 9

L2. O: 100+99+98+ y asi de ahi para abajo

L3. P: ;Te vas a poner a hacer toda esa cuenta? Esos eran los de un lado, pero te acuerdas de que
toca contar los del otro lado

L4. O: Sélo hago [continda haciendo la operacién en la calculadora (Fig.45)]

En la relacion utilizada para establecer el general, podriamos deducir que los estudiantes
realizan una generalizacion algebraica contextual, si bien, el procedimiento planteado no es el
mas sencillo, si permite establecer la estructura numérica de cualquier figura.

Grupo Kimberly, Ana, Diana y Vanessa

En el caso de este grupo el primer acercamiento que hacen a la secuencia es a partir del
nimero de cubos que conforman cada columna, lo que les permite a través de la suma
determinar el nimero total de cubos.

Posteriormente relacionan la cantidad de cubos de cada figura con el cuadrado del niimero
de la misma.

L1. K: Porque vea 2 por 2 cuatro y acd hay cuatro [sefiala la figura 2], 3 por 3 nueve y aca hay 9
[sefiala la figura 3], 4 por 4 serian 16 y aqui hay 16 [sefiala la figura 4]
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L2. P: Y enla 5, entonces (cudntos hay?

L3. K: 5 por 5 son 25, pues yo creo no? [verifica contando los cuadros de la figura construida]
N R 8 7 e Sy

Figura 46. Secuencia de sefialamientos utilizados por Kimberly

La relacién establecida entre el nimero cubos de la figura y los nimeros cuadrados
perfecto, lo que les permite hablar del general en términos de “se multiplica el niimero de la
figura por el mismo nimero, ejemplo 9x9=81, en este caso se presenta una generalizacion
algebraica contextual, donde la indeterminacia hace parte del discurso, aunque atin se evidencia

el uso de determinancia numérica para ejemplificar la relacién encontrada.

4.2.7. Tarea 7.

En esta tarea se establecen diferentes relaciones: cuadros sin pintar cuya secuencia es de
la forma 4"-3", con n=1, 2, 3, ...; cuadros pintados secuencia de la forma 3", con n=1, 2, 3, total
de cuadros secuencia de la forma 4 *, con n=1, 2, 3, ...

1. Dibujala figura4, 5y 6.

1
. 2. Encierra todas las figuras en un cuadro grande que las envuelva y traza

una cuadricula sobre cada una, asi:
Figura 2

| =S8

Figura 47. Tarea 7 (Secuencia y preguntas)

3. Cuenta los cuadros en cada figura y completa la tabla
h FIGURA CUADROS CUADROS TOTAL, DE
SIN PINTAR PINTADOS CUADROS.
, 1 1 3 4
2 7 9 16
3 37 27 64
4
5
6

4. Sin elaborar el dibujo intenta completar la tabla hasta la figura 9,
({COémo lo harias?

5. Qué harias si te pidieran encontrar los datos de la figura 100.
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Esta tarea no fue desarrollada por los estudiantes, debido a lo poca disposiciéon que
mostraron en la tarea 6, se tomo la decisién de no hacerlo pues se considera que es importante

la actitud con la que se asumen las diferentes actividades realizadas dentro del aula.
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S. CONCLUSIONES Y RESULTADOS

Teniendo como precedente que la actividad matematica es multimodal, durante el
desarrollo de las tareas evidenciamos la emergencia de diferentes medios semidticos
movilizados por los estudiantes que permitian denotar las relaciones establecidas entre los
elementos de las secuencias en su estructura espacial y/o numérica. Se evidencia la presencia
de conteos, signos indexicales, iconos (flecha), tablas, representaciones graficas
bidimensionales, gestos con las manos, sefalamientos (con dedos y objetos), frases
representativas y uso de simbolos.

Los conteos son usados generalmente al iniciar el desarrollo de las tareas y a través de ellos
establecen la relacion de aumento entre los elementos de una figura y otra consecutiva,
realizando un primer acercamiento a la estructura numérica y la extensiéon a los términos
subsecuentes. El recurso flecha al igual que los gestos con las manos fueron utilizados por los
estudiantes para relacionar la estructura espacial en cuanto a la disposicion horizontal y vertical
de las figuras de la secuencia. Las tablas usadas como un recurso que permitia extender a otros
términos la relacion aditiva encontrada inicialmente en la secuencia en cuanto a la cantidad de
elementos que la componian (estructura numérica). La representacion grifica de los términos
siguientes a partir de la relacion establecida de aumento de una figura a otra, para dar respuesta
a la cantidad de elementos de las figuras siguientes. También fue utilizada en la tarea 3 con el
fin de descomponer la figura en tridngulos de abajo y tridngulos de arriba y de esta manera
poder encontrar una regla que permitiera establecer la cantidad de palillos utilizados. Otro uso
fue la representacién bidimensional de los cubos de la tarea 6 vistos de frente con el fin de
facilitar el conteo de los elementos que componia la figura.

Encontramos deicticos como “asi sucesivamente” y “asi sigue hasta infinito” para denotar
que la relacion establecida se cumplia para todos los términos de la secuencia. Otros deicticos

utilizados fueron “aqui”, “acd” acompafiados generalmente por sefialamientos (con dedos u
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objetos) para indicar la disposicion espacial en relacion con el nimero de la figura. Emergen
signos indexicales “acd hay uno y aqui comenzaron a ser 2, 3, 4 después 5 y después 6” usados
como una forma de extender la secuencia a los términos subsecuentes.

Destacamos también el uso de frases con las que intentaban explicar como a partir de las
relaciones encontradas se podian construir otros términos bien sea consecutivos 0 en otros
casos la descripcion del término general de las secuencias. Por tltimo, destacamos el uso de
simbolos alfanuméricos para denotar la generalidad de la caracteristica en relaciéon con el
numero de la figura y la cantidad de elementos que la formaban.

Frente a los procesos de abduccidon podemos inferir que en la mayoria de los casos los
estudiantes parten de la comunalidad encontrada en los términos dados inicialmente para
proponer una regla o hipdtesis que les permita relacionar la manera cémo estos cambian,
generalmente a través de una relacidon aditiva que les permite moverse entre términos
consecutivos (férmula de recurrencia), por ejemplo, expresiones como “Para la figura quince,
pues iba sumando de a dos por cada uno, entonces en la 7 es 13, en la 8 es 15 y asi
sucesivamente hasta llegar a la quince”, “nos imaginamos el niimero de la figura en la que
vamos y vamos aumentando de dos en dos, o sea, dos bolitas”, “Regla por cada figura que
avance se suma 3 palos y dos bolas”.

Asi mismo, encontramos evidencia de abducciones analiticas, en estos casos la hipdtesis
planteada va mas alla de determinar los términos de forma secuencial (regla de recurrencia),
esta regla permite establecer una relacion entre el nimero de la figura y la estructura numérica
y/o espacial. Por ejemplo, “sumando dos circulos mds del niimero de la figura en la parte
inferior y en la parte superior uno”, “solo depende de la figura que sea, se suma dos veces el
niimero de la figura y al resultado se le suma 1”, “para encontrar el niimero de palillos sélo

hay que multiplicar por tres el niimero de la figura y al resultado se le suma 17, igualmente se
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evidenci6é que estas hip6tesis son puestas a prueba para valores determinados, los cuales son
utilizados como ejemplo para reforzar la relacion dada.

En cuanto a la pregunta de investigacion, destacamos que en las tareas de secuencias cuya
forma del término general se da a partir de una relacidn lineal, se evidencidé que una de las
primera determinacion que realizaban es de tipo aditivo, permitiéndoles generar hipdtesis que
los lleva a la construccidén de los términos consecutivos, es decir, extender la secuencia a los
términos subsecuentes desde este proceso, en algunas ocasiones denotado a través de la
elaboracion de tablas, representacion grafica o simplemente realizando la suma mentalmente.
Esta determinacion en algunos casos se mantiene para expresar el general, es decir, realizan
una generalizacion de tipo aritmética, proceso que se mantiene a lo largo de las actividades.
Para algunos el apoyo de la representacion grafica se da debido a la dificultad que tuvieron en
el interior de los grupos de discusidn para establecer la cantidad de elementos, siendo un
camino alternativo y para ellos confiable dibujar la figura solicitada.

En cuanto a las generalizaciones algebraicas, en la mayoria de los casos se dan desde lo
contextual, evidenciadas a través del uso de frases representativas para expresar la forma
general de los términos de la secuencia, donde aparece la indeterminancia como parte del
discurso cuando se refieren a la comunalidad de los elementos de la secuencia en términos de
la relacion entre el nimero de la figura y la cantidad de elementos, relacionando con el caracter
operatorio de esta, en frases como: “solo depende de la figura que sea, se suma dos veces el
nimero de la figura y al resultado se le suma I, de igual manera en algunos casos ademas de
construir la frase, realizan un ejemplo donde aplican la férmula planteada, como una forma de
explicar la hipdtesis planteada.

Los procesos que dan cuenta de la designacidon simboélica que evidencian una
generalizacion algebraica simbdlica, son muy escasos durante el proceso. Por ejemplo, una de

las estudiantes desde la segunda tarea plantea las relaciones a través de operaciones
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representadas simbodlicamente, donde designa la @ como el nimero de la figura, al presentar las
soluciones algunos intentan imitar este proceso y dar respuesta al término general de la
secuencia a través del uso de simbolos alfanuméricos, aunque como lo comentamos
anteriormente esta no fue la generalidad del proceso. Otro ejemplo, lo encontramos en la
primera tarea al interactuar con uno de los grupos, se intentd a través de la formulacién de
preguntas llevar a los estudiantes a realizar una generalizacidn algebraica simbdlica y aunque
reconocian la relacién existente entre los elementos que constituian cada términos, bien sea a
través del ejemplo con valores determinados o de frases representativas, no fue posible que
esas expresiones fueran traducidas a lenguaje simbolico, pues atin existen dificultades en la
interpretacion de la letra como una forma de representar el general, algunos de ellos entienden
esta relacion dnicamente desde el orden lexicografico.

Asi mismo, en algunos grupos se evidencia el uso de una relacién proporcional para
determinar la cantidad de elementos de los términos grandes, cuestionandose sobre ;desde las
figuras que tengo cudntas veces debo sumarlas por si mismas (suma reiterada) o multiplicarlas
para llegar a la que me piden?, por ejemplo, para la 100, teniendo la 10, debo sumar 10 veces
o multiplicar por 10. Usando con mayor frecuencia procesos aditivos.

En el analisis realizado logramos evidenciar que el hecho que un estudiante realice durante
una tarea una generalizacion de tipo algebraico no implica necesariamente que en la siguiente
ocurrird lo mismo, en algunos casos por el contrario algunos pasaron a una generalizacion
aritmética, debido al grado de dificultad y de comprensidn que los estudiantes hacian de esta.

Resaltamos que, dentro del proceso de implementacion en el aula, una de las fortalezas que
encontramos son las diferentes formas de interaccion que se dieron entre los diferentes los
estudiantes, pues estos de alguna manera permitieron llevar a los estudiantes a la comprension
de las secuencias realizadas, desde la confrontacion de las respuestas con otros. Ademas de lo

anterior, la implementacién de plenarias permitié mostrar otras formas de interpretacion de la
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tarea propuesta que pueden ser igualmente validas, no con el &nimo de convencer, sino de
compartir las experiencias que pueden contribuir a la formacion de saberes.

Durante las diferentes interacciones con los grupos de trabajo, en la mayoria de los casos
uno o dos estudiantes son los que toman la voceria para explicar los procesos realizados, la
actitud de los demads es atender a la explicacion y s6lo en casos que consideran necesaria su
intervencidén para aclarar o preguntar lo hace. En el interior de los grupos si se da la
participacion de todos los miembros del mismo.

CONSIDERACIONES FINALES

Al finalizar la primera tarea propuesta se realiza una plenaria donde los estudiantes
participantes expresaron que para ellos este trabajo fue algo novedoso, pero que se encontraron
con algunas dificultades al momento de explicar los procesos realizados en cada uno de los
puntos.

Durante la implementacion de las tareas algunos estudiantes se muestran timidos y no
quieren que sus rostros sean tomados por la cidmara, en estos casos se optd por grabar
unicamente los gestos realizados con las manos, para evitar condicionar la actividad.

Si bien el objetivo de este trabajo estaba enfocado a determinar los tipos de generalizacién
realizada por los estudiantes sigue existiendo una preocupacion por el como lograr que emerjan
formas de expresion a través de la designacion simbdlica de la caracteristica encontrada, pues
como se evidenci6 en los andlisis presentados para ellos la letra representa un valor especifico
generalmente asociado al orden lexicografico.

Otra situacién que generd interrogantes fue la dificultad que evidenciaron varios
estudiantes al realizar las gréficas de las figuras siguientes en la tarea 6, en este caso la
secuencia era de figuras en tres dimensiones, pero ante la imposibilidad de hacerla recurrieron

al uso de dos dimensiones, si bien esto les permitia acercarse a la estructura numérica no
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correspondia a la solicitud dada. En este sentido, nos preguntamos sobre cémo fortalecer los

procesos que permitan reconocer y representar objetos en tres dimensiones.
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