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NUMEROS RACIONALESY RAZONAMIENTO
PROPORCIONAL: UNA PROPUESTA CURRICULAR
BASADA EN LOS ESTANDARES DEL NCTM

CRISTINA GOMEZ

Las reformas en educacién mateméatica propuestas en los Ultimos afios
requieren cambios radicales en e papel que profesores y estudiantes
asumen en €l salon de clase. Estos cambios solo pueden darse si los
profesores tienen un papel activo en la planeacion y desarrollo del
curriculo. Este articulo propone ideas relacionadas con un contenido
especifico de mateméticas a nivel de primaria, nimeros racionales y
razonamiento proporcional, que pretenden promover este papel activo
de los profesores. Las metas, actividades y recursos que podrian ser
usados en €l disefio de un curriculo orientado hacia €l desarrollo del
conocimiento matematico de los estudiantes se presentan no como una
imposicion para | os profesores sino como una guia para que disefien su
propio curriculot. Una revision de la abundante literatura en este tema
sirve de base para entender la complejidad de los nimeros racionales
como topico de ensefianza y aprendizaje y al mismo tiempo sirve para
establecer relacionesentrelosresultados deinvestigaciony la préactica.

INTRODUCCION

El concepto de curriculo presentado en los estédndares del Consejo Nacional
de Profesores de Mateméticas de los Estados Unidos (National Council of
Teachers of Mathematics, NCTM) incluye metas, conocimiento, activida
des para profesores y estudiantes, evaluacion para esas actividades y recur-
sos para lograr los objetivos de un contenido matemético particular. El
curriculo se define como “un plan operacional parala ensefianza en el cual
se detalla qué matematicas necesitan saber |os estudiantes, como van ellos
alograr las metas curriculares establecidas, qué va a hacer el profesor para
ayudar alos estudiantes a desarrollar su conocimiento matemético y cuél es
el contexto en que se desarrolla el proceso de ensefianza-aprendizaje.”
(NCTM, 1989, p. 1)

1. A quienes quieran disefiar y poner a prueba en su salon de clase, actividades de ensefianza
similares alas que se presentan en este articulo, selesinvitaacomunicarse, atravésdel correo
electrénico, con la autora del mismo quien esta dispuesta a colaborarles en €l proceso de
disefio.
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Esta definicidn de curriculo se basa en unavision en la que “saber” ma
teméticas significa “hacer” matemaéticas en la misma forma en que lo hace
un matematico. Un matemético explora los conceptosy sus relaciones para
hacer conjeturas que luego demuestray expone a la consideracion publica
paracrear conocimiento socialmente aceptado (Ernest, 1991). Lametadela
educacion matemética esta en lograr que los estudiantes valoren las mate-
méticasy se sientan seguros de sus capaci dades parahacer mateméticas, que
aprendan coOmo comunicarse mateméticamente, que se conviertan en resolu-
tores de problemas y que aprendan a razonar matematicamente. Para lograr
esto, los profesores tienen que ofrecer a los estudiantes diversas experien-
cias relacionadas con aspectos sociaes, culturales, cientificos e histéricos
donde aquéllos puedan usar su conocimiento para resolver problemas, co-
municar sus resultadosy participar en acciones sociales (NCTM, 1989).

Un curriculo de matematicas acorde con esta vision tiene que considerar
lasideas, losinteresesy las experiencias de | os estudiantes seguin sus condi-
ciones econdmicas y sociales para que ellos puedan criticar la sociedad en
gue viven y buscar cambios con base en un andlisis reflexivo. El conoci-
miento matemético tiene que situarse en el contexto apropiado para que sea
relevante a los estudiantes. El propésito de la educacién matemética esta,
entonces, en preparar ciudadanos comprometidos en laaccion socia indivi-
dual y colectiva.

Con base en estavision delo que significa saber mateméticasy delo que
incluye el curriculo, este articul o presentalas metas, €l conocimiento, €l tra-
bajo para estudiantes y profesoresy la tecnologia que se deberian incluir en
un curriculo basado en los estandares del NCTM para grados 5-8 centrado
en niimeros racionalesy razonamiento proporcional. A travésdel articulo se
muestran ejempl os concretos de actividades y soluciones de los estudiantes
gueilustran los cambios propuestos en la ensefianzay el aprendizaje de este
tema. En la Gltima parte se presenta una descripcion de lainvestigacion de-
sarrollada en los Ultimos afios sobre niimeros racionales y algunas ideas so-
bre actividades necesarias en la formacion de profesores que quieran usar
este curriculo.

METAS

Una de las principales areas del contenido de mateméticas en grados 5-8
corresponde a nimeros y relaciones entre ndmeros. El paso de ndmeros
naturales a enteros y de éstos a niUmeros racionales da la oportunidad de
considerar nuevas operaciones, nuevas personalidades o interpretaciones de
los nimeros y nuevas relaciones entre esos nimeros. También crea la base
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para conceptos mateméticos més avanzados como |os nimeros reales y
para contenidos més avanzados como el dgebra

Los estandares del NCTM (1989) consideran los nimerosy las relacio-
nes entre nimeros como uno de los trece estandares del curriculo de mate-
maticas para grados 5-8. Este curriculo deberia incluir e desarrollo
progresivo de los nimeros y de las relaciones entre nimeros de modo que
los estudiantes puedan comprender, representar y utilizar los niUmeros en
una variedad de formas equivalentes (enteros, fracciones, decimales, por-
centagjes, exponentes, y notacion cientifica) tanto en situaciones reales como
en situaciones matematicas; desarrollar € sentido numérico para nimeros
naturales, fracciones, decimales, enterosy racionales; comprender y utilizar
razones, proporcionesy porcentajes en una variedad amplia de situaciones,
investigar relaciones entre fracciones, decimales y porcentagjes; y represen-
tar relaciones numéricas en diagramas de unay dos dimensiones.

Lametade un curriculo enfocado en nimeros racionalesy razonamiento
proporcional deberia ser brindar alos estudiantes oportunidades para desa-
rrollar sentido numeérico de nimero racional y paraconstruir significado ma-
temético del razonamiento proporcional. Antes de seguir es necesario hacer
explicito qué significan sentido numérico y razonamiento proporcional.

El concepto de sentido numérico ha sido definido por Fey (1990) como
lacompetenciadel estudiante parausar aspectosinformales del razonamien-
to cuantitativo al planear operaciones correctasy a interpretar sus resulta-
dos inteligentemente. Esta competencia requiere una comprension bien
fundada del significado de las operaciones (p. 79). Dadas las diferentes per-
sonalidades que tienen los nimeros racionales, esta es una verdadera opor-
tunidad para tener significados variados, para explorar diversas relaciones
numéricasy paraampliar |os conceptos de magnitud de un nimero y de las
operaciones. Los estandares del NCTM (1989) proponen un conjunto de ac-
tividades que los estudiantes deberian realizar para lograr €l sentido numé-
rico. Esas actividades incluyen desarrollar e significado de ndmero,
explorar relaciones numéricas usando materiales concretos, comprender la
magnitud relativa de nimeros, desarrollar laintuicion sobre el efecto relati-
vo de operaciones con nimerosy crear referentes paramedidas de objetosy
situaciones comunes a ambiente del estudiante (p. 39).

El significado matemético de proporcién ha sido definido por Piaget e
Inhelder (1974) como una relacion de segundo orden que involucra una
equivalencia entre otras dos relaciones. Esta definicion describe qué es una
proporcion en términos mateméti cos pero no ayuda a comprender como se
construye €l concepto. Lesh, Post y Behr (1988) definen razonamiento pro-
porcional como un tipo de razonamiento matemético que involucra sentido
de co-variacion? y de multiples comparaciones, y la capacidad de almacenar
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mentalmentey procesar varios fragmentos deinformacion (p. 93). Ellos ase-
guran que laprincipal caracteristicadel razonamiento proporcional esel re-
conocimiento de similitud estructural e invarianza® en un sistema
matematico simple. Lacapacidad de comparar dos relacionesy generar exi-
tosamente elementos desconocidos en una situacion determinada, define el
nivel de desarrollo del razonamiento proporcional.

Esas dos definiciones —sentido numérico y razonamiento proporcio-
nal— dan algunainformacion sobre €l tipo de conocimiento que se requiere
paralograr las metas propuestas. En lasiguiente seccidn se presenta un ané
lisisdel conocimiento necesario paradesarrollar sentido numérico de nime-
ros racionales y para construir significado matemético del razonamiento
proporcional.

CONOCIMIENTO Y TIPOS DE ACTIVIDADES
QUE LO PONEN EN JUEGO

Si bien hay una fuerte relacion entre los nimeros racionales y e razona
miento proporcional, es Util hacer una distincion entre lograr el sentido
numérico para fracciones y desarrollar € razonamiento proporcional. El
concepto de fraccidn es un puente obvio entre nimeros naturales y nime-
ros racionales y deberia ser usado como punto de partida en este curriculo.
El concepto de razdn se construye con base en cierta comprension sobre
fraccionesy deberia ser usado luego para desarrollar razonamiento propor-
cional. La separacién entre fracciones y razonamiento proporciona sirve
para hacer una clara presentacion de las diferentes actividades que cada
concepto requiere. Esta distinciéon no significa que se descarten las activi-
dades relacionadas con € razonamiento proporcional hasta lograr cierto
sentido de fraccion. De hecho, muchas actividades relacionadas con frac-
ciones se podrian usar parafomentar el razonamiento pre-proporcional.
Este curriculo se enfoca en desarrollar significado matemético para los
nimeros racionales y para el razonamiento proporcional, en contraste con
e curriculo tradicional en e que predominan las reglas de computo y los
calculos memoristicos. Kaput y West (1994) sefialaron que la causa méas
importante del fracaso e inutilidad de las mateméticas escolares eslainsis-
tencia en el uso de herramientas computacionales que los estudiantes

2. Co-variacion serefiere a cambio simultaneo en dos variables que existe por algunarelacion
constante. Esta relacion entre las variables puede ser expresada con un funcién lineal en el
caso de las proporciones.

3. Invarianza se refiere a la constancia de cierta relacion entre dos variables. Por gjemplo, si 2
libros cuestan $600, entonces 6 libros de los mismos cuestan $1.800. La relacion constante es
1: 300.
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aprenden a usar de memoria sin ninguna comprension de sus bases cuanti-
tativas. Esta consideracion esta en la base del nuevo enfoque del curriculo.

Unarespuestaal Ilamado del NCTM para un cambio en la naturalezade
la ensefianza de las mateméticas se encuentra en el trabajo de Streefland
(1993). El presenta para la ensefianza del concepto de fraccion un enfoque
basado en la utilizaci6n de situacionesreal es. Actividades como repartir, or-
ganizar, comparar y compensar dan a estudiante laoportunidad de construir
significado parafraccionesy operaciones con fraccionesy razones. Se utili-
zan diferentes representaciones para dar a los estudiantes la oportunidad de
explorar y distinguir el significado de cada concepto. |dealmente, estas re-
presentaciones van desde objetos fisicos (material es concretos) hasta repre-
sentaciones formales, pasando por representaciones gréficas y simbélicas’.
El uso de diferentes representaciones da a los estudiantes la oportunidad de
tener diversos referentes, algunos de ellos concretos, cuando estan desarro-
Ilando el significado matemético de diferentes conceptos. En el Ejemplo N°
1, el uso de representaciones graficas ofrece a los estudiantes referentes
cuando estan empezando adesarrollar representaciones simbélicas o forma-
les.

Desarrollar razonamiento proporcional es una situacion mas compleja.
Durante los Ultimos diez afios diferentes autores han considerado alternati-
vas paraanalizar €l proceso de desarrollo de este tipo de razonamiento (Ka-
puty West, 1994; Lamon, 1994; Vergnaud, 1994; Thompson, 1994; Harel et
al., 1994; Kieren, 1993; Loy Watanabe, 1997; Lesh, Post y Behr, 1988; Kar-
plus, Pulosy Stage, 1983). Las actividades, |os problemas con enunciados
verbalesy | as situaciones queinvol ucran val ores desconocidos, comparacio-
nesy transformaciones parecen ser 1os méas apropiados para evocar y desa-
rrollar razonamiento proporcional (ver Ejemplo N° 2).

Estos andlisis sugieren importantes caracteristicas de los problemas que
deben ser consideradas. Parece que larelacién entre los nimeros involucra-
dos, lasunidades utilizadas, €l tamafio delos nimerosinvolucradosy el con-
texto del problemason factoresrelevantesen ladecision del estudiante sobre
qué estrategia usa para resolver problemas de razonamiento proporcional.

4. Las representaciones formales se refieren a las representaciones aceptadas como correctas
por los mateméticos; por gjemplo, la representacion de una fraccion como alb. Pero los estu-
diantes pueden desarrollar otro tipo de representaciones en el proceso de construccion de su
propio conocimiento. En el Ejemplo N° 1, la forma como cada estudiante o el grupo de estu-
diantes decide representar la reparticién en cada mesa es una representacion pero no es for-
mal. Con frecuencia, estas representaciones generadas por los estudiantes son més
significativas para ellos que |as formal es. Estas representaciones pueden ser o no simbdlicas.
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Situacion derepartir
Repartir, de manera equitativa, 3 pizzas entre 4 nifios.

Posiblesrespuestas

1) Cada pizza se reparte entre 10s 4 nifios. @ @ @

Cada nifio reci be = de cadapizza, 0 sea, 3 veces ,0, =

2) Primero se reparten 2 pizzasy luego laotra @ @ @

Cadanifio reC|be = deplzzayluego més, 0 sea, —+ o, =

3) Las 3 pizzas se reparten al mismo tiempo @ @ @

2 nifios reciben, cada uno, 1—— y los otros reciben, cada uno, 5 + 4_1

Situacién de organizar

Un restaurante puede organizar las mesas de modo que cumpla los deseos de un grupo de nifios
que van a compartir pizzas de modo equitativo. Si hay 18 pizzasy 24 nifios, ¢como se pueden
organizar las mesas?

Posiblesrespuestas
1) 2 mesas, cada una, con 9 pizzasy 12 nifios @/ %’)

19
2) 2 mesas, unacon 12 pizzasy 16 nifiosy laotracon 6 pizzasy 8 ni ﬁos@ 24 %3)
Situacién de comparar 16 8

En la panaderia“LaExcelencia’ serequiere de 5, 6, 10 6 15 minutos para hornear 4 clases dife-
rentes de panes. Después de una hora, Eduardo, el panadero, ha hecho 5 panes, no todos del
mismo tiempo de coccién. ¢De cudles panes pudo haber hecho y cuantos de cada clase?

Posiblesrespuestas
En este caso es importante usar la relacion entre los tiempos de coccién y las fracciones de

hora. Por ejemplo, 6 minutos equivalen a % de hora.

1) 2 de 15 minutosy 3 de 10 minutos: 1,1,1,1,1. 1.
4 4 6 6 6
2) 3 de 15 minutos, 1 de 5 minutosy 1 de 10 minutos: 1,1, 1,1
4 4 4 12 6

Ejemplo N° 1. Stuaciones de repartir, organizar y comparar




118 CRISTINA GOMEZ

El acertijo de lalimonada

Juan hace limonada usando 3 cucharadas de azlcar y 12 cucharadas de jugo de
limén. Maria hace limonada usando 5 cucharadas de azlcar y 20 cucharadas de
jugo de limén. ¢Tienen estas dos limonadas el mismo sabor?

Ejemplo N° 2. Situacion apropiada para evocar razonamiento proporcional

Larelacion entre nimeros

Una situacion de razonamiento proporcional simple involucra dos razones,
cada unaformada por dos nimeros naturales. Con los cuatro nimerosinvo-
lucrados, es posible tener una de cuatro situaciones. cada razén es un
nimero natural y las dos razones son igual es; una razén es un nimero natu-
ral, laotrano lo es y las dos razones son diferentes; ninguna de las dos
razones es un nimero natural pero son iguales; y ninguna de las dos razo-
nes es un nuimero natural y son diferentes (ver Ejemplo N° 3). Karplus,
Pulos y Stage (1983) sugieren que €l desarrollo del razonamiento propor-
cional de los estudiantes podria considerarse progresivo a lo largo de una
escala de dos dimensiones. Una dimensién esta determinada por las rela
ciones entre nimerosinvolucrados, y la otra, que se explicara mas adel ante,
serefiere alas unidades usadas en el problema.

Variacionesdel Juan Maria
acertijo delalimonada Azlcar Limén | AzGcar Limén | Razones

cadarazon esun |lasdosrazones 3 3 5 5 3_5
nimero natural | soniguales 3 5
unarazon es un
ndmero natural, |lasdosrazones 3 6 9 15 6,15
lasegundano es | son diferentes 3 9
ndmero natural
ninguna de las
dosrazonesesun las d_os razones 3 7 6 14 r-1

, soniguales 3 6
ndmero natural
ningunade las
dosrazonesesun lanc(lJ'? razotneﬁ 3 5 7 11 gl -1%
ntmero natural | 500 G ErENtes

Ejemplo N° 3. Relaciones entre nimeros

Segun estos estudios, |os problemas que involucran ndmeros naturales pe-
guefiosy en los que cada razon es un nimero natural y ademas las dos razo-
nes son iguales, facilitan el uso de estrategias correspondientes a niveles
basi cos de razonamiento proporcional por parte de los estudiantes. En cam-
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bio, las actividades en las que los nimeros son grandes, ninguna de las dos
razones es un nimero natural y las razones son diferentes, generan més di-
ficultades en el proceso de solucion y requieren un mayor desarrollo de ra-
zonamiento proporcional para resolverlas exitosamente. Este curriculo
deberiaincluir situaciones apropiadas que consideren esta dimension. Esto
daria oportunidad para determinar diferentes niveles de razonamiento pro-
porcional o lograr progreso a niveles superiores.

Lasunidades

Una proporcién simple involucra una comparacion multiplicativa entre
cantidades de dos espacios de medida diferentes. Un espacio de medida
puede considerarse como una estructura con cuatro elementos basicos: un
tipo de objetos, una cualidad de estos objetos, unaunidad y un proceso para
asignar un valor numérico a esa cuaidad (Lesh, Post y Behr, 1988).
Cuando se usan cantidades de dos espacios de medida diferentes se puede
hacer una comparacion dentro de cada espacio de medida o entre los dos
espacios de medida (ver Ejemplo N° 4). Esta es |la segunda dimension suge-
rida por Karplus, Pulosy Stage (1983). Parece que €l nivel de desarrollo en
el razonamiento proporcional de los estudiantes depende de igual manera
delarelacion entre los nimeros 'y del tipo de comparacion que se haga.

Para solucionar el acertijo de lalimonada se pueden hacer comparaciones entre las recetas (la
cantidad de azlcar y limén en lareceta de Juan comparada con la cantidad de azlcar y limén
en lareceta de Maria) o se pueden hacer comparaciones dentro de cada receta (la cantidad de
azlcar contrala cantidad de limén en cada receta).

En este caso hay dos espacios de medida. Uno esta determinado por la cantidad de cucharadas
delimén en larecetay el otro por la cantidad de cucharadas de azticar. Usando |os esquemas
de Vergnaud, el acertijo puede representarse asi:

Azlcar Limén
(cucharadas) (cucharadas)
Juan 3 12
Maria 5 20

Ejemplo N° 4. Espacios de medida

El tamafo delos nimeros

Inicialmente las situaciones deberian involucrar nimeros naturales pegue-
fios que faciliten € uso de representacionesfisicasy €l desarrollo de célcu-
los simples. De hecho, muchos estudios usan ndmeros pequefios que
combinados con larelacién entre nimeros aumentan la dificultad en € uso
de razonamiento proporciona para resolver problemas. Thompson (1994)



120 CRISTINA GOMEZ

usa exitosamente nimeros grandes 'y los célculos “complicados’ centrando
laatencion en el desarrollo de conceptos. Como el autor dice:

[...] noesquelanotaciony el calculo numérico no tengan importan-
cia. Mashien, es sdlo que hay momentosy lugares para prestar aten-
cién a aspectos relacionados con notacion y cal culo numérico, pero
esos momentos y lugares no deberian interferir con el desarrollo de
conceptos fundamentales. (p. 228)

L os problemas con nimeros “complicados’ dan oportunidad para usar, con
relativa confianza, calculadoras y para manipular diferentes representacio-
nes nUMericas.

El contexto

Uno de | os supuestos basicos de esta propuesta es €l uso de situaciones rea-
les en las que puedan desarrollarse conceptos significativos. Esta es la
oportunidad de poner en contexto procesos y conceptos matematicos y
reconocer las dificultades que los estudiantes tienen en €l proceso de mate-
matizacion horizontal®. En situaciones gue involucran razonamiento pro-
porcional, € uso explicito de expresiones como “para cada’ o “por cada’,
el tipo de cantidades involucradas, €l uso de cantidades discretas o conti-
nuasy el uso de problemas geométricos de semejanza han sido identifica-
dos como puntos criticos (Kaput y West, 1994). Cada una de estas
caracteristicas semanticas hace mas dificil €l uso de razonamiento propor-
cional.

EL TRABAJO PARA ESTUDIANTES Y PROFESORES

En este curricul o todas | as actividades deberian estar enfocadas en el apren-
dizaje del estudiante. Los estudiantes son los participantes activos en el
proceso ensefianza-aprendizaje y |os profesores tienen que brindar oportu-
nidades para enunciar, poner a prueba y validar conjeturas que ayuden a
extender la estructura matematica de los estudiantes (Romberg, 1992). Los
profesores tienen que disefiar situaciones en las que los estudiantes puedan
explorar e investigar problemas, que promuevan comunicacion escrita y
verbal en términos mateméticos, y que consideren los intereses de los estu-

5. Streefland (1993) hace una distincién entre matematizacion horizontal y vertical. “Lamate-
matizacion horizontal se caracteriza por la transformacion de problemas reales a términos
matematicos y viceversa, mientras que la matematizacion vertical se caracteriza por €l pro-
greso sucesivo dentro del sistema matemético a través de la estructuracion y ordenamiento de
conocimientos mateméti cos en forma cada vez mas eficiente.” (p. 299)
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diantesy su conocimiento informal. Romberg (1992) afirma que el trabajo
de los profesores esta en apoyar, promover, fomentar y facilitar la creacion
de conocimiento por parte de los estudiantes; crear un ambiente de aprendi-
zaje colaborativo; guiar, escuchar, discutir, incitar, cuestionar y aclarar €l
trabajo de los estudiantes; y organizar actividades interesantes y apropiadas
alas necesidades de los estudiantes (p. 775). Paralograr estos objetivos, los
profesores necesitan cierto conocimiento sobre las diferentes personalida-
des que tienen los nimeros racionales y sobre las diferentes estrategias que
usan los estudiantes para resolver problemas de razonamiento proporcio-
nal.

Constructos

Autores como Kieren (1976, 1993), Behr, Lesh, Post y Silver (1983), Freu-
denthal (1983) y Ohlsson (1988) han presentado varias categorizaciones
paralas diferentes interpretaciones —Illamadas subconstructos o personali-
dades— de los nimeros racionales. En general, cinco situaciones podrian
resumir estas caracterizaciones. Estas son: parte-todo, cociente, medida,
operador y razén (Marshall, 1993). El Ejemplo N° 5 presenta situaciones
correspondientes a cada constructo.

Parte-todo
Setienen 4 bolas: 3rojasy 1 amarilla. (Qué parte o fraccion de las bolas son rojas?

Cociente
L a sefiora Lopez tiene 3 libras de pescado para el amuerzo de su esposo, €l de sus 5 hijos
y € suyo propio. ¢Cuanto pescado le corresponde a cada persona si todos comen igual
cantidad?

Medida
En el siguiente gréfico, ¢qué tan lgjos esta X de 0?
o_. . X . . . . 1

Razon

En su receta Susana agrega 1 taza de azlcar por cada 3 tazas de agua. ¢(Qué cantidad de
azlicar debe agregar para 6 tazas de agua?

Operador
¢Como se puede transformar una figura geométrica en una nueva que tenga un tamafio

%delaoriginal?

Ejemplo N° 5. Subconstructos de niimeros racionales

En una situacion parte-todo se requiere partir una cantidad en subpartes o
subconjuntos de igual tamarfio. En este caso la cardinalidad del conjunto to-
tal estd dada en términos de las cardinalidades de los subconjuntos que lo
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componen. Este constructo es considerado fundamental parael desarrollo de
otras interpretaciones de nimeros racionales. Buena parte del reconoci-
miento de estas situaci ones se realiza por representaciones visuales del pro-
blema.

En unasituacion de cociente el nimero racional a b representaque a se
distribuye o reparte en b partes. En este caso el todo puede ser considerado
como una unidad que debe ser repartida, a diferencia de las situaciones par-
te-todo en las que € todo es lareunion de las partes que describe €l proble-
ma. Otra diferencia con la situacién parte-todo es que ay b representan en
este caso dos tipos diferentes de objetos.

En unasituacion de medida el ndmero racional 1 se usarepetidamen-
te para determinar una distancia. Esta medida se utiliza luego para hacer
comparaciones entre diferentes elementos del problema. En unasituacion de
razon dos cantidades se relacionan entre ellas. Algunos autores consideran
diferentes tipos de razones de acuerdo con las medidas utilizadas en €l pro-
blema (Ohlsson, 1988; Vergnaud, 1983). Por ejemplo, si el tiempo esunade
las unidades de medida, las razones pueden ser consideradas como ratas de
cambio.

Finalmente, en una situacién de operador a b representa un valor que
va a ser operado sobre otro para obtener un segundo valor. Las situaciones
gue corresponden a este constructo describen una funcién continua, uno a
uno, que preserva larazén entre dos cantidades que describen una caracte-
ristica especifica de dos elementos (por ejemplo la medida de dos longitu-
des) o entre dos cantidades que representan dos caracteristicas de un
elemento (por gemplo el largo y el ancho). A diferencia de las otras situa-
ciones, en este caso a @ debe ser considerado como una entidad, no como
un par ordenado de nimeros, que amplia o reduce proporciona mente el ob-
jeto original.

Estrategias

Otro grupo de autores ha estado interesado en analizar las diferentes estra-
tegias que usan los estudiantes para resolver problemas de razonamiento
proporcional (Lamon, 1993a, 1996; Lesh, Post y Behr, 1988; Kaput y West,
1994; Lo y Watanabe, 1997; Vergnaud, 1994). Esas estrategias van desde
estrategias aditivas incorrectas, a constructivas coordinadasy abreviadas, el
uso de la unidad como factor y hasta €l uso de ecuaciones formales (ver
Ejemplo N° 6).

Lamon (1993b) describe seis tipos de estrategias usadas por estudiantes
pararesolver problemas de razonamiento proporcional. En el primer nivel el
estudiante no tiene unainteraccion seria con € problema; en e segundo ni-
vel el estudiante o bien da respuestas sin justificacion, o usaensayo y error,
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Problema 1

Un restaurante arreglalas mesas poniendo 7 cubiertosy 4 platos en cada una. Si anoche se usa-
ron 35 cubiertos para arreglar las mesas, ¢cuantos platos se usaron?
El esquema correspondiente a esta situacion seria:

Cubiertos Platos
7 4
35 ?

Aditivaincorrecta

Una estrategia muy usada por nifios al resolver este tipo de problemas consiste en comparar las
diferencias absolutas entre las cantidades de cubiertos, por jemplo, y compensar esa diferen-
ciasumandolaalacantidad inicia de platos, asi:

Cubiertos Platos

+28 ! 4 +28
35 32

Constructiva coordinada
En este caso el estudiante toma larelacion inicial parair construyendo nuevas relaciones que|
se acerquen ala cantidad deseada, asi:

Cubiertos Platos
7 4
14 8
21 12
28 16
35 20

Problema 2

Un restaurante arreglalas mesas poniendo 7 cubiertosy 4 platos en cadauna. Si anoche se usa-
ron 392 cubiertos para arreglar las mesas, ¢cuantos platos se usaron?

Constructiva abreviada

La abreviacion de sumas repetidas en multiplicaciones permite e uso de una estrategia cons-
tructiva abreviada. En este caso € estudiante divide 392 entre 7 para saber cuantas mesas se
arreglaron, obteniendo 56 mesas. Como se usan 4 platos por cada mesa, multiplicando 56 por 4
obtiene el nimero total de platos. El esquema seria:

Cubiertos Platos

7 4
x56 ( ) x56
392 224
Problema 3

Para hacer una vinagreta se necesitan 4 partes de vinagre por 9 partes de aceite. ¢Cuanto vina-
gre se necesita para 828 onzas de aceite?

Unidad como factor

En este caso el estudiante trata de encontrar la cantidad correspondiente a 1 unidad, por ejem-
plo, a 1 onza de aceite, y la usa como referente para obtener la cantidad de vinagre necesariaj
para 828 onzas, asi:

Ejemplo N° 6. Estrategias usadas en razonamiento proporcional
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Vinagre Aceite
4 9
+9 C
0.44 1
x828 C
368
Ecuaciones formales

En este caso €l estudiante usa una ecuacion que relacione las cantidades dadas, estableciendo
la comparacion entre las razones. En €l problema anterior seria:

828

9 aceite _ 4vinagre
828 aceite X vinagre

Ejemplo N° 6. Estrategias usadas en razonamiento proporcional

0 usaestrategias aditivasincorrectas; en el tercer nivel el estudiante describe
oralmente o escribe patrones entre los niimeros pero Nno muestra ninguna
comprension sobre |as relacién numeéricas. Los tres niveles restantes repre-
sentan niveles més avanzados de comprension. El cuarto nivel corresponde
a razonamiento preproporcional en e cual € estudiante hace dibujos,
diagramas, o usa materiales concretos paradar sentido ala situacién aungque
demanerapuramenteintuitiva. En el quinto nivel el estudiante muestranivel
de razonamiento proporcional cualitativo, es decir, usa las razones como
unidades, entiende las rel aciones entre los nimeros y demuestra cierta com-
prension sobre larelatividad de la situacidn. En el sexto nivel, el estudiante
usa simbolos algebraicos para representar proporciones y demuestra com-
prension de relaciones escalares o funcionales entre los nimeros. En este
caso € estudiante ha desarrollado razonamiento proporcional cuantitativo.

Lainvestigacion en estadrea muestraque el uso de diferentes estrategias
depende no solamente del nivel de comprension de los estudiante en € ra-
zonamiento proporcional sino también de las caracteristicas mencionadas
antes como el contexto del problema, el tamafio de los nimeros involucra-
dos, larelacion entre esos nimerosy las unidades usadas.

TECNOLOGIA

Tecnologia se refiere aqui alos recursos que profesores y estudiantes debe-
rian usar en las actividades en el aula, ala manera en que esos recursos se
usan y alas estrategias de evaluacion durante el proceso de aprendizaje.

L osrecursos
El uso de materiales concretos y objetos fisicos en actividades como repar-
tir y comparar para dar a los estudiantes una representacion concreta ha
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sido estudiado por Streefland (1993). En el mismo sentido Kaput y West
(1994) sugieren que es necesario usar los tipos de representaciones concre-
tas que apoyen y extiendan los model os constructivos de razonamiento pro-
porcional que los estudiantes usan de modo natural como extension de
actividades de conteo, conteo saltado y agrupacion (p. 283). La oportuni-
dad de tener imagenes visuales antes que otros sistemas de representacion
da a los estudiantes referentes concretos para la construccion de significa
dos matemdti cos de conceptos como fraccionesy proporciones. Ademas, el
uso de representaciones ssmbdlicas, como un paso intermedio entre la
representacion concreta y la representacion formal, apoya el proceso de
construccion de ideas mateméticas significativas. En particular, representa-
ciones como los arreglos usados por Streefland para fracciones o los esque-
mas paral os espaci os de medida usados por V ergnaud son buenos ejemplos
de herramientas de representacion que pueden ayudar a los estudiantes a
resolver y explicar sus procesos de solucidon y ala vez pueden ser usados
por profesores para evaluar la comprension de los estudiantes.

Evaluacion

La evaluacion tradicional enfocada en herramientas computacionales y la
memorizacion de algoritmos tiene que cambiarse para una centrada en la
comprensién de los estudiantes. El enfoque basado en esquemas que pre-
senta Marshall (1993) podria ser un camino inicial para que los profesores
disefien e interpreten actividades adecuadas que provean informacién sobre
la compresién matematica de los estudiantes acerca de proporciones y
ndmeros racionales. Segun Marshall unesquema esta caracterizado por una
red de cuatro tipos de conocimiento sobre una situacion (p. 267). Esos cua
tro tipos de conocimiento son € conocimiento de las caracteristicas que
tiene que ver con los detalles sobre la situacién; € conocimiento de las
limitaciones constituido por € conjunto de condiciones que deben cum-
plirse para que e esquema pueda ser usado en esa situacion; e conoci-
miento de planeacion que se refiere a cdmo se deben ordenar |os elementos
del esquemay cémo definir las metas necesarias pararesolver e problema;
y el conocimiento de g ecucion que incluye los algoritmosyy las reglas usa
das para efectuar calculos (ver Ejemplo N° 7).

El proceso de evaluacion se desarrolla entonces en dos pasos. El primer
paso consiste en identificar € esquema que se aplicaalasituacion particular
y en el segundo paso se determinan 1os cuatro tipos de conocimiento men-
cionados antes. Marshall considera los cinco esquemas —parte-todo, co-
ciente, medida, razén y operado— mencionados antes como
parti cularmente importantes en niUmeros racional es. Estas situaciones repre-
sentan las ideas basi cas rel acionadas con niimeros racionalesy razonamien-
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Situacion

Sombrear % del recténgulo que se muestra aqui:

Primer paso

Identificar el esquema. Esta es una situacién parte-todo en laque la unidad, € rectangulo, va
aser dividido en 2 partesiguales.

Segundo paso

Caracteristicas

Una de | as caracteristicas més importantes en | as situaciones parte-todo es lavisual. En este
caso hay dos formas de representacién que tienen un significado visual parael estudiante. El

simbolo % y laregion mismaque sevaapartir.

Limitaciones

Unade las limitaciones de este tipo de esquematiene que ver con lo que el estudiante consi-
dera como “el todo” y cémo va a partir esa region. La segunda limitacion se refiere a “las
partes’, como se define igualdad de |as partes en una figura, como se relacionaigualdad con
area, etc.

Planeacion

En este caso se requiere poca planeacion para desarrollar |a tarea. Hay dos pasos: partir la
figuray sombrear |laregion adecuada. Basado en el conocimiento de las caracteristicas y las
limitaciones, el estudiante sdlo tiene tres aternativas: sombrear una parte, sombrear las dos,
0 no sombrear nada.

Ejecucion

Es el conocimiento en el que laevaluacion tradicional estaria enfocada. En este caso, lares-
puestaa problema.

Ejemplo N° 7. Evaluacién basada en esquemas

to proporcional. Laidea de eval uacién basada en esquemas podria ser usada
también paraevauar € conocimiento previo de estudiantes, el desarrollo de
lacomprensién y el proceso de solucion de problemas.

INVESTIGACION DE APOYO AL CURRICULO

Los nimeros racionalesy € razonamiento proporcional han sido objeto de
considerable investigacion en afios recientes. El curriculo antes descrito
considera, de diferentes maneras, muchos de los resultados de tal investiga-
cion. Algunos resultados se usan para definir las actividades que se debe-
rian realizar en el aula, en tanto que, otros dan informacion sobre lo que los
profesores necesitan saber para poder ayudar alos estudiantes en el proceso
de construccion de significados mateméticos. Esta investigacion puede ser
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categorizada desde diferentes perspectivas. En los siguientes parrafos se
describen algunas de esas perspectivas.

Paratratar de comprender qué esun niimero racional sehan utilizado dos
perspectivas, lamatematica (Ohlsson, 1988) y la psicol 6gicao de desarrollo
(Kieren, 1976). Otros grupos de investigadores se han interesado en estudiar
como los estudiantes comprenden los diferente subconstructos de nimeros
racionales. Un grupo se hainteresado en €l analisis semantico del concepto
de nimero raciona (Behr, Lesh, Post y Silver, 1983) mientras otros se han
enfocado en la comprension de los nifios cuando estan resolviendo proble-
mas de razonamiento proporcional (Lamon, 1994). Otro grupo hatrabajado
en clasificacion de problemas. Por giemplo Vergnaud (1983, 1994) usa €l
andlisis del campo conceptua multiplicativo mientras que Lamon (1993a)
usa € andlisis de las estrategias usadas por los estudiantes para clasificar
problemas que requieren diferentes niveles de razonamiento proporcional.

Karplus, Pulosy Stage (1983) estudian las diferentes etapas en el razo-
namiento proporciona através delasolucién aun problemacon un contexto
definido —el acertijo de lalimonada— donde larelacion entre los nimeros
involucrados es variable. Lamon (1994) examina como el uso de procesos
como unificar® y normalizar” determinan diferentes etapas en e razona-
miento proporcional de los estudiantes.

Otras posibl es clasificaciones de lainvestigacion en esta &rea consideran
si los investigadores toman una perspectiva matemética o readlistaen € pro-
ceso pedagodgico. Los resultados desde el punto de vista matematico han
mostrado la complejidad de este tema (Behr, Lesh, Post y Silver, 1983). La
perspectiva redlista ha mostrado una alternativa para ensefiar y aprender
fracciones con verdadera comprensién (Streefland, 1993).

RELACION ENTRE LA INVESTIGACION
Y LOS ESTANDARES

El interés en lainvestigacion relacionada con nimeros racionales y razona-
miento proporcional comenzd antes de la publicacion de los estandares del
NCTM. Si bien esos trabajos no consideran los cambios en e contenido de
las matematicas escolares y en la naturaleza de la ensefianza de las mate-
maticas promovida por los estandares, sus resultados han contribuido a
comprender la complejidad de la estructura mateméti ca subyacente a razo-
namiento multiplicativo. Esos estudios incluyen, entre otros, el andlisis de

6. Unificar eslahabilidad de construir una unidad de referenciay luego interpretar la situacion
dada en términos de esa unidad.
7. Normalizar es|areconceptualizacién de un sistema en relacion a una unidad fija.
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contenido desde |a perspectiva matematica (Ohlsson, 1988), diferentes eta-
pas de razonamiento proporcional (Karplus, Pulosy Stage, 1983), clasifica-
cion de problemas (Vergnaud, 1983) y andlisis semantico de conceptos de
nimero raciona (Behr, Lesh, Post y Silver, 1983).

Despuésdelapublicacion delos estandares del NCTM, algunos de estos
trabaj os han continuado cambiando su interésafin deincluir lacomprensién
del razonamiento de los estudiantes en situaciones proporcionales (Behr,
Harel, Post y Lesh, 1993) o para comprender la interpretacién que los pro-
fesores dan a algunos subconstructos (Behr, Khoury, Harel, Post y Lesh,
1997).

Ha surgido a la vez nueva investigacion que sigue la propuesta del
NCTM. Unaparte delainvestigacion haestado enfocadaen el conocimiento
informal de los nifios con €l fin de comprender como se puede utilizar el
pensamiento de los nifios para disefiar nuevas actividades de aprendizaje
(Lamon, 1993a). Otros autores que tratan de dar informacion Util parael di-
sefio de nuevas maneras de instruccion de este contenido, han estudiado t6-
picos tales como maneras alternativas de evaluacion (Marshall, 1993),
procesos de solucion de problemas de | os estudiantes (Lamon, 1993b) vy di-
ferentes sistemas de representacion (Streefland, 1993).

A pesar del gran interés en investigacion en este tema, todavia hay as-
pectos que necesitan mas atencion. Los estandares del NCTM promueven
cambios en el contenido de las mateméticas escolares, en lanaturalezadela
ensefianza de las mateméticas y en lavision de la natural eza de las matema-
ticas. Enlo que serefiereal contenido de nimeros racionalesy razonamien-
to proporciona es entonces necesario estudiar maneras aternativas de
organizar este contenido de modo coherente con otros contenidos de las ma-
tematicas escolares. Laidea de usar campos conceptual es como una estruc-
tura para organizar contenidos mateméticos es una opcion que debe ser
explorada. Por otra parte se requiere estudiar més €l uso de situaciones pro-
bleméti cas adecuadas con base en un enfoque realista usando disefios longi-
tudinal es de investigacion. También merece mas atencion la pregunta sobre
como integrar las mateméticas con otras areas de contenido y con la situa-
cion social relacionada con el contexto cultural y social de los estudiantes.

L os temas que se mencionaron antes estan asociados con cambios en la
vision de la naturaleza de las mateméticas. No obstante, también se deben
considerar el conocimiento, las actitudesy las creenciasdelos diferentes ac-
tores—profesores, padres de familia, administradores, legisladores e inves-
tigadores— involucrados en e proceso de cambio. Es necesario realizar
estudios que se ocupen de interpretar esas concepcionesy disefiar activida-
des paratransformar lavisién de los actores.
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DESARROLLO PROFESIONAL

La preparacion de profesores que puedan ensefiar un curriculo como el pro-
puesto aqui requiere de un cambio radical en el concepto de ensefianza. El
concepto tradicional que se tiene del profesor de matematicas como un
reportero que de manera objetiva presenta a los estudiantes la verdad, tiene
gue cambiarse por uno en €l que la actividad del profesor sea contribuir ala
construccion de conocimiento con base en redes estructurales alrededor de
ideas poderosas. En esta propuesta las ideas de fraccidon y razonamiento
proporcional son el centro alrededor del cual todas las situaciones se desa-
rrollan. Las nuevas situaciones generadas por €l profesor tienen que inte-
grar el conocimiento anterior de los estudiantes en una interaccion social
gue permita la construccion de nuevo conocimiento tomando como base
estaideas basicas.

Los resultados presentados por Sprinthall, Reiman y Theis-Sprinthall
(1996) en relacién con el desarrollo profesional de los profesores determi-
nan puntos importantes que se deben considerar en cualquier programa de
actualizacion de profesores. Tales resultados informan acercadel fracaso de
cual quier model o prescriptivo impuesto desde arriba, delaestabilidad delas
concepciones de los profesores sobre la naturaleza de la ensefianza y el
aprendizaje, delafaltaderelacion entre lateoriay practicay delaexigente
situacién que encaran los profesores con relacion apracticasinclusivasy re-
conocimiento de diversidad cultural.

Cualquier programa de desarrollo profesional debe ofrecer alos profe-
sores experiencias significativas con base en su conocimiento previo einte-
gradasasu contexto social. Los seis principiosque Little (1992) recomienda
para € desarrollo profesiona se deberian tener en cuenta en € disefio de
esas actividades. Primero, el programatiene que ofrecer un compromiso sig-
nificativo anivel emocional, social eintelectual con ideas, con materialesy
con relaciones con otros colegas dentro y fuera de la profesién. Segundo, €l
disefio debe tomar en cuentade maneraexplicitael contexto de ensefianzay
la experiencia de los profesores. Tercero, la experiencia tiene que ofrecer
apoyo para profesores con sentimientos u opiniones diferentes, o paraquien
no esté de acuerdo con estas ideas de cambio. Cuarto, lapracticaen el salén
de clase debe ponerse en contexto con la préctica de lainstitucién y con el
futuro delosestudiantes. Quinto, el programade desarrollo profesional debe
preparar alos profesores para emplear lastécnicasy perspectivas de inves-
tigacion. Finalmente, losinteresesindividualesy los intereses de institucio-
nes deben ser considerados y equilibrados de la misma manera que deben
ser consideradas | as limitaciones burocréticas.
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El conocimiento matematico, el conocimiento pedagégico y €l conoci-
miento curricular necesario paradesarrollar este curricul o tiene que ser con-
siderado en el programade desarrollo profesional. Pero el conocimiento que
tienen los profesores debe ser reconocido y valorado siempre. Este curriculo
no es una prescripcién de lo que los profesores deben hacer en el aulasino
mas bien es un plan que considera los puntos importantes que profesores,
administradoresy estudiantes van aencontrar durante el proceso ensefianza-
aprendizaje. Cualquier decision final tiene que ser tomada por |os profesores
mediante la consideracion de las particularidades de |os estudiantes, su co-
nocimiento informal y su cultura.
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